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Chapitre 1
Nombres complexes

C’est plus Zamuzant en Z.
Publicité Peugeot -20e siècle.

Pour bien aborder ce chapitre

En 1545, le mathématicien Gerolamo Cardano publie une formule donnant une solution par radicaux de l’équation1

x3 = ax +b :

x =
3

√√√√b

2
+

√(
b

2

)2

−
( a

3

)3
+

3

√√√√b

2
−

√(
b

2

)2

−
( a

3

)3
.

Cette formule avait été découverte par les mathématiciens del Ferro et Tartaglia. Ce dernier l’avait communiqué à Cardano
en lui demandant de s’engager à ne pas la publier, promesse que Cardano ne tint pas.
Bombelli, en1572, applique la formule à l’équationx3 = 9x +2 et il obtient :

x =
3
√

1+
p
−26+

3
√

1−
p
−26.

Il relève par ailleurs quex = 4 et x = −2±
p

3 sont les3 solutions de l’équation. Il se retrouve donc face au problème
suivant : alors que les solutions de l’équation sont toutes réelles, il faut écrire des racines de nombres négatifs pour les
calculer. Bombelli ne se démonte pas et il invente alors des règles de calcul permettant de manipuler des quantités de
la formea +

p
−b avecb > 0 qui n’ont pas de sens. Il écrit par exemple

p
−1×

p
−1 = −1. Ces nouveaux nombres ne

sont pas compris tout de suite et leur manipulation conduit àdes absurdités. Au17e siècle, René Descartes propose, tant
leur existence est contestable, de les appeler nombres imaginaires2. Il faut attendre la fin du18e siècle et les travaux de
Caspar Wessel pour que la construction des nombres complexes soit bien formalisée et pour comprendre leur interprétation
géométrique. Ses travaux passent malheureusement complètement inaperçus. Quelques années plus tard, Carl Friedrich
Gauss redécouvre et popularise les travaux de Wessel. Il démontre en particulier le théorème fondamental de l’algèbre
(voir théorème 21.24 page 778) qui dit qu’un polynôme à coefficients complexes de degrén admetn racines comptées
avec leur multiplicité.
Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprises au lycée quant aux nombres complexes. On verra en particulier
comment on peut les utiliser pour trouver les racines de certains polynômes à coefficients réels ou complexes, comment
ils servent à résoudre des problèmes de géométrie plane ainsi que des problèmes d’analyse réelle comme celui de la
primitivation de produits de fonctions trigonométriques ou la résolution d’équations trigonométriques. Ce chapitreservira
aussi d’introduction à la notion de structure algébrique etplus particulièrement à celle de groupe et celle de corps. Les
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qu’ils sont omniprésents dans le cours de mathématiques durant vos
deux années en classe préparatoire.
Les fonctions trigonométriques seront utilisées en permanence pendant ces deux années et ce dès ce premier chapitre. Il
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite du paragraphe B.1 page 1155 de l’annexe B.

1. Les nombres complexes ont été découvert en étudiant des équations polynomiales de degré3 et non pas de degré2 car les mathématiciens du16e

siècle considèrent que des quantités commex2 +1 sont strictement positives et que cela n’a pas de sens de chercher leurs racines
2. Les nombres négatifs ne sont d’ailleurs alors guère mieuxcompris. Dans son dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers, d’Alembert

en parle comme d’une idée dangereuse : « Il faut avouer qu’il n’est pas facile de fixer l’idée des quantités négatives, & quequelques habiles gens ont
même contribué à l’embrouiller par les notions peu exactes qu’ils en ont données. Dire que la quantité négative est au-dessous du rien, c’est avancer une
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui prétendent que1 n’est pas comparable à−1, & que le rapport entre1 & −1 est différent du rapport entre
− −1 & 1, sont dans une double erreur : (...) Il n’y a donc point réellement & absolument de quantité négative isolée :−3 pris abstraitement ne présente
à l’esprit aucune idée. »
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Vous aurez aussi souvent à manipuler des sommes ou des produits (symbolisés respectivement par les symboles
∑

etΠ).
Il sera utile pour vous familiariser avec ces calculs de lirele paragraphe B.2 page 1158, toujours dans l’annexe B. Vous
y trouverez les définitions de ces symboles ainsi que des méthodes et des formules classiques : télescopage, formule du
binôme, sommes géométriques, arithmétiques, etc ... Ces notions seront re-précisées au chapitre 8.

1.1 Le corpsC des nombres complexes

1.1.1 Un peu de vocabulaire

DÉFINITION 1.1 ♥ Produit cartésien
On appelleproduit cartésiende deux ensemblesA et B l’ensemble, notéA×B, des couples(a,b) où a ∈ A et b ∈B.

✎ Notation 1.1 On noteraA2 le produit cartésienA×A.

Exemple 1.2R2 est l’ensemble des couples de réels.

DÉFINITION 1.2 ♥ Loi de composition interne
Soit E un ensemble. On appelleloi de composition interneune application deE×E dansE :

ϕ :

{
E×E −→ E

(a,b) 7−→ a ⋆b

Exemple 1.3 Si E =N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne. Ce n’est pas le
cas de la soustraction car la différence de deux entiers positifs n’est pas toujours un entier positif.

1.1.2 Construction deC

DÉFINITION 1.3 Corps des nombres complexes
Nous appelleronscorps des nombres complexesque nous noteronsC, l’ensembleR2 muni des deux lois internes⊕ et⊗
définies de la façon suivante. Pour tous couples(a,b) ,

(
a′,b′) ∈R2, on pose

(a,b)⊕ (a′,b′) = (a +a′,b +b′)

(a,b)⊗ (a′,b′) = (aa′−bb′, ab′+a′b)

Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l’utilisation du motcorpsun peu plus loin.

– Pour simplifier les écritures, nous noterons+ et× (ou ·) les lois de composition interne⊕ et⊗.
– Pour tout nombre réela, nous conviendrons d’identifier le nombre complexe(a,0) avec le réela. Nous noterons par

ailleursi le nombre complexe(0,1). En appliquant cette convention et en utilisant la définition de l’addition et de la
multiplication dansC, on peut écrire pour tout nombre complexe(a,b),

(a,b)= a + i b.

En effet,(a,b) = (a,0)+ (0,b). Par ailleurs,(0,b) = (b,0)× (0,1) = i .b donc(a,b) = a + i .b ou plus simplementa + i b.

PROPOSITION1.1
Le nombre complexei précédemment introduit vérifiei 2 =−1 .

Démonstration On ai 2 = (0,1)× (0,1) = (−1,0) =−(1,0) =−1.

1.1.3 Propriétés des opérations surC

Avec les conventions d’écriture précédentes, l’addition et la multiplication définies surR2 deviennent pour tous complexes
a + i b et a′+ i b′,

(a + i b)+ (a′+ i b′) = (a +a′)+ i (b +b′)

(a + i b)(a′+ i b′) = (aa′−bb′)+ i (ab′+ba′)
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PROPOSITION1.2 Propriétés de l’addition dansC
L’addition dansC
– estassociative: ∀z, z ′, z ′′ ∈C z + (z ′+ z ′′) = (z + z ′)+ z ′′ ;
– estcommutative: ∀z, z ′ ∈C z + z ′ = z ′+ z

– possède unélément neutre0 : ∀z ∈C z +0 = z ;
– de plus, tout nombre complexez = a + i b possède unopposé, −z =−a − i b.
On résume ces quatre propriétés en disant que(C,+) est ungroupe commutatif.

Démonstration Vérifications laissées en exercice au lecteur.

Remarque 1.2 Expliquons brièvement ce qu’est un groupe. Cette notion sera développée et étudiée dans le chapitre 19.
Considérons un ensembleG et une application⋆ qui à un couple

(
x, y

)
d’éléments deG associe un élément notéx ⋆ y

deG. Une telle application est appelée une loi de composition interne surG. On dit que(G,⋆) est un groupe si⋆ est une
loi de composition interne surG qui vérifie les propriétés suivantes :

1 la loi ⋆ est associative :∀x, y, z ∈ G, x ⋆
(

y ⋆ z
)
=

(
x ⋆ y

)
⋆ z.

2 la loi ⋆ admet un élément neutree ∈G : ∀x ∈G, x ⋆e = e ⋆ x = x.

3 tout élémentx deG admet un symétriquey : ∀x ∈ G, ∃y ∈G : x ⋆ y = y ⋆ x = e.

Si de plus la loi⋆ est commutative, c’est-à-dire si elle vérifie :∀x, y ∈ G, x ⋆ y = y ⋆ x, alors on dit que le groupe est
abélien(oucommutatif).

Il est clair que l’addition dansC vérifie ces propriétés. C’est aussi le cas de la multiplication dansC∗ 3 :

PROPOSITION1.3 Propriétés de la multiplication dansC
La multiplication dansC
– estassociative: ∀z, z ′, z ′′ ∈C z(z ′z ′′) = (zz ′)z ′′

– estcommutative: ∀z, z ′ ∈C zz ′ = z ′z
– possède unélément neutre1 : ∀z ∈C z ×1 = z

De plus, tout nombre complexe non nulz = a + i b possède uninversez−1 vérifiantz × z−1 = 1 donné par

z−1 = a

a2 +b2
− i

b

a2 +b2

On résume ces quatre propriétés en disant que(C∗,×) est ungroupe commutatif.

Démonstration Prouvons l’existence d’un inverse. Soitz = a + i b un complexe non nul. Remarquons que(a + i b)(a − i b) =
a2 +b2. Le complexez étant non nul,a2 +b2 6= 0 4. En divisant les deux membres de l’égalité para2 +b2 , on trouve

(a + i b)×
a − i b

a2 +b2
= 1

ce qui prouve quez possède un inversez−1 qui s’écrit
a − i b

a2 +b2
.

De plus, la multiplication est distributive par rapport à l’addition :

∀z, z ′, z ′′ ∈C, z
(
z ′+ z ′′)= zz ′+ zz ′′ et

(
z + z ′)z ′′ = zz ′′+ z ′z ′′.

On résume les deux propositions précédentes en disant que(C,+,×) est uncorps. Nous définirons ce terme dans le chapitre
19.
Une conséquence importante est que les formules fondamentales suivantes sont valables dansC :

(a +b)n =∑n
k=0

(n
k

)
ak bn−k Formule du binôme

an −bn = (a −b)
∑n−1

k=0
an−1−kbk Formule de factorisation

∑n
k=0

qk =





1−qn+1

1−q
si q 6= 1

n+1 si q = 1

Somme géométrique

Les deux premières seront démontrées dans le théorème 19.17page 725 et la troisième dans la proposition 8.7 page 307.

3. C∗ représente l’ensemble des nombres complexes privé de0

4. En effet, si la somme de deux nombres positifs est nulle, alors ces deux nombres sont nécessairement nuls.
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1.2 Parties réelle, imaginaire, Conjugaison

1.2.1 Partie réelle, partie imaginaire d’un nombre complexe

PROPOSITION1.4
Soienta, a′, b et b′ des réels. On a :
• a + i b = 0⇔ a = 0 et b = 0.
• a + i b = a′+ i b′ ⇔ a = a′ et b = b′.
Pour tout nombre complexez il existe donc un unique couple(a,b) de réels tels quez = a + i b.
– a + i b est laforme algébrique dez.
– a est lapartie réelle dez. On la noteRe(z)

– b est lapartie imaginaire dez. On la noteIm(z).

Démonstration En utilisant les conventions précédentes,a + i b = 0 se lit (a,b) = (0,0) ce qui est vrai si et seulement sia = 0 et
b = 0. La suite en découle facilement.

Dans toute la suite du chapitrea et b désignent des nombres réels sauf mention du contraire.

PROPOSITION1.5 Nombre imaginaire pur

1. Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle

z ∈R⇔ Im(z) = 0

2. Si un nombre complexe a sa partie réelle nulle, on dit qu’ilest imaginaire pur. On noteraiR l’ensemble des
nombres imaginaires purs

z ∈ iR⇔Re(z) = 0

Démonstration C’est une conséquence directe des définitions.

1.2.2 Conjugaison

DÉFINITION 1.4 Conjugué d’un nombre complexe
Soit z = a + i b ∈ C, un nombre complexe. On appellecomplexe conjuguéde z que l’on notez̄ le nombre complexe

défini par z̄ = a − i b .

PROPOSITION1.6
Pour tout complexez ∈C, on a

1. Re(z)= z + z̄

2

2. Im(z)= z − z̄

2i
.

3. ¯̄z = z .

4. z̄ = z ⇐⇒ z ∈R

5. z̄ =−z ⇐⇒ z ∈ iR

Démonstration Calculs immédiats.

PROPOSITION1.7 ♥ Propriétés de la conjugaison
Pour tous complexesz, z ′ ∈C,

1. z + z ′ = z̄ + z̄ ′

2. zz ′ = z̄ z̄ ′

3.
( z

z ′

)
=

z̄

z̄ ′ si z ′ 6= 0.

Démonstration Calculs immédiats. Pour le quotient(3), on peut raccourcir les calculs en remarquant que siu = z/z′ alorsz = u z′

et appliquer(2).
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Application 1.4Mise sous forme algébrique d’un quotient de nombres complexes.Pour mettre sous forme algébrique

le complexe
3−2i

2+ i
, on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjugué dudénominateur :

3−2i

2+ i
= (3−2i ) (2− i )

(2+ i ) (2− i )
= 4−7i

22 − i 2
= 1

5
(4−7i )

Remarque 1.3 Si z ∈C alorszz ∈R∗
+.

1.3 Représentation géométrique des complexes

1.3.1 Représentation d’Argand

On noteraP l’ensemble des points du plan etV l’ensemble des vecteurs du plan. SoitR = (O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonor-
mal du plan. À tout pointM de coordonnées(x, y) dans ce repère on peut faire correspondre le nombre complexez = x+i y .
On réalise ainsi une bijection deC vers le plan. À tout nombre complexe on peut faire correspondre un unique point du
plan et réciproquement à tout point du plan on peut faire correspondre un unique complexe. Cette représentation est due
au mathématicien françaisJean Robert Argand (1768−1822) et va s’avérer d’un grand intérêt en géométrie. Certains
problèmes de géométrie se traduisent très bien en calculs faisant intervenir des nombres complexes et réciproquement,
certains calculs avec les nombres complexes ont une interprétation géométrique naturelle.

z = x + i y

1

i

x

y

O

FIGURE 1.1 – Représentation d’Argand

De la même façon, on peut identifier l’ensemble des vecteursV du plan avecC en associant à tout vecteur−→
v deV de

coordonnées(α,β) dansR le complexeα+ i β et réciproquement.

DÉFINITION 1.5 Image d’un nombre complexe, affixe d’un point, d’un vecteur
SoitR = (O,−→ı ,−→ ) un repère orthonormal du plan.

– L’ imagedu nombre complexez = x + i y est le point du plan de coordonnées(x, y) dans le repèreR.
– L’affixe du pointM de coordonnées(x, y) dans le repèreR est le nombre complexez = x+i y que l’on notera Aff(M).
– L’ affixe du vecteur−→v =α−→ı +β−→ est le complexeα+ i β que l’on notera Aff(−→u ).

Remarque 1.4 Les points du plan d’affixe réelle sont situés surl’axe réel (O,
−→
ı ). Ceux qui ont une affixe imaginaire

sont situés surl’axe imaginaire(O,−→ ).

1.3.2 Interprétation géométrique de quelques opérations

On considère dorénavant et pour tout le reste du chapitre qu’un repère orthonormalR = (O,
−→
ı ,

−→ ) a été fixé, ce qui permet
d’identifierC au planP.

PROPOSITION1.8 Propriétés de l’affixe
Soient−→u et−→v deux vecteurs deV . SoientA et B deux points deP :

Aff (
−→
u +−→

v ) =Aff (
−→
u )+Aff (

−→
v )
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Aff (
−→
AB) =Aff (B)−Aff (A)

Démonstration

1. Supposons queAff (−→u ) = a + i b etAff (−→v ) = c + i d alors−→u = a
−→
ı +b

−→ , −→v = c
−→
ı +d

−→ et−→u +−→
v = (a +c)−→ı + (b +d)−→ . Ce

qui prouve queAff (−→u +−→
v ) = (a +c)+ i (b +d) = (a + i b)+ (c + i d) =Aff (−→u )+Aff (−→v ).

2. Comme
−→
OB = −→

OA+−→
AB, en utilisant l’égalité précédente, on obtientAff (

−→
OB) = Aff (

−→
OA)+Aff (

−→
AB), soit Aff (B) = Aff (A)+

Aff (
−→
AB).

PROPOSITION1.9 Interprétation géométrique de z 7→ z +a

Soit−→u un vecteur d’affixea. La translation de vecteur−→u est l’application qui à tout pointM d’affixe z associe le point
d’affixe z +a.

Démonstration Au point M deP , la translation de vecteur−→u associe le pointM′ tel que
−−−→
OM′ =−−→

OM+−→
u . Si z, z′ et a sont les

affixes respectives deM, M′ et−→u , la proposition précédente conduit àz′ = z +a.

PROPOSITION1.10 Interprétation géométrique de z 7→ z̄

La réflexion d’axe(O,−→ı ) est l’application qui à tout pointM d’affixe z associe le point d’affixēz.

Démonstration La réflexion d’axe(O,−→ı ) associe à tout pointM de coordonnées(x, y) le point M′ de coordonnées(x,−y). La
proposition s’en déduit immédiatement.

1.4 Module d’un nombre complexe, inégalités triangulaires

DÉFINITION 1.6 Module d’un nombre complexe
Soientz = a + i b un nombre complexe etM son image dansP. On appellemoduledez le réel positif ou nulnoté|z|
et donné par :

|z| = ||−−→OM||

PROPOSITION1.11 ♥ Expression du module d’un nombre complexe
Pour tout complexez = a + i b,

|z| =
p

zz̄ =
√

a2 +b2

Démonstration Soit z = a + i b ∈ C et soit M l’image dez dansP alors on sait que|z|2 = ||−−→OM||2 = a2 +b2. Par ailleurs,
zz̄ = (a + i b)(a − i b) = a2 +b2 .

PROPOSITION1.12 ♥ Propriétés du module
Pour tout nombre complexez,

1. |z| = 0 ⇔ z = 0

2. |z| = |z̄|
3. Re(z) É |Re(z)| É |z|
4. Im(z) É |Im(z)| É |z|

Démonstration

1. Soitz = a + i b ∈ C tel que|z| = 0 alorsa2 +b2 = 0 ce qui n’est possible que sia = b = 0. Réciproquement, siz = 0 alors
|z| = 0.

2. Évident.

3. Siz = a + i b alorsRe(z) = a É |a| =
√

a2 É
√

a2 +b2 = |z|.
4. De même.

PROPOSITION1.13
Pour tous nombres complexesz, z ′,

1.
1

z
=

z̄

|z|2
si z 6= 0.

2. |z| = 1 ⇔
1

z
= z̄.

3. |zz ′| = |z||z ′| .

4.
∣∣∣ z

z ′

∣∣∣= |z|
|z ′|

si z ′ 6= 0.
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Démonstration

1. Siz ∈C∗, on a

z ×
z̄

|z|2
=

zz

|z|2
=

|z|2

|z|2
= 1

donc
1

z
= z̄

|z|2
.

2. Si |z| = 1, le résultat précédent amène :
1

z
= z. La réciproque est évidente.

3. Pour la troisième, écrivons|zz′ |2 = (zz′)(zz′)= zz̄z′ z̄′ = |z|2|z′|2. On termine en passant à la racine carrée et en remarquant
que

∣∣zz′
∣∣Ê 0 et que|z| Ê 0,

∣∣z′
∣∣Ê 0.

4. Et pour la dernière :
∣∣ z

z′
∣∣2 =

z

z′
z

z ′
=

|z|2

|z′|2
. On termine alors de la même façon qu’en 3.

PROPOSITION1.14 ♥♥♥ Inégalités triangulaires
Pour tous nombres complexesz et z ′, on a

1. |z + z ′| É |z|+ |z ′| . 2.
∣∣|z|− |z ′|

∣∣É |z − z ′| .

Démonstration Soient deux complexesz, z′ ∈C.

1. On peut démontrer de manière géométrique la première inégalité triangulaire en remarquant que c’est une traduction,dans
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classe de cinquième. Si le pointM est l’image du complexez et le point
N l’image du complexez+z′ dansP , alors, dans le triangleOMN, ON É OM+MN. CommeAff (

−−→
MN) =Aff (N)−Aff (M) =

z + z′ − z = z′, on aMN = |z′|. Par ailleurs,ON = |z + z′| et OM = |z|. On peut aussi démontrer cette première inégalité de
manière algébrique. Développons le module au carré

|z +z′ |2 = (z +z′)(z +z′)= |z|2 +2Re (zz′)+|z′ |2

En utilisant l’inégalitéRe
(
zz′

)
É |z||z′ |, on en tire que

|z +z′ |2 É |z|2 +2|z||z′ |+ |z′ |2 =
(
|z|+ |z′ |

)2

et il suffit de prendre la racine carrée de ces nombres positifs.

2. Utilisons l’inégalité triangulaire déjà démontrée :

|z| = |(z +z′)+ (−z′)| É |z +z′ |+ |−z′ | = |z +z′ |+ |z′|

d’où |z|− |z′ | É |z +z′ |. On obtient de façon symétrique

|z′| = |(z +z′)+ (−z)| É |z +z′ |+ |z|

d’où également|z′|− |z| É |z +z′ |. Puisque|z|− |z′ | É |z +z′ | et que−(|z|− |z′ |) É |z +z′ |, on a bien
∣∣|z|− |z′ |

∣∣É |z +z′ |.

PROPOSITION1.15
Soienta ∈C et r ∈R∗

+. Soit A le point du plan d’affixea. L’ensemble des points du plan d’affixez ∈C vérifiant
• |z −a| = r est le cercle de centreA et de rayonr .
• |z −a| É r est le disque fermé de centreA et de rayonr .
• |z −a| < r est le disque ouvert de centreA et de rayonr .

Démonstration Ces trois résultats proviennent de l’égalité|z −a| = AM

1.5 Nombres complexes de module1

1.5.1 GroupeU des nombres complexes de module1

PROPOSITION1.16 GroupeU des nombres complexes de module1
Nous noteronsU, l’ensemble des nombres complexes de module égal à1

U= {z ∈C | |z| = 1}

Cet ensemble vérifie les propriétés suivantes.

1. U eststablepour le produit :∀z, z ′ ∈U, z.z ′ ∈U.
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2. Le produit estassociatif: ∀z, z ′, z ′′ ∈U, (z × z ′)× z ′′ = z × (z ′× z ′′).

3. Le complexe1 est élément deU et est l’élémentneutredu produit :∀z ∈U, z ×1 = 1× z = z.

4. Si z est élément deU, alors soninverse
1

z
aussi. De plus, on a

1

z
= z̄ .

5. Le produit estcommutatif: ∀z, z ′ ∈U, z × z ′ = z ′× z.

On dit que(U,×) est un groupe commutatif appelégroupe des nombres complexes de module1.

1

i

U

z

z̄ = 1

z

O

FIGURE 1.2 – groupeU des nombres complexes de module1

Démonstration Soientz, z′ ∈U.

1. On a :
∣∣z ×z′

∣∣= |z|×
∣∣z′

∣∣= 1×1 = 1. Doncz ×z′ ∈U.

2. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité de la multiplication dansC.

3. On a :|1| = 1 donc1 ∈U. La suite est évidente.

4. On a :z × z̄ = z̄ × z = |z|2 = 1 donc z̄ est l’inverse dez. En utilisant les notations introduites précédemment, on obtient
z−1 = 1/z = z̄.

5. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dansC.

Remarque 1.5 On verra dans l’exemple 19.10 page 722 une méthode plus rapide pour vérifier que(U,×) est un groupe.

1.5.2 Exponentielle imaginaire

On suppose ici connues les propriétés élémentaires des fonctions cosinus et sinus ainsi que les différentes formules de
trigonométrie circulaire. On pourra se reporter à ce sujet àl’annexe B paragraphe B.1. Ce paragraphe doit être parfaitement
maîtrisé.

LEMME 1.17
Soient(a,b) ∈R2 tel quea2 +b2 = 1. Il existe un réel (pas unique)θ tel quea = cosθ et b = sinθ.

Démonstration Commea2+b2 = 1, on a nécessairement−1 É a É 1 et−1 É b É 1. L’image deR par la fonctioncos étant[−1,1],
il existeα ∈R tel quecosα= a. Comme :cos2α+sin2α= 1, il vient sin2 α= b2. Une des deux égalités suivantes est alors vérifiée
parα, sinα= b ou biensinα=−b.
– Si la première est vraie, nous posonsθ=α.
– Sinon, la seconde est alors vraie et nous posonsθ=−α.
Dans les deux cas, le réelθ construit vérifie les deux égalités mentionnées dans l’énoncé du lemme.
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PROPOSITION1.18
Pour tout complexez ∈U, il existe un réelθ tel quez = cosθ+ i sinθ.

Démonstration Soit z = a+i b ∈U. Par définition deU, a etb vérifienta2+b2 = 1. Par application du lemme précédent, il existe
doncθ ∈R tel quea = cosθ et b = sinθ. On a doncz = cosθ+ i sinθ.

Remarque 1.6

Soit z ∈C et soitθ ∈R tel quez = cosθ+ i sinθ. On rapporte le plan à un repère orthonormé direct
(
O,

−→
ı ,

−→
)
. Soit−→u un

vecteur d’affixez alorsθ est une mesure de l’angle
( �−→ı ,

−→
u

)
. Cette mesure est définie à2kπ près (k ∈Z).

1

i

~u(z)

θ

O

FIGURE 1.3 – Interprétation géométrique de la proposition 1.18

DÉFINITION 1.7 Exponentielle imaginaire

Pour tout réelθ ∈R, nous appelleronsexponentielle imaginairedeθ et nous noteronseiθ le nombre complexe défini par

eiθ = cosθ+ i sinθ

Remarque 1.7

– Soitz ∈U. D’après la proposition 1.18, il existeθ ∈R tel quez = eiθ.
– Réciproquement, tout nombre complexe de la formeeiθ est de module1. Donc

U=
{

z ∈C | ∃θ ∈R, z = eiθ
}

Remarque 1.8 La définition précédente est justifiée par l’égalité suivante, qui généralise la propriété fondamentale de
l’exponentielle réelle∀a,b ∈R, ea+b = eaeb .

PROPOSITION1.19 ♥ Propriété de morphisme de l’exponentielle imaginaire

∀θ,θ′ ∈R, ei(θ+θ′) = eiθeiθ′
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1

i

eiθ

θ

O

FIGURE 1.4 –eiθ

Démonstration Soientθ, θ′ ∈R. On a :

ei(θ+θ′) = cos
(
θ+θ′

)
+ i sin

(
θ+θ′

)
par définition de l’exponentielle d’un nombre imaginaire pur

=
(
cos(θ) cos(θ′)−sin(θ)sin(θ′)

)
+ i

(
cos(θ) sin(θ′)+sin(θ)cos(θ′)

)
par application des formules d’addition

= (cos(θ)+ i sin(θ))
(
cos(θ′)+ i sin(θ′)

)

= eiθeiθ′

Remarque 1.9

Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu’estun morphisme de groupes. Cette notion sera étudiée dans le
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. Soit(G1,⋆1) et (G2,⋆2) deux groupes. On dit qu’une applicationϕ deG1 dansG2 est
unmorphismede groupes lorsque

∀x, y ∈ G1, ϕ
(
x ⋆1 y

)
=ϕ (x)⋆2 ϕ

(
y
)

Nous pouvons alors reformuler la propriété précédente.

PROPOSITION1.20
La fonction exponentielle est un morphisme du groupe(R,+) sur le groupe(U,×)

Remarque 1.10
Avec les notations de la définition 1.9, on définit
• Le noyaudu morphismeϕ comme étant le sous-ensemble deG1 notéKerϕ donné par :Kerϕ=

{
x ∈ G1 | ϕ (x) = e2

}

où e2 est le neutre deG2.
• L’ imagedu morphismeϕ comme étant le sous-ensemble deG2 notéImϕ donné par :Imϕ=

{
ϕ (x) | x ∈G1

}
.

Notre morphisme de groupes

ϕ :

{
(R,+) −→ (C∗,×)

θ 7−→ eiθ

a pour noyauKerϕ= 2πZ et pour imageImϕ=U .

PROPOSITION1.21

Soientθ etθ′ deux réels, on aeiθ = eiθ′ ⇐⇒∃k ∈Z, θ= θ′+2kπ

Démonstration Si eiθ = eiθ′ alorsei(θ−θ′) = 0 et θ−θ′ = 2kπ où k ∈Z. Par conséquentθ= θ′+2kπ aveck ∈Z. La réciproque
est évidente.
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Remarque 1.11 ei×0 = 1, ei π2 = 1, eiπ =−1. Cette dernière égalité, écrite sous la formeeiπ+1 = 0 est connue sous
le nom de «Relation d’Euler». Elle est remarquable car elle lie cinq nombres fondamentaux en mathématiquese, i ,π,1

et 0.

COROLLAIRE 1.22

Pour tout réelθ∈R, on a e−iθ = 1

eiθ
= eiθ

Démonstration En effet, siθ ∈ R, eiθe−iθ = ei(θ−θ) = ei×0 = 1. Par conséquent, l’inverse du nombre complexeeiθ este−iθ.

Commeeiθ ∈U, par application de la proposition 1.16, l’inverse deeiθ est aussieiθ, d’où les deux égalités ci-dessus.

THÉORÈME 1.23 ♥ Formules d’Euler

∀θ ∈R, cosθ= eiθ+e−iθ

2
et sinθ= eiθ−e−iθ

2i

Démonstration Soitθ ∈R. On a : {
eiθ = cosθ+ i sinθ

e−iθ = cosθ− i sinθ

En additionnant la première équation à la deuxième et en divisant les deux membres de l’égalité obtenue par2, on obtient la formule
annoncée pourcosθ. De même, en soustrayant la deuxième équation à la première et en divisant les deux membres de l’égalité
obtenue par2i , on obtient la formule annoncée poursinθ.

BIO 1 Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 à Bâle et mort le 18 septembre 1783 à Saint-Pétersbourg.

Peu après sa naissance les parents d’Euler déménagent à Riehen. Le père d’Euler
est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dont Euler profita des leçons,
est alors considéré comme le meilleur mathématicien européen. Le père d’Euler
souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jean Bernoulli qui a
remarqué les aptitudes remarquables de son élève, le convainc qu’il est destiné
aux mathématiques.
Après ses études à Bâle, il obtient un poste à Saint-Pétersbourg en 1726 qu’il
quitte pour un poste à l’académie de Berlin en 1741. Malgré laqualité de ses
contributions à l’académie, il est contraint de la quitter en raison d’un conflit
avec Frédéric II. Voltaire qui était bien vu par le roi avait des qualités rhé-
toriques qu’Euler n’avait pas et dont il fut la victime. En 1766, il retourne à
Saint-Pétersbourg où il décéda en 1783.
Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problèmes de vue. Fait remar-
quable, il effectua la plus grande partie de ses découverteslors des dix-sept
dernières années de sa vie, alors qu’il était devenu aveugle. Il fut, avec886 pub-
lications, un des mathématiciens les plus prolifiques de tous les temps. Il est
à l’origine de multiples contributions en analyse (nombrescomplexes, introduction des fonctions logarithmes et
exponentielles, détermination de la somme des inverses descarrés d’entiers, introduction de la fonction gamma,
invention du calcul des variations, ...), géométrie (cercle et droite d’Euler d’un triangle, formule liant le nombre de
faces, d’arêtes et de sommets d’un polyèdre, ...), théorie des nombres (fonction indicatrice d’Euler, ...), théorie des
graphes (problème des sept ponts de Königsberg) ou même en physique (angles d’Euler, résistance des matériaux,
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de la parallaxe du soleil,...).

PROPOSITION1.24 ♥ Formule de Moivre

∀θ ∈R, ∀n ∈Z, einθ =
(
eiθ

)n

Démonstration Soitθ ∈R. Montrons d’abord par récurrence la propriété pourn ∈N.

– Si n = 0, on a :ei×0 = 1 =
(
eiθ

)0
. L’égalité est donc vraie au rang0.
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– Supposons l’égalité vraie au rangn et démontrons-la au rangn +1 :

ei(n+1)θ = ei(nθ+θ)

= eiθeinθ carexp est un morphisme de groupes

= eiθ
(
eiθ

)n
par hypothèse de récurrence

=
(
eiθ

)n+1

Démontrons maintenant la propriété pourn ∈Z\N. On a alors−n ∈N et on peut appliquer la relation que nous venons de prouver

à l’entier−n. Cela donne :ei (−n)θ =
(
e−iθ

)n
. Mais d’après la proposition 1.22, on aei (−n)θ = e−inθ =

1

einθ
et

(
e−iθ

)n
=

(
1

eiθ

)n

,

donc
1

einθ
=

(
1

eiθ

)n

et l’on a bienei nθ =
(
eiθ

)n
. La relation est alors démontrée pour toutn ∈Z.

Les formules suivantes interviennent souvent dans les exercices.

PROPOSITION1.25 ♥♥♥ Factorisation par les angles moitiés
Pour tout réelx ∈R :

ei x +1 = e
i x
2

(
e

i x
2 +e−

i x
2

)
= 2e

i x
2 cos

( x

2

)
ei x −1= e

i x
2

(
e

i x
2 −e−

i x
2

)
= 2i e

i x
2 sin

( x

2

)

Remarque 1.12 On a la factorisation de l’angle moitié plus générale (voir figure 1.6) :

ei x +ei y = e
i(x+y)

2

(
e

i(x−y)
2 +e−

i(x−y)
2

)
= 2ei

x+y
2 cos

( x − y

2

)
.

1

eix 1 + eix

x
2

2 co
s
x
2

O

FIGURE 1.5 –ei x +1 = 2e
i x
2 cos

( x

2

)

eix

eiy

eix + eiy

x+y

2

2 c
os

x
−
y

2

O

FIGURE 1.6 –ei x +ei y = 2ei
x+y

2 cos
( x − y

2

)

BIO 2 Abraham de Moivre né le 26 mai 1667 à Vitry-le-François et mort le 27 novembre 1754 à Londres.

Abraham de Moivre est un mathématicien français qui vécut laplus grande
partie de sa vie en exil à Londres en raison de la révocation del’Edit de
Nantes. Il fut l’auteur de deux ouvrages majeurs en mathématiques. Le pre-
mier, consacré aux probabilités `̀Doctrine of chancé́et paru en 1718, s’in-
téresse en particulier au calcul des probabilités d’un événement aléatoire
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’aux problèmes de conver-
gence des variables aléatoires. Le second, `̀Miscellanea Analyticá́, paru en
1730, est un ouvrage d’analyse dans lequel figure pour la première fois la
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoire ausujet de sa mort.
Il s’était rendu compte qu’il dormait un quart d’heure de plus chaque nuit. En
utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé à quelle date il mourrait : cela
devait correspondre au jour où il dormirait 24 heures. Ce futexactement ce
qu’il advint.
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe

1.6.1 Argument d’un nombre complexe

PROPOSITION1.26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’un nombre complexe

Soit z un nombre complexenon nul. Il existe au moins un nombre réelθ tel que z = ρeiθ oùρ= |z| ∈R∗
+ est le module

dez.
– ρeiθ est uneforme trigonométriquedez.
– Le réelθ est appeléun argument dez.
Un tel nombre n’est pas unique : siθ0 est un argument dez, l’ensemble de tous les arguments dez est donné par
{θ0 +2kπ | k ∈Z}. On noteraarg(z) = θ0 [2π]. Enfin, il existe un unique argument dez appartenant à l’intervalle]−π,π].
On l’appelleral’argument principaldez.

Démonstration Soit z un nombre complexe non nul. Posonsρ = |z| 6= 0, on a alorsz/ρ ∈ U. D’après la remarque 1.7, il existe
θ ∈ R tel que :z/ρ= eiθ ce qui prouve l’existence d’un argument dez. Si θ′ ∈R est un autre argument dez, on a bien :θ′ ≡ θ[2π].
En effet, en partant dez = eiθ = eiθ′ et en utilisant la proposition 1.21, il existek ∈Z tel queθ′ = θ+2kπ.

Exemple 1.5 On a :

arg1 ≡ 0[2π] arg i ≡ π

2
[2π] arg−1 ≡π [2π] arg−i ≡−π

2
[2π]

z = ρeiθ

1

i

ρ

θ

O

FIGURE 1.7 – Représentation trigonométrique d’un nombre complexe

PLAN 1.1 : Comment calculer le module et un argument d’un nombre complexe donné

Soit z = a + i b ∈C∗ d’argumentθ ∈R et de moduleρ ∈R∗
+. Exprimonsρ etθ en fonction dea et b :

• On aρ= |z| =
p

a2 +b2

• Commez = a + i b = ρ(cosθ+ i sinθ) = ρ

(
a

p
a2 +b2

+ i
b

p
a2 +b2

)
, on cherche un unique réelθ ∈]−π,π]

vérifiantcosθ= a
p

a2 +b2
et sinθ= b

p
a2 +b2

.

PROPOSITION1.27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme trigonométrique
Soient deux nombres complexes non nuls :z = ρeiθ et z ′ = ρ′eiθ′ ,

1. zz ′ = ρρ′ei(θ+θ′) 2.
z

z ′ =
ρ

ρ′
ei(θ−θ′) .
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Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 1.19.

COROLLAIRE 1.28
Soientz et z ′ deux nombres complexes non nuls. On a :

1. arg(zz ′) = arg(z)+arg(z ′) [2π]

2. arg
( z

z ′

)
= arg(z)−arg(z ′) [2π] .

3. arg(z̄) = arg

(
1

z

)
=−arg(z) [2π]

Démonstration Démontrons la première égalité, la démonstration des deux suivantes est identique. Notonsθ (respectivementθ′)
un argument dez (respectivement dez′) etρ (respectivementρ′) le module dez (dez′). Par application de la propriété précédente,
zz′ = ρρ′ei(θ+θ′). Par conséquentarg

(
zz′

)
= θ+θ′ [2π] = argz +arg z′ [2π].

PROPOSITION1.29
∀n ∈Z, ∀z ∈C∗, arg(zn) = n arg(z) ([2π])

Démonstration Soient n ∈ Z et z ∈ C∗. L’écriture trigonométrique dez est z = ρeiθ où θ ∈ R est un argument dez et ρ

est le module dez. On a donc :zn =
(
ρeiθ

)n
= ρn

(
eiθ

)n
= ρneinθ par application de la formule de Moivre. Par conséquent,

arg
(
zn

)
= nθ ([2π])= n arg(z) [2π].

1.6.2 Fonction exponentielle complexe

On suppose ici connues les propriétés de la fonction exponentielle réelle. On pourra à ce sujet consulter le paragraphe
4.1.2.

DÉFINITION 1.8 Fonction exponentielle complexe
Soit z = a + i b un nombre complexe. On appelle exponentielle dez le nombre complexe

ez = ea+ib = eaeib

La fonction qui à tout nombre complexez associe le nombre complexeez ainsi définie s’appellefonction exponentielle
complexe.

Remarque 1.13
– Soitz = a + i b ∈C. On aez = ea+ib = eaeib = ea[cos b + i sin b]

– Soit z = a + i b ∈ C. On a |ez | =
∣∣ea eib

∣∣ = |ea |
∣∣eib

∣∣ = |ea | = ea car la fonction exponentielle réelle est strictement
positive.

– La fonction exponentielle complexe ne s’annule jamais :|ez | = ea 6= 0. La fonction exponentielle complexe est donc à
image dansC∗.

– La fonction exponentielle complexe prolonge la fonction exponentielle réelle ( ce qui signifie que sa restriction aux
nombres réels coïncide avec la fonction exponentielle réelle).

– Si Z est un complexe non nul, on peut l’écrire sous forme trigonométriqueZ = ρeiθ. Un complexez = a + i b vérifie

ez = Z si et seulement siea eib = ρeiθ. En prenant le module, on trouve quea = ln(ρ) puis ensuite b = θ+2kπ ,
(k ∈Z).

– La fonction exponentielle complexe
{

C −→ C⋆

z 7−→ ez est surjective (Voir la définition 1.7 page 1139) mais pas injec-

tive (Voir la définition 1.6 page 1138). Il sera impossible à notre niveau de définir un logarithme complexe.

PROPOSITION1.30 La fonction exponentielle complexe est un morphisme du groupe(C,+) dans le groupe(C∗,×)

∀z, z ′ ∈C, ez+z′ = ez ez′ ∀z ∈C,
(
ez

)−1 =
(
e−z

)

Démonstration
• Soientz = a + i b, z′ = a′ + i b′ ∈ C. En utilisant les propriétés de l’exponentielle réelle et imaginaire,ez ez′ = ea eib ea′

eib′ =
ea+a′

ei(b+b′ ) = ez+z′ .
• Soit z ∈C. Par application de la propriété précédente,ez e−z = ez−z = e0 = 1. Par conséquent,e−z est l’inverse deez et

(
ez

)−1 =(
e−z

)
.

Vous pouvez maintenant étudier l’appendice B.3 pour des applications très importantes de l’exponentielle imaginaireaux
calculs trigonométriques. Avant cela, il est conseillé de lire l’appendice B.2 pour vous familiariser avec les techniques de
calcul de sommes et à la notation

∑
.
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1.7 Racinesn-ièmes de l’unité

Dans tout ce paragraphen désigne un entier naturel non nul :n ∈N∗.

DÉFINITION 1.9 Racinen-ième d’un nombre complexe
Soit z ∈C. On appelleracinen-ième du nombre complexez tout nombre complexeξ vérifiant ξn = z .

Exemple 1.6 i est une racine deuxième de−1, e
2iπ

3 est une racine cubique de1, i
p

2 est une racine deuxième de−2.

DÉFINITION 1.10 Racinen-ième de l’unité
On appelleracinen-ième de l’unitéune racinen-ième de1, c’est-à-dire un nombre complexez tel que zn = 1 . On

noteraUn l’ensemble des

racinesn-ièmes de l’unité :Un = {z ∈C | zn = 1} .

Remarque 1.14
– Pour toutn Ê 1, on a :1∈Un et−1 ∈Un si et seulement sin est pair.
– On aUn ⊂U. En effet, siz ∈Un alorszn = 1 et donc|z|n = |zn | = 1. Comme|z| ∈ R∗

+, cette égalité n’est possible que
si |z| = 1.

✎ Notation 1.7 Soientm,n ∈Z tels quem É n. On note�m,n� l’intervalle d’entiers donné par :

�m,n� = {k ∈Z | m É k É n} .

PROPOSITION1.31 ♥♥♥ Les racinesn-ièmes de l’unité sont de la formeωk = e
2ikπ

n où k ∈ �0,n−1�
Notonsω = e

2iπ
n . Il y a exactementn racinesn-ièmes de l’unité. Elles sont données par les puissances deω : ωk où

k ∈ �0,n−1�

Un =
{
ωk | k ∈ [[0,n−1]]

}
=

{
e

2ikπ
n | k ∈ �0,n−1�

}

Démonstration Soit z ∈C tel quezn = 1. En prenant le module, on en déduit que|z| = 1. Il existe donc un unique réelθ ∈ [0,2π[

tel quez = eiθ. On doit alors avoireinθ = 1, c’est-à-direnθ = 2kπ aveck ∈Z. Comme on veutθ ∈ [0,2π[, on doit avoir0 É k < n

et donck ∈ [[0,n −1]] d’où z = ei 2kπ
n =ωk . Réciproquement, tout complexe de cette forme vérifie bienzn = 1.

PROPOSITION1.32 (Un ,×) est un groupe commutatif
L’ensembleUn vérifie les propriétés suivantes :

1. Un eststablepour le produit (c-a-d :∀ξ,ξ′ ∈Un , ξ×ξ′ ∈Un).

2. Le produit estassociatif(c-a-d :∀ξ,ξ′,ξ′′ ∈Un , (ξ×ξ′)×ξ′′ = ξ× (ξ′×ξ′′)).

3. Le complexe1 est élément deUn et est l’élémentneutredu produit (c-a-d :∀ξ ∈Un , ξ×1 = 1×ξ= ξ).

4. Siξ est élément deUn , alors soninverse
1

ξ
aussi. De plus, on a :

1

ξ
= ξ̄

5. Le produit estcommutatif(c-a-d :∀ξ,ξ′ ∈Un , ξ×ξ′ = ξ′×ξ).

(Un ,×) est donc muni d’une structure de groupe commutatif.

Démonstration Soientξ,ξ′ ∈Un :

1. On a :
(
ξ×ξ′

)n = ξn ×ξ′n = 1. Doncξ×ξ′ ∈Un .

2. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité du produit dansC.

3. On a :1n = 1 donc1 ∈Un . La suite est évidente.

4. Remarquant tout d’abord queξ
n = ξn = 1. Doncξ ∈Un . De plus :ξ×ξ= ξ×ξ= 1 carUn ⊂U. Par conséquent,ξ−1 = 1/ξ= ξ̄.

5. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dansC.
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Remarque 1.15 En fait,(Un ,×) est un sous-groupe de(U,×) qui lui-même est un sous-groupe de(C∗,×). Nous verrons
là aussi plus tard comment prouver la propriété précédente de manière plus rapide (voir 46 page 722). L’application
θ :U→U, z 7→ zn est un morphisme de groupe de noyauUn .
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PROPOSITION1.33 ♥ La somme des racinesn-ièmes de l’unité est nulle

Soit un entiern Ê 2. On a : 1+ω+ω2 + . . .+ωn−1 =
∑

z∈Un

z = 0 .

Démonstration On utilise la formule d’une somme géométrique de raisonω 6= 1 etωn = 1 :

1+ω+·· · +ωn−1 =
ωn −1

ω−1
= 0.

Remarque 1.16 On utilisera très souvent les racines cubiques de l’unité. On notej = e
2iπ

3 . C’est une racine cubique
primitive de l’unité au sens oùU3 = {1, j , j 2}. Les puissances dej sont simples à calculer :

j k =





1 si k = 3p

j si k = 3p +1

j 2 si k = 3p +2

Les propriétés suivantes interviennent souvent :j 2 = j = 1/ j et 1+ j + j 2 = 0 .
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j3 = 1

j

j2 = j = 1/j
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O

FIGURE 1.12 – Racines cubiques de l’unité

PROPOSITION1.34 Expression des racinesn-ièmes d’un nombre complexe
Un complexenon nulz = ρeiθ admetn racinesn-ièmes données par

Zk = ρ1/ne
i
(
θ
n + 2kπ

n

)
= ρ1/neiθ/nωk , k ∈ [[0,n−1]] .

oùω= e
2iπ

n ou toute autre racinen-ième primitive de l’unité.

Démonstration NotonsZ0 = ρ1/neiθ/n . On a bienZn
0 = z et doncZn = z si et seulement si(Z/Z0)n = 1 c’est-à-dire si et seulement

si (Z/Z0) est une racinen-ième de l’unité.
On pourra consulter plus tard l’annexe B paragraphe B.4.4 afin de voir le rôle des racines de l’unité dans la factorisation
de certains polynômes.

1.8 Équations du second degré

1.8.1 Racines carrées

DÉFINITION 1.11 Racine carrée d’un nombre complexe
Soit un nombre complexez ∈ C. On appelle racine carrée dez une racine deuxième dez, c’est-à-dire un complexeZ

vérifiantZ2 = z.

Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer :

PROPOSITION1.35
Tout nombre complexe non nul possède exactement deux racines carrées. De plus, ces deux racines carrées sont opposées
l’une de l’autre.

Attention 1.8 La notation
p

z n’a de sens que pourz ∈ R+. Si on l’utilise à mauvais escient, on aboutit vite à des
absurdités. Par exemple :−1 =

p
−1

2 =
p
−1×

p
−1 =

p
(−1)× (−1) =

p
1 = 1.

Remarque 1.17

– Le complexe nulz = 0 ne possède qu’une seule racine carrée0.
– Si x ∈R+, ses deux racines carrées sont données par

p
x et−

p
x.

– Si x ∈ R∗
−, ses deux racines carrées sont données pari

p
|x| et −i

p
|x|. En effet, la forme trigonométrique dex est

x = |x|eiπ. D’après la proposition 1.34, les deux racines carrées dex sont
p
|x|eiπ/2 = i

p
|x| et

p
|x|eπ/2e2π/2 =−i

p
|x|.
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Pour calculer en pratique les racines carrées d’un nombre complexez, le plus simple consiste souvent à mettrez sous
forme trigonométrique et à appliquer les formules précédentes. On dispose également d’une méthode permettant de cal-
culer les parties réelles et imaginaires des racines carrées dez.

PLAN 1.2 : Comment calculer les racines carrées d’un nombre complexe

Soit z = a + i b ∈C. SoitZ = X+ i Y une des deux racines carrées dez : Z2 = z. On a :




|Z|2 = |z|
ReZ2 = Re z

ImZ2 = Imz

On en déduit 



X2 +Y2 =
p

a2 +b2

X2 −Y2 = a

2XY = Im z

Et en particulier 



X2 +Y2 =
p

a2 +b2

X2 −Y2 = a

XY est du signe deIm z

Exemple 1.9 Calculons les racines carrées dez = 8−6i . Soit Z = X+ i Y une des deux racines carrées dez. Les réelsX
et Y satisfont 




X2 +Y2 =
p

100 = 10

X2 −Y2 = 8

XY est négatif

Par addition des deux premières équations, on obtient :X = 3 ou X =−3. Par soustraction de ces deux mêmes équations,
on obtient :Y = 1 ouY =−1. Comme le produitXY est négatif, les seules possibilités sontX = 3 etY =−1 ou alorsX =−3

etY = 1. En conclusion,Z = 3−i ouZ =−3+i . On vérifie au brouillon que ces deux complexes vérifient bienZ2 = 8−6i .

1.8.2 Équations du second degré

THÉORÈME 1.36 ♥ Résolution d’une équation du second degré à coefficients complexes
Soienta, b, c trois nombres complexes aveca 6= 0. Considérons l’équation d’inconnuez ∈C

az2 +bz +c = 0 (⋆)

Notons ∆= b2 −4ac le discriminantde l’équation(⋆). On a :

• Si ∆= 0, l’équation(⋆) admet une racine doublez0 donnée par :z0 =
−b

2a
.

• Si ∆ 6= 0 et siδ désigne une des deux racines carrées de∆ alors l’équation(⋆) admet deux racines distinctesz1 et z2

données par :z1 =
−b −δ

2a
et z2 =

−b +δ

2a
.

Démonstration Soit z ∈C une solution de l’équation(⋆). Puisquea 6= 0, nous pouvons écrire le trinôme sous forme canonique

0 = a

(
z2 +

b

a
z +

c

a

)
= a

[(
z +

b

2a

)2

−
b2 −4ac

4a2

]

En notantZ = z +b/2a, on doit avoirZ2 =∆/4a2.
– Si∆= 0, alorsZ = 0 c’est à direz =−b/(2a).

– Si∆ 6= 0, en notantδ une racine carrée complexe de∆, (Z−δ)(Z+δ) = 0 c’est à direZ =±δ ou encorez = −b −δ

2a
ou z = −b +δ

2a
.

On vérifie dans chacun des cas précédents quez est effectivement solution de l’équation.

COROLLAIRE 1.37 ♥ Résolution d’une équation du second degré à coefficients réels
Soienta, b, c trois nombres réels aveca 6= 0. Considérons l’équation d’inconnuex ∈C

ax2 +bx +c = 0 (⋆)
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Notons ∆= b2 −4ac son discriminant. Remarquons que∆∈R. On a :
• Si ∆> 0, (⋆) admet deux solutions distinctes, toutes deux réellesx1 et x2 données par

x1 =
−b −

p
∆

2a
et x2 =

−b +
p
∆

2a

• Si ∆= 0, (⋆) admet une seule solutionx0 donnée par :

x0 =−
b

2a

• Si ∆< 0, (⋆) admet deux solutions distinctes, toutes deuxcomplexes conjuguéesx1 et x2 données par

x1 =
−b − i

p
|∆|

2a
et x2 =

−b + i
p
|∆|

2a

Démonstration
– Si ∆ Ê 0, une racine de∆ est donnée parδ =

p
∆ et les formules pourx0, x1 et x2 se déduisent de celles énoncées dans le

théorème 1.36.
– Si∆ < 0, une racine de∆ est donnée, d’après la remarque 1.17 parδ= i

p
|∆|. D’après les formules énoncées dans le théorème

1.36, les deux racines de(⋆) sontx1 =
−b − i

p
|∆|

2a
et x2 =

−b + i
p
|∆|

2a
qui sont bien complexes et conjuguées.

On pourra se reporter à l’annexe B paragraphe B.4.1 pour des précisions supplémentaires sur les trinômes du second degré
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme.

1.9 Nombres complexes et géométrie plane

1.9.1 Distance

PROPOSITION1.38
SoientA et B deux points du plan d’affixes respectivesa et b. La distance deA à B est donnée parAB= |b −a|

Démonstration L’affixe du vecteur
−→
AB est donnée parAff (B)−Aff (A). De plus, par définition,|b −a| = ||−→AB|| = AB.

1.9.2 Barycentre

PROPOSITION1.39
SoientA, B et G trois points d’affixes respectivesa,b et g ; Soientα et β deux réels tels queα+β 6= 0. Alors, G est le
barycentre des pointsA et B affectés respectivement des poidsα etβ si et seulement si

α(g −a)+β(g −b) = 0.

Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’égalité vectorielle α
−→
GA+β

−→
GB =−→

0 qui définit le barycentreG.

Remarque 1.18 Si α = β = 1, le pointG est le milieu du segment[AB]. On a alors, avec les notations précédentes,
l’égalité g = (a +b)/2.

PROPOSITION1.40
Soientn Ê 2 un entier,A1, ..., An des points du plan d’affixes respectivesz1, ...., zn . Soientα1, ...,αn des réels tels que

n∑

i=1

αi 6= 0. Le point G est le barycentre des pointsAi affectés des poidsαi , i = 1, ...,n si et seulement si son affixez

vérifie l’équation
n∑

i=1

αi (zi − z) = 0

Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’égalité vectorielle
n∑

i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0 .
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1.9.3 Angles

PROPOSITION1.41
SoientA, B, et C trois points du plan tels queC est distinct deA et deB, d’affixes respectivesa, b et c. Une mesure de

l’angle (
à−→
CA,

−→
CB) est alors donnée par(

à−→
CA,

−→
CB) = arg

(
b −c

a −c

)
[2π]

Démonstration Remarquons tout d’abord quearg

(
b −c

a −c

)
= arg(b −c) − arg(a −c) [2π]. Par ailleursb − c = Aff (

−→
BC) et a −

c = Aff (
−→
CA). Donc arg(b −c) = (

�−→
ı ,

−→
CB) et arg(a −c) = (

�−→
ı ,

−→
CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour les angles

(
à−→
CA,

−→
CB)= (

�−→
ı ,

−→
CB)− (

�−→
ı ,

−→
CA) [2π].

COROLLAIRE 1.42
SoientA, B, etC trois points du plan tels queC est distinct deA, d’affixes respectivesa, b et c.

– A, B, etC sont alignés si et seulement si
c −b

c −a
est réel.

– Les droites(CA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulement si
c −b

c −a
est imaginaire pur.

1.10 Transformations remarquables du plan

On noteraP le plan etV l’ensemble des vecteurs du plan. On appelletransformation du plantoute application bijective
du plan dans lui même. À toute transformationf du plan, on peut associer une applicationg du plan complexe dans lui
même qui au complexez d’image le pointM ∈P associe l’affixe du pointf (M) :

g :

{
C −→ C

Aff (M) 7−→ Aff (M′)
où M′ = f (M).

On dit alors queg représente l’applicationf dans le plan complexe.

1.10.1 Translations, homothéties

DÉFINITION 1.12 Translation, homothétie

– Soit−→u un vecteur du plan. Latranslation de vecteur−→u , notéet−→u , est la transformation du plan qui à tout pointM ∈P

associe le pointM′ ∈P tel que
−−−→
MM′ =−→

u .
– SoitΩ un point du plan etλ un réel non nul. L’homothétie de centreΩ et de rapportλ, notéhΩ,λ, est la transformation

du plan qui à tout pointM ∈P associe le pointM′ ∈P tel que
−−−→
ΩM′ =λ

−−→
ΩM .

Remarque 1.19
– Si le rapport d’une homothétieh vaut1, alorsh est l’application identique ( L’application identique deP est celle

qui à tout pointM ∈P associe lui même).
– Les translations conservent les longueurs (on dit que ce sont desisométries), les homothéties de rapportλ les multi-

plient par|λ|.

PROPOSITION1.43
Soit Ω un point du plan d’affixeω et λ un réel différent de0 et 1. L’homothétie de rapportλ et de centreΩ peut être

représentée dans le plan complexe par l’application qui à tout z ∈C associez ′ ∈C tel que z ′−ω=λ(z −ω) (ou encore

z ′ =λz + (1−λ)ω).

Démonstration Le pointM′ est l’image deM parhΩ,λ si et seulement si
−−−→
ΩM′ =λ

−−→
ΩM ou encoreAff (M)−Aff (Ω) =λ(Aff (M)′−

Aff (Ω)) c’est-à-direz′−ω= λ(z −ω).

1.10.2 Rotation

DÉFINITION 1.13 Rotation
SoientΩ∈P etθ un réel. La rotation de centreΩ et d’angleθ, notéerΩ,θ est la transformation du plan qui
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– àΩ associeΩ,

– à tout pointM différent deΩ associe le pointM′ tel que





(
á−−→
ΩM,

−−−→
ΩM′) = θ [2π]

||
−−−→
ΩM′|| = ||−−→ΩM||

PROPOSITION1.44
SoientΩ ∈ P et θ un réel. Soitω l’affixe de Ω. La rotation de centreΩ et d’angleθ peut être représentée dans le

plan complexe par l’application qui à toutz ∈ C associe le complexez ′ tel que z ′−ω= eiθ(z −ω) (ou encorez ′ =
eiθz + (1−eiθ)ω).

Démonstration Soientz et z′ les affixes respectives deM et M′. Si M 6=Ω, on a :

M′ est l’image deM par la rotation de centreΩ et d’angleθ ⇔

(
á−−→
ΩM,

−−−→
ΩM′)= θ [2π] etΩM =ΩM′ ⇔

arg

(
z′−ω

z −ω

)
= θ [2π] et |z −w | = |z′−ω| ⇔

arg

(
z′−ω

z −ω

)
= θ [2π] et

∣∣∣ z −w

z′−ω

∣∣∣= 1 (∗).

Soit ρeiα une représentation trigonométrique de
z −w

z′−ω
. Les deux relations précédentes sont équivalentes àρ = 1 et α = θ [2π].

Donc(∗) est équivalente à
z −w

z′−ω
= eiθ, soit z′−ω= eiθ(z −ω). Si M=Ω alorsM′ =Ω et z = z′ =ω. L’égalité z′−ω= eiθ (z −ω)

est alors trivialement vérifiée.

1.10.3 Similitudes directes

DÉFINITION 1.14 Similitude directe
Unesimilitude directeest une transformation du plan admettant comme représentation dans le plan complexe l’appli-

cation :
{

C −→ C

z 7−→ az +b
où (a,b) ∈C∗×C.

PROPOSITION1.45
Une similitude directe conserve les angles orientés et les rapports de longueurs.

Démonstration Soit f la similitude représentée parz 7→ az +b, A1, A2, A3, A4 des points deP tels queA1 6= A2 et A3 6= A4, z1,
z2, z3, z4 leurs affixes respectives etz′1, z′2, z′3, z′4 les affixes respectives de leurs images parf . Pour touti ∈ {1,2,3,4}, on a donc
z′

i
= azi +b. En particulier :

{
z′2 −z′1 = a(z2 −z1)

z′4 −z′3 = a(z4 −z3)

et donca étant non nul :
z′4 −z′3
z′

2
−z′

1

=
z4 −z3

z2 −z1
. Par conséquent

(
á−−−→

A′
1A′

2,
−−−→
A′

3A′
4) = arg(

z′4 −z′3
z′2 −z′1

) = arg

(
z4 −z3

z2 −z1

)
= (

á−−−→
A1A2,

−−−→
A3A4) [2π]

et
A′

3A′
4

A′
1

A′
2

=
∣∣∣∣∣

z′4 −z′3
z′

2
−z′

1

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣

z4 −z3

z2 −z1

∣∣∣∣=
A3A4

A1A2
,

ce qui prouve la propriété.

PROPOSITION1.46
La composée de deux similitudes directes est encore une similitude directe.

Démonstration Soient f et f ′ deux similitudes directes représentées dans le plan complexe par, respectivement,z 7→ az +b et
z 7→ a′z +b′ où (a,b) ∈ C∗×C et où(a′,b′) ∈ C∗×C. Alors f ′ ◦ f est représentée parz 7→ a′(az +b)+b′ soit z 7→ aa′z +a′b +b′ .
Notantα= a′a etβ= a′b+b′ et remarquant queα est non nul, on a représentéf ′ ◦ f parz 7→ αz+β avec(α,β) ∈C∗×C et f ′ ◦ f est
donc bien une similitude directe.
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PROPOSITION1.47
Soient(a,b) ∈C∗×C. Soit f la similitude du plan représentée dans le plan complexe parz 7→ az +b.
– Si a = 1, f est la translation de vecteur d’affixeb.
– Si a 6= 1, f admetun uniquepoint invariantΩ ( f (Ω) =Ω ) appelécentre de la similitude. De plus, dans ce cas, si

1. α est un argument dea,

2. r est la rotation de centreΩ et d’angleα ( rΩ,α ),

3. h est l’homothétie de centreΩ et de rapport|a| ( hΩ,|a| ),

alors f s’écrit comme la composée deh et r : f = r ◦h = h ◦ r . Le réel|a| est appelé lerapport de la similitudeetα
est unemesure de l’angle de la similitude. En particulier,
– si a ∈R∗, f est l’homothétie de centreΩ et de rapport|a|.
– si |a| = 1, f est la rotation de centreΩ et d’angleα.

Démonstration
– Si a = 1, on reconnaît l’application étudiée dans la proposition 1.9.
– Supposons maintenanta 6= 1 et recherchons les points invariants parf . Soit un tel point qu’on suppose d’affixez0. z0 est alors

solution de l’équationz0 = az0 +b. Cette équation possède une et une seule solution qui estz0 =
b

1−a
(cara 6= 1 !). NotonsΩ le

point d’affixez0. Ω est donc l’unique point invariant def . SoientM un point d’affixez. NotonsM′ le point d’affixez′ = f (z).
On a :z′−z0 = a(z−z0). Soientα un argument dea, h l’homothétiehΩ,|a| et r la rotationrΩ,|a|. Vérifions quef s’écrit comme
la composée deh et der . Notonsz1 l’affixe de r (M) et z2 celle deh(r (M)). D’après les propositions 1.43 et 1.13 :

z1 −z0 = eiα(z −z0)

z2 −z0 = |a|(z1 −z0)

donc
z2 −z0 = |a|eiα(z −z0) = a(z −z0)

ce qui prouve quez2 = z′ et donc quez2 est l’affixe def (M) On a donc bien montré quef = h ◦ r . On montre de la même façon
que f = r ◦h.

Multimédia : On donne un rapport, un angle et un centre. On poi nte avec la souris
sur un z du plan complexe et le logiciel construit l’image de z par la rotation ,
puis l’image de ce point par l’homothétie

En résumé

1 il faut savoir manipuler parfaitement les opérations suivantes sur les nombres complexes : addition, multiplication,
conjugaison, calcul du module ou d’un argument.

2 il faut connaître parfaitement les formules d’Euler et de Moivre.

3 la fonction exponentielle complexe doit être bien maîtrisée. La technique de factorisation par les angles moitiés
est d’un usage fréquent dans les exercices.

4 il faut savoir calculer les racines carrées d’un nombre complexe ainsi que les solutions d’une équation du second
degré à coefficients complexes.

5 il faut avoir bien compris les groupesU etUn tant au niveau algébrique que géométrique.

6 les différentes transformations du plan doivent être bien maîtrisées ainsi que la traduction en terme d’affixe des
notions d’angle ou de distance.

Il est essentiel de compléter la lecture de ce chapitre par celle des paragraphes suivants de l’annexe B :

1 Trigonométrie, voir paragraphe B.1 page 1155.

2 Calculs de sommes, voir paragraphe B.2 page 1158.

3 Trigonométrie et complexes, voir paragraphe B.3 page 1164.

4 Calculs sur des polynômes, voir le paragraphe B.4.1 page 1168 consacré au trinôme du second degré ainsi que le
paragraphe B.4.4 page 1176 consacré à la factorisation des polynômes grâce aux racines de l’unité.
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1.11 Exercices

1.11.1 Forme algébrique - Forme trigonométrique

Exercice 1.1 ♥
Donner l’écriture algébrique des nombres complexes suivants :

1. z1 =
(

1
3
−2i

)(
1
2
+ i

2

)

2. z2 = (1−2i )2

3. z3 = 1
1+3i

4. z4 = 2−i
1+i

5. z5 = (2+ i )3

6. z6 = (1+ i )2 − (2− i )2

Solution :

1. z1 =
1

6
(7−5i )

2. z2 =−3−4i

3. z3 =
1

10
(1−3i )

4. z4 =
1

2
(1−3i )

5. z5 = 2+11i

6. z6 =−3+6i

Exercice 1.2 ♥
On donne les nombres complexes

z1 = (
p

6+ i
p

2)

(
1

4
+ i

p
3

4

)
et z2 =

−1+ i
p

3

1
2 + i

p
3

2

.

1. Mettrez1 et z2 sous forme algébriquea + i b.

2. Déterminer le module puis un argument dez1, z2 et z1z2.

3. Déterminer le module puis un argument deZ = z1

z2
, Z′ = z6

2. ÉcrireZ et Z′ sous forme algébrique.

Solution :

1. Un calcul direct donne :z1 = i
p

2 . De plus :z2 =
−1+ i

p
3

1
2 + i

p
3

2

=

(
−1+ i

p
3
)(

1
2 − i

p
3

2

)

∣∣∣ 1
2 + i

p
3

2

∣∣∣
= 1+ i

p
3 .

2. Il est alors clair quez1 =
p

2eiπ/2 et quez2 = 2
(
1/2+

p
3/2i

)
= 2eiπ/3 .

3. Comme Z = z1/z2 =
p

2/2ei(π/2−π/3) =
p

2/2eiπ/6, il vient |Z| =
p

2/2 et arg(Z) =π/6 [2π] d’où

Z =
p

2

3

(p
3+ i

)
. De même,Z′ = z6

2 =
(
2eiπ/3

)6 = 64ei2π = 64 .

Exercice 1.3 ♥

Déterminer le module et et un argument dez =
(

1+ i
p

3

1− i

)20

.

Solution : On montre facilement que1+ i
p

3 = 2ei π3 et que1− i =
p

2e−i π4 d’où z = 210ei 35π
3 = 210e−i π3 car35π/3 =

(36π−π)/3. Le module dez est donc210 et un argument dez est−π
3 .

Exercice 1.4 ♥♥

1. Soitθ∈ [−π,π]. Déterminer le module et un argument de :eiθ+1 et eiθ−1.

2. En déduire le module et un argument, pourθ ∈ ]−π,π[, de :

cosθ+ i sinθ+1

cosθ+ i sinθ−1
.

Solution :

1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve :

z = eiθ+1 = ei θ2

(
ei θ2 +e−i θ2

)
= 2cos

θ

2
ei θ2 .
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Il reste à étudier le signe decos θ
2
. Commeθ ∈ [−π,π], alors θ

2
∈ [−π/2,π/2] et cos θ

2
Ê 0. Il vient donc :

|z| = 2cos
θ

2
et arg(z) =

θ

2
[2π] . On montre de même que siz ′ = eiθ −1 alors :

z ′ = ei θ2

(
ei θ2 −e−i θ2

)
= 2i sin

θ

2
ei θ2 = 2sin

θ

2
e

i
(
θ
2 +π

2

)
.

On étudie alors le signe desin θ
2 . Commeθ∈ [−π,π], sinθ/2 Ê 0 si θ ∈ [0,π] et sinθ/2< 0 si θ ∈ [−π,0[. Donc :

∣∣z ′∣∣= 2
∣∣∣sin

θ

2

∣∣∣ et arg
(
z ′)=





θ+π

2
[2π] si θ ∈ [0,π]

θ+3π

2
[2π] si θ ∈ [−π,0[

2. En utilisant les résultats de la question précédente, on obtient :

Z = cosθ+ i sinθ+1

cosθ+ i sinθ−1
= eiθ+1

eiθ−1
= ei θ2

ei θ2

2cos θ
2

2i sin θ
2

= cotan
θ

2
e−i π2

On obtient|Z| = |z|/
∣∣z ′∣∣=

∣∣∣cotan
θ

2

∣∣∣ et arg(Z)= arg(z)−arg
(
z ′)=

{
−π/2 si θ ∈ [0,π[

− 3π
2 [2π] si θ ∈ ]−π,0[

.

Exercice 1.5 ♥
Trouver les entiersn ∈N tels que

(p
3+ i

)n soit réel.

Solution : Comme
p

3+ i = 2ei π6 , si n ∈ N :
(p

3+ i
)n = 2n ein π

6 . Ce nombre est réel si et seulement sin π
6
≡ 0 [π]

c’est-à-dire si et seulement sin est un multiple de6.

Exercice 1.6 ♥
On considère, pourθ ∈R et n ∈N, le complexez = [1− sinθ+ i cosθ]n . Déterminer les réelsθ tels queRe(z) = 0.

Solution : En utilisant la factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve :

z = [1+ei(π/2+θ)]n = 2n cosn(π/4+θ/2)ein(π/4+θ/2)

et donc :
Re(z)= 2ncosn (π/4+θ/2)cos(nπ/4+nθ/2)

Par suite :Re(z)= 0 si et seulement siθ= 2kπ+π/2 ou θ= (2k +1)π/n−π/2 où k ∈Z.

1.11.2 Polynômes, équations, racines de l’unité

Exercice 1.7 ♥
Soit P le polynôme défini dansC par :

P(z)= z3 − z2 + (5+7 i )z +10−2 i .

1. Montrer queP possède une racine imaginaire pure.

2. En déduire une factorisation deP de la formeP(z) = (z − 2 i )Q(z) où Q est un polynôme du second degré à
coefficients complexes.

3. Résoudre alorsP(z)= 0 et factoriser complètement le polynômeP surC.

Solution :

1. Le nombre complexe2i est une racine deP.

2. P admet alors une factorisation de la formeP(z) = (z−2 i )Q(z) avecQ (z) = az2+bz+c un polynôme à coefficients
complexes à déterminer. Par identification, on montre queQ (z) = z2 + (−1+2 i )z +1+5 i .

3. En appliquant le théorème de résolution des équations du second degré à coefficients complexes, on trouve que
les racines deQ sont−1+ i et 2−3i . On a donc :P = (z −2i )(z +1− i ) (z −2+3i ) .
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Exercice 1.8 ♥
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

1. z1 =−3+4i

2. z2 =−5−12i

3. z3 =−24−10i

4. z4 =−i

Solution :

1. On utilise la méthode vue en cours. SoitZ = X+ i Y une racine carrée dez1. (X,Y) vérifie le système :





X2 +Y2 = 5

X2 −Y2 =−3

XY > 0

.

Par addition-soustraction des deux premières équations, il vient que2X2 = 2 c’est-à-direX =±1 et2Y2 = 8 c’est-à-
direY =±2. On utilise alors queXY > 0 et on trouve queZ = 1+2i ou Z =−1−2i . Réciproquement, on vérifie
que ces deux solutions conviennent.

2. On procède de même et on trouve que les deux racines carréesdez2 sont 2−3i et −2+3i

3. On procède encore de la même façon et on trouve que les deux racines dez4 sont 1−5i et −1+5i .

4. On peut procéder comme avant. Mais on peut aussi utiliser la forme exponentielle de−i qui est−i = ei3π/2 donc
Z = ρeiθ est une racine carrée de−i si et seulement si

{
ρ = 1

2θ = 3π
2 [2π]

et alorsρ= 1 et θ= 3π/4[π]. DoncZ = ei3π/4 ou Z = ei7π/4 ce qui donne, sous forme algébriqueZ =
p

2

2
(1− i )

ou Z =
p

2

2
(−1+ i ) . On vérifie réciproquement que ces deux solutions conviennent.

Exercice 1.9 ♥
Déterminer les racines des polynômes suivants :

1. z2 + i z +5−5 i

2. z2 + z − i z −5 i

3. z2 − i z +1−3 i

4. z2 −3 i z −3− i = 0

Solution :

1. Le discriminant dez2 + i z +5−5 i est∆=−21+20 i . Une racine carrée de∆ est2+5 i . Les racines du polynôme
sont donc : 1+2 i et −1−3 i .

2. Le discriminant dez2 + z − i z −5 i est∆= 18 i . Une racine carrée de∆ est3+3 i . Les racines du polynôme sont
donc : 1+2 i et −2− i .

3. Le discriminant dez2 − i z +1−3 i est∆=−5+12 i . Une racine carrée de∆ est2+3 i . Les racines du polynôme
sont donc : 1+2 i et −1− i .

4. Le discriminant dez2 −3 i z −3− i = 0 est∆= 3+4 i . Une racine carrée de∆ est2+ i . Les racines du polynôme
sont donc : 1+2 i et −1+ i .

Exercice 1.10 ♥
Déterminer :

1. Les racines troisièmes de−8. 2. Les racines cinquièmes de−i 3. Les racines sixièmes de−4

1+i
p

3

Solution : Soit z = ρeiθ ∈C avecρ ∈R∗
+ etθ ∈R.

1. On a−8 = 8eiπ et z est une racine troisième de−8 si et seulement siρ3 = 8 et 3θ = π [2π]. Il vient alorsρ = 2

etθ= π/3 [2π/3]. Doncz = 2eiπ/3 ou z = 2ei(2π/3+π/3) = 2eiπ = −2 ou z = 2ei(4π/3+π/3) = 2ei5π/3 = 2e−iπ/3 .
On vérifie réciproquement que ces trois nombres conviennent.
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2. Comme−i = e−i π2 , on a :z5 =−i si et seulement siρ5 = 1 et 5θ≡−π
2 [2π] c’est-à-dire si et seulement siρ= 1 et

θ=− π
10

[
2π
5

]
. Les cinq racines cinquièmes de−i sont donc : ei(4k−1) π

10 aveck ∈ �0,4�.

3. De même, on montre que−4

1+i
p

3
= 2e

2iπ
3 . Par conséquent,z6 = −4

1+i
p

3
si et seulement siρ6 = 2 et 6θ ≡ 2π

3 [2π],

c’est-à-dire si et seulement si :ρ= 6
p

2 etθ≡ π
9

[
π
3

]
. Les six racines sixième de−4

1+i
p

3
sont donc : ei (3k+1)π

9 avec
k ∈ �0,5�.

Exercice 1.11 ♥♥
Résoudre dansC l’équation

(z −1)6 + (z −1)3 +1= 0 (⋆)

Solution : PosonsZ = (z −1)3. L’équation devient alorsZ2+Z+1 = 0 qui admet deux solutions :Z1 =− 1
2
+ i

p
3

2
= e

2iπ
3

et Z2 = − 1
2
− i

p
3

2
= e−

2iπ
3 . On a alors(z −1)3 = Z1 ou (z −1)3 = Z2. La première équation amène :z = ei (6k+2)π

9 +1

aveck ∈ �0,2� et la seconde :z = ei (6k−2)π
9 +1 aveck ∈ �0,2�. On vérifie réciproquement que ces six nombres sont

solutions de(⋆).

Exercice 1.12 ♥♥
1. Résoudre dansC, l’équation

(1+ i z)5 = (1− i z)5 (⋆) (1.1)

2. En déduire les valeurs detan
π

5
et tan

2π

5
, que l’on exprimera sous la forme :

√
p +q

p
n, (n, p, q) ∈N2 ×Z

3. En déduire la valeur detan
π

10
.

Solution :

1. Soitz une solution de(⋆). z 6= −i donc1−i z 6= 0. PosonsU = 1+ i z

1− i z
. Le nombre complexeU doit vérifierU5 = 1.

En posantω= ei 2π
5 , il existek ∈ �0,4� tel que :

U =ωk

Alors :

z =−i
ωk −1

ωk +1
= tan

(
kπ

5

)

On vérifie réciproquement, quez = tan
kπ

5
est solution pourk ∈ ]0,4[.

2. Résolvons de façon différente l’équation(⋆) en développant les deux membres à l’aide de la formule du binôme
de Newton :

1+5(i z)+10(i z)2 +10(i z)3 +5(i z)4 + (i z)5

= 1−5(i z)+10(i z)2 −10(i z)3 +5(i z)4 − (i z)5

⇐⇒ 5i z +10(i z)3 + (i z)5 = 0

⇐⇒ z
[
z4 −10z2 +5

]
= 0

Et si z est une solution non-nulle,Z = z2 est racine du trinôme

Z2 −10Z+5 = 0

qui possède deux racines réelles :
Z1 = 5−2

p
5 Z2 = 5+2

p
5

et donc, les racines de(⋆) sont :

0, ±
√

5+2
p

5, ±
√

5−2
p

5
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Commetan
kπ

5
est strictement positif pourk = 1,2, et commetan

π

5
< tan

2π

5
, on trouve que

tan
π

5
=

√
5−2

p
5 et tan

2π

5
=

√
5+2

p
5

3. En utilisant la formule de trigonométrie :

tan2θ=
2tanθ

1− tan2θ

avecθ= π

10
, et en posantA = tan

π

10
, A doit vérifier :

√
5−2

p
5 A2 +2A−

√
5−2

p
5= 0

et A est alors la seule racine positive de ce trinôme :

A =
p

5−2√
5−2

p
5

Exercice 1.13 ♥♥
Résoudre les équations suivantes d’inconnuez ∈C :

1. 1+ z + i

z − i
+

(
z + i

z − i

)2

+
(

z + i

z − i

)3

= 0
2. (z + i )n = (z − i )n

Solution :

1. Soitz une solution de la première équation. On a nécessairementz 6= i car i n’est pas une solution de l’équation.

PosonsZ = z + i

z − i
. Ce complexe vérifie1+Z+Z2 +Z3 = 0. Remarquons queZ 6= 1 car il n’existe pas de complexe

z tel que
z + i

z − i
= 1. Donc1+Z+Z2 +Z3 = 1−Z4

1−Z
et Z vérifie : 1−Z4 = 0. Le complexeZ est donc une racine

quatrième de l’unité différente de1, ce qui amèneZ = i ,−1,−i . On écrit ensuite quez = i
Z+1

Z−1
et on trouve les

trois solutions z = 1,0,−1 . On vérifie réciproquement que ces trois nombres sont solutions de l’équation.

2. Considérons maintenant une solutionz de la deuxième équation. Comme précédemment, il est clair que z 6= i .

PosonsU =
z + i

z − i
. Il vient alorsUn = 1 et doncU est une racinen-ième de l’unité différente de 1 :U = e

2ikπ
n avec

k ∈ �1,n−1�. On écrit alors que

z = i
U+1

U−1
= i

e
2ikπ

n +1

e
2ikπ

n −1

Après factorisation par l’angle moitié, on trouve quez ∈
{

cotan
kπ

n
;k ∈ �0,n−1�

}
. On vérifie réciproquement

que ces nombres sont solutions de l’équation.

Exercice 1.14 ♥♥
Résoudre

z3 = z

Solution : ♥♥ On remarque quez = 0 est une solution de cette équation. Supposons alorsz 6= 0. En prenant les
modules, on a :|z|3 =

∣∣z
∣∣ = |z| et donc :|z| = 1. Si z est solution, alors en multipliant parz on trouve quez4 = |z|2 = 1

d’où z ∈ {1, i ,−1,−i }. On vérifie réciproquement que ces solutions conviennent. L’ensemble solution de l’équation est
donc : {0,1, i ,−1,−i } .

Exercice 1.15 ♥
Soitω une racinen-ième de l’unité différente de1. On pose

S =
n−1∑

k=0

(k +1)ωk .
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Déterminer une valeur deS.
Indication 1.9 :On pourra calculer(1−ω) S.

Solution :

(1−ω) S = (1−ω)
n−1∑

k=0

(k +1)ωk

=
n−1∑

k=0

(k +1)
(
ωk −ωk+1

)

= (1−ω)+2
(
ω−ω2

)
+3

(
ω2 −ω3

)
+ . . .+n

(
ωn−1 −ωn

)

= 1+ω+ω2 + . . .+ωn−1
︸ ︷︷ ︸

=0

+nωn par télescopage

= n

et S = n

ω−1
.

Exercice 1.16 ♥♥
Soit n ∈N, n Ê 2. Calculer le produit des éléments deUn .

Solution :

∏

ξ∈Un

ξ=
n−1∏

k=0

e
2ikπ

n =
n−1∏

k=0

(
e

2iπ
n

)k

=
(
e

2iπ
n

)1+2+...+n−1

=
(
e

2iπ
n

)n(n−1)
2 = e

2iπn(n−1)
2n = ei(n−1)π = (−1)n−1

Exercice 1.17 ♥
Résoudre dansC l’équation

1+2z +2z2 +·· ·+2zn−1 + zn = 0

Indication 1.9 :Multiplier par (1− z).

Solution : Soit z une solution de l’équation. Comme1 n’est pas solution de l’équation, nécessairementz 6= 1. En
multipliant l’équation par(1− z), on se ramène à l’équation équivalente :

(1+ z)(1− zn) = 0

Les solutions de cette équation sont les racinesn-ièmes de l’unité différentes de1 ainsi que−1.

Exercice 1.18 ♥♥
Pourn Ê 2, on noteω= e

2iπ
n . Calculer les sommes suivantes :

S1 =
n−1∑

k=0

ωkp (p ∈Z), S2 =
n−1∑

k=0

(n

k

)
ωk , S3 =

n−1∑

k=0

∣∣∣ωk −1
∣∣∣.

Solution :
• La première somme est géométrique de raisonωp . La raison est différente de1 si et seulement sip n’est pas un

multiple den. Alors

S1 =
ωpn −1

ωp −1
= 0

Si p est un multiple den, on trouveS1 = n.
• La deuxième somme se calcule grâce à la formule du binôme :

S2 =
n∑

k=0

(
n

k

)
ωk −ωn = (1+ω)n −1 = −2n cosn π

n
−1

en utilisant la factorisation par l’angle moitié
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• La troisième somme se calcule en remarquant que

∣∣∣ωk −1
∣∣∣= 2

∣∣∣sin
kπ

n

∣∣∣= 2sin
kπ

n

La première égalité est une conséquence de la factorisationde l’angle moitié et la seconde provient du fait que sinus
est positif sik ∈ �0,n−1�. On introduit alors la sommeE des exponentielles imaginaires correspondante que l’on
calcule et finalement,

E = 2
n−1∑

k=0

e
ikπ

n = 2
eiπ−1

ei πn −1
= 2i e

− iπ
2n

sin π
2n

S3 = Im(E) = 2cotan
(
π

2n

)

Exercice 1.19 ♥♥♥ Racines primitives de l’unité
Soit n ∈N, n Ê 1 et soitω ∈Un . On dit queω est une racine primitiven-ième de l’unité si et seulement si toute racine
n-ième de l’unité s’écrit comme une puissance deω. Autrement dit :

Un =
{
ωk | k ∈Z

}

Soit k ∈ �0,n−1�. Montrer queω = e
2ikπ

n est une racine primitiven-ième de l’unité si et seulement sik est premier
avecn.

Solution :
⇒ Par contraposée, sik et n ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un diviseur commund 6= ±1 : n = dn′

et k = dk ′ avecn′,k ′ ∈N. En particulier,wn′ =
(
e

2iπk ′d
n

)n′

= 1 et

{
w r | r ∈N

}
⊂Un′ ÚUn

carn′ < n. On en déduit queω n’est pas primitive.
⇐ Si k et n sont premiers entre eux alors d’après le théorème de Bézout,il existea,b ∈Z tels queak +bn = 1. Donc

pour toutl ∈ �0,n−1�, (
e

2ikπ
n

)al

= e
2ikalπ

n = e
2i(1−bn)lπ

n = e
2i lπ

n

etω est bien primitive.

Exercice 1.20 ♥♥♥
Posonsω= e

2iπ
7 et considéronsX =ω+ω2 +ω4 et Y =ω3 +ω5 +ω6.

1. Montrer queY = X et queImX > 0.

2. CalculerX+Y et XY. En déduire queX et Y sont solutions d’une équation du second degré puis calculerX et Y.

3. ExprimerReX en fonction decos 2π
7 .

4. En déduire quecos 2π
7

est une racine du polynôme8x3 +4x2 −4x −1 = 0.

Solution : On remarque queω est une racine septième de l’unité.

1. On remarque queω = ω6, ω2 = ω5 et ω4 = ω3. Il est donc clair queY = X. Par ailleurs, comme2π
7

, 4π
7

∈ [0,π],
on a :sin 2π

7
> 0 et sin 4π

7
> 0. De plus

∣∣sin 8π
7

∣∣ = sin π
7
< sin 2π

7
car sin est croissante sur

[
0, π

2

]
. Donc ImX =

sin 2π
7 + sin 4π

7 + sin 8π
7 > 0.

2. On applique le cours :1+ω+ω2 +ω3 +ω4 +ω5 +ω6 = 1−ω7

1−ω
= 0 carω7 = 1. Il vient alors queX+Y = −1.Par

ailleurs
XY =ω4 +ω5 +ω6 +3ω7 +ω8 +ω9 +ω10 =ω4 +ω5 +ω6 +3+ω+ω2 +ω3 = 2.

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines d’un trinôme du second degré, on obtient queX et Y

sont racines du trinômeX2 +X+2. On en déduit que, commeImX > 0, X =− 1
2
+ i

p
7

2
et queY =− 1

2
− i

p
7

2
.
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3. Remarquons queRe
(
ω4

)
= Re

(
ω3

)
. Donc :

ReX = Re
(
ω+ω2 +ω4

)

= Re
(
ω+ω2 +ω3

)

= cos
2π

7
+cos2

2π

7
+cos 3

2π

7

= cos
2π

7
+2cos2 2π

7
−1+4cos3 2π

7
−3cos

2π

7

= 4cos3 2π

7
+2cos2 2π

7
−2cos

2π

7
−1

4. CommeRe(X) =−1/2, l’égalité précédente devient :

−
1

2
= 4cos3 2π

7
+2cos2 2π

7
−2cos

2π

7
−1

Soit :
8cos3 2π

7
+4cos2 2π

7
−4cos

2π

7
−1 = 0

et on prouve quecos 2π
7

est une racine du polynôme.

1.11.3 Application à la trigonométrie

Exercice 1.21 ♥
Pourx ∈R, linéariser les expressions suivantes :

1. sin2 x

2. cos4 x

3. sin4 x

4. sin5 x.

5. cos x sin2 x

6. cos2 x sin2 x

7. cos a cosb

8. cos a cosb cos c

Solution :
1. Par la trigonométrie :sin2 x = (1−cos(2x)) /2

2. On utilise les formules d’Euler et la formule du binôme :

cos4 x =
(

ei x +e−i x

2

)4

= 1

16

(
ei4x +4ei2x +6+4e−2i x +e−4i x

)

=
1

8
(cos(4x)+4cos(2x)+3) .

3. On procède comme avant. On trouvesin4 x =
1

8
(cos(4x)−4cos(2x)+3) .

4. De même, on obtientsin5 x =
1

16
(sin(5x)−5sin(3x)+10sin(x)) .

5. On calcule

cos x sin2 x = −
1

23

(
ei x +e−i x

)(
ei x −e−i x

)2

= − 1

23

(
ei3x +e−i3x −ei x −e−i x

)

= −1

4
(cos(3x)−cos(x)) .

6. De même :cos2 x sin2 x = 1

8
(−cos(4x)+1)

7. Par la trigonométrie ou en utilisant les formules d’Euler: cos a cosb = 1

2
(cos (a −b)+cos (a +b)) .

8. On utilise les formules d’Euler :

cos a cosb cosc = 1

4
(cos (a −b −c)+cos (a −b +c)+cos(a +b −c)+cos(a +b +c)) .
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Exercice 1.22 ♥
Pour toutx ∈R, transformer :

1. cos(3x) en un polynôme encos x.

2. sin(3x) en un polynôme ensin x.

3. cos(4x) en un polynôme encos x.

Solution :

1. D’après la formule de Moivre et la formule du binôme :

cos(3x)+ i sin(3x) = (cos x + i sin x)3

= cos3 x +3i sin x cos2 x −3cos x sin2 x − i sin3 x

et il vient en identifiant les parties réelles et imaginaires: cos(3x) = cos3 x −3cos x sin2 x maissin2 x = 1−cos2 x

donc cos3x = 4cos3 x −3cos x .

2. Il vient aussisin(3x) = 3sin x cos2 x − sin3 x. Commecos2 x = 1− sin2 x, on obtient : sin(3x) = 3sin x −4sin3 x

3. On procède de même que dans la première question et on trouve cos(4x) = 8cos4 x −8cos2 x +1 .

Exercice 1.23 ♥ Équations trigonométriques
Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations trigonométriques suivantes :

1. cos(2x)+cos(x) = 0

2. sin x cos x = 1/4

3. tan
(
3x − π

5

)
= tan

(
x + 4π

5

)

4. cos x −
p

3sin x = 1

5. cos
(
2x − π

3

)
= sin

(
x + 3π

4

)

6. sin x −1/sin x = 3/2.

7. sin x + sin 3x = 0

8. 3cos x −
p

3sin x =
p

6

Solution :

1. cos(2x) + cos(x) = 0 ⇐⇒ cos(2x) = −cos (x) ⇐⇒ cos(2x) = cos (x +π) ⇐⇒ 2x = x + π [2π] ou 2x = −x −
π [2π] ⇐⇒ x =π [2π] ou x =−π

3

[
2π
3

]
.

2. D’après les formules de trigonométrie,cos x sin x = sin (2x) /2 donccos x sin x = 1/4 ⇐⇒ sin (2x) = 1/2 ⇐⇒ 2x =
π/6 [2π] ou 2x =π−π/6 [2π]⇐⇒ x =π/12 [π] ou x = 5π/12 [π].

3. tan
(
3x − π

5

)
= tan

(
x + 4π

5

)
⇔ 3x − π

5
= x + 4π

5 [π]⇐⇒ 2x =π [π]⇐⇒ x = 0
[
π
2

]
.

4. cos x −
p

3sin x = 1 ⇐⇒ 1
2

cos x −
p

3
2

sin x = 1
2
⇐⇒ cos π

3
cos x − sin π

3
sin x = cos π

3
⇐⇒ cos

(
π
3
+ x

)
= cos π

3
⇐⇒

π
3 + x = π

3 [2π] ou π
3 + x =−π

3 [2π] ⇐⇒ x = 0 [2π] ou x =− 2π
3 [2π]

5. cos
(
2x − π

3

)
= sin

(
x + 3π

4

)
⇐⇒ cos

(
2x − π

3

)
= cos

(
π
2
−

(
x + 3π

4

))
⇐⇒ cos

(
2x − π

3

)
= cos

(
−x − π

4

)
⇐⇒ 2x − π

3
=

−x − π
4 [2π] ou 2x − π

3
= x + π

4 [2π]⇐⇒ x = π
36

[
2π
3

]
ou x = 7π

12 [2π]

6. On suppose quex 6= 0 [π] On a :sin x −1/sin x = 3/2 ⇐⇒ sin2 x −1 = 3/2sin x ⇐⇒ sin2 x −3/2sin x −1 = 0. On
effectue le changement de variableX = sin x et on cherche les racines du trinômeX2 −3/2X−1 = 0. On trouve2

et −1/2. Seule la deuxième racine amène des solutions pour notre équation. On résout alorssin x = −1/2 et on
trouvex =−π/6 [2π] et x = π/6+π [2π]= 7π/6 [2π].

7. Cette équation se traite comme la première. On trouvex = 0
[
π
2

]

8. On multiplie les deux membres de l’équation par1

2
p

3
et on effectue alors des calculs similaires à ceux de la

troisième. On trouvex = π
12 [2π] ou x =− 5π

12 [2π].

Exercice 1.24 ♥♥ Équations trigonométriques
Résoudre les équations trigonométriques suivantes :

1. cos(2x)+cos(x) =−1 2. cos4 x + sin4 x = 1 3. cos x +cos 2x +cos 3x =−1

Solution :

1. On utilise les formules de duplication :cos(2x)+cos(x) =−1 ⇔ 2cos2 x −1+cos x =−1 ⇐⇒ cos x (2cos x +1) =
0⇐⇒ cos x = 0 ou cos x =− 1

2 ⇐⇒ x = π
2 [π] ou x =

(
π+ π

3

)
[2π]= 4π

3 [2π] ou x =− 4π
3 [2π].
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2. On utilise les linéarisations effectuées dans l’exercice 1.21 et on obtient :cos4 x + sin4 x = 1 ⇐⇒ cos(4x) = 1 ⇐⇒
4x = 0 [2π] ⇐⇒ x = 0[π/2].

3. On utilise les calculs de l’exercice 1.22. On sait quecos(2x) = cos2 x −1 et quecos(3x) = 4cos3 x −3cos x, donc
cos x +cos 2x +cos 3x =−1 ⇐⇒ 2cos3 x +cos2 x −cos x = 0 ⇐⇒ cos x

(
2cos2 x +cos x −1

)
= 0. Afin de résoudre

2cos2 x + cos x −1 = 0, on poseX = cos x et on cherche les racines de2X2 +X −1 = 0 qui sont1/2 et −1. Donc
2cos2 x+cos x−1 = 0 si et seulement sicos x = 1/2 ⇐⇒ x =±π/3 [2π] ou cos x =−1 ⇐⇒ x =π [2π]. Finalement
les solutions de l’équation initiale sont :x =π/2 [π], x =±π/3 [2π] et x =π [2π].

Exercice 1.25 ♥
Soientn ∈N etθ∈R\ 2πZ.

1. Montrer que :
n∑

k=0

eikθ = ein θ
2

sin (n+1)θ
2

sin θ
2

2. En déduire :
n∑

k=0

cos (kθ) et
n∑

k=0

sin (kθ) .

3. En déduire :
n∑

k=0

k sin kθ.

Solution :

1. Commeθ ∈ R \ 2πZ, eiθ 6= 1 et en reconnaissant la somme desn+1 premiers termes d’une suite géométrique de
raisoneiθ, on a :

n∑

k=0

eikθ =
n∑

k=0

(
eiθ

)k
= 1−e(n+1)θ

1−eiθ
= ei (n+1)θ

2

ei θ2

e−i (n+1)θ
2 −ei (n+1)θ

2

e−i θ2 −ei θ2

= ein θ
2

sin (n+1)θ
2

sin θ
2

2. Par ailleurs :
n∑

k=0

cos (kθ) = Re

(
n∑

k=0

eikθ

)
= cos

(
n

θ

2

) sin (n+1)θ
2

sin θ
2

n∑

k=0

sin (kθ) = Im

(
n∑

k=0

eikθ

)
= sin

(
n

θ

2

) sin (n+1)θ
2

sin θ
2

3. Pour la dernière somme, il suffit de dériver l’égalité
∑n

k=0
cos (kθ) = cos

(
n θ

2

) sin (n+1)θ
2

sin θ
2

=
sin (2n+1)θ

2

2sin θ
2

− 1

2
par

rapport àθ. On trouve alors

n∑

k=0

k sin kθ=
1

4

(2n+1)cos (2n+1)θ
2 sin θ

2 − sin (2n+1)θ
2 cos θ

2

sin2 θ
2

.

Exercice 1.26 ♥
On pose

A = sin
( π

12

)
B = cos

( π

12

)
C = tan

( π

12

)

1. En utilisant la trigonométrie, montrer queA vérifie une équation du second degré.

2. ExprimerA , B , C en utilisant des racines carrées.

Solution :

1. Pour toutx ∈ R, on a la formulecos(2x) = 1 − 2sin2 x. Appliquée àx = π/12, il vient que sin2 (π/12) =
(1−cos (π/6))/2. Doncsin(π/12) est une solution deX2 −

(
2−

p
3
)

/4 = 0.
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2. On résout cette équation. Ses deux solutions sontX = ±
p

2−
p

3
2

. Comme sin (π/12) > 0, il est clair que

sin (π/12) =
p

2−
p

3

2
. Pour calculercos (π/12), on utilise alors la formule fondamentale de la trigonométrie et

le fait que ce cosinus est positif. On trouve

cos(π/12) =
√

1− sin2 (π/12) =

√

1− 2−
p

3

4
=

√
2+

p
3

2
.

Enfin, d’après la définition de la fonction tangente, il vientque :

tan(π/12) =
sin (π/12)

cos(π/12)
=

√
2−

p
3

2+
p

3
.

Exercice 1.27 ♥♥
Calculer la somme

S =
4∑

k=1

cos2 kπ

9

Solution : Pour toutx ∈R, cos2 x = 1+cos 2x

2
et donc, d’après les formules d’Euler :

S =
4∑

k=1

cos2 kπ

9
= 1

2

4∑

k=1

(
1+cos

2kπ

9

)
= 2+ 1

4

4∑

k=1

(
e

2ikπ
9 +e−

2ikπ
9

)
= 2+ 1

4

8∑

k=1

e
2ikπ

9

la dernière égalité étant conséquence du fait que

e−
i2π

9 = e
i2×8×π

9 , e−
i2×2×π

9 = e
i2×7π

9 , e−
i2×3×π

9 = e
i2×6π

9 et e−
i2×4×π

9 = e
i2×5×π

9 .

(Placer les racines neuvièmes de l’unité sur un dessin !). Ontrouve alors par application du cours :

S = 7

4
+ 1

4

8∑

k=0

e
2ikπ

9 = 7

4
.

Exercice 1.28 ♥♥
Pour toutx ∈R, calculer les sommes suivantes :

1. S1 =
∑n

k=0

(
n

k

)
coskx

2. S2 =
∑n

k=0

(
n

k

)
sin kx

3. S3 =
∑n

k=0

coskx

cosk x
(avecx 6=π/2 [π]).

4. S4 =
∑n

k=0

sin kx

cosk x
(avecx 6= π/2 [π]).

Solution : Soit x ∈R.
1. Remarquons que d’après la formule du binôme de Newton et enfactorisant par les angles moitiés :

S =
n∑

k=0

(
n

k

)
eikx =

(
1+ei x

)n
= ei nx

2

(
e

i x
2 +e

−i x
2

)n

= 2n cosn x

2
ei nx

2 .

Mais S1 = Re(S) = 2n cosn x

2
cos

nx

2
.

2. EtS2 = Im (S) = 2n cosn x

2
sin

nx

2
.

3. Calculons

S′ =
n∑

k=0

eikx

cosk x
=

n∑

k=0

(
ei x

cos x

)k

=





1−
(

ei x

cos x

)n+1

1− ei x

cos x

si x 6= 0 [π]

n+1 si x = 0 [π]
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car on a reconnu une somme géométrique de raison
ei x

cos x
. Or cette quantité est égale à1 si et seulement si

x = 0 [π]. Si x 6= 0 [π] alors

1−
(

ei x

cos x

)n+1

1− ei x

cos x

=
1

cosn x

cosn+1 x −ei(n+1)x

cos x −ei x
=

1

cosn x

(
cosn+1 x −ei(n+1)x

)(
cos x −e−i x

)

cos2 x −cos x
(
ei x +e−i x

)
+1

=

1

cosn x

(
cosn+1 x −ei(n+1)x

)(
cos x −e−i x

)

sin2 x
=

1

sin2 x cosn x

((
cosn+1 x −ei(n+1)x

)
i sin x

)
=

1

sin x cosn x

(
sin (n+1) x + i

(
cosn+1 x −cos (n+1) x

))

CommeS3 = Re
(
S′), il vient que S3 = n+1 si x = 0[π] et que S3 =

sin (n+1) x

sin x cosn x
sinon.

4. De mêmeS4 = Im
(
S′)= 0 si x = 0[π] et S4 =

cosn+1 x −cos (n+1) x

sin x cosn x
sinon.

Exercice 1.29 ♥♥

Calculer∀ n ∈N∗,
n−1∑
p=0

(−1)p cosn
(

pπ

n

)
.

Solution : On a

n−1∑
p=0

(−1)p cosn
(

pπ

n

)
=

n−1∑
p=0

(−1)p

(
ei pπ/n +e−i pπ/n

2

)n

=
n−1∑
p=0

(−1)p ei pπ

2n

(
1+e−2i pπ/n

)n

=
n−1∑
p=0

(−1)p (−1)p

2n

(
1+e−2i pπ/n

)n
= 1

2n

(
1+e−2i pπ/n

)n

= 1

2n

n−1∑
p=0

n∑

k=0

(
n

k

)
e−2i pkπ/n = 1

2n

n∑

k=0

(
n

k

)
n−1∑
p=0

e−2i pkπ/n

Or
n−1∑
p=0

e−2i pkπ/n = 0 pourk = 1,2, . . . ,n−1. Restentk = 0 et k = n pour lesquels
n−1∑
p=0

e−2i pkπ/n = n.

Donc
n−1∑
p=0

(−1)p cosn
(

pπ

n

)
= 1

2n

(
n

(
n

0

)
+n

(
n

n

))
= n

2n−1
.

1.11.4 Application des nombres complexes à la géométrie

Exercice 1.30 ♥
Sotz un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les points d’affixes respectives

1. z, −z, z et−z.

2. z, 2z, i z, i z et z +1+ i et
p

2(1+ i ) z.

3. z, z−1, z et z3 si |z| = 1.

Solution : Pour tout l’exercice, on appelleM le point d’affixez.
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1. On utilise quēz est déduit dez par la symétrie d’axe
les abscisses et que−z est déduit dez par la symétrie
de centreO.

1

i z

z̄−z

−z̄

O

2. Multiplier z par un réel non nulk revient à ap-
pliquer au pointM l’homothétie de centreO et
de rapportk. Multiplier z par i revient à appli-
quer àM la rotation de centreO et d’angleπ/2.
Ajouter au complexez un complexez0 revient
à appliquer àM une translation de vecteur d’af-
fixe z0. Comme

p
2(1+ i ) = 2eiπ/4, multiplier z

par
p

2(1+ i ) z revient à appliquer àz la simil-
itude de centreO, de rapport2 et d’angleπ/4.

1

i

z

z̄

2z

iz iz̄

z + 1 + i

√
2(1 + i)z

O

3. Si z ∈U alors d’après le cours,z−1 = z̄. Par ailleurs,
z = eiθ oùθ est un argument dez. Doncz3 = e3iθ et
on peut alors placer le point d’affixez3.

1

i

U

z = eiθ

z̄ = 1

z
= e−iθ

z3 = ei3θ

O

Exercice 1.31 ♥
Déterminer et représenter les ensembles de nombres complexes :

1. E1 = {z ∈C | z̄ = z}.

2. E2 = {z ∈C | |z| É 4}.

3. E3 = {z ∈C | |z −1| = |z +1|}.

4. E4 = {z ∈C | |z −1+2i | = 1}.

5. E5 = {z ∈C | Imz =−1}

6. E6 =
{

z ∈C | arg(z)=π/4 [π]
}

7. E7 =
{

z ∈C | arg(z) =π/3 [2π]
}
.

8. E8 =
{

z ∈C | arg(z −1) =π/6 [π]
}

9. E9 =
{

z ∈C | arg(z −1+2i ) =π/2 [2π]
}

Solution : Dans toute la solution, on appelleM le point d’affixez.

1. Un complexe est égale à son conjugué si et seulement si il est réel doncE1 =R.

2. On applique le cours :E2 est le disque fermé de centre0 et de rayon4.

3. SiA est le point d’affixe−1 etB celui d’affixe−1 alors|z −1| = |z +1| si et seulement sid (M, A) = d (M,B). Donc
M est un point de la médiatrice du segment[A,B] , c’est à dire de l’axe imaginaire, doncE2 = iR.

4. D’après le coursE3 est le cercle de centre le point d’affixe1−2i et de rayon1.

5. L’ensembleE5 est constitué de la droite passant par le point d’affixe−i et parallèle à l’axe réel.

6. L’ensembleE6 est la bissectrice principale.

7. L’ensembleE7 est la demi-droite d’extrémité l’origine et formant un angle deπ/3 avec l’axe des abscisses.

8. L’ensembleE8 est l’image par la translation de vecteur
−→
i de la droite passant par l’origine et le point d’affixe(p

3+ i
)

/2 angle deπ/3 avec l’axe des abscisses.

9. Enfin l’ensembleE9 est l’image par la translation de vecteur−→
u (1−2i ) de la demi droite[Oy).

54



Exercice 1.32 ♥
SoientA(1+ i ) et B(4+3i ).

1. Trouver l’affixe du pointC pour que le triangleABC soit équilatéral direct.

2. Trouver l’affixe des pointsD et E pour que le quadrilatèreABDE soit un carré direct.

Solution :

1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement siC est déduit deB par une rotation de centreA
et d’anglePi /3 donc on doit avoirZC = eiπ/3 (zB − zA) + zA. Après calcul, on trouve que l’affixe deC est

zC = 5/2−
p

3+
(
2+3/2

p
3
)

i . Réciproquement, on vérifie que ce point convient.

2. Le quadrilatèreABDE est un carré direct si et seulement si on a en même temps :
– le pointD est l’image deA par une rotation d’angle−π/2 et de centreB.
– le pointE est l’image deB par une rotation d’angleπ/2 et de centreA.
On trouve alorszD = −i (zA − zB)+ zB c’est-à-dire zD = 2+6i et zE = i (zB − zA)+ zA c’est-à-dire zE = 3−2i .
On vérifie réciproquement que ces deux points conviennent.

Exercice 1.33 ♥
Calculer la longueur d’un côté d’un polygone régulier àn sommets inscrit dans le cercle unité.

Solution : On calcule pour cela :

|1−e
2iπ

n | =
∣∣∣e

iπ
n

(
e−

iπ
n −e

iπ
n

)∣∣∣= 2sin
π

n

Exercice 1.34 ♥
Soit ABC un triangle direct. On construit à l’extérieur de ce triangle les trianglesARC et BSC isocèles et rectangles
respectivement enR et S. Si T est le milieu de[AB], montrer queRST est rectangle et isocèle enT.

bA b B

bC

bT

bR

bS

Solution : Quitte à effectuer une translation, une rotation et une homothétie, on peut supposer que l’affixe deT est0,
celle deA est−1 et celle deB, 1. On notec,r, s les affixes respectives deC, R et S. CommeARC est isocèle et rectangle
enR, C est déduit deA par une rotation de centreC et d’angleπ/2. Doncc − r = i (−1− r ). De même,B est déduit deS
par une rotation de centreS et d’angleπ/2, donc1− s = i (c − s). On déduit de ces deux relations que

r = c + i

1− i
et s = −1+ i c

i −1
.

Il est alors clair quei s = r doncR est l’image deS par une rotation de centreT et d’angleπ/2. Autrement dit,RST est
rectangle et isocèle enT.

Exercice 1.35 ♥♥
Trouver tous les nombres complexes tel que les pointsM, N, P d’affixes respectivesz, z2 et z4 sont alignés.

Solution : Il est clair quez = 0 et z = 1 sont solutions du problème. On suppose dans la suite quez 6= 0 et z 6= 1.
On utilise la condition d’alignement de trois points dans leplan complexes et on trouve queM, N, P sont alignés si et
seulement si

(
z4 − z2

)
/
(
z − z2

)
∈R (Remarquons quez−z2 6= 0 carz est différent de0 et 1), c’est-à-dire si et seulement

si il existeα ∈ R tel que−z (z +1) = α. Résolvons l’équationz2 + z +α= 0 pourα ∈R. Son discriminant est∆= 1−4α.
Si ∆Ê 0, c’est à dire siαÉ 1/4, alorsz =−1/2±

p
1/4−α. Si∆< 0, c’est à dire siα> 1/4, alorsz =−1/2± i

p
−1/4+α.
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1/4

– En bleuf1 :

{
]−∞,1/4] −→ R

α 7−→ −1/2+
p

1/4−α

– En rougef2 :

{
]−∞,1/4] −→ R

α 7−→ −1/2−
p

1/4−α

1/4

– En bleug1 :

{
[1/4,+∞[ −→ R

α 7−→
p
−1/4+α

– En rougeg2 :

{
[1/4,+∞] −→ R

α 7−→
p
−1/4+α

Donc, en faisant varierα, si α É 1/4, on voit que tous les réels sont solutions de l’équation. Siα > 1/4, alors tous les
complexes de la forme−1/2+ ai aveca ∈ R∗ sont solutions de l’équation. On en déduit le lieu recherché: M, N, P

sont alignés si et seulement siM est sur la droite réelle ou alors sur la droite passant par(−1/2,0) et parallèle à l’axe
imaginaire.

Exercice 1.36 ♥ Construction à la règle et au compas du pentagone régulier

1. (a) i. Résoudre dansC l’équationz5 = 1 (∗).

ii. Posonsω= cos
(

2π
5

)
+i sin

(
2π
5

)
. Montrer que l’ensemble solution de l’équation(∗) est :

{
1,ω,ω2 ,ω3,ω4

}
.

iii. Représenter
{

1,ω,ω2,ω3,ω4
}

dans le plan complexe.

iv. Calculer :1+ω+ω2 +ω3 +ω4.

(b) On poseα=ω+ω4 etβ=ω2 +ω3.

i. Déduire de 1(a)iv queα etβ sont solutions deZ2 +Z−1= 0 (∗∗).

ii. Exprimer alorsα en fonction decos
(

2π
5

)
etβ en fonction decos

(
4π
5

)

(c) Résoudre l’équation(∗∗) et en déduire une valeur exacte decos
(

2π
5

)
.

2. (a) On désigne parA0, A1, A2, A3 et A4 les points d’affixe respective1, ω, ω2, ω3 etω4.

i. Par quelle transformation simple passe-t-on deA0 à A1 ? puis deA1 à A2 ? Généraliser ce résultat.

ii. Quelle est l’abscisse du pointH intersection de la droite(A1A4) avec l’axe des abscisses ?

(b) SoitC le cercle de centreΩ d’affixe − 1
2

et passant par le pointB d’affixe i . On désigne parM et N les
points oùC rencontre l’axe des abscisses,M ayant une abscisse positive.

i. Prouver queM a pour affixeα et queN a pour abscisseβ.

ii. Prouver queH est le milieu de[OM].

iii. Déduire de ce qui précède la construction à la règle et aucompas d’un pentagone dont on connaît
le centreO et un sommetA0. Effectuer cette construction en se plaçant dans un repère orthonormal
direct

(
O,

−→
ı ,

−→
)

avec−→ı =−−→
OA0.

Solution :

1. (a) i. Les solutions dansC de l’équationz5 = 1 sont les5 racines cinquièmes de l’unité :e
2ikπ

5 , k ∈ �0,4�.

ii. Il est clair queω= cos
(

2π
5

)
+ i sin

(
2π
5

)
= e

2iπ
5 . Il est aussi clair que, pour toutk ∈ �0,4�, e

2ikπ
5 =ωk .

iii. Voir 1.10 page 34.

iv. On reconnaît une somme géométrique de raisonω donc :1+ω+ω2 +ω3 +ω4 =
(
1−w5

)
/(1−ω) mais

commeω5 = 1, il vient : 1+ω+ω2 +ω3 +ω4 = 0.

(b) Posonsα=ω+ω4 etβ=ω2 +ω3.

i. On a :ω= e
2iπ

5 etω4 = e
8iπ

5 = e−
2iπ

5 . Il est alors clair quew =ω4. De même,ω2 = e
4iπ

5 etω3 = e
6iπ

5 =
e
−4iπ

5 =ω2.

ii. On a α2 +α−1 =
(
ω+ω4

)2 +
(
ω+ω4

)
−1 = ω2 +2ω5 +ω8 +ω+ω4 −1 = ω2 +2+ω3 +ω+ω4 −1 =

1+ω+ω2 +ω3 +ω4 = 0. Doncα est solution deZ2 +Z−1 = 0. On fait de même pourβ.
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iii. On aα=ω+ω4 =ω+ω= 2cos 2π
5

etβ=ω2 +ω3 =ω2 +ω2 = 2cos
(

4π
5

)

(c) Les racines deZ2+Z−1 sont
(
−1−

p
5
)

/2 et
(
−1+

p
5
)

/2. Comme2π
5
∈ ]0,π/2[ et que4π

5
∈ ]π/2,π[, il vient :

cos 2π
5 =

(
−1+

p
5
)

/4 et cos 4π
5 =

(
−1−

p
5
)

/4.

2. (a) i. On passe deA0 à A1, puis deA1 à A2, puis deAi à Ai+1 par une rotation de centreO et d’angle2π/5.

ii. L’abscisse du pointH intersection de la droite(A1A4) est l’abscisse deA1 qui vautcos 2π
5 =

(
−1+

p
5
)

/4.

(b) i. Par application du théorème de Pythagore dans le triangleΩOJ, on obtient que le rayon du cercle estp
5/2. Donc l’affixe deM est−1/2+

p
5/2 =α et l’affixe deN est−1/2−

p
5/2 = β

ii. L’affixe du milieu de[OM] est(0+α) /2= (−1+
p

5)/4 ce qui correspond à l’affixe deH..

iii. Pour construire un pentagone régulier à la règle et au compas, on commence par tracer le cercle unité
C0 de centreO et passant parA0. On place ensuite le pointB d’affixe i et le pointΩ d’affixe−1/2. On
trace leC et le milieuΩ passant parB ce qui nous permet de construire les pointsM et N. On lève les
perpendiculaires à l’axe des abscisses passant parM et N. Ces perpendiculaires intersectent le cercle
unité en les pointsA1, A2, A3 et A4.

Exercice 1.37 ♥♥ Propriété de l’angle au centre
Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct

(
O,

−→
ı ,

−→
)
, on considère un cercleC de centreΩ, de rayonR > 0 et

trois pointsA,B,M ∈C . Prouver lapropriété de l’angle au centre:
(
á−→
ΩA,

−→
ΩB

)
= 2

(
á−−→
MA,

−−→
MB

)
[2π]

Solution : Quitte à effectuer une translation, on peut supposer queΩ= O. En effectuant une homothétie de centreO et
de rapport1/R, on peut supposer queR = 1 et grâce à une rotation, on peut se ramener au cas oùM est le point d’affixe
1. Ces transformations n’affecteront par le résultat car elles conservent les angles orientés. On notea,b,m les affixes
respectives des pointsA,B,M. On sait que|a| = |b| = 1 et quem = 1. Soitα,β ∈R des arguments poura et b. On sait que

(
à−→
OA,

−→
OB

)
= arg

b

a
= argeβ−α = β−α [2π]

et que
(
á−−→
MA,

−−→
MB

)
= arg

b −1

a −1
= arg

eiβ−1

eiα−1
= arg

sin
(
β
2

)

sin
(
α
2

) ei
β−α

2 = β−α

2
[π]

par factorisation par les angles moitiés. L’argument n’estconnu qu’àπ près car on ne connaît pas le signe de

sin
(
β
2

)
/sin

(
α
2

)
. On en déduit que2

(
á−−→
MA,

−−→
MB

)
= β−α [2π]=

(
à−→
OA,

−→
OB

)
et la propriété de l’angle au centre est prouvée.

Exercice 1.38 ♥♥
Soit z ∈U\ {1}. Montrer que :

z +1

z −1
∈ iR.

On pourra prouver cette propriété par trois méthodes différentes :

1. Une méthode algébrique utilisant les propriétés du groupeU.

2. Une méthode utilisant la factorisation par l’angle moitié.

3. Une méthode géométrique.

Solution :
Méthode algébrique :Commez ∈U\ {1}, on a :z−1 = z̄ et

z +1

z −1
= (z +1)(z −1)

|z −1|2
= z̄ − z

|z −1|2
=−2i

Im(z)

|z −1|2
∈ iR.

Avec les angles moitiés :Commez ∈U\ {1}, il existeθ ∈ ]0,2π[ tel que :z = eiθ. Par factorisation par l’angle moitié :

z+1

z−1
= eiθ +1

eiθ −1
=

ei θ2

(
ei θ2 +e−i θ2

)

ei θ2

(
ei θ2 −e−i θ2

) = i
cos θ

2

sin θ
2

= i cotan
θ

2
∈ iR.
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Méthode géométrique :si A est le point du plan complexe d’affixez, B celui d’affixe1 etC celui d’affixe−1, ABC est
un triangle inscrit dans le cercle unité etBC est un diamètre de ce cercle. Par application du théorème de la médiane,

ABC est donc rectangle enA et arg

(
z +1

z −1

)
≡ π

2 [π]. On en déduit que
z +1

z −1
est un imaginaire pur.

Exercice 1.39 ♥♥
Déterminer les pointsM du plan d’affixez tels que :

1.
z +1

z −1
∈R.

2.
z +1

z −1
∈ iR.

3.
∣∣∣∣

z +1

z −1

∣∣∣∣= 1.

Solution : Soit z ∈ C \ {1}. Supposons queM est le point du plan complexe d’affixez, A est celui d’affixe1 et B est

celui d’affixe−1. On a :MA = |z −1|, MB= |z +1| et
(
á−−→
MB,

−−→
MA

)
= arg

(
z+1
z−1

)
.

1. Supposons que :
z +1

z −1
∈R. Alors soit ce quotient est nul, dans quel casM = B, soit

(
á−−→
MB,

−−→
MA

)
≡ 0 [π] et donc les

pointsA,B,M sont alignés. La réciproque est évidente. Par conséquent :
{

z ∈C | z+1
z−1

∈R
}
= R\ {1} .

2. Supposons que :z+1
z−1 ∈ iR. Alors :

(
á−−→
MB,

−−→
MA

)
≡ π

2 [π]. Le triangleMBC est donc rectangle enA et d’après le

théorème de la médiane,M est un point de cercle de diamètre[A,B], c’est-à-dire un point du cercle unité différent
deA. La réciproque est immédiate. Donc :

{
z ∈C | z+1

z−1
∈ iR

}
= U\ {1} .

3. Supposons enfin que :
∣∣ z+1

z−1

∣∣ = 1. Alors : |z −1| = |z +1| , ce qui s’écrit aussi :AM = BM. DoncM est un point
de la médiatrice du segment[A,B] qui est l’axe imaginaire. Par conséquent :z ∈ iR. La réciproque est triviale et{

z ∈C |
∣∣ z+1

z−1

∣∣= 1
}
= iR .

Exercice 1.40 ♥♥ Une caractérisation des triangles équilatéraux
SoientA, B et C trois points du plan complexe d’affixes respectivesa, b et c. Montrer l’équivalence des assertions
suivantes :

1. ABC est un triangle équilatéral.

2. j ou j 2 est racine du polynômeP = aX2 +bX+c.

Solution : Rappelons que commej est une racine troisième de l’unité, on a :j 3 = 1 et 1+ j + j 2 = 0. De plus,
eiπ/3 = e−iπe4iπ/3 =− j 2 et e−iπ/3 = e−iπe2iπ/3 =− j . On a la série d’équivalences :

ABC est équilatéral

⇐⇒ B est l’image deA par la rotation de centreC et d’angle±π/3

⇐⇒ b −c = eiπ/3 (a −c) ou b −c = e−iπ/3 (a −c)

⇐⇒ b −c =− j 2 (a −c) ou b −c =− j (a −c)

⇐⇒ j 2a +b −
(
1+ j 2

)
c = 0 ou j a +b −

(
1+ j

)
c = 0

⇐⇒ j 2a +b + j c = 0 ou j a +b + j 2c = 0

⇐⇒ a j 4 +b j 2 +c = 0 ou a j 2 +b j +c = 0

⇐⇒ j 2 est une racine deP ou j est une racine deP

Exercice 1.41 ♥♥
Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct(O,

−→
ı ,

−→ ), on considère un cercle de centreO sur lequel on place,
dans le sens trigonométrique direct, 6 points distinctsA,B,C,D,E et F de façon à ce que les trianglesOAB, OCD et
OEF soient équilatéraux. On noteM,N et P les milieux respectifs de[BC], [DE] et [FA]. On veut montrer queMNP est
équilatéral.

1. Effectuer un dessin à la règle et au compas.

2. On notez, z ′ et z ′′ les affixes respectives deA,C et E. Donner les affixeszB, zD et zF des pointsB, D et F en
fonction dez, z ′ et z ′′.

3. Donner les affixeszM, zN et zP des pointsM,N et P en fonction dez, z ′ et z ′′.

4. Conclure (on pourra utiliser l’exercice 1.40).
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Solution :

1.

2. Le triangle OAB est équilatéral. Par conséquent,zB = ei π3 z . De même, on montre quezD = ei π3 z ′ et

zF = ei π3 z ′′ .

3. CommeM est le milieu de[BC], zM = zB+zC

2
= e

i π
3 z+z′

2
. De même, on montre que :zN = e

i π
3 z′+z′′

2
et que

zP = e
i π

3 z′′+z

2
.

4. On utilise le critère prouvé dans l’exercice 1.40. Pour montrer queMNP est équilatéral, il suffit de montrer que
zM + j zN + j 2zP = 0. On a :

aM + j zN + j 2zP = 1

2

(
ei π3 z + z ′+ j

(
ei π3 z ′+ z ′′

)
+ j 2

(
e

i π
3 z′′+z

2

))

= 1

2



(
ei π3 + j 2

)

︸ ︷︷ ︸
α

z +
(
1+ j ei π3

)

︸ ︷︷ ︸
β

z‘′+
(

j + j 2ei π3

)

︸ ︷︷ ︸
γ

z ′′




mais
• j 2 =−

(
1+ j

)
=−ei π3 doncα= 0.

• j ei π3 = j
(
1+ j

)
= j + j 2 =−1 doncβ= 0.

• j 2ei π3 = j 2
(
1+ j

)
= j 2 +1 =− j doncγ= 0.

ce qui prouve le résultat.

Exercice 1.42 ♥♥ Formule de Heron

b

I

b
K

b
J

b
H

r r

r

b
A

b
B

b
C

u

v

w

x

z z

y

y

x

α
α
γ γ

β
β

Soit I le centre du cercle inscrit au triangleABC. Les longueurs des côtés sonta = y + z, b = z + x et c = x + y . On
appelles le demi-périmètrex + y + z. Les angles enI vérifientα+β+γ=π.

1. Démontrer quer + i x = ueiα.

2. Calculer(r + i x)(r + i y)(r + i z).

3. En prenant les parties imaginaires, démontrer quex y z = r 2(x + y + z).

4. En déduire quer =
√

(s −a)(s −b)(s −c)

s
.
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5. Démontrer que l’aire du triangleABC vaut

A = r a

2
+ r b

2
+ r c

2
=
p

s(s −a)(s −b)(s −c) (Formule de Heron)

Solution :

1. Dans le triangleAIH rectangle enH, r = u cosα et x = u sinα, d’où r + i x = u(cosα+ i sinα) = ueiα.

2. (r + i x)(r + i y)(r + i z)= ueiαveiβweiγ = uv wei(α+β+γ) = uv weiπ =−uv w .

3. En prenant les parties imaginaires, on a0= r 2z + r 2 y + r 2x − x y z, d’où le résultat.

4. On en déduitr 2s = x y z. Or s = x + (y + z) = x + a d’où x = s − a. Donc x y z = (s − a)(s − b)(s − c) et donc

r 2 = (s −a)(s −b)(s −c)

s
, d’où le résultat.

5. L’aire du triangleABC égale l’aire deBIC + celle deCIA + celle deAIB à savoir
r a

2
+ r b

2
+ r c

2
.

DoncA =
r a

2
+

r b

2
+

r c

2
=

r

2
(a +b +c) = r s = s

√
(s −a)(s −b)(s −c)

s
=
p

s(s −a)(s −b)(s −c).

1.11.5 Transformations du plan complexe

Exercice 1.43 ♥
Identifier les transformations complexes suivantes :

1. f1 : z 7→ z +1+ i .

2. f2 : z 7→ eiπ/6z.

3. f3 : z 7→ eiπ/3z +1.

4. f4 : z 7→ 2z +1− i .

5. f5 : z 7→−z +2− i .

6. f6 : z 7→ z̄.

7. f7 : z 7→ (1+ i ) z + i .

8. f8 : z 7→
(
1+ i

p
3
)

z +1.

Solution :

1. La transformationf1 est la translation de vecteur d’affixe1+ i .

2. La transformationf2 est la rotation d’angleπ/3 et de centreO.

3. La transformationf3 est une rotation. Son centre est le point d’affixe solution del’équation f (z) = z, c’est à dire
z = (1+ i

p
3)/2. L’angle de la rotation estπ/3.

4. La transformationf4 est une homothétie de rapport2. Pour trouver son centre, on résout l’équationf (z) = z et on
trouvez =−1+ i .

5. La transformationf5 est une homothétie de rapport−1 et de centre1+ i /2.

6. La transformationf6 est la symétrie d’axe(Ox).

7. Comme1+ i =
p

2eiπ/4, la transformationf7 est la composée de l’homothétie de rapport
p

2 et de centre−1 avec
la rotation d’angleπ/4 et de même centre.

8. Comme1+ i
p

3 = 2eiπ/3, la transformationf8 est la composée de l’homothétie de rapport2 et de centrei
p

3/3

avec la rotation d’angleπ/3 et de même centre.π/4 et de même centre.

Exercice 1.44 ♥
Donner les applications qui représente dans le plan complexe les transformations suivantes :

1. La translation de vecteur d’affixe−2+ i .

2. La symétrie de centrei .

3. La rotation d’angleπ/6 et de centre1.

4. L’homothétie de rapport3 et de centre1+2i .

5. La similitude de rapport2, d’angleπ/3 et de centre1+ i .

Solution :

1. z 7→ z −2+ i

2. On peut voir la symétrie de centreO comme l’homothétie de centrei et de rapport−1. Une telle transformation
est représentée parf : z 7→−z +b où b ∈C. Pour trouverb, on utilise quef (i )= i et on trouve queb = 2i .
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3. La transformation est représentée par une application dela forme : f : z 7→ eiπ/6 z +b où b ∈C. Pour trouverb, on
utilise quef (1) = 1 et on trouveb =−

p
(3)/2+1− i /2.

4. La transformation est représentée par une application dela forme : f : z 7→ 3z +b où b ∈ C. Pour trouverb, on
utilise quef (1+2i ) = 1 et on trouveb =−2−4i .

5. La transformation est représentée par une application dela forme : f : z 7→ 2eiπ/3z +b où b ∈ C. En utilisant la
même démarche que précédemment, on trouve queb =

p
3(1− i ).

Exercice 1.45 ♥
On considère :
– le pointΩ du plan complexe d’affixe1+2i

– l’homothétieh de centreΩ et de rapport2.
– la rotationr de centreΩ et d’angleπ/4.
– la transformation du plan complexes = r ◦h.
Donner l’écriture complexe des.

Solution : La transformations est une similitude de centreΩ, d’angleπ/4 et de rapport2. Pour toutz ∈ C, on
a doncs (z) = 2eiπ/4 z + b =

p
2(1+ i ) z + b où b est un complexe à déterminer. Commes (1+2i ) = 1+ 2i , il vient :

b = 1+
p

2+ i
(
2−3

p
2
)
. Donc : s : z 7→

p
2(1+ i ) z +1+

p
2+ i

(
2−3

p
2
)

.

Exercice 1.46 ♥
Étudier la similitudes qui envoie le pointA d’affixe i sur le pointA′ d’affixe 1+

p
3/2+ i /2 et le pointB d’affixe 1+ i

sur le pointB′ d’affixe 1+3
p

3+2i .

Solution : Commes est une similitude, il existea,b ∈C tels que, pour toutz ∈C, on a :s (z) = az +b. De s (A) = A′ et
s (B) = B′, on tire le système : {

ai +b = 1+
p

3/2+ i /2

a (1+ i )+b = 1+3
p

3+2i
.

On en déduit quea = 3/2
(
1− i

p
3
)
= 3e−iπ/3 et queb = 1/2

(
−1+3

p
3+ i

(
1+3

p
3
))

. En résolvant l’équations (z) = z,
on trouve que le point fixeΩ de s a comme affixe1− i . La similitudes est donc la composée de l’homothétie de centre
Ω et de rapport3 avec la rotation de centreΩ et d’angle−π/3.

Exercice 1.47 ♥♥
Démontrer que :

1. la composée de deux symétries centrales est une translation.

2. la composée d’une rotation et d’une translation est une rotation.

3. la composée de deux rotations est une rotation ou une translation.

Solution :

1. La première symétrie centrale est représentée par une application de la formef1 : z 7→ −z +b1 et la seconde par
une application de la formef2 : z 7→−z+b2 où b1,b2 ∈C. Si z ∈C alors f1 ◦ f2 (z) = z+b1−b2 et on reconnaît que
f1 − f2 est une translation de vecteur d’affixeb2 −b1.

2. La rotation est représentée par une applicationr : z 7→ eiθz +b oùθ ∈R et oùb ∈C. La translation est représentée
par t : z 7→ z + a où a ∈ C. Alors pour toutz ∈ C, r ◦ t (z) = eiθz + eiθa +b et on reconnait encore une rotation
d’angleθ. De même,t ◦ r (z) = eiθz +a +b qui est aussi une rotation d’angleθ.

3. On noter : z 7→ eiθz +b et r ′ : z 7→ eiθ′ z +b′ les deux rotations avecθ,θ′ ∈ R et b,b′ ∈ C. Pour toutz ∈ C, on a
r ◦ r ′ (z) = ei(θ+θ′)z +

(
eiθb′+b

)
et on reconnaît l’écriture d’une rotation d’angleθ+θ′.
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Chapitre 2
Géométrie élémentaire du plan

J’étais incapable de relancer la balle par
dessus le grillage ; elle partait toujours à environ

un radian de la direction où elle aurait dû aller.
Richard Feynman - 1985.

Pour bien aborder ce chapitre

En plus de proposer quelques rudiments de géométrie plane, ce chapitre a deux vocations importantes :

1 la première est d’apprendre à calculer. On verra comment certains problèmes de géométrie se ramènent à effectuer
des calculs qui peuvent s’avérer difficiles si on ne procède pas avec un minimum de méthode.

2 la seconde de donner des représentations concrètes pour le cours d’algèbre linéaire qui nous occupera en seconde
période. On verra que l’ensemble des vecteurs du plan est muni d’une structure algébrique particulière appelée
espace vectoriel. La bonne compréhension des notions et propriétés des chapitres 23 et 24 passe par une bonne
représentation de ces notions dans le cas particulier du plan (et de l’espace).

Il est conseillé dans une première lecture de ne s’attacher qu’aux démonstrations marquées du signe♥ .

Comme indiqué dans le programme, on suppose connues les notions suivantes :

– calcul vectoriel
– distance et norme euclidienne
– orthogonalité

– orientation
– angles et angles orientés

Ces différentes notions seront précisées dans les chapitres 23 et 27.

Après quelques rappels sur les repères cartésiens et les coordonnées polaires, on introduit deux outils fondamentaux en
géométrie (plane) : le produit scalaire et le déterminant. Le premier permet de tester l’orthogonalité de deux vecteurset le
second leur colinéarité. On mettra en évidence leurs propriétés algébriques (bilinéarité, (anti)symétrie) et leurs propriétés
géométriques (projection, calcul d’aire,...).

On s’intéressera ensuite aux droites et aux cercles du plan.On déterminera leurs équations cartésiennes (sous une forme
plus générale que celle vue au lycée), paramétriques (qui correspond en fait à l’équation du mouvement d’un solide au
cours du temps suivant la droite ou le cercle considéré) et polaires. On mettra en place des méthodes efficaces de calcul
de la distance d’un point à une droite. Elles serviront dans de nombreuses situations.

2.1 Quelques notations et rappels

Dans tout le chapitre on noteraP l’ensemble des points du plan etV l’ensemble des vecteurs du plan.
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BIO 3 Euclide, né vers -325, mort vers -265 à Alexandrie

On sait peu de choses au sujet d’Euclide.
Il parti en Égypte afin d’y enseigner les mathématiques et travailla au monseiona d’Alexan-
drie. Il mena de nombreux travaux de recherche. Il est l’auteur des `̀Élémentś́. Ce texte,
formé de treize livres, est une compilation du savoir mathématique de son époque. Il resta une
référence pendant près de2000 ans et contient, entre autre, les fondements de la géométriedu
plan.
C’est dans les Éléments que pour la première fois un travail mathématique a été réalisé sur la
base d’une démarche axiomatique.

a. Temple dédié aux muses rattaché à la bibliothèque

2.1.1 Addition vectorielle

~u

~v ~u

~v

~u + ~v

A B

C

FIGURE 2.1 – Addition vectorielle

Rappelons que pour former la somme de deux vecteurs−→
u et−→v deV , il suffit de considérer trois pointsA,B,C deP tels

que−→u =−→
AB et−→v =−→

BC. Le vecteur somme−→u +−→
v est alors donné par

−→
u +−→

v =−→
AB+−→

BC =−→
AC.

L’addition vectorielle vérifie les propriétés suivantes :
– elle estassociative: pour tous−→u , −→v , −→w dansV , on a :

(−→u +−→v )+−→w =−→u + (−→v +−→w ).

– elle possède unélément neutrenoté
−→
0 : pour tout−→u dansV :

−→
u +−→

0 =−→
0 +−→

u =−→
u .

Remarquons que le vecteur nul est représentable, pour tout point A deP par le vecteur
−→
AA.

– chaque vecteur−→u dansV possède unvecteur symétrique−→v vérifiant :

−→
u +−→

v =−→
v +−→

u =−→
0 .

On notera−−→u le vecteur−→v symétrique de−→u . Comme
−→
0 =−→

AB+−→
BA=−→

BA+−→
AB=−→

BB =−→
0 , cette notation conduit à celle

ci : −−→AB=−→
BA.

– l’addition dansV estcommutative: pour tout−→u ,
−→
v deV ,

−→
u +−→

v =−→
v +−→

u .

Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que le couple(V ,+) est ungroupe commutatif.

2.1.2 Produit d’un vecteur et d’un réel

Á tout nombre réelλ et à tout vecteur−→u ∈V , on peut associer le vecteurλ.
−→
u . Ce produit que l’on dit externe possède les

propriétés suivantes :
– Pour tout vecteur−→u ∈V , 1 ·−→u =−→u .
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– Pour tous réelsλ, µ et tous vecteurs−→u ∈V , (λ.µ) =λ(µ−→u ).
– Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition vectorielle : pour tout réelλ et tout vecteurs−→u ,

−→
v de

V , λ
(−→

u +−→
v

)
= λ−→u +λ−→v .

– Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition des réels : pour tout réelsλ, µ et tout−→u deV , (λ+µ)−→u =
λ−→u +µ−→u .

On dira, pour résumer ces8 propriétés de l’addition vectorielle et du produit externe, que le triplet(V ,+, .) est unespace
vectoriel surR.

2.1.3 Vecteurs colinéaires, unitaires

DÉFINITION 2.1 ♥ Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs−→u et−→v deV sontcolinéairessi il existe un réelλ tel que−→u =λ−→v ou un réelη tel que−→v = η−→u .

Remarque 2.1

Le vecteur nul est colinéaire à tous les vecteurs du plan. Il est d’ailleurs le seul vecteur du plan à vérifier cette propriété
(exercice !).

DÉFINITION 2.2 ♥ Vecteur unitaire ou normé
Un vecteur est ditunitaireounormési sa norme est 1.

2.1.4 Droites du plan
✎ Notation 2.1

Soit A un point deP et−→u un vecteur deV . On noteA+−→
u l’unique pointB deP donné par

−→
AB=−→

u .

DÉFINITION 2.3 Droite vectorielle
Soit−→u un vecteur non nul du plan. On appelledroite vectorielle dirigée par−→u le sous-ensemble deV , notéVect

(−→
u

)
,

des vecteurs du plan colinéaires à−→
u .

Vect
(−→

u
)
=

{
λ−→u | λ ∈R

}

DÉFINITION 2.4 Droite affine
Soit A un point du planP et−→u un vecteur non nul deV . La droite D passant parA et dirigée par−→u est l’ensemble
des points du plan de la formeA+λ−→u oùλ est réel.

D = {A+λ−→u | λ ∈R} = A+Vect(
−→
u ).

Un vecteur non nul deV est unvecteur directeurde la droite donnée par le couple(A,
−→
u ) si il est colinéaire à−→u .

Remarque 2.2 Remarquons que si une droiteD est donnée par le couple(A,
−→
u ) et siM est un point du plan, alors on a :

M ∈ D ⇔∃λ ∈R : M = A+λ−→u ⇔−−→
AM =λ−→u ⇔−−→

AM et−→u sont colinéaires.

DÉFINITION 2.5 ♥ Droites parallèles, orthogonales
On dit que :
– deux droites sontparallèlessi leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.
– deux droites sontorthogonales(ouperpendiculaires) si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

2.2 Modes de repérage dans le plan

2.2.1 Repères Cartésiens

DÉFINITION 2.6 ♥ Base

– Un couple de vecteur(
−→
ı ,

−→ ) deV est unebasedeV si et seulement si ces deux vecteurs sont non colinéaires.
– Une base est diteorthogonalesi les deux vecteurs la composant sont orthogonaux.
– Elle est diteorthonormalesi elle est orthogonale et si les deux vecteurs la composant sont de plus unitaires.

64



M

O ~i

~j

~OM =~i + 3~j

FIGURE 2.2 – Repère cartésien

Remarque 2.3 En vertu de la remarque 2.1 page 64, si
(−→

u ,
−→
v

)
forme une base du plan, alors aucun des deux vecteurs

−→u , −→v n’est nul.

PROPOSITION2.1 ♥ Caractérisation des bases du plan
Soit−→u ,

−→
v ∈V . Le couple

(−→
u ,

−→
v

)
forme une base du plan si et seulement si :

∀α,β ∈R, α−→u +β−→v = 0 =⇒ α= β= 0

Démonstration ♥
⇒ Nous allons effectuer un raisonnement par contraposée (vous pouvez consulter la page 1128 si vous n’êtes pas familier avec

ce type de raisonnement). Supposons que
(−→

u ,−→v
)

ne soit pas une base du plan. Alors−→
u et −→v sont colinéaires. Donc il existe

β′ ∈ R tel que−→u = β′−→v . On prouve ainsi l’existence de deux réelsα= 1 et β=−β′ non tous deux nuls tels queα−→u +β−→v = 0 et
l’implication directe est prouvée.

⇐ Effectuons à nouveau un raisonnement par contraposée. Supposons qu’il existe deux réelsα etβ non tous deux nuls tels que
α−→u +β−→v = 0.
– Siα 6= 0, on obtient :−→u =−β/α−→v et les vecteurs−→u , −→v sont colinéaires. Ils ne peuvent donc pas former une base du plan.
– Siα= 0 alorsβ est non nul et on a :β−→v =−→

0 , ce qui n’est possible que si−→v = 0. D’après la remarque précédant la proposition,(−→
u ,−→v

)
ne forme là encore pas une base du plan.

L’implication réciproque est ainsi prouvée.

DÉFINITION 2.7 ♥ Repère Cartésien, Origine d’un repère, repère orthogonal,orthonormal
Un repère cartésienR du planP est donné par un triplet(O,

−→
ı ,

−→ )où O est un point deP et où(
−→
ı ,

−→ ) forme une
base deV .
– Le pointO est l’origine du repère.
– Si les deux vecteurs−→ı et−→ sont orthogonaux, on dit queR est unrepère orthogonal. Si ils sont de plus unitaires, le

repèreR est alors ditorthonormal.
– Les droites passant parO de vecteur directeur respectifs−→ı et−→ sont appelésaxes du repèreR et sont notés(Ox) et

(Oy).

DÉFINITION 2.8 ♥ Repère orthonormal direct
Un repère orthonormal(O,

−→
ı ,

−→ )est ditdirect si l’angle( �−→ı ,
−→ ) a pour mesureπ2 .

PROPOSITION2.2 ♥ Coordonnées cartésiennes d’un vecteur, d’un point
Soit (O,

−→
ı ,

−→ )un repère du planP.
– Soit−→u un vecteur deV et (

−→
ı ,

−→ ) une base deV . Il existe un unique couple de réels(x, y) tel que

−→
u = x

−→
ı + y

−→ .

Ce couple(x, y) représente lescoordonnées ( ou les composantes) du vecteur−→u dans la base(−→ı ,−→ ). On notera cela
sous une des formes suivantes :

−→u (x, y), −→u
∣∣∣∣
x

y
ou −→u

(
x

y

)
.

– SoitM un point du planP et (O,
−→
ı ,

−→ )un repèreR deP. Il existe un unique couple de réels(x, y) tel que

−−→
OM = x

−→
ı + y

−→ .
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Ce couple(x, y) représente lescoordonnées du pointM dans le repèreR. De même que précédemment, on écrira :

M(x; y), M

∣∣∣∣
x

y
ou M

(
x

y

)
.

Démonstration Soient−→u un vecteur deV et soient−→u1 le projeté de−→u sur (Ox) parallèlement à(Oy) et−→u2 le projeté de−→u sur
(Oy) parallèlement à(Ox). On a :−→u =−→

u1 +−→
u2. Comme−→u1 est colinéaire à−→ı et−→u2 est colinéaire à−→ , il existe des réelsx et y tels

que−→u1 = x
−→
ı et−→u2 = y

−→ . Par conséquent :−→u = x
−→
ı + y

−→ .
Ce couple(x, y) est de plus unique : si(x′, y ′) est un autre couple de réels tels que :−→

u = x′−→ı + y ′−→ , on obtient, par soustraction :−→
0 = (x −x′)−→ı + (y − y ′)−→ , soit encore :(x −x′)−→ı = (y ′− y)−→ . Comme−→ı et−→ ne sont pas colinéaires, cette égalité n’est possible
que six = x′ et y = y ′.

Remarque 2.4
– Cette proposition permet d’identifier l’ensemble des points du plan avec l’ensembleR2. En effet, si un repère cartésien

R est fixé dansP, à tout pointM deP correspond un unique couple de réels(x, y) : ses coordonnées. Réciproque-
ment, à tout couple de réel(x, y) correspond un unique pointM deP dont les coordonnées dans le repère considéré
sont données par ce couple.

– De même, si une baseB est fixée, on peut identifier l’ensemble des vecteurs du plan avecR2. NotonsθB l’application
qui à un vecteur−→u deV lui associe ses coordonnées

(
x, y

)
dansB :

θB :

{
P −→ R2

M 7−→
(
x, y

) .

La proposition 2.2 dit queθB est bijective. Cette identification « respecte » de plus l’addition et la multiplication par

un scalaire. Ainsi, si−→u et−→u ′ sont deux vecteurs du plan qui ont pour coordonnées respectives−→u
∣∣∣∣
x

y
et−→u

∣∣∣∣
x′

y ′ dansB

alors

θB

(−→
u

)
=

(
x, y

)
et θB

(−→
u ′)=

(
x′, y ′) (2.1)

et le vecteur
−→
u +−→

u ′ = x
−→
ı + y

−→ + x′−→ı + y ′−→ =
(
x + x′)−→ı +

(
y + y ′)−→

a pour coordonnées
(
x + x′, y + y ′) ce qui s’écrit aussi

θB

(−→
u +−→

u ′)=
(
x + x′, y + y ′) (2.2)

En identifiant les relations 2.1 et 2.2, on obtient

θB

(−→
u +−→

u ′)= θB

(−→
u

)
+θB

(−→
u ′)

On montrerait de plus facilement que, siλ est un réel, alorsθB

(
λ−→u

)
= λ ·θB

(−→
u

)
, ce qui n’est qu’une autre façon de

dire queλ−→u a pour coordonnées
∣∣∣∣
λx

λy
. Pour résumer ces deux égalités, on dit queθB est uneapplication linéaire. Une

application entre deux espaces vectoriels qui est à la fois linéaire et bijective est appelée unisomorphisme d’espaces
vectoriels.

– Si on connaît les coordonnées d’un pointA

(
xA

yA

)
et celles d’un pointB

(
xB

yB

)
dans un repère(O,−→ı ,−→ ), on obtient celles

(
x

y

)
de

−→
AB. Ainsi, x

−→
ı + y

−→ =−→
AB=−→

AO+−→
OB=−→

OB−−→
OA= xB

−→
ı + yB

−→ −xA
−→
ı − yA

−→ = (xB−xA)
−→
ı +(yB− yA)

−→ et donc

en identifiant :
−→
AB

(
xB − xA

yB − yA

)
.

PROPOSITION2.3 Identification de P et deV avecR2

En résumé :
– un repèreR (O,−→ı ,−→ )étant fixé dansP, l’application qui a un point deP associe ses coordonnées dansR est une

bijection deP dansR2. Cette bijection permet d’identifier le plan etR2.
– une baseB étant fixée dansV , l’applicationθB qui à un vecteur deV lui associe ses coordonnées dansB est

bijective et linéaire. Si on prend un peu d’avance sur le chapitre 23, on dit queθB est unisomorphisme d’espaces
vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifierV etR2.
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BIO 4 René Descartes, né 31 mars 1596 à La Haye, mort à Stockholm le11 février 1650

René Descartes est un philosophe, physicien et mathématicien français. La pensée
de Descartes a eu des répercussions fondamentales sur la philosophie et la science
moderne. Il est l’auteur du fameux `̀Discours de la méthode´́ . En tant que scien-
tifique, les lignes suivantes, extraites de ce discours, devraient vous interpeller. La
méthode fixe quatre principes pour la conduite de l’esprit humain : « Le premier
était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, que je nela connusse évidem-
ment être telle : c’est-à-dire, d’éviter soigneusement la précipitation et la préven-
tion ; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que cequi se présenterait
si clairement et si distinctement à mon esprit, que je n’eusse aucune occasion de le
mettre en doute. Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais, en
autant de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre.
Le troisième, de conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets
les plus simples et les plus aisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par
degrés, jusqu’à la connaissance des plus composés ; et supposant même de l’ordre
entre ceux qui ne se précèdent point naturellement les uns les autres. Et le dernier,
de faire partout des dénombrements si entiers, et des revuessi générales, que je fusse assuré de ne rien omettre. ».
Bien que François Viète utilise déjà une notation semi-symbolique, René Descartes est le premier à utiliser une
notation entièrement symbolique. Il est à l’initiative de l’introduction des lettres latines dans les notations mathéma-
tiques. Il propose d’utiliser les premières lettres de l’alphabet (a, b, c, ...) pour les paramètres et les dernières (x,
y , z, ...) pour les inconnues. Nous utilisons toujours cette convention ! Descartes est aussi à l’origine de la notion
de repère du plan et de ce qu’on appelle maintenant la géométrie analytique, ce qui nous intéresse ici. On raconte
que c’est en observant une mouche qui se promenait sur les carreaux d’une fenêtre, qu’il aurait pensé à définir, à
l’aide des carreaux, des coordonnées du plan. Descartes comprit le premier qu’on peut transformer un problème de
géométrie en un problème algébrique. La géométrie de Descartes est publiée en français en1637 et traduite en latin
par Van Schooten en1649, puis, dans une édition considérablement augmentée et commentée en deux volumes en
1659 et 1661. Cette seconde édition favorisera considérablement la propagation des idées de Descartes.

2.2.2 Changement de repère

~i

~j

O

~i′

~j′

O′

M

x′

M

y′

M

xM

yM

FIGURE 2.3 – Changement de repère

Un changement de repère consiste à changer simultanément l’origine O′ et la base(
−→
ı ′ ,

−→ ′) d’un repère cartésienR ′

(O′,
−→
ı ′ ,

−→
 ′ ) en l’origineO et la base(−→ı ,

−→ ) d’un nouveau repèreR (O,
−→
ı ,

−→ ). SoitM un point du planP de coordonnées
(x′, y ′) dans l’ancien repèreR ′ et de coordonnées(x, y) dans le nouveau repèreR. Cherchons à exprimer les nouvelles

67



coordonnées(x, y) en fonction des anciennes(x′, y ′). Notons(xO′ , yO′ ) les coordonnées deO′ dansR. On a

x′−→ı ′ + y ′−→ ′ =
−−→
O′M

=
−−→
O′O+−−→

OM

= −−→
OM−

−−→
OO′

= x
−→
ı + y

−→ − xO′
−→
ı − yO′

−→
= (x − xO′ )−→ı + (y − yO′ )−→

Si (α,β), (γ,δ) désignent les coordonnées respectives de−→
ı ′ et−→ ′ dansR, on a aussi

x′−→ı ′ + y ′−→ ′ = x′(α−→ı +β−→ )+ y ′(γ−→ı +δ−→
= (αx′+γy ′)−→ı + (βx′+δy ′)−→

On obtient alors les relations recherchées {
x − xO′ =αx′+γy ′

y − yO′ = βx′+δy ′

PROPOSITION2.4 ♥ Changement de repère
SoitM un point deP de coordonnées(x′, y ′) dans un premier repèreR ′ et de coordonnées(x, y) dans un second repère
R. Soient(xO′ , yO′ ) les coordonnées deO′ dansR, (α,β), (γ,δ) les coordonnées respectives de−→

ı ′ et −→ ′ dansR. Les
nouvelles coordonnées(x, y) deM en fonction des anciennes(x′, y ′) sont données par les relations

{
x − xO′ =αx′+γy ′

y − yO′ = βx′+δy ′

Remarque 2.5 Sous forme matricielle, cette relation s’écrit
(

x

y

)
=

(
α γ

β δ

)(
x′

y ′

)
+

(
xO′

yO′

)
.

PROPOSITION2.5 ♥ Changement de repère entre deux repères orthonormaux directs
SoientR

(
O,

−→
ı ,

−→
)

et R
(
O′,−→ı ′,−→ ′) deux repères orthonormaux directs. Notonsθ=

(�−→ı ,
−→
ı ′

)
. Les nouvelles coordon-

nées
(
x, y

)
d’un pointM du planP dans le repèreR s’expriment en fonction des anciennes

(
x′, y ′) dans le repèreR ′

par

{
x − xO′ = cosθx′− sinθy ′

y − yO′ = sinθx′+cosθy ′

où
(
xO′ , yO′

)
représente les coordonnées deO′ dans le repèreR.

Démonstration Par projection sur les axes
(
O,−→ı

)
et

(
O,−→

)
, on obtient, pour les vecteurs

−→
ı ′ et

−→
 ′ les relations

{−→
ı ′ = cosθ−→ı +sinθ−→
−→
 ′ =−sinθ−→ı +cosθ−→

Par application de la proposition précédente avecα= cosθ, β= sinθ, γ=−sinθ etδ= cosθ, on obtient la formule de changement
de base annoncée.

Remarque 2.6 Sous forme matricielle, cette relation s’écrit
(

x

y

)
=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x′

y ′

)
+

(
xO′

yO′

)
.

Équation cartésienne

DÉFINITION 2.9 ♥ Équation cartésienne
Soit R (O,

−→
ı ,

−→ )un repère. Une équationF(x, y) = 0 est uneéquation cartésienned’une partieA du plan si on a
l’équivalence

M(x, y) ∈A ⇔ F(x, y) = 0.
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Exemple 2.2Un repère orthonormal
(
O,

−→
ı ,

−→
)

du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation cartésienne :
• y − x −1 = 0 est la droite affine dirigée par le vecteur−→

ı +−→ et passant par le point de coordonnées(0,1).
• x2 + y2 −1= 0 est une équation du cercle de centreO et de rayon1.

2.2.3 Repères polaires

~i

~j

O

~ur
~uθ

M

x

y

r sin θ

r cos θ

r

θ

FIGURE 2.4 – Repères polaires

PROPOSITION2.6 ♥ Repère polaire, pôle, axe polaire
SoitR(O,

−→
ı ,

−→ )un repère orthonormal direct. Soitθ un réel. SoitR(θ) le repère
(
O,

−→
u (θ) ,

−→
v (θ)

)
image deR par une

rotation de centreO et d’angleθ. Ce repère, qui est encore orthonormal direct, est lerepère polaireattaché au réelθ. De
plus

{ −→
u (θ)= cosθ−→ı + sinθ−→

−→v (θ)=−sinθ−→ı +cosθ−→ .

Le pointO est appelé lepôleet la droite orientée(O,
−→
ı ) est appelée l’axe polairede ce repère.

Démonstration Les rotations sont des transformations du plan qui conservent les mesures d’angles orientés et les longueurs.
L’image d’un repère orthonormal direct par une rotation estdonc encore bien un repère orthonormal direct. Les formulessont
obtenues par projection des vecteurs

−−→
u(θ) et

−−→
v(θ) sur les axes deR.

Remarque 2.7 Si on considère un repère orthonormal directR(O,−→ı ,−→ ), θ un réel,R(θ) le repère polaire associé àθ :(
O,

−→
u (θ) ,

−→
v (θ)

)
et si on identifieV àC via le repèreR, on a Aff(−→u (θ)) = eiθ et Aff(−→v (θ)) = i eiθ.

✎ Notation 2.3 Il est fréquent de rencontrer les notations(
−→
ur ,

−→
uθ) pour le couple(

−−→
u(θ),

−−→
v(θ)).

DÉFINITION 2.10 ♥ Coordonnées polaires d’un point
On rapporte le planP à un repère orthonormal directR(O,

−→
ı ,

−→ ). On dit que(r,θ) ∈R2 est un couple decoordonnées

polairespour le pointM
(
x, y

)
ø,P si et seulement si

{
x = r cosθ

y = r sinθ

Remarque 2.8
– SiM ∈P a pour affixez 6= 0 alors un couple de coordonnées polaires pourM est donné par(r,θ) oùθ est un argument

dez et r est le module dez.
– SiM un point du plan distinct du pôle de coordonnées polaires(r0,θ0) alors les autres couples de coordonnées polaires

pourM sont les couples(r,θ) vérifiant

{
r = r0

θ≡ θ0 [2π]
ou

{
r =−r0

θ≡ θ0 +π [2π]
.

– Lescoordonnées polaires de l’originesont données par n’importe quel couple(0,θ) oùθ ∈R.

PLAN 2.1 : Comment calculer les coordonnées polaires d’un point àpartir de ses coordonnées cartésiennes
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Soit M ∈P de coordonnées cartésiennes
(
x, y

)
dans un repère orthonormal directR tel quex 6= 0. Un couple de

coordonnées polaires pourM est donné par(r,θ) avec

θ= arctan
(

y

x

)
et r = x

cosθ
.

Équation polaire

DÉFINITION 2.11 ♥ Équation polaire
Soit R (O,

−→
ı ,

−→ ), un repère orthonormal direct. Une équationF(r,θ) = 0 est uneéquation polaired’une partieA du
plan lorsqu’un pointM appartient àA si et seulement si l’un des couples de coordonnées polaires(r,θ) de M vérifie
F(r,θ) = 0.

Exemple 2.4 Un repère orthonormal
(
O,

−→
ı ,

−→
)

du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation polaire
• θ= 0 est l’axe

(
O,

−→
ı

)
deR.

• r = 1 est le cercle de centreO et de rayon1.

2.3 Produit scalaire

2.3.1 Définition
✎ Notation 2.5 Si −→u est un vecteur deV , on note

∥∥−→u
∥∥ sa norme. SiA et B sont deux points deP tels que−→u =−→

AB, la
norme de−→u est donnée par la longueurAB.

DÉFINITION 2.12 ♥ Produit scalaire
Le produit scalairede deux vecteurs−→u et−→v du planV , noté−→u .−→v (on rencontrera aussi les notations〈−→u |−→v 〉 ou encore(−→
u | −→v

)
) est défini, de manière géométrique, par :

{ −→
u .

−→
v =

∥∥−→u
∥∥ ∥∥−→v

∥∥ cos( �−→u ,
−→
v ) si les deux vecteurs−→u et−→v sont non nuls

−→u .−→v = 0 sinon.

Remarque 2.9
– Le produit scalaire ne dépend pas de l’orientation choisiedans le plan.

– −→
u ·−→u =

∥∥−→u
∥∥ .

∥∥−→u
∥∥cos

( �−→u ,
−→
u

)
=

∥∥−→u
∥∥2. En résumé,−→u ·−→u =

∥∥−→u
∥∥2 .

PROPOSITION2.7 ♥
Deux vecteurs−→u et−→v deV sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Démonstration ♥ Si un des deux vecteurs−→u ou−→
v est nul, le résultat est immédiat. Supposons que−→

u et−→v ne sont pas nuls.

⇒ Si −→u et−→v sont orthogonaux alors
( �−→u ,−→v

)
=π/2 [π] et cos

( �−→u ,−→v
)
= 0 et−→u .−→v =

∥∥−→u
∥∥ ∥∥−→v

∥∥ cos( �−→u ,−→v ) = 0.

⇐ Réciproquement, si−→u .−→v = 0 alors
∥∥−→u

∥∥ ∥∥−→v
∥∥ cos( �−→u ,−→v ) = 0. Mais comme−→u et −→v ne sont pas nuls, on a nécessairement

cos( �−→u ,−→v ) = 0, c’est à dire
( �−→u ,−→v

)
=π/2 [π] et−→u , −→v sont bien orthogonaux.

2.3.2 Interprétation en terme de projection

DÉFINITION 2.13 Mesure algébrique
Soit D une droite deP orientée par un vecteur unitaire−→u . SoientA et B deux points distincts deD. La mesure

algébriqueAB est l’unique réelλ tel que
−→
AB=λ−→u .

PROPOSITION2.8 ♥ Projection orthogonale

Soit D une droite et soitA un point du planP. Il existe un unique pointA′ deD tel que le vecteur
−−→
AA′ soit orthogonal

à la droiteD. Ce point est appelé leprojeté orthogonaldeA surD.
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A

B

O
H

θ

FIGURE 2.5 – Interprétation en terme de projec-
tion du produit scalaire : angle aigu

A

B

O

H

θ

FIGURE 2.6 – angle obtus

Démonstration Soit−→u un vecteur unitaire directeur deD. Soit−→v un vecteur unitaire deV choisi en sorte que le couple(−→u ,−→v )

forme une base orthonormale du plan. Considérons le repère orthonormalR(Ω,−→u ,−→v ) oùΩ est un point deD. Soient(xA, yA) les
coordonnées deA dans ce repère. Un pointM est élément deD si et seulement si dansR, son ordonnée est nulle. Considérons donc
M(x,0) un point deD. On a

−−→
AM

(
x −xA ,−yA

)
. Ce vecteur est orthogonal àD si et seulement si il est colinéaire à−→v , c’est-à-dire si

et seulement six −xA = 0. On prouve ainsi à la fois l’existence et l’unicité deA′.

Remarque 2.10 SoitR(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal etA un point du plan de coordonnées(x, y) dans ce repère. La
droite des abscisses est orientée par le vecteur−→

ı . Si Ax est le projeté orthogonal deA sur(Ox) alorsOAx = x.

PROPOSITION2.9 ♥ Interprétation du produit scalaire en terme de projection
Soient−→u et −→v deux vecteurs deV . SoientO, A, B trois points deP tels que

−→
OA = −→

u et
−→
OB = −→

v . Soit H le projeté
orthogonal deB sur la droite(OA). Choisissons pour cette droite l’orientation donnée par levecteur

−→
OA. On a alors

−→u .−→v = OA.OH

Démonstration ♥ Avec l’orientation choisie pour la droite(OA),
∥∥−→u

∥∥= OA= OA. Si ( �−→u ,−→v ) est un angle aigu, alors
∥∥−→v

∥∥cos( �−→u ,−→v ) =
OH et si( �−→u ,−→v ) est un angle obtus alors

∥∥−→v
∥∥cos( �−→u ,−→v ) =−OH. Par conséquent,

∥∥−→v
∥∥cos( �−→u ,−→v ) = OH et−→u .−→v =

∥∥−→u
∥∥ ∥∥−→v

∥∥ cos( �−→u ,−→v ) =
OA.OH.

2.3.3 Propriétés du produit scalaire

PROPOSITION2.10 ♥ Symétrie du produit scalaire

Le produit scalaire estsymétrique: si −→u et−→v sont deux vecteurs deV alors −→u .−→v =−→v .−→u .

Démonstration Il suffit d’écrire −→
u .−→v =

∥∥−→u
∥∥ ∥∥−→v

∥∥ cos( �−→u ,−→v ) et −→v .−→u =
∥∥−→v

∥∥ ∥∥−→u
∥∥ cos( �−→v ,−→u ) puis d’observer que( �−→u ,−→v ) =

−( �−→v ,−→u ) et que la fonction cosinus est paire.

PROPOSITION2.11 ♥ Bilinéarité du produit scalaire
Le produit scalaire estbilinéaire : pour tous vecteurs−→u , −→u1, −→u2, −→v , −→v1, −→v2 deV et pour tous réelsλ1, λ2

−→
u .(λ1

−→
v1 +λ2

−→
v2) =λ1

−→
u .

−→
v1 +λ2

−→
u .

−→
v2 et (λ1

−→
u1 +λ2

−→
u2).

−→
v =λ1

−→
u1.

−→
v +λ2

−→
u2.

−→
v

Démonstration Supposons que−→u 6= 0. Soient−→ı =
−→
u
‖u‖ et O un point deP . Soit−→ le vecteur image de−→ı par la rotation de

centreO et d’angleπ
2 . Le triplet (O,−→ı ,−→ )forme un repère orthonormal directR du plan. Dans cette base, les coordonnées de

– −→
u sont(x,0) avecx =

∥∥−→u
∥∥.

– −→
v1 sont(x1, y1)

– −→
v2 sont(x2, y2).

– λ1
−→
v1 +λ2

−→
v2 sont(λ1x1 +λ2x2 ,λ1 y1 +λ2 y2).
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Par application de la proposition 2.9, il vient :

−→
u .(λ1

−→
v1 +λ2

−→
v2) = x(λ1x1 +λ2x2), −→

u .−→v1 = x.x1 et −→
u .−→v2 = x.x2

Ceci prouve que−→u .(λ1
−→
v1+λ2

−→
v2) =λ1

−→
u .−→v1+λ2

−→
u .−→v2. La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant la symétrie

du produit scalaire et la première égalité.

PROPOSITION2.12 ♥♥♥ Expression du produit scalaire dans une base orthonormale

Soit (
−→
ı ,

−→ ) une base orthonormale et soient−→
u , −→v deux vecteurs deV de coordonnées−→u

∣∣∣∣
x

y
et−→v

∣∣∣∣
x′

y ′ dans cette base.

Alors
−→
u .

−→
v = xx′+ y y ′

Démonstration ♥ Comme−→u = x
−→
ı + y

−→ et−→v = x′−→ı + y ′−→ , par bilinéarité du produit scalaire, il vient

−→
u .−→v = (x

−→
ı + y

−→ ).(x′−→ı + y ′−→ )

= x
−→
ı .(x′−→ı + y ′−→ )+ y

−→ .(x′−→ı + y ′−→ )

= x.x′−→ı .−→ı +x y ′−→ı .−→ + yx′−→ .−→ı + y y ′−→ −→

Comme−→ı et −→ sont orthogonaux, d’après la proposition 2.7, on a :−→
ı .−→ = 0. Par ailleurs,−→ı et −→ étant unitaires, on a−→ı .−→ı =∥∥−→ı

∥∥ .
∥∥−→ı

∥∥= 1 et−→ .−→ =
∥∥−→

∥∥ .
∥∥−→

∥∥= 1. Il vient alors que−→u .−→v = xx′ + y y ′.

COROLLAIRE 2.13 ♥ Expression de la norme d’un vecteur dans une base orthonormale

Soit (
−→
ı ,

−→ ) une base orthonormale. Soient−→
u un vecteur de coordonnées−→u

∣∣∣∣
x

y
dans cette base. Alors

∥∥−→u
∥∥=

√
x2 + y2

Si (O,
−→
ı ,

−→ ) est un repère orthonormal et queA et B sont deux points deP de coordonnéesA(xA, yA), B(xB, yB) dans ce
repère alors

AB=
∥∥∥−→AB

∥∥∥=
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2

Démonstration Ces formules sont immédiates. Pour la première, on a
∥∥−→u

∥∥ =
√−→

u .−→u =
√

x2 + y2. Pour la seconde, il suffit

d’appliquer la première au vecteur
−→
AB dont les coordonnées sont données par

(
xB −xA , yB − yA

)
.

2.3.4 Interprétation en termes de nombres complexes

PROPOSITION2.14 ♥
Un repère orthonormal(O,

−→
ı ,

−→ ) étant fixé, on peut identifierV et C. Si −→u et −→v ont pour affixes respectivesz et z ′,
alors

−→
u .

−→
v = Re(z̄.z ′).

Démonstration Exercice...

2.4 Déterminant

2.4.1 Définition

DÉFINITION 2.14 ♥ Déterminant
Le déterminantde deux vecteurs du planV −→u et−→v , notédet(−→u ,−→v ) est défini, de manière géométrique, par :

{
det(

−→
u ,

−→
v ) =

∥∥−→u
∥∥ ∥∥−→v

∥∥ sin ( �−→u ,
−→
v ) si les deux vecteurs−→u et−→v sont non nuls

det(−→u ,−→v ) = 0 sinon.
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Remarque 2.11
– Le déterminant dépend de l’orientation choisie dans le plan. Si on avait choisie l’orientation contraire, on aurait un

déterminant de signe contraire.

– Pour tout−→u ∈V , det
(−→

u ,
−→
u

)
= 0. En effet, si−→u 6= −→

0 , det
(−→

u ,
−→
u

)
=

∥∥−→u
∥∥ ·

∥∥−→u
∥∥sin

( �−→u ,
−→
u

)
= 0 et si−→u = 0 le résultat est

immédiat.

PROPOSITION2.15 ♥
Deux vecteurs−→u et−→v sont colinéaires si et seulement sidet(

−→
u ,

−→
v ) = 0 .

Démonstration ♥ Si l’un des deux vecteurs−→u ou −→
v est nul, alors la proposition est évidente. Supposons qu’aucun des deux

vecteurs est nul.
⇒ Si −→u et−→v sont colinéaires alors

( �−→u ,−→v
)
= 0 [π] et sin

( �−→u ,−→v
)
= 0. Il vient alors quedet

(−→
u ,−→u

)
=

∥∥−→u
∥∥ ·

∥∥−→u
∥∥sin

( �−→u ,−→u
)
= 0.

⇐ Réciproquement, sidet
(−→

u ,−→u
)
=

∥∥−→u
∥∥·

∥∥−→u
∥∥sin

( �−→u ,−→u
)
= 0 alors comme−→u et−→v sont non nuls, cette égalité n’est possible que

si sin
( �−→u ,−→u

)
= 0 ce qui amène

( �−→u ,−→v
)
= 0 [π] et les vecteurs−→u et−→v sont donc colinéaires.

Remarque 2.12 Un corollaire immédiat à cette proposition est que trois points du planA,B et C sont alignés si et
seulement sidet(

−→
AB,

−→
AC) = 0.

2.4.2 Interprétation en terme d’aire

A

B

O H

θ

FIGURE 2.7 – Interprétation en terme d’aire du déterminant

PROPOSITION2.16 ♥ Interprétation du déterminant en terme de projection
Soient−→u et −→v deux vecteurs deV . SoientO, A, B trois points deP tels que

−→
OA = −→

u et
−→
OB = −→

v . Soit H le projeté
orthogonal deB sur la droite(OA). Choisissons pour la droite(BH) l’orientation dans le sens directement orthogonale à
−→
OA. On a alors :

det(
−→
u ,

−→
v ) = OA.HB.

La valeur absolue de ce déterminant correspond à l’aire du parallélogramme construit selon les vecteurs−→
u et−→v .

Démonstration ♥ Il est clair que
∥∥−→u

∥∥= OA. Compte tenu de l’orientation choisie pour(HB), siα est la détermination de( �−→u ,−→v )

appartenant à]−π,π] alors
– siα est positif,

∥∥−→v
∥∥ sin( �−→u ,−→v ) = HB

– siα est négatif,
∥∥−→v

∥∥ sin( �−→u ,−→v )=−HB.

Par conséquent
∥∥−→v

∥∥ sin( �−→u ,−→v ) = HB et−→u .−→v =
∥∥−→u

∥∥ ∥∥−→v
∥∥ sin( �−→u ,−→v ) = OA.HB.

2.4.3 Propriétés du déterminant

PROPOSITION2.17 ♥ Antisymétrie du déterminant

Le déterminant estantisymétrique: si −→u et−→v sont deux vecteurs deV alors det(
−→
u ,

−→
v ) =−det(

−→
v ,

−→
u ) .

Démonstration C’est une conséquence directe du fait quesin( �−→u ,−→v ) =−sin( �−→v ,−→u ).
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PROPOSITION2.18 ♥ Bilinéarité du déterminant
Le déterminant estbilinéaire : pour tous−→u , −→u1, −→u2, −→v , −→v1, −→v2 deV et pour tous réelsλ1, λ2, on a

det(−→u ,λ1
−→v1 +λ2

−→v2) =λ1 det(−→u ,−→v1)+λ2 det(−→u ,−→v2) et det(λ1
−→u1 +λ2

−→u2,−→v ) =λ1 det(−→u1,−→v )+λ2 det(−→u2,−→v ).

Démonstration Supposons−→u 6= 0. Soient−→ı =
−→u
‖u‖ et O un point deP . Soit−→ le vecteur image de−→ı par la rotation de centreO

et d’angleπ
2 . Le triplet (O,−→ı ,−→ )forme un repère orthonormal directR du plan. Dans cette base, les coordonnées de :

– −→
u sont(x,0) avecx =

∥∥−→u
∥∥.

– −→
v1 sont(x1, y1)

– −→
v2 sont(x2, y2).

– λ1
−→
v1 +λ2

−→
v2 sont(λ1x1 +λ2x2 ,λ1 y1 +λ2 y2).

Par application de la proposition 2.16 :

det(−→u ,λ1
−→
v1 +λ2

−→
v2) = x(λ1 y1 +λ2 y2), det(−→u ,−→v1) = x.y1 et det(−→u ,−→v2) = x.y2.

Il vient alorsdet(−→u ,λ1
−→
v1 +λ2

−→
v2) =λ1 det(−→u ,−→v1)+λ2 det(−→u ,−→v2). La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant

l’antisymétrie du déterminant et la première égalité.

PROPOSITION2.19 ♥♥♥ Expression du déterminant dans une base orthonormale directe

Soit (
−→
ı ,

−→ ) une base orthonormale directe et soient−→
u , −→v deux vecteurs deV de coordonnées−→u

∣∣∣∣
x

y
et−→v

∣∣∣∣
x′

y ′ dans cette

base. Alors
det(

−→
u ,

−→
v ) = x y ′− y x′

On notera
∣∣∣∣

x x′

y y ′

∣∣∣∣ le déterminantdet(
−→
u ,

−→
v ). On a donc

det(−→u ,−→v ) =
∣∣∣∣

x x′

y y ′

∣∣∣∣= x y ′− x′y

Démonstration ♥ Comme−→u = x
−→
ı + y

−→ et−→v = x′−→ı + y ′−→ , par bilinéarité du déterminant, on a

det(−→u ,−→v ) = det(x
−→
ı + y

−→ , x′−→ı + y ′−→ )

= x det(−→ı , x′−→ı + y ′−→ )+ y det(−→ , x′−→ı + y ′−→ )

= x.x′ det(−→ı ,−→ı )+x y ′ det(−→ı ,−→ )+ yx′ det(−→ ,−→ı )+ y y ′ det(−→ ,−→ ).

Comme la base(−→ı ,−→ ) est orthonormale et directe,det(−→ı ,−→ ) = 1 et det(−→ ,−→ı ) = −1. D’après la proposition 2.15,det(−→ı ,−→ı ) =
det(−→ ,−→ ) = 0. On obtient alorsdet(−→u ,−→v ) = x y ′ − yx′ .

2.4.4 Interprétation en terme de nombres complexes

PROPOSITION2.20 ♥
Un repère orthonormal direct(O,−→ı ,−→ ) étant fixé, on peut identifierV etC. Si−→u et−→v ont pour affixes respectivesz et
z ′, alors

det(
−→
u ,

−→
v ) = Im(z̄.z ′).

Démonstration Exercice...

2.4.5 Application du déterminant : résolution d’un systèmelinéaire de Cramer de deux équa-
tions à deux inconnues

Soit

(S ) :

{
ax +by =α

cx +d y = β

On appelledéterminant de ce systèmele réelδ = ad −bc. Ce système linéaire est dit de Cramer si et seulement si son
déterminantδ est non nul. On a alors la proposition suivante.
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PROPOSITION2.21 ♥
Si (S ) est un systèmede Crameralors il admet un et un seul couple solution

(
x, y

)
donné par

x =

∣∣∣∣
α b

β d

∣∣∣∣
ad −bc

et y =

∣∣∣∣
a α

c β

∣∣∣∣
ad −bc

Démonstration

1 Prouvons l’unicité du couple
(
x, y

)
. Soient

(
x1, y1

)
et

(
x2, y2

)
deux couples solutions de(S ). On vérifie facilement que le

couple(X,Y) =
(
x2 −x1 , y2 − y1

)
est solution du système

{
ax +by = 0

cx +d y = 0
.

Ceci prouve que dans le plan, identifié àR2 par le choix d’un repère orthonormal, les vecteurs(a,b) et (c,d) sont tous deux
orthogonaux au vecteur(X,Y). Mais comme

det((a,b) , (c,d)) =
∣∣∣∣

a b

c d

∣∣∣∣= δ 6= 0,

les deux vecteurs(a,b) et (c,d) ne sont pas colinéaires. Le vecteur(X,Y) étant orthogonal à deux vecteurs non colinéaires
ne peut être que nul doncX = 0 et Y = 0. Ceci prouve quex1 = x2 et quey1 = y2 et donc l’unicité du couple solution.

2 Pour prouver l’existencedu couple
(
x, y

)
, il suffit de vérifier que le couple donné dans l’énoncé de la proposition est bien

solution de(S ), ce qui ne pose pas de difficulté.

Remarque 2.13 Si le déterminant du système est nul alors ce système admet soit une infinité de solutions soit aucune.

2.5 Droites

2.5.1 Préambule : Lignes de niveau

DÉFINITION 2.15 ♥ Ligne de niveau
Soitα un réel. Une partieA du plan est uneligne de niveauα d’une fonctionF : P −→R si A est solution de l’équation
F(M) =α.

M ∈A ⇔ F(M) =α

2.5.2 Lignes de niveau deM 7→~u.
−−→
AM

A

M0

−→u

F (M) = α

AM0 =
jαj
jj−→u jj

FIGURE 2.8 – Ligne de niveau deM 7→ ~u. ~AM

PROPOSITION2.22 ♥
SoientA un point deP, −→u un vecteur non nul deV , α un réel etF :

{
P −→ R

M 7−→ −→
u .

−−→
AM

. La ligne de niveauα de

F : F(M) = α est donnée par la droite dont la direction est orthogonale à−→
u et qui passe par le pointM0 deP défini par

−−−→
AM0 =α.

−→
u

‖u‖2 .
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Démonstration Posons
−→
U =−→

u /
∥∥−→u

∥∥ et considérons
−→
V un vecteur unitaire deV tel que(A,

−→
U,

−→
V ) forme une repère orthonormale

directe deV . Soient(x, y) les coordonnées deM dans ce repère etα un réel. Comme−→u
(∥∥−→u

∥∥ ,0
)

et
−−→
AM

(
x, y

)
, on a :

F(M) =α =⇒ −→
u .

−−→
AM = α =⇒ x.

∥∥−→u
∥∥=α =⇒ x =

α
∥∥−→u

∥∥

ce qui prouve que siM est élément de la ligne de niveauF(M) = α alorsM est élément de la droite orthogonale à−→
u passant par le

point M0 tel que
−−−→
AM0 =α.

−→
u∥∥−→u
∥∥2 .

Réciproquement, siM est élément de cette droite alors les coordoonées deM dans le repère(A,
−→
U,

−→
V ) sont de la forme

(
α/

∥∥−→u
∥∥, y

)

où y ∈R et on vérifie facilement queF(M) =−→
u .

−−→
AM =α. DoncM appartient à la ligne de niveauF(M) =α.

2.5.3 Lignes de niveau deM 7→ det
(
~u,

−−→
AM

)

M0

A

−→u

−→v

F (M) = α

AM0 =
jαj
jj−→u jj

FIGURE 2.9 – Ligne de niveau deM 7→ det(~u, ~AM)

PROPOSITION2.23 ♥
SoientA un point deP, −→u un vecteur non nul deV , α un réel etG :

{
P −→ R

M 7−→ det(
−→
u ,

−−→
AM)

. La ligne de niveauα de

G : G(M) =α est donnée par la droite de vecteur directeur−→u et qui passe par le pointM0 deP défini par
−−−→
AM0 =α

−→
v

‖u‖2

où−→v est le vecteur directement orthogonal à−→u et de même norme.

Démonstration Comme dans la démonstration de la proposition précédente, posons
−→
U =−→

u /
∥∥−→u

∥∥ et considérons
−→
V un vecteur

unitaire deV tel que(A,
−→
U,

−→
V ) forme une repère orthonormal direct deV . Soient(x, y) les coordonnées deM dans ce repère. Soit

α un réel. Comme−→u
(∥∥−→u

∥∥ ,0
)

et
−−→
AM

(
x, y

)
, on a :

G(M) =α =⇒ det(−→u ,
−−→
AM) =α =⇒ y.

∥∥−→u
∥∥=α =⇒ y =

α
∥∥−→u

∥∥

Donc siM(x, y) vérifie l’équationG(M) = α alors il est élément de la droite de vecteur directeur−→
u passant par le pointM0 tel que

−−−→
AM0 = α.

−→
V∥∥−→u

∥∥ . Réciproquement, siM est élément de cette droite, alors ses coordonnées dans le repère(A,
−→
U,

−→
V ) sont de la forme

(
x,α/

∥∥−→u
∥∥)

où x ∈ R et on vérifie facilement queM est élément de la ligne de niveauG(M) = α car G(M) = det(−→u ,
−−→
AM) = α. Par

ailleurs, si−→v =
∥∥−→u

∥∥−→V , on obtient bien
−−−→
AM0 = α.

−→v∥∥−→u
∥∥2 et−→v est comme indiqué dans la proposition.

2.5.4 Représentation paramétrique d’une droite

Cette représentation peut être utilisée quandon connaît un point et un vecteur directeurde la droite étudiée.

PROPOSITION2.24 ♥ Représentation paramétrique d’une droite
SoitR(O,

−→
ı ,

−→ ) un repère du plan. SoitD une droite du plan passant par un pointA de coordonnées(xA, yA) dansR et

dirigée par le vecteur non nul−→u
∣∣∣∣
α

β
. D admet commereprésentation paramétrique:

{
x = xA + t α

y = yA + t β
; t ∈R (⋆)
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(Ce qui signifie queM(xM, yM) ∈ D⇔∃λ0 ∈R

{
xM = xA +λ0 α

yM = yA +λ0β
).

Démonstration Si M
(
x, y

)
∈ D alors les vecteurs

−−→
AM et−→u sont colinéaires. Il existe donc un réelt tel que

−−→
AM = t

−→
u et l’égalité

des coordonnées de ces deux vecteurs se traduit par les égalités(⋆). Réciproquement, les égalités(⋆) impliquent l’égalité vectorielle
−−→
AM= t

−→
u et le fait que le pointM ∈D.

Exemple 2.6 Soit R(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère du plan. Déterminons une équation paramétrique dela droiteD passant par le

point : A(1,−2) et dirigée par le vecteur :−→u
∣∣∣∣
3

5
.

Par application du théorème précédent, une équation paramétrique deD est :

{
x = 1+3t α

y =−2+5t β
t ∈R

2.5.5 Équation cartésienne d’une droite

Cette représentation est aussi utilisable quandon connaît un point et un vecteur directeurde la droite en question. On
se remémorera au préalable ce qu’est une équation cartésienne (voir la définition 2.9 page 68).

PROPOSITION2.25 ♥♥♥ Équation cartésienne d’une droite

SoientR(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal du plan,α, β, c trois réels tels queα etβ ne sont pas tous deux nuls.

1. La droiteD passant par le pointA de coordonnées(xA, yA) dansR et dirigée par le vecteur non nul−→
u

∣∣∣∣
−β
α

admet

une équation cartésienne de la forme
αx +βy +c = 0 .

2. Réciproquement, l’ensemble des points du plan d’équation αx +βy + c = 0 est une droite de vecteur directeur
−→
u

∣∣∣∣
−β
α

.

3. Deux telles équations représentent deux droites confondues si et seulement si elles sont proportionnelles.

Démonstration

1. On pourrait démontrer cette égalité en éliminant le paramètre t dans l’équation paramétrique deD. Il est plus rapide de
constater que

M(x, y) ∈ D =⇒ det(−→u ,
−−→
AM)= 0

=⇒
∣∣∣∣
−β x −xA

α y − yA

∣∣∣∣= 0

=⇒ −
(
α(x −xA ))+β(y − yA)

)
= 0

=⇒ αx +βy =−(αxA +βyA)

qui correspond à l’égalité recherchée avecc =−(αxA +βyA).

2. Réciproquement, siαx +βy + c = 0 est une équation cartésienne d’un sous ensembleA du plan et siA(xA, yA) est élément
de ce sous-ensemble alors ses coordonnées vérifient l’équation αx+βy +c = 0 et, pour toutM(x, y) deA : α(x−xA )+β(y −
yA)+c = 0. Donc, pour tout pointM deA , det(

−−→
AM,−→u )= 0 où−→

u
(
−β,α

)
. A est donc la ligne de niveau0 de l’applicationG

de la proposition 2.23.A est donc, d’après cette proposition, la droite orthogonaleà−→
u passant parA.

3. Considérons les deux équations cartésiennes

(1) α1x +β1 y +c1 = 0 et (2) α2x +β2 y +c2 = 0,

la première représente une droiteD1 et la seconde une droiteD2. Si ces deux équations sont proportionnelles, alors tout point
M dont les coordonnées(x, y) vérifient l’équation(1) (⇔ M ∈ D1) vérifient aussi l’équation(2) et donc est aussi élément de
D2. Ceci prouve queD1 = D2. Réciproquement, si une droiteD possède deux représentations cartésiennes(1) et (2) alors,
−→
u1

(
−β1,α1

)
et−→u2

(
−β2,α2

)
étant deux vecteurs directeurs deD, ils sont colinéaires et il existe donck ∈R∗ tel queα2 = kα1 ,

β2 = kβ1. Considérons un pointA(xA , yA) deD et étudions les égalités
{

α1xA +β1 yA +c1 = 0

α2xA +β2 yA +c2 = 0
,

on montre quec2 = kc1 et donc que(1) et (2) sont proportionnelles.
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Remarque 2.14 Une droite donnée dans un repère orthonormal possède une infinité d’équations cartésiennes propor-
tionnelles.

Exemple 2.7 SoientR(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal du plan,D une droite passant pas le pointA(1,−1) et dirigée

par le vecteur−→u
∣∣∣∣
1

2
. Calculons une équation cartésienne deD dansR.

Soit M
(
x, y

)
∈P. On a :

M ∈D ⇐⇒ −−→
AM et −→

u sont colinéaires⇐⇒ det
(−−→
AM,

−→
u

)
= 0⇐⇒

∣∣∣∣
x −1 1

y +1 2

∣∣∣∣= 0⇐⇒ 2x − y −3 = 0

Une équation cartésienne deD est donc :2x − y −3 = 0

2.5.6 Droite définie par deux points distincts

Cette méthode est à utiliser pour déterminer l’équation cartésienne d’une droitequand on connaît deux points de cette
droite. Soit D une droite passant par les pointsA et B de P de coordonnées respectives(xA, yA) et (xB, yB) dans un
repère orthonormal direct du plan. On détermine une représentation paramétrique ou une équation cartésienne deD en
remarquant queD admet

−→
AB comme vecteur directeur et en se ramenant à une des méthodes développées dans l’un des

deux paragraphes précédents.

2.5.7 Droite définie par un point et un vecteur normal

DÉFINITION 2.16 ♥ Vecteur normal
SoitD une droite du plan et−→n un vecteur non nul orthogonal à un vecteur directeur deD. −→n est unvecteur normalàD.

La proposition qui suit permet de calculer l’équation cartésienne d’une droitequand on connaît un point et un vecteur
normal de cette droite.

PROPOSITION2.26 ♥
Le plan étant rapporté à un repère orthonormal, on considèreune droiteD d’équation cartésienneαx+βy +c = 0. Alors

le vecteur −→u
(
−β,α

)
est un vecteur directeur deD et −→v

(
α,β

)
est un vecteur normal àD.

Démonstration ♥ Le fait que−→u
(
−β,α

)
est un vecteur directeur deD a déjà été prouvé dans la proposition 2.25. Le vecteur

−→
v

(
α,β

)
est par ailleurs clairement orthogonal à−→

u et est donc un vecteur normal àD.

PROPOSITION2.27 ♥ Équation d’une droite définie par un point et un vecteur normal
Un repère orthonormal étant fixé, la droiteD passant par le pointA(xA, yA) et de vecteur normal−→n

(
α,β

)
a pour équation

α(x − xA)+β(y − yA) = 0 .

Démonstration ♥ SoitM
(
x, y

)
un point du plan. Supposons queM ∈ D alors

−−→
AM.−→n = 0, ce qui s’écrit aussiα(x−xA )+β(y−yA) =

0. Réciproquement siM vérifie cette égalité alors le produit scalaire
−−→
AM.−→n est nul et les vecteurs

−−→
AM et−→n sont orthogonaux. Le

vecteur
−−→
AM dirige donc la droiteD. A étant un point de cette droite, ceci n’est possible que siM ∈D.

2.5.8 Distance d’un point à une droite

DÉFINITION 2.17 ♥ Distance d’un point à une droite
Soit D une droite etM un point du plan. On appelledistance deM à D et on noted(M,D) la plus petite distance entre

M et un point deD.

Remarque 2.15 Si H est le projeté orthogonal deM sur D et si N est un point deD alors, d’après le théorème de
Pythagore,

MN2 = MH2 +HN2 Ê MH2

Le minimum de la distance entreM et un point de la droite existe, est atteint enH et vautMH.
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M

H

N

D

FIGURE 2.10 – Distance d’un point à une droite

PROPOSITION2.28 ♥
SoitR (O,

−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal direct du plan. SoitD une droite du plan :

• passant par un pointA(xA, yA)

• de vecteur normal−→n
• de vecteur directeur−→u
• et d’équation cartésienneax +by +c = 0.

Soit M(xM, yM) un point du plan, alors

d(M,D) =

∣∣∣det
(−−→
AM,

−→
u

)∣∣∣
∥∥−→u

∥∥ =

∣∣∣−−→AM ·−→n
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥ =

∣∣axM +byM +c
∣∣

p
a2 +b2

Démonstration ♥ Soit H le projeté orthogonal deM surD.

• Par application des formules de trigonométrie dans le triangle AHM rectangle enH, on a

d (M,D) = HM= AM

∣∣∣∣sin

(
à−−→
AM,−→u

)∣∣∣∣=

∥∥∥−−→AM
∥∥∥
∥∥−→u

∥∥
∣∣∣∣sin

(
à−−→
AM,−→u

)∣∣∣∣
∥∥−→u

∥∥ =

∣∣∣det
(−−→
AM,−→u

)∣∣∣
∥∥−→u

∥∥

• Par ailleurs, toujours par utilisation de la trigonométriedans le triangleAHM, on a aussi

d (M,D) = HM= AM

∣∣∣∣cos

(
à−−→
AM,−→n

)∣∣∣∣=

∥∥∥−−→AM
∥∥∥
∥∥−→n

∥∥
∣∣∣∣cos

(
à−−→
AM,−→n

)∣∣∣∣
∥∥−→n

∥∥ =

∣∣∣−−→AM ·−→n
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥

• Enfin, prenant pour−→n le vecteur normal àD de coordonnées(a,b), on a

d(M,D) =

∣∣∣−−→AM ·−→n
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥ =

∣∣a (xM −xA)+b
(

yM − yA
)∣∣

√
a2 +b2

=
∣∣axM +byM −

(
axA +byA

)∣∣
√

a2 +b2
=

∣∣axM +byM +c
∣∣

√
a2 +b2

carA ∈ D et doncaxA +byA +c = 0.

2.5.9 Équation normale d’une droite

DÉFINITION 2.18 ♥ Équation normale d’une droite
On dit queαx +βy = c est uneéquation normale d’une droitesi α2 +β2 = 1.

PROPOSITION2.29 ♥
Soit R (O,

−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal du plan. Pour toute droiteD du plan, il existe des réelsθ et p tel quex cosθ+
y sinθ= p soit une équation normale deD dansR.

Démonstration Soit ax +by = c une équation cartésienne deD. Alors

a
p

a2+b2
x +

b
p

a2+b2
x =

c
p

a2+b2
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O

H

p

θ−→n

cosθx + sinθy = p

FIGURE 2.11 – Équation normale d’une droite

est une équation proportionnelle à notre première équationet est donc une autre représentation cartésienne deD dansR. Comme

(
a

p
a2+b2

)2

+
(

b
p

a2+b2

)2

= 1,

il existe ( défini modulo2π) θ ∈R tel que

cosθ=
a

p
a2+b2

et sinθ=
b

p
a2+b2

.

Posonsp = cp
a2+b2

. Une équation deD est doncx cosθ+ y sinθ= p et cette équation est, par construction, normale.

Remarque 2.16
– Si x cosθ+ y sinθ= p est une équation normale d’une droiteD dans un repère orthonormalR, la seule autre équation

normale deD dansR estx cos(θ+π)+ y sin(θ+π)=−p

– Interprétation géométrique deθ et p : SoitD une droite du plan rapporté à un repère orthonormal directR (O,
−→
ı ,

−→ ).
On suppose queD ne passe pas par l’origine de ce repère. SoitH le projeté orthogonal deO sur D et soitx cosθ+

y sinθ= p une équation normale deD. Le vecteur−→n
∣∣∣∣
cosθ

sinθ
est un vecteur normal àD. Par conséquent, il est colinéaire

au vecteur
−−→
OH. Donc

(
à−→
ı ,

−−→
OH

)
= θ [π]. De plus,

d (O,D) =
∣∣0×cosθ+0× sinθ−p

∣∣
√

cos2θ+ sin2θ
=

∣∣p
∣∣

et donc
∣∣p

∣∣= d (O,D).
– En corollaire à cette dernière remarque, six cosθ+ y sinθ= p est une équation normale deD et siM est un point du

plan alorsd(M,D) = |x cosθ+ y sinθ−p|.

2.5.10 Équation polaire d’une droite

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormaldirectR(O,
−→
ı ,

−→ ) et un repère polaireRθ

(
O,

−→
u (θ) ,

−→
v (θ)

)
.

PROPOSITION2.30 ♥ Équation polaire d’une droite passant par le pôle
Une droiteD passant par le pôleO du repère polaireRθ a une équation polaire du type

θ= θ0 [π]

oùθ0 est un réel. Ceci signifie que si le pointM est représenté par le couple de coordonnées(rM,θM) dansRθ alorsM

est élément deD si et seulement siθM = θ0.
Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite passant par le pôleO deRθ.

Démonstration Soit−→u un vecteur directeur deD. Soitθ0 une mesure de l’angle( �−→ı ,−→u ). M est élément deD si et seulement si il
existeα ∈ R tel que

−−→
OM = t

−→
u , c’est à dire si et seulement si(|t | ,θ0) ou (|t | ,θ0 +π) forme un système de coordonnées polaires de

M.
L’équationθ= θ0 [π] définie donc bien une équation polaire passant parO et dirigée par−→u .
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PROPOSITION2.31 ♥ Équation polaire d’une droite ne passant pas par le pôle
Une droiteD ne passant pas par le pôleO du repère polaireRθ admet une équation polaire du type

r = p

cos(θ−θ0)

où p = d (O,D) et oùθ0 =
(
à−→
ı ,

−−→
OH

)
[2π], H étant le projeté orthogonal deO surD.

Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite ne passant pas par le pôleO deRθ.

Démonstration On utilise une équation normale de la droiteD et son interprétation géométrique. Comme la droiteD ne passe pas
par l’origine, elle admet une équation normale de la formex cosθ0+y sinθ0 = p oùθ0 ∈R et oùp 6= 0. Quitte à changerθ0 enθ0+π,
on peut même supposer quep > 0. Si (r,θ) est un système de coordonnées polaires pour un pointM du plan, alors les coordonnées de
M sont données dansR par le couple(r cosθ,r sinθ). Le pointM appartient àD si et seulement sir (cosθcosθ0+βsinθsinθ0) = p,
c’est-à-dire si et seulement sir = p

cos(θ−θ0)
.

2.5.11 Intersection de deux droites, droites parallèles

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormalR(O,
−→
ı ,

−→ ).

PROPOSITION2.32 ♥
SoientD et D′ deux droites d’équations respectivesax + by = c et a′x + b′y = c ′ dansR où (a,b) ∈ R2 \ {(0,0)} et

(a′,b′) ∈R2 \ {(0,0)}.
– D etD′ sont parallèles si et seulement si les couples(a,b) et (a′,b′) sont proportionnels, c’est à dire si et seulement si∣∣∣∣

a a′

b b′

∣∣∣∣= 0 (Dans ce cas soit les deux droites sont confondues soit leur intersection est réduite à l’ensemble vide).

– Si D et D′ ne sont pas parallèles, elles ont un unique point d’intersection.

Démonstration ♥ Les vecteurs−→u (−b, a) et
−→
u′ (−b′ , a′) sont, respectivement, des vecteurs directeurs deD et D′. D et D′ sont

parallèles si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires, c’est à dire si et seulement si

∣∣∣∣
−b −b′

a a′

∣∣∣∣=−ba′ +ab′ = 0.

Cette dernière quantité étant égale à
∣∣∣∣

a a′

b b′

∣∣∣∣, la première partie de la proposition est démontrée.

Si par ailleursD etD′ ne sont pas parallèles, alorsab′−ba′ 6= 0 et, d’après la proposition 2.21 page 75, le système

{
ax +by = c

a′x +b′ y = c′

possède une unique solution :




x = b′c −bc′

ab′−ba′

y = ac′−a′c
ab′−ba′

.

2.6 Cercles

2.6.1 Définition

DÉFINITION 2.19 ♥ Cercle
Le cercle de centreΩ et derayonR Ê 0 est l’ensemble des points du plan situés à une distanceR deΩ :

{
M ∈P :

∥∥∥−−→ΩM
∥∥∥= R

}

Ce cercle sera notéC (Ω,R).

2.6.2 Équation cartésienne d’un cercle

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormalR(O,
−→
i ,

−→
j ).
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R

xM − xΩ

yM − yΩ

M

Ω

xM

yM

xΩ

yΩ

FIGURE 2.12 – Équation cartésienne d’un cercle

PROPOSITION2.33 ♥♥♥ Équation cartésienne d’un cercle

Une équation cartésienne du cercle de centreΩ

∣∣∣∣
α

β
et de rayonR >Ê 0 est donnée par

(x −α)2 + (y −β)2 = R2

ou sous forme développée

x2 + y2 −2αx −2βy +α2 +β2 −R2 = 0

Réciproquement, si un sous-ensemble du plan satisfait une telle équation, alors ce sous-ensemble est le cercle de rayon
R et de centreΩ.

Démonstration ♥ AppelonsC le cercle de centreΩ
∣∣∣∣
α

β
et de rayonR> 0.

Supposons queM
(
x, y

)
est un point deC . Alors

∥∥∥−−→ΩM
∥∥∥= R et élevant au carré

∥∥∥−−→ΩM
∥∥∥

2
= R2 ce qui s’écrit(x −α)2 + (y −β)2 = R2.

Réciproquement, si les coordonnées deM
(
x, y

)
vérifient(x −α)2 + (y −β)2 = R2 alors

∥∥∥−−→ΩM
∥∥∥

2
= R2 et

∥∥∥−−→ΩM
∥∥∥= R. Par suiteM ∈C .

PROPOSITION2.34
L’équationx2 + y2 −2αx −2βy +γ= 0 représente :

1. L’ensemble vide siα2 +β2 −γ< 0.

2. Le cercle de centreΩ(α,β) et de rayonR =
√
α2 +β2 −γ si α2 +β2 −γÊ 0.

Démonstration Remarquons que

x2 + y2 −2αx −2βy +γ = (x −α)2 + (y −β)2 −α2 −β2 +γ.

Si α2 +β2 −γ< 0, cette équation cartésienne ne peut avoir de solution. Sinon, on applique la proposition précédente.

2.6.3 Représentation paramétrique d’un cercle

PROPOSITION2.35 ♥ Représentation paramétrique d’un cercle
Soit R(O,

−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal. Le cercle de centreΩ(α,β) et de rayonR > 0 admet comme représentation
paramétrique

{
x = α+Rcosθ

y = β+Rsinθ
, θ∈R

(Ce qui signifie queM ∈C (Ω,R) ⇔∃ θ0 ∈R

{
xM = α+Rcosθ0

yM = β+Rsinθ0

).

Démonstration Soit M(xM, yM) tel qu’il existe un réelθ0 vérifiant :

{
xM =α+Rcosθ0

yM = β+Rsinθ0
.
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R

R cos θ

R sin θ

M

Ω

xM

yM

xΩ

yΩ

θ

FIGURE 2.13 – Représentation paramétrique d’un cercle

On vérifie facilement que(xM, yM) vérifie l’équation(x −α)2 + (y −β)2 = R2.

Réciproquement, soitM(xM, yM)∈C (Ω,R). Les coordonnées deM vérifient(xM−α)2+(yM−β)2 = R2. Posonsa = x−α
R etb = y−β

R .
Commea2 +b2 = 1, il existe un réelθ0 tel quea = cosθ0 et b = sinθ0. Donc

{
xM =α+Rcosθ0

yM = β+Rsinθ0

2.6.4 Équation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repère

PROPOSITION2.36 ♥ Équation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repère
Soit R(O,

−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal. SoitΩ(α,β). Le cercleC de centreΩ, passant parO et de rayonR > 0 admet
comme équation polaire

r = 2αcosθ+2βsinθ

ou, de manière équivalente
r = 2Rcos(θ−θ0)

où (R,θ0) est un système de coordonnées polaires pourΩ.
Réciproquement, toute équation de la former = 2αcosθ+2βsinθ est l’équation d’un cercle de centreΩ(α,β), passant
par l’origineO deR et donc de rayon=

√
α2 +β2.

Démonstration SoitC un cercle de centreΩ, passant parO et de rayonR> 0. CommeO est élément deC , C admet une équation
cartésienne de la forme :x2 + y2 −2αx −2βy = 0. Remplaçantx parr cosθ et y parr sinθ, on obtient :

x2 + y2 −2αx −2βy = 0

⇐⇒ r 2 −2r (αcosθ+βsinθ) = 0

⇐⇒





r = 2αcosθ+2βsinθ (1)

ou
r = 0 (2)

La seconde équation admet pour ensemble solution le singleton {O}. La seconde peut être ainsi réduite : si(R,θ0) est un système de
coordonnées polaires pourΩ, r = 2Rcos(θ−θ0) est équivalente à(1). Comme le pointO vérifie cette équation (pourθ = θ0 + π

2 ),
les deux conditions(1) et (2) se résument à(1) r = 2αcosθ+2βsinθ ou encorer = 2Rcos(θ−θ0).
Réciproquement, si un ensemble du plan admet comme équationpolairer = 2αcosθ+2βsinθ alors c’est le cercle de centreΩ(α,β)

et passant parO.

2.6.5 Caractérisation d’un cercle par l’équation
−−→
MA.

−−→
MB = 0

PROPOSITION2.37 ♥ Caractérisation d’un cercle par l’équation
−−→
MA.

−−→
MB = 0

SoitR(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal. SoientA(xA, yA) etB(xB, yB) deux points du plan. SoitC l’ensemble des points
M du plan vérifiant

−−→
MA.

−−→
MB= 0.

Alors C est le cercle de diamètreAB. Une équation deC est donnée par

(x − xA)(x − xB)+ (y − yA)(y − yB) = 0
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Ω
A B

M

FIGURE 2.14 – Caractérisation d’un cercle par l’équation~MA. ~MB = 0

Démonstration Soit I le milieu de[A,B]. Pour tout pointM du plan :

−−→
MA.

−−→
MB = 0

=⇒
(−→
MI+−→

IA
)

.
(−→
MI+−→

IB
)
= 0

=⇒ −→
MI.

−→
MI+ (

−→
IA+−→

IB).
−→
MI+−→

IB.
−→
IA = 0

=⇒ MI2 − IA2 = 0

=⇒ IM = IA

car
−→
IA+−→

IB =−→
0 . En résumé, siM est élément deC alorsIM = IA, c’est à direM appartient au cercle de diamètreAB.

Réciproquement, siM est élément du cercle de diamètreAB alorsIM = IA et remontant les implications précédentes, on montre que
M∈C .

Remarque 2.17 La précédente proposition est une reformulation duthéorème de la médianevu au collège :« Un
triangle est rectangle si et seulement si un de ses côté est undiamètre de son cercle circonscrit ».

2.6.6 Intersection d’un cercle et d’une droite

C

D

Ω

FIGURE 2.15 –d(Ω,D) > R

C

D

Ω

FIGURE 2.16 –d(Ω,D) = R

C

D

Ω

FIGURE 2.17 –d(Ω,D) < R

PROPOSITION2.38 ♥
SoientD une droite etC (Ω,R) un cercle de rayonR > 0.

1. Sid(Ω,D) > R alorsD∩C =∅.

2. Sid(Ω,D) < R alorsD∩C est formée de deux points distincts.

3. Si d(Ω,D) = R alorsD∩C est constitué d’un unique point. SiM est ce point, on dit queD est la tangente au
cercleC au pointM. M est le projeté orthogonal deΩ surD.

Démonstration SoientD une droite etC (Ω,R) un cercle de rayonR> 0 et de centreΩ.

1. Sid(Ω,D) > R, il ne peut y avoir de point d’intersection entreC et D.
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2. Si d = d(Ω,D) < R, nommonsH le projeté orthogonal deΩ sur D. Pour tout pointM de D, ΩM2 +HM2 = ΩM2, soit
d2 +HM2 =ΩM2. M est élément deC ∩D seulement si on a à la foisΩM2 = R2 et HM2 =ΩM2 −d2, c’est à dire seulement
si HM2 = R2 −d2. Supposons que−→u oriente la droiteD, il y a alors deux possibilités pourM, elles sont données par

−−→
HM=±

√
R2 −d2−→u

Réciproquement, les deux pointsM données par cette dernière égalité sont bien éléments deC ∩D.

3. Supposons enfin qued(Ω,D) = R. Cette distance est celle entreΩ etH, le projeté orthogonal deΩ surD. H est donc élément
deC ∩D et c’est le seul élément possible de cette intersection.

PROPOSITION2.39 ♥ Équation cartésienne de la tangente à un cercle

SoitR(O,
−→
ı ,

−→ ) un repère orthonormal. SoitC un cercle de centreΩ(α,β) et de rayonR > 0. C admet comme équation
cartésienne :

x2 + y2 −2αx −2βy +γ= 0

(avecγ=α2 +β2 −R2). La tangente àC enM0(x0, y0) ∈C admet pour équation cartésienne

x0x + y0 y −α(x0 + x)−β(y0 + y)+γ= 0

Démonstration Un vecteur normal à la tangente àC en M0 est donné par
−−−→
ΩM0

∣∣∣∣
x0 −α

y0 −β
. Un point M

∣∣∣∣
x

y
est élément de cette

tangente si et seulement si
−−−→
ΩM0.

−−−→
M0M = 0. On obtient ainsi une équation cartésienne de la tangente àC enM0 :

(x0 −α)(x −x0 )+ (y0 −β)(y − y0) = 0 (∗)

Soit en développant :
xx0 + y y0 −α(x −x0 )−β(y − y0)−x2

0 − y2
0 = 0

CommeM0

∣∣∣∣
x0

y0
est élément de cette tangente,x2

0 + y2
0 −2αx0 −2βy0 +γ= 0 et l’équation cartésienne de départ(∗) est équivalente à

x0x + y0 y −α(x0 +x)−β(y0 + y)+γ= 0

En résumé

1 Il convient d’avoir bien compris :
– l’utilité du produit scalaire
– l’utilité du déterminant

et les différentes méthodes pour les calculer.

2 Il faut savoir effectuer des changements de repère, vous en aurez un grand besoin en physique.

3 Il faut savoir calculer rapidement et sans hésitation :
– l’équation cartésienne
– l’équation paramétrée
– l’équation polaire

d’un cercle et d’une droite.

4 il faut aussi savoir calculer la distance d’un point à une droite et l’aire d’un parallélogramme dans le plan avec le
déterminant.

5 Au terme de ce chapitre, vous devrez savoir organiser des calculs afin de pouvoir les effectuer dans des conditions
optimales.
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2.
Géométrie

Plane Produit
Scalaire

Norme

Angle

Symétrie
Axiale

Aire

Changement
de Repère

1. Nombres
Complexes

Re zz′

Module

Argument
Conjugué

Im zz′

25. Calcul
Matriciel

Matrices
de Passage

Déterminants
d’ordre 2 ou 3

27. Produit
Scalaire
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2.7 Exercices

Attention 2.8 Penser à dessiner, cela aide souvent à résoudre un exercice.

2.7.1 Produit scalaire et déterminant

Exercice 2.1 ♥
Soient−→u et−→v deux vecteurs du plan. Développer :

1.
∥∥−→u +−→

v
∥∥2 −

∥∥−→u −−→
v

∥∥2.

2. det
(−→

u +−→
v ,

−→
u −−→

v
)

Solution :

1. Comme le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, on a, pour tous vecteurs−→a et
−→
b du plan :

∥∥−→a
∥∥2 −

∥∥∥−→b
∥∥∥

2
= 〈−→a +

−→
b |−→a −

−→
b 〉 donc

∥∥−→u +−→
v

∥∥2 −
∥∥−→u −−→

v
∥∥2 = 〈2−→u |2

−→
b 〉

= 4〈−→u |−→v 〉

2. De même, comme le déterminant est une forme bilinéaire anti-symétrique alternée, il vient :

det
(−→

u +−→
v ,

−→
u −−→

v
)

= 2det
(−→

u ,
−→
v

)

Exercice 2.2 ♥
SoientA, B et C trois points du plan. Montrer que :

det
(−→
AB,

−→
AC

)
= det

(−→
BC,

−→
BA

)
= det

(−→
CA,

−→
CB

)

1. En raisonnant géométriquement.

2. En utilisant la bilinéarité et l’antisymétrie du produitscalaire

Solution :

1. Orientons le triangleABC dans le sens direct. On peut choisir une détermination dans[0,π] pour les trois angles(
à−→
AB,

−→
AC

)
,
(
à−→
CA,

−→
CB

)
,
(
à−→
BC,

−→
BA

)
. Les trois déterminants sont alors positifs et sont de plus chacun égaux au double

de l’aire du triangleABC, ce qui prouve les égalités.

2. D’après la relation de Chasles et en utilisant la bilinéarité et l’antisymétrie du produit scalaire :

det
(−→
AB,

−→
AC

)
= det

(−→
AB,

−→
AB+−→

BC
)

= det
(−→
AB,

−→
AB

)
+det

(−→
AB,

−→
BC

)

= −det
(−→
BA,

−→
BC

)

= det
(−→
BC,

−→
BA

)
.

On prouve de même la dernière égalité.

Exercice 2.3 ♥
Dans le plan, on considère un parallélogrammeABCD. On noteE le pied de la perpendiculaire menée deC à (AB). On
noteF le pied de la perpendiculaire menée deC à (BD). Montrer que

−→
BD.

−→
BF = ‖−→BC‖2 +−→

BA.
−→
BE.

Solution : Faire un dessin ! Calculons
−→
BD.

−→
BF−−→

BA.
−→
BE =−→

BD.(
−→
BC+−→

CF)−−→
BA.(

−→
BC+−→

CE)

=−→
BD.

−→
BC−−→

BA.
−→
BC

= (
−→
AB+−→

BD).
−→
BC

=−→
AD.

−→
BC

=−→
BC.

−→
BC
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Exercice 2.4 ♥♥
Soit ABCD un parallélogramme. Montrer que

AC2 +BD2 = AB2 +BC2 +CD2 +DA2.

Solution : Soit I le milieu de[AC] et donc aussi le milieu de[BD].

AB2 +BC2 +CD2 +DA2 =−→
AB.

−→
AB+−→

BC.
−→
BC+−−→

CD.
−−→
CD+−→

DA.
−→
DA

=
(−→
AI+−→

IB
)

.
(−→
AI+−→

BI
)
+

(−→
BI+−→

IC
)

.
(−→
BI+−→

IC
)
+

(−→
CI+−→

ID
)

.
(−→
CI+−→

ID
)
+

(−→
DI+−→

IA
)

.
(−→
DI+−→

IA
)

= AI2 + IB2 +2
−→
AI.

−→
IB+BI2 + IC2 +2

−→
BI.

−→
IC+CI2 + ID2 +2

−→
CI.

−→
ID+DI2 + IA2 +2

−→
DI.

−→
IA

= 4AI2 +4BI2 +2
−→
AI.

−→
IB+2

−→
AI.

−→
ID+2

−→
BI.

−→
IC+2

−→
DI.

−→
IC

= AC2 +BD2 +2
−→
AI.

(−→
IB+−→

ID
)
+2

(−→
BI+−→

DI
)

.
−→
IC

= AC2 +BD2

2.7.2 Coordonnées cartésiennes dans le plan

Exercice 2.5 ♥
Calculer une équation cartésienne puis une équation paramétrique de la droiteD :

1. passant parA(2,1) et de vecteur normal−→n = (1,−1).

2. passant parA(−1,0) et de vecteur directeur−→u = (1,−2).

3. passant parA(1,2) et B(−2,3).

4. passant par l’origine et parallèle à la droiteD′ : x + y −1 = 0.

5. passant parA(1,1) et perpendiculaire à la droiteD′ :

{
x = 1+2t

y =−1+ t
; t ∈R.

Solution :

1. CommeD admet−→n comme vecteur normal, une équation cartésienne deD est de la formex−y+c = 0 avecc ∈R.
CommeA ∈D, on ac =−1 etD : x − y −1 = 0. Un vecteur directeur àD est celui de coordonnées(1,1) donc une

équation paramétrique deD estD :

{
x = 2+ t

y = 1+ t
; t ∈R.

2. CommeD est dirigée par−→u elle admet comme vecteur normal celui de coordonnées(−2,−1) ou encore−→n =
(2,1). Une équation deD est donc de la forme2x + y + c = 0 où c ∈ R. CommeA ∈ D, il vient quec = 2 donc

D : 2x + y +2 = 0. Une équation paramétrique deD estD :

{
x =−1+ t

y =−2t
; t ∈R.

3. CommeA etB sont des points deD, le vecteur
−→
AB= (−3,1) dirigeD et le vecteur−→n = (1,3) dirigeD. Une équation

cartésienne deD est alors de la formex+3y +c = 0 avecc ∈R. CommeA ∈D, on trouve quec =−7 et finalement

D : x +3y −7 = 0. On trouve par ailleurs qu’une équation paramétrique deD estD :

{
x = 1−3t

y = 2+ t
; t ∈R.

4. CommeD et D′ sont parallèles, le vecteur−→n = (1,1) normal àD′ est aussi normal àD et donc une équation
cartésienne deD est de la formex + y + c = 0 avecc ∈ R. CommeO ∈ D, c = 0 et D : x + y = 0. Un vecteur

directeur àD est−→u = (−1,1) et une équation paramétrique deD estD :

{
x =−t

y = t
; t ∈R.

5. Un vecteur directeur deD′ est−→n = (2,1) qui est normal àD car les deux droites sont perpendiculaires. Une
équation deD est donc de la forme2x + y +c = 0 avecc ∈R. CommeA ∈D alorsc =−3 etD : 2x + y −3 = 0. Un

vecteur directeur deD est−→u = (−1,2) donc une équation paramétrique deD estD :

{
x = 1− t

y = 1+2t
; t ∈R.

Exercice 2.6 ♥

Calculer une équation cartésienne de la droiteD d’équation paramétrique

{
x = 1− t

y = 2−3t
.
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Solution : On pourrait lire sur l’équation paramétrique deD les coordonnées d’un point et d’un vecteur directeur de
D. Procédons autrement :

{
x = 1− t

y = 2−3t
=⇒





t = 1− x

t = 2− y

3

=⇒ 1− x = 2− y

3
=⇒ −3x + y +1 = 0

et doncD :−3x + y +1 = 0.

Exercice 2.7 ♥
On rapporte le plan à un repère orthonormal direct. On considère les pointsA(−1,−1), B(2,3) et C(3,−3).

1. Calculer l’aire du triangleABC.

2. En déduire la distance deA à la droite(BC).

3. Former une équation de la droite(AB).

4. En déduire la longueur de la hauteur issue deC et retrouver l’aire du triangleABC.

Solution :

1. L’aire deABC est donnée par :

∣∣∣det
(−→
AB,

−→
AC

)∣∣∣
2 = 22

2 = 11 .

2. SoitH le projeté orthogonal deA sur (BC). (AH) est donc une hauteur deABC et l’aire deABC est aussi donnée

par : BC×AH
2 . CommeBC =

p
37, on trouve : AH= 11

p
37

74
.

3. Le vecteur
−→
AB(3,4) dirige la droite(AB). Par conséquent, une équation de(AB) est −4x +3y −1 = 0 .

4. La longueur de la hauteur issue deC est la distance deC à la droite(AB). Par conséquent :d (C,(AB)) =

−4xC +3yC −1

5
= 22

5
. L’aire du triangleABC est alors donnée par :

AB×d (C,(AB))

2
=

5× 22

5

2
= 11 .

Exercice 2.8 ♥
Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, on considère les pointsA

∣∣∣∣
1

−2
et B

∣∣∣∣
−2

3
.

1. Écrire une équation cartésienne de la droite(AB).

2. Déterminer la distance du pointC

∣∣∣∣
1

1
à la droite(AB).

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonalH deC sur(AB).

4. Retrouver la distance du pointC à la droite(AB) en utilisant la question précédente.

Solution :

1. Soit M

∣∣∣∣
x

y
un point du plan. Il appartient à la droite(AB) si et seulement sidet(

−−→
AM,

−→
AB) = 0, ce qui donne une

équation cartésienne de la droite(AB) : (AB) : 5x +3y +1 = 0 .

2. Avec la formule du cours,d(C,(AB)) = |5+3+1|
p

52 +32
= 9

p
34

.

3. Comme−→n = (5,3) est normal à(AB), il dirige (CH) et une équation paramétrique de(CH) est(CH) :

{
x = 1+5t

y = 1+3t
.

Les coordonnées deH sont solutions du système :





x = 1+5t

y = 1+3t

5x +3y +1 = 0

.

On trouvet =−9/34, x =−11/34 et y = 7/34. DoncH(−11/34,7/34).

4. Il suffit de calculer la norme de
−−→
CH = (45/34,27/34), on trouve

∥∥∥−−→CH
∥∥∥=

p
81/34 = 9/

p
34.
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Exercice 2.9 ♥♥
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère lepoint Ω

∣∣∣∣
1

2
. Parmi toutes les droites passant parΩ,

déterminer celles qui sont à distance1 du pointA
∣∣∣∣
−1

4
.

Solution : On peut décrire toutes les droites passant parΩ (sauf la droite verticale) à l’aide d’un seul paramètre, la pente
m. L’équation cartésienne d’une telle droiteDm est donc(y −2) = m(x −1), c’est-à-dire Dm : mx − y + (2−m) = 0 .
La distance du pointA à la droiteDm est alors donnée par la formule :

d(A,Dm) = |−m −4+2−m|
p

m2 +1
= 2|m +1|

p
m2 +1

Cette distance vaut1 si et seulement si4(m +1)2 = m2 +1, c’est-à-dire3m2 +8m +3 = 0, et on trouve les deux pentes

solutions,m1 = −4+
p

7

3
et m2 =

−4−
p

7

3
. On vérifie ensuite que la droite verticale passant parΩ ne convient pas en

écrivant son équation cartésiennex = 1 et en calculant la distance deA à cette droite qui vaut2.

Exercice 2.10 ♥
Calculer la distance du pointA à la droiteD dans les cas suivants :

1. A(0,0) etD passe parB(5,3) et est dirigée par−→u (1,2).

2. A(1,−1) etD passe parB(−1,1) et est perpendiculaire à−→n (2,3).

3. A(4,1) etD est la droite d’équation cartésiennex +2y +3 = 0.

Solution :

1. d (A,D)=
∣∣∣det

(−→
BA,

−→
u

)∣∣∣
‖−→u ‖ = 7

p
5

5

2. d (A,D)=
∣∣∣−→BA.

−→
n

∣∣∣
‖−→n ‖ = 2

p
13

13

3. d (A,D)= |xA+2yA+3|p
5

= 9
p

5
5

Exercice 2.11 ♥
Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct, on considère les 4 pointsA(−1,3), B(−6,−2), C (2,−6) et D(3,1).

1. Montrer queABCD est un trapèze.

2. Calculer les coordonnées de l’intersection de ses diagonales.

3. Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires.

4. Calculer l’aire deABCD.

Solution :

1. Comme
−→
AD = (4,−2) et

−→
BC = (8,−4) il est clair que

−→
BC = 2

−→
AB et que les droites(AD) et (BC) sont parallèles. Par

suite,ABCD est un trapèze.

2. On calcule une équation cartésienne de(AC). Cette droite est dirigée par
−→
AC = (3,−9) ou encore par le vecteur

−→
u = (1,−3). Un vecteur normal à cette droite est donc−→

n = (3,1). Une équation cartésienne de(AC) est donc de
la forme3x + y + c = 0 avecc ∈ R. CommeA ∈ (AC), il vient quec = 0. Donc (AC) : 3x + y = 0. On montre de
même que(BD) : −x +3y = 0. On remarque que ces deux droites passent par l’origine du repère donc leur point
d’intersection estO.

3. Un vecteur normal à(AC) est−→n = (3,1) et un vecteur normal à(BD) est−→n ′ = (−1,3). Il est clair que−→n ·−→n ′ = 0 et
donc que les diagonales sont perpendiculaires.

4. On utilise la formule vue au collège. SiA désigne l’aire deABCD alors A =
(
petite base+grande base

)
×

hauteur/2. On sait quepetite base=
∥∥∥−→AD

∥∥∥= 2
p

5 et grande base=
∥∥∥−→BC

∥∥∥= 4
p

5. De plus

hauteur= d (A,(BC)) =

∣∣∣det
−→
AB,

−→
BC

∣∣∣
‖BC‖ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−5 8

−5 −4

∣∣∣∣
∣∣∣∣

4
p

5
=

∣∣∣∣−20

∣∣∣∣
1 2

1 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

4
p

5
= 60

4
p

5

etA = 45.
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Exercice 2.12 ♥
On considère deux droitesD etD′ d’équations respectives :

D : 3x +4y +3 = 0 et D′ : 12x −5y +4 = 0

.

1. Montrer que ces deux droites sont sécantes.

2. Déterminer une équation de chacune de leurs bissectrices1.

Solution :

1. Un vecteur directeur deD est−→u (−4,3) et un vecteur directeur deD′ est−→u ′ (5,−12). Ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires donc ces deux droites ne sont pas parallèles.

2. SoitM
(
x, y

)
un point du plan. On a la série d’équivalences :

M est un point d’une des bissectrices aux deux droites

⇐⇒ d (M,D) = d
(
M,D′)

⇐⇒
∣∣3x +4y +3

∣∣
5

=
∣∣12x −5y +4

∣∣
13

⇐⇒ 13
(
3x +4y +3

)
= 5

(
12x −5y +4

)
ou 13

(
3x +4y +3

)
=−5

(
12x −5y +4

)

⇐⇒ −21x +77y +19 = 0 ou 99x +27y +59 = 0.

Donc les bissectrices ont pour équation−21x +77y +19 = 0 et 99x +27y +59 = 0 .

Exercice 2.13 ♥♥ Bissectrices de deux droites
On considère deux droitesD etD′ non parallèles et d’équations normales respectives :

x cosθ+ y sinθ−p = 0 et x cosθ′+ y sinθ′−p ′ = 0

où p, p ′ ∈R etθ,θ′ ∈R, θ 6= θ′ [π].

1. Déterminer une équation normale de chacune de leurs bissectrices2.

2. Montrer que si−→u et−→u ′ sont des vecteurs unitaires qui dirigent les droitesD et D′ alors les vecteurs−→u +
−→
u′ et

−→
u −

−→
u′ dirige chacune de ces deux bissectrices.

3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires.

Solution :

1. SoitM
(
x, y

)
un point du plan. On a la série d’équivalences :

M est un point d’une des bissectrices aux deux droites

⇐⇒d (M,D) = d
(
M,D′)

⇐⇒
∣∣x cosθ+ y sinθ−p

∣∣
cos2θ+ sin2θ

=
∣∣x cosθ′+ y sinθ′−p ′∣∣

cos2θ′+ sin2θ′

⇐⇒
∣∣x cosθ+ y sinθ−p

∣∣=
∣∣x cosθ′+ y sinθ′−p ′∣∣

⇐⇒x cosθ+ y sinθ−p = x cosθ′+ y sinθ′−p ′ ou x cosθ+ y sinθ−p =−
(
x cosθ′+ y sinθ′−p ′)

⇐⇒
(
cosθ−cosθ′

)
x +

(
sinθ− sinθ′

)
y = p −p ′ ou

(
cosθ+cosθ′

)
x +

(
sinθ+ sinθ′

)
y = p +p ′

⇐⇒−2sin
θ+θ′

2
sin

θ−θ′

2
x +2cos

θ+θ′

2
sin

θ−θ′

2
y = p −p ′ ou 2cos

θ+θ′

2
cos

θ−θ′

2
x +2sin

θ+θ′

2
cos

θ−θ′

2
y = p +p ′

⇐⇒− sin
θ+θ′

2
x +cos

θ+θ′

2
y =

2
(
p −p ′)

sin θ−θ′
2

ou cos
θ+θ′

2
x + sin

θ+θ′

2
y =

2
(
p +p ′)

cos θ−θ′
2

ce qui est licite carθ 6= θ′ [π]. Les équations des deux bissectrices sont donc :

−sin
θ+θ′

2
x +cos

θ+θ′

2
y =

2
(
p −p ′)

sin θ−θ′
2

cos
θ+θ′

2
x + sin

θ+θ′

2
y =

2
(
p +p ′)

cos θ−θ′
2

Ces deux équations sont de plus normales.

1. Rappelons qu’un point est sur une bissectrice de deux droites si et seulement si les distances de ce point à chacune des deux droites sont égales
2. Voir la note 1
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2. Comme−→u et−→u ′ sont unitaires, on peut supposer que−→
u = (cosθ,sinθ) et que−→u ′ =

(
cosθ′,sinθ′

)
alors

−→u +−→u ′ =
(
cosθ+cosθ′,sinθ+ sinθ′

)
= 2cos

θ−θ′

2

(
cos

θ+θ′

2
,sin

θ+θ′

2

)

qui dirige clairement la première bissectrice. De même :

−→
u −−→

u ′ =
(
cosθ−cosθ′,sinθ− sinθ′

)
= 2sin

θ−θ′

2

(
−sin

θ+θ′

2
,cos

θ+θ′

2

)

qui dirige la deuxième.

3. Comme
(−→u +−→u ′) .

(−→u −−→u ′)=
∥∥−→u

∥∥2 −
∥∥−→u ′∥∥2 = 0, les deux bissectrices sont perpendiculaires.

Exercice 2.14 ♥♥
Dans le plan, on considère trois pointsA, B et C non-alignés. Une droiteD coupe les droites(BC), (AC) et (AB) enA′,
B′ et C′ respectivement. ParA′ on mène les parallèles à(AB) et (AC) qui coupent respectivement aux pointsE et F la
parallèle à(BC) menée parA. Montrer que les droites(B′E) et (C′F) sont parallèles.
Indication 2.8 : Le problème est indépendant du repère choisi, à vous donc de choisir un bon repère...

Solution : Faire un dessin !

– Choix du repère : R = (A,
−→
AB,

−→
AC). Dans ce repère,A

∣∣∣∣
0

0
, B

∣∣∣∣
1

0
, C

∣∣∣∣
0

1
. CommeB′ est sur la droite(AC), il existeb ∈ R

tel queB′
∣∣∣∣
0

b
. De même, il existec ∈R tel queC′

∣∣∣∣
c

0
.

– Équation cartésienne de la droiteD = (B′C′) : un pointM
∣∣∣∣
x

y
est sur cette droite si et seulement sidet(

−−→
B′M,

−−→
B′C′) = 0,

c’est-à-dire (B′C′) : bx +c y −bc = 0 .

– On calcule de même l’équation de la droite(BC) et l’on trouve (BC) : x + y −1 = 0 .

– Coordonnées deA′
∣∣∣∣
x

y
: puisqueA′ est sur la droite(B′C′) et sur (BC), ses coordonnées vérifient le système

{
x + y = 1

bx +c y = bc
. On en tire A′

∣∣∣∣∣∣∣

c(1−b)

c −b
b(1−c)

b −c

. On remarque que le cas oùb = c correspond à une droiteD parallèle

à (BC) ce qui est exclu par l’énoncé.

– Équation cartésienne de la droiteD′, parallèle à (BC) passant parA : on trouve D′ : x + y = 0 .

– Coordonnées deE : il existeλ ∈ R tel queE = A′+λ
−→
AB, c’est-à-dire





x =
c(1−b)

c −b
+λ

y = b(1−c)

b −c

. PuisqueE ∈D′, x + y = 0

et on en tire queE

∣∣∣∣∣∣∣

b(1−c)

c −b
b(1−c)

c −b

.

– Coordonnées deF : de la même façon, en écrivantF= A′+λ
−−→
AC′, on trouve queF

∣∣∣∣∣∣∣

c(1−b)

c −b

−c(1−b)

c −b

.

– Pour montrer que(B′E) et (C′F) sont parallèles, calculons
−−→
B′E

∣∣∣∣∣∣∣

b(1−c)

c −b
b(b −1)

c −b

et
−−→
C′F

∣∣∣∣∣∣∣

c(1−c)

c −b

−c(1−b)

c −b

. Ensuite, calculons le

déterminant det(
−−→
B′E,

−−→
C′F) = 1

(c −b)2

[
−bc(1−c)(1−b)−bc(b−1)(1−c)

]
= 0 après simplifications.

Le résultat est montré.
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Exercice 2.15 ♥♥
On considère un pointAλ

∣∣∣∣
λ

0
de l’axe(Ox) et un pointBλ

∣∣∣∣
0

a −λ
de l’axe(Oy).

1. Écrire l’équation cartésienne de la médiatrice du segment [AλBλ].

2. Montrer que lorsqueλ varie, cette médiatrice passe toujours par un point fixe.

Solution :

1. SoitM
∣∣∣∣
x

y
. Le pointM appartient à la médiatrice de[Aλ,Bλ] si et seulement sid(Aλ,M) = d(Bλ,M), c’est-à-dire si

et seulement si(x −λ)2 + y2 = x2 +
(
y −a +λ

)2. Ceci amène l’équation cartésienne

Dλ : 2λx +2(λ−a)y −2λa +a2 = 0

2. On remarque que le pointC

∣∣∣∣
a/2

a/2
appartient à toutes les droitesDλ.

Exercice 2.16 ♥♥
On considère dans le plan euclidien un triangle équilatéral(ABC). On choisit un repère orthonormé d’origine le milieu

de[AB], avec le vecteur
−→
i =

−→
AB

‖−→AB‖
dans lequelA

∣∣∣∣
−a

0
et B

∣∣∣∣
a

0
aveca > 0.

1. Déterminer les coordonnées du pointC.

2. Écrire les équations cartésiennes des droites(AC) et (BC).

3. Montrer que siM est un point intérieur au triangle, la somme des distances deM à chaque côté du triangle est
constante.

4. Retrouver ce résultat en partitionnant le triangleABC en trois triangles dont on déterminera les aires grâce au
déterminant.

Solution :

1. SiC

∣∣∣∣
0

c
, on calcule‖−→AC‖2 = c2 +a2 qui doit valoir‖−→AB‖2 = 4a2 d’où l’on tire c =

p
3a et doncC

∣∣∣∣
0p
3a

.

2. SoitM
∣∣∣∣
x

y
un point de la droite(AC). Il doit vérifier det(

−−→
AM,

−→
AC) = 0, d’où l’on tire

(AC) :
p

3ax −ay +
p

3a2 = 0

et de même

(BC) :
p

3ax +ay −
p

3a2 = 0

3. Soit un pointM
∣∣∣∣
x

y
intérieur au triangle. La distance deM à la droite(AB) vaut y (y Ê 0). Appliquons la formule

du cours pour calculer la distance deM à la droite(AC) :

d(M, AC) = |
p

3ax −ay +
p

3a2|
p

3a2 +a2
=

p
3x − y +

p
3a

2

On a utilisé que le pointM était à droite de la droite(AC) pour enlever la valeur absolue. De même,

d(M,BC) = |
p

3ax +ay −
p

3a2|
p

3a2 +a2
= −

p
3x − y +

p
3a

2

La somme des trois distances est constante et vaut
p

3a.
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4. SiU, V et W sont trois points du plan, on noteraAUVW l’aire du triangleUVW. On a :

d (M,(AB))+d (M,(BC))+d (M,(CA))

=

∣∣∣det
(−−→
AM,

−→
AB

)∣∣∣
∥∥∥−→AB

∥∥∥
+

∣∣∣det
(−−→
BM,

−→
BC

)∣∣∣
∥∥∥−→BC

∥∥∥
+

∣∣∣det
(−−→
CM,

−→
CA

)∣∣∣
∥∥∥−→CA

∥∥∥
= A1 +A2 +A3

oùA1 est l’aire du parallélogramme porté par les vecteurs
−−→
AM et

−→
AB, A2 est l’aire du parallélogramme porté par

les vecteurs
−−→
BM et

−→
BC et A3 est l’aire du parallélogramme porté par les vecteurs

−−→
CM et

−→
CA. MaisA1 = 2AMAB,

A2 = 2AMBC etA3 = 2AMCA. Donc :

d (M,(AB))+d (M,(BC))+d (M,(CA)) = 2(AMAB +AMBC +AMCA) = 2AABC

ce qui prouve que la somme des trois longueurs est constante.

Exercice 2.17 ♥♥
Dans le plan, on considère un triangle(ABC) et on noteI le milieu du segment[BC]. Une droite passant parI coupe
les droites(AB) enD et (AC) enE. Déterminer le lieu des points d’intersection des droites(BE) et (CD).

Solution : On se place dans le repère(A,
−→
AB,

−→
AC). Danc ce repère

1. le pointI a comme coordonnéesI

∣∣∣∣
1/2

1/2

2. la droite passant parD admet comme équation cartésienne :(y −1/2) =λ(x−1/2) avecλ 6= 0 (puisque cette droite
n’est pas parallèle à(AB) ni à (AC).

3. les coordonnées des pointsD et E sontD
∣∣1/2−1/2λ , E

∣∣∣∣
0

1/2−λ/2

4. la droite(BE) admet comme équation cartésienne :(1−λ)x +2y = 1−λ

5. la droite(CD) admet comme équation cartésienne :2λx + (λ−1)y = λ−1.

6. l’intersection de ces deux droites est formée du point :M

∣∣∣∣∣∣∣

λ−1

λ+1

−
λ−1

λ+1

=

∣∣∣∣∣∣∣

1− 2

λ+1

−1+
2

λ+1

(les deux droites ne sont pas

parallèles lorsqueλ 6= −1).

7. Le pointM est sur la droite d’équationx + y = 0. L’applicationλ 7→ λ−1

λ+1
étant une bijection deR \ {0} vers

R \ {−1,1}, on trouve tous les points de cette droite sauf ceux d’abscisse1 et−1.

Exercice 2.18 ♥♥
On considère dans le plan euclidien un triangle isocèle(ABC) avecAB= AC. On considère un pointD qui varie sur le

segment[AB] et un pointE sur le segment[BC] tels queD′E = 1

2
BC où D′ est le projeté orthogonal deD sur(BC). Par

le pointE, on mène la perpendiculaire à la droite(DE). Montrer que cette droite passe par un point fixeI.

Solution : On choisit le repère orthonormé tel queA

∣∣∣∣
0

a
, B

∣∣∣∣
−b

0
et C

∣∣∣∣
b

0
. NotonsD′

∣∣∣∣
λ

0
, on a alorsE

∣∣∣∣
λ+b

0
. On détermine

l’équation cartésienne de la droite(AB) : ax −by +ab = 0 , les coordonnées du pointD : D

∣∣∣∣∣∣

λ
aλ+ab

2

puis l’équa-

tion cartésienne de la perpendiculaire enE : −bx + aλ+ab

b
y +b(λ+b) = 0 . On peut voir cette équation comme un

polynôme enλ :

λ
[
b + ay

b

]
+

[
b(b − x)+ay

]
= 0
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Il suffit d’annuler le coefficient deλ et le coefficient constant pour voir que cette droite passe toujours par le point

I

∣∣∣∣
0

−b2/a
.

Exercice 2.19 ♥♥
Dans le repère canonique du plan, on considère deux points sur les axesA

∣∣∣∣
λ

0
et B

∣∣∣∣
0

a −λ
. On noteC le point tel que

(OACD) soit un rectangle. On noteDλ la perpendiculaire à la droite(AB) passant parC. Montrer que la droiteDλ passe
par un point fixe à déterminer lorsqueλ varie.

Solution : C

∣∣∣∣
λ

a −λ
. Pour obtenir l’équation cartésienne deDλ, on traduit

−−→
CM.

−→
BA = 0 et l’on trouve

Dλ : λx + (λ−a)y −2aλ+a2 = 0

que l’on peut écrire comme un polynôme enλ :

λ(x + y −2a)+ (−ay +a2)= 0.

En considérant le pointI

∣∣∣∣
x

y
avecx et y qui annulent les deux coefficients de ce polynôme, on trouve le point fixe I

∣∣∣∣
a

a
.

Exercice 2.20 ♥♥
Déterminer l’intersection des droitesD1 et D2 :

D1

{
x = 2t −1

y = −t +2
t ∈R D2

{
x = t +2

y = 3t +1
t ∈R

Solution :

1. On prend deux paramètres distinctst et u et on égale les abscisses et ordonnées pour obtenir le système :{
2t −1 = u+2

−t +2 = 3u+1
d’où

{
2t −u = 3

−t −3u = −1
d’où −7u = 1 et u = −1

7
. On en déduitu = −1

7
+2 = 13

7
et

y =−3

7
+1 = 4

7
.

2. ~u(2,−1) est vecteur directeur deD1, donc~n(1,2) est vecteur normal deD1. Donc une équation cartésienne deD1

est x +2y = k. k est déterminé en écrivant que (pourt = 0) M(−1,2) ∈ D1 soit k = −1+2×2 = 3. Maintenant

on traduit : un point deD2 vérifie cette équation deD1 : t +2+2(3t +1) = 3 soit t = −1

7
et on conclut comme

ci-dessus.
Moralité : L’intersection de deux objets géométriques se traite bien lorsqu’un est défini en paramétrique et l’autre
par équation cartésienne.

2.7.3 Géométrie du triangle

Exercice 2.21 ♥♥ Centre du cercle circonscrit d’un triangle et médiatrices
SoientA, B, C trois points non alignés du planP . Montrer que les médiatrices du triangleABC sont concourantes en
un pointO centre du cercle circonscrit au triangle :

1. En utilisant la définition et les propriétés de la médiatrice d’un segment.

2. En effectuant des calculs dans un repère bien choisi.

Solution :

1. La médiatrice du segment[AB] admet comme vecteur normal
−→
AB, celle du segment[AC] admet comme vecteur

normal
−→
AC. Les pointsABC étant non alignés, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaireset donc ces deux médi-

atrices ne peuvent être parallèles. Elles se coupent alors en un point qu’on noteraO. On a :OA = OB = OC. On
déduit de ces égalités queO est le centre du cercle circonscrit àABC et queO est élément de la médiatrice de
[BC]. Par conséquent, les trois médiatrices du triangles sont concourantes enO.
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2. On peut aussi proposer la solution calculatoire suivante. On peut choisir un bon repère orthonormé dans lequel

les coordonnées deA, B etC sontA
∣∣∣∣
a

0
, B

∣∣∣∣
b

0
, C

∣∣∣∣
0

c
. Les milieux des côtés du triangle ont pour coordonnées,A′

∣∣∣∣
b/2

c/2
,

B′
∣∣∣∣
a/2

c/2
, C′

∣∣∣∣
(a +b)/2

0
. Les perpendiculaires issues respectivement deC′, B′ et A′ ont pour équations cartésiennes :

x = a +b

2
, −ax +c y + a2 −c2

2
= 0, −bx +c y + b2 −c2

2
= 0

et on vérifie qu’elles passent par le pointI

∣∣∣∣
(a +b)/2

c/2+ab/2c
.

Exercice 2.22 ♥♥ Centre de gravité et médianes d’un triangle
SoientA, B, C trois points non alignés du planP . SoientG l’isobarycentre deABC.

1. SoitI le milieu de[BC]. Montrer que
−→
AG= 2

3

−→
AI. En déduire queG est élément de la médiane deABC issue deA.

2. En déduire que les médianes du triangleABC sont concourantes enG.

Solution :

1. CommeG est l’isobarycentre deABC, on a :
−→
GA+−→

GB+−→
GC = −→

0 . Utilisant la relation de Chasles, on en tire :
−→
GA+−→

GA+−→
AI+−→

IB+−→
GA+−→

AI+−→
IC =−→

0 c’est-à-dire :3
−→
GA+2

−→
AI =−→

0 d’où la relation annoncée. La médiane issue de
A étant la droite(AI), il est alors clair queG est élément de cette médiane.

2. On démontrerait de même que, siJ désigne le milieu de[AC] et K celui de[AB] :
−→
BG = 2

3

−→
BJ et

−→
CG = 2

3

−→
CK. Le

pointG appartient donc à la médiane deABC issue deB et celle issue deC. Les trois médianes deABC sont donc
concourantes enG.

Exercice 2.23 ♥♥ Centre du cercle inscrit à un triangles et bissectrices
SoientA, B, C trois points non alignés du planP . Montrer que les trois bissectrices intérieures du triangle ABC sont
concourantes en un pointK du plan et ce que ce point est centre du cercle inscrit àABC (c’est à dire le cercle tangent
aux trois côtés du triangle).

Solution : NotonsdA, dB et dC les bissectrices intérieures deABC issues respectivement deA, B et C. Les pointsA,
B et C n’étant pas alignés,dA et dB ne sont pas parallèles et se coupent en un pointK du plan. Par définition d’une
bissectrice, on a :d (K,(AB)) = d (K,(AC)) = d (K,(AB)) = d (K,(BC)). Par conséquent,d (K,(CA)) = d (K,(CB)) et K est
élément de la bissectrice issue deC. On en déduit que les trois bissectrices intérieures deABC sont concourantes en
K. NotonsKA, KB, KC les projetés orthogonaux deK sur respectivement(BC), (AC) et (AB), on a :d (K,(AB)) = KKC ,
d (K,(AC)) = KKB et d (K,(BC)) = KKA. D’après ce qui a été fait précédemment, on peut affirmer que ces trois longueurs
sont égales :KKA = KKB = KKC. Le pointK est donc le centre du cercleC circonscrit au triangleKAKBKC. Il reste à
montrer que les trois côtés du trianglesABC sont tangents à ce cercle. CommeKA est le projeté orthogonal deK sur
(BC), la droite(BC) est perpendiculaire à un rayon du cercleC et est donc tangente àC . On fait de même avec les
droites(AC) et (AB) et on montre queC est bien le cercle inscrit àABC.

Exercice 2.24 ♥♥ Orthocentre d’un triangle
SoientA, B, C trois points non alignés du planP .

1. En exprimant chacun des vecteurs de l’expression ci dessous au moyen de vecteurs d’origineA, montrer que
pour tout pointM deP on a :

−→
AB.

−−→
CM+−→

BC.
−−→
AM+−→

CA.
−−→
BM = 0.

2. Montrer que la hauteur issue deA dans le triangleABC et celle issue deB ne sont pas parallèles. On noteraH le
point d’intersection.

3. Montrer que
−→
AB.

−−→
CH = 0. En déduire que les hauteurs du triangleABC sont concourantes. Le point de concours

estl’orthocentredu triangle.
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Solution :

1. SoitM un point du plan.

−→
AB.

−−→
CM+−→

BC.
−−→
AM+−→

CA.
−−→
BM = −→

AB.
(−→
CA+−−→

AM
)
+

(−→
BA+−→

AC
)

.
−−→
AM+−→

CA.
(−→
BA+−−→

AM
)

=
(−→
AB+−→

BA
)

.
−−→
AM+

(−→
AC+−→

CA
)

.
−−→
AM+

(−→
AB+−→

BA
)

.
−→
CA

= 0

2. La hauteur issue deA admet comme vecteur normal
−→
BC et celle issue deB le vecteur

−→
AC. Les pointsABC n’étant

pas alignés ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et les deux hauteurs ne peuvent donc être parallèles. Elles
sont donc sécantes en un point qu’on noteraH.

3. Utilisant l’égalité établie dans la première question avecM = H et le fait queH est à l’intersection des hauteurs
issues deA et deB, on obtient :

−→
AB.

−−→
CH = 0. On en déduit queH est élément de la hauteur issue deC et que les

trois hauteurs deABC sont concourantes enH.

Exercice 2.25 ♥♥ Droite d’Euler d’un triangle
Dans un triangleABC non équilatéral et non aplati, on considère l’orthocentreH, le centreO du cercle circonscrit et
le centre de gravitéG.

1. Exprimer
−−→
OG en fonction de

−→
OA,

−→
OB et

−→
OC.

2. Soit−→v = 3
−−→
OG−−−→

OH. Montrer que−→v est orthogonal à
−→
AB.

3. En déduire que
−−→
OH = 3

−−→
OG.

La droite passant par ces trois points est appelédroite d’Eulerdu triangleABC.

Solution :

1. CommeG est l’isobarycentre deA, B et C, par la relation de Chasles, on obtient :
−−→
OG = 1

3

(−→
OA+−→

OB+−→
OC

)
.

2. On appelleI le milieu de[AB]. Il vient :

−→
v .

−→
AB =

(
3
−−→
OG−−−→

OH
)

.
−→
AB

=
(−→
OA+−→

OB+−→
OC−−−→

OH
)

.
−→
AB

=
(−−→
HC+−→

OA+−→
OB

)
.
−→
AB

= −−→
HC.

−→
AB︸ ︷︷ ︸

=0

+
(−→
OA+−→

OB
)

.
−→
AB car

−−→
HC dirige la hauteur issue deB

=
(−→
OI+−→

IA+−→
OI+−→

IB
)

.
−→
AB

= 2
−→
OI.

−→
AB car

−→
IA=−−→IB

= 0 car
−→
OI dirige la médiatrice du segment[AB]

3. En effectuant le même calcul, on pourrait montrer que−→
v .

−→
AC = 0. Par conséquent, le vecteur−→

v est à la fois
orthogonal à

−→
AC et

−→
AB. Mais le triangleABC n’étant pas plat, ceci n’est possible que si−→

v = −→
0 , c’est-à-dire

seulement si
−−→
OH = 3

−−→
OG. Le triangle n’étant pas équilatéral, on en déduit que les pointsO, G et H sont alignés. La

droite portant ces trois points est appeléedroite d’Euler du triangleABC.

Proposons une preuve calculatoire de cette propriété :

Dans un repère orthonormé adapté, les coordonnées deA, B et C sont A

∣∣∣∣
a

0
, B

∣∣∣∣
b

0
, C

∣∣∣∣
0

c
, le centre de gravité a pour

coordonnéesG

∣∣∣∣
(a +b)/3

c/3
, les trois hauteurs ont pour équation cartésienne

x = 0, −bx +c y +ab = 0, −ax +c y +ab = 0

d’où le point d’intersection des hauteurs :H

∣∣∣∣
0

−ab/c
. Pour trouver le centre du cercle circonscrit, on peut chercher
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l’intersection des médiatrices ou résoudre‖−→ΩA‖2 = ‖−→ΩB‖2 = ‖−−→ΩC‖2 ce qui donneΩ
∣∣∣∣

(a +b)/2

c/2+ab/2c
. On calcule ensuite

det(
−−→
HG,

−−→
HΩ) =

∣∣∣∣
(a +b)/3 (a +b)/2

c/3+ab/c c/2+3ab/2c

∣∣∣∣= 0

ce qui montre que ces trois points sont alignés.

Exercice 2.26 ♥♥ Formules des sinus, d’Al-Kashi, de Heron
Dans le plan orienté, on considère un triangleABC non aplati de sens direct (c’est-à-dire qu’on passe du pointA au
pointB, et du pointB au pointC en tournant dans le sens direct) . On note :a = BC, b = CA, c = AB, Â = �BAC, B̂ = �CBA,
Ĉ = �ACB etA l’aire deABC. On note aussiR le rayon du cercle circonscrit àABC, r le rayon du cercle inscrit àABC

et p = 1
2 (a +b +c) le demi-périmètre deABC.

1. Montrer quedet
(−→
AB,

−→
AC

)
= det

(−→
BC,

−→
BA

)
= det

(−→
CA,

−→
CB

)
= 2A

2. En déduire laformule des sinus:

a

sin Â
= b

sin B̂
= c

sin Ĉ
= abc

2A
= 2R.

3. Prouver lesformules d’Al-Kashi :

a2 = b2 +c2 −2bc cos Â, b2 = c2 +a2 −2ca cos B̂, c2 = a2 +b2 −2ab cos B̂

Ces formules généralisent la formule de Pythagore dans un triangle quelconque.

4. Déduire des deux dernières questions laformule de Héron :

A = 1

2
bc sin Â = abc

4R
=

√
p

(
p −a

)(
p −b

)(
p −c

)
= r p

Solution :

1. Chacun des3 déterminants est égal, le triangle étant direct, à2A .

2. Par définition du déterminant et utilisant les égalités précédentes, on a :
∥∥∥−→AB

∥∥∥
∥∥∥−→AC

∥∥∥sin Â =
∥∥∥−→BC

∥∥∥
∥∥∥−→BA

∥∥∥sin B̂=
∥∥∥−→CA

∥∥∥
∥∥∥−→CB

∥∥∥sin Ĉ = 2A

c’est-à-dire :
bc sin Â= ac sin B̂= ab sinĈ = 2A .

En divisant ces dernières égalités parabc, on obtient :

sin Â

a
= sin B̂

b
= sin Ĉ

c
= 2A

abc
.

Par ailleurs, si on noteI le milieu de[BC] etO le centre du cercle circonscrit àABC, l’angle inscrit�BAC intercepte
le même arc de cercle que l’angle au centre�BOC. Par conséquent :�BOC = 2�BAC = 2Â. Par ailleurs, comme
OB = OC, le triangleBOC est isocèle enO et BIO est rectangle enI. Dans ce dernier triangle, on peut écrire :
sinB̂OI = a

2R
, ce qui amène : a

sin Â
= 2R.

3. On a :

a2 =
∥∥∥−→BC

∥∥∥
2

= −→
BC.

−→
BC

=
(−→
BA+−→

AC
)

.
(−→
BA+−→

AC
)

= −→
BA.

−→
BA−2

−→
AB.

−→
AC+−→

AC.
−→
AC

=
∥∥∥−→BA

∥∥∥
2
−2

∥∥∥−→AB
∥∥∥
∥∥∥−→AC

∥∥∥cos �BAC+
∥∥∥−→AC

∥∥∥
2

= c2 −2bc cos Â+b2

On obtient les deux formules suivantes par permutations deslettresa, b et c.
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4. Les deux premières égalités découlent directement des résultats établis dans la seconde question . SiK désigne le
centre du cercle inscrit dans le triangleABC et siKA, KB, KC désignent respectivement l’intersection de ce cercle
avec les côtés[BC], [AC], [AB] deABC alorsKKA, KKB, KKC sont les hauteurs respectives des trianglesKBC, KAC

et KAB et ces hauteurs sont toutes de longueurr . Les aires de ces trois triangles sont donc respectivementar
2

, br
2

et cr
2 . Comme ces trois aires partitionnent celle du triangleABC, on a :A = ar

2 + br
2 + cr

2 = (a+b+c)r
2 = pr . Enfin,

on a :

A = 1

2
bc sin Â

= 1

2
bc

√
1−cos2 Â

= 1

2
bc

√(
1−cos Â

)(
1+cos Â

)

= 1

2
bc

√(
1− a2−b2−c2

2bc

)(
1+ a2−b2−c2

2bc

)
par application des formules d’Al-Kashi

=
1

4

√(
2bc −a2 +b2 +c2

)(
2bc +a2 −b2 −c2

)

= 1

4

√(
(b +c)2 −a2

)(
a2 − (b −c)2

)

=
1

4

√
((b +c)+a) ((b +c)−a) (a − (b −c)) (a + (b −c))

= 1

4

√
(−a +b +c) (a +b +c) (a −b +c) (a +b −c)

=
√

a+b+c

2

a+b+c−2a

2

a+b+c−2b

2

a+b+c−2c

2

=
√

p
(
p −a

)(
p −b

)(
p −c

)

Exercice 2.27 ♥♥
On considère un triangle(ABC). On noteA′, B′, C′ les symétriques respectifs des pointsA, B, C par rapport aux points
B, C, A. Quel rapport y a-t-il entre les aires des triangles(A′B′C′) et (ABC) ?

+

+

+

+

+ +

A′

B

A

C′

C

B′

FIGURE 2.18 – Exercice 2.27

Solution : L’aire d’un triangle(ABC) est la moitié de l’aire du parallélogramme
1

2
det(

−→
AB,

−→
AC). En notantA le double

de l’aire du triangleABC etA ′ le double de celle deA′B′C′, on calcule en utilisant la relation de Chasles :

A ′ = det(
−−→
A′B′,

−−→
A′C′)

= det(
−−→
A′B+

−−→
BB′,

−−→
A′A+

−−→
AC′)

= det(
−→
BA+2

−→
BC,2

−→
BA+−→

CA)

= det(
−→
AB,

−→
AC)+4det(

−→
BC,

−→
BA)−2det(

−→
CB,

−→
CA)

=A +4A +2A = 7A

L’aire du triangle(A′B′C′) vaut donc7 fois l’aire du triangle(ABC).

2.7.4 Cercle

Exercice 2.28 ♥
Déterminer le centre et le rayon des cercles d’équations cartésiennes :
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1. x2 + y2 −4x +4y −1 = 0 2. x2 + y2 −6x +8y +24 = 0

Solution :

1. x2 + y2 −4x+4y −1 = 0 ⇐⇒ (x −2)2 +
(
y +2

)2 = 9. Cette première équation est celle d’un cercle de centre(2,−2)

et de rayon3.

2. x2 + y2 −6x +8y +24 = 0⇐⇒ (x −3)2 +
(
y +4

)2 = 1 qui est l’équation d’un cercle de centre(3,−4) et de rayon1.

Exercice 2.29 ♥
SoientC le cercle de centreΩ(2;−1) et de rayon

p
5

2
et D la droite d’équation2x + y = 0. Déterminer les droites qui

sont tangentes àC et parallèles àD .

Solution : Un droiteD ′ parallèle àD a une équation cartésienne de la forme2x + y + c = 0 avecc ∈ R. Si de plusD ′

est tangente àC alorsd
(
ω,D ′) =

p
5/2 ce qui amène :|3+c|/

p
5 =

p
5/2 et donc :c = 1/2 ou c = 11/2. La droiteD ′

est donc celle d’équation cartésienne :2x + y +1/2 = 0 ou 2x + y +11/2 = 0 . Réciproquement, ces deux droites sont
solutions du problème.

Exercice 2.30 ♥♥
On considère le cercle d’équation

C : x2 + y2 + x −3y −3 = 0

et le pointA
∣∣∣∣

1

−2
. Une droite passant parA est tangente au cercleC au pointM. Calculer la longueurAM.

Solution : Le cercle est de centreΩ
∣∣∣∣
−1/2

3/2
et de rayonR où R2 = 11/2. Puisque

−−→
ΩM.

−−→
AM = 0, d’après le théorème de

Pythagore,AΩ2 = AM2 +R2. On en tireAM= 3.

Exercice 2.31 ♥♥
On considère le cercle d’équation

C : x2 + y2 +10x −2y +6 = 0

et la droite d’équation
D : 2x + y −7 = 0

Écrire les équations cartésiennes des tangentes au cercleC et parallèles à la droiteD.

Solution : Le cercle est de centreΩ
∣∣∣∣
−5

1
et de rayonR = 2

p
5. Une droite parallèle àD a pour équation cartésienne

Dt : 2x + y + t = 0

Cette droite est tangente au cercleC si et seulement sid(Ω,Dt )= R, c’est-à-dire si et seulement si|t−9| = 10. On trouve
deux valeurs det , t1 = 19 et t2 =−1, d’où les deux droites :

2x + y +19 = 0 et 2x + y −1 = 0

Exercice 2.32 ♥♥
On considère le cercle d’équation

C : x2 + y2 +4x −6y −17 = 0

et la droite d’équation
D : 5x +2y −13 = 0

Trouver l’équation cartésienne du diamètre deC perpendiculaire à la droiteD.
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Solution : Le cercleC a pour centreΩ
∣∣∣∣
−2

3
et pour rayonR =

p
30. Le diamètre passe parΩ et celui recherché ne peut

être verticale car il est perpendiculaire àD. Il a donc pour équation cartésienney −3 = m(x +2), c’est-à-dire

Dm : mx − y + (3+2m) = 0

Un vecteur normal àDm est−→nm

∣∣∣∣
m

−1
et un vecteur normal àD est−→n

∣∣∣∣
5

2
. Pour que les deux droites soient perpendiculaires,

il faut et il suffit que−→nm .
−→
n = 0, c’est-à-direm = 2/5. On trouve donc l’équation du diamètre :

2x −5y +19 = 0

Exercice 2.33 ♥♥
Tracer la courbe d’équationy =−3+

p
21−4x − x2

Solution : On doit avoir(y +3)2 = 21−4x − x2, c’est-à-dire

(x +2)2 + (y +3)2 = 25

On reconnaît un demi-cercle de centreΩ

∣∣∣∣
−2

−3
de rayonR = 5 situé au dessus de la droite d’équationy =−3.

Exercice 2.34 ♥♥
Déterminer les cercles de centreΩ

∣∣∣∣
3

−1
qui coupent la droite d’équation

D : 2x −5y +18 = 0

en deux pointsA, B avecAB= 6.

Solution : Il suffit de déterminer le rayon du cercle. En appelantH le projeté orthogonal deΩ surD et en utilisant le
théorème de Pythagore,

R2 =ΩH2 + (AB/2)2

On calculeΩH2 = 29, puisR2 = 38. L’équation du cercle est donc

(x −3)2 + (y +1)2 = 38

Exercice 2.35 ♥♥
Déterminer les équations de cercles tangents aux deux droites d’équation4x −3y +10 = 0, 4x −3y −30 = 0 et dont le
centre se trouve sur la droite d’équation2x + y = 0.

Solution : Si l’on noteΩ
∣∣∣∣

a

−2a
le centre du cercle, il faut qued(Ω,D1) = d(Ω,D∈), ce qui donne10a +10 =−10a +30

et l’on tire a = 1. On trouveΩ
∣∣∣∣

1

−2
et le rayon du cercle vaut4.

Exercice 2.36 ♥♥
On considère le cercle d’équation

C : x2 + y2 −6x +2y +5 = 0

Par le pointA
∣∣∣∣

4

−4
, on mène deux tangentes au cercle. Calculer la distanced entre les points de tangence.
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Solution : Le cercle est de centreΩ
∣∣∣∣

3

−1
, de rayonR =

p
5. Une droite passant parA est d’équationy +4 = m(x −4)

Dm : mx − y −4(m +1) = 0

En écrivant qued(Ω,Dm ) = R, on trouve une équation du second degré enm :

2m2 −3m −2 = 0

dont les racines sontm1 = 2 et m2 =−1/2. Commem1m2 =−1, les deux tangentes sont orthogonales, et en appelantC

et D les points de tangence,ΩCAD est un carré de diagonaled =
p

10 .

Exercice 2.37 ♥♥
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, déterminer lesdroites passant par l’origine, orthogonales et tangentes à

un cercle de centreΩ
∣∣∣∣
2

1
.

Solution : Les équations de deux droites passant par l’origine sont de la formey = mx et y = m′x. Pour que ces
deux droites soient orthogonales, il faut que1+mm′ = 0, c’est-à-direm′ =−1/m (m = 0 ou m′ = 0 correspondrait aux
deux axes qui ne sont pas solution du problème). Un cercle de centreΩ est tangent à ces deux droites si et seulement

si d2(Ω,Dm ) = d2(Ω,D−1/m) ce qu’on traduit par
(2m −1)2

m2 +1
= (2+m)2

m2 +1
, c’est-à-dire3m2 − 8m − 3 = 0, trinôme qui

possède les deux racinesm1 = 3 et m2 =−1/3. Les deux droites solutions sont de pente3 et−1/3.

Exercice 2.38 ♥♥
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère deux pointsA

∣∣∣∣
1

1
et B

∣∣∣∣
3

−1
.

1. Écrire l’équation cartésienne de la droite(AB).

2. On considère le cercle d’équation :
x2 + y2 −8x −10y +37 = 0

Déterminer la distance entre la droite(AB) et ce cercle.

Solution :

1. On trouve D : x + y −2 = 0 .

2. L’équation cartésienne réduite du cercle est

(x −4)2 + (y −5)2 = 4

C’est donc le cercle de centreΩ
∣∣∣∣
4

5
et de rayon2. La distance du centreΩ à la droite(AB) est donnée par :

d(Ω,D) =
|4+5−2|
p

12 +12
=

7
p

2
.

La distance du cercle à la droite est donc

d(D,D) = d(Ω,D)−R = 7−2
p

2

2
> 0

Exercice 2.39 ♥♥
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, pourλ> 0, on noteCλ le cercle de centre

∣∣∣∣
λ

0
tangent à l’axe(Oy) etΓλ

le cercle de centre
∣∣∣∣
λ

λ
tangent à l’axe(Ox). Déterminer les coordonnées des deux points d’intersection de ces cercles,

puis le lieu de ces points lorsqueλ varie.
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Solution :
Cλ : (x −λ)2 + y2 =λ2

Γλ : (x −λ)2 + (y −λ)2 =λ2

Un pointP

∣∣∣∣
x

y
appartient à ces deux cercles si ses coordonnées vérifient les deux équations. En formant la différence des

deux équations, on tirey =λ/2. En reportant dans la première équation, on trouve

4x2 −8λx +λ2 = 0

d’où x1 = (2+
p

3)λ

2
et x2 = (2−

p
3)λ

2
. d’où Pλ

λ

2

∣∣∣∣
2+

p
3

1
et Qλ

λ

2

∣∣∣∣
2−

p
3

1
. Les points décrivent les droites d’équations

y = (2+
p

3)x et y = (2−
p

3)x.

Exercice 2.40 ♥♥
Le plan est rapporté à un repère orthonorméR = (0,~ı ,~). On considère le pointA = (a, a) (a > 0).

1. On considère la famille des cerclesCt passant parA et O. On désigne part l’abscisse du centre deCt . Former
l’équation cartésienne deCt .

2. Le cercleCt coupe la droite(Ox) enO et un second pointKt . Former l’équation cartésienne de la tangenteDt

àCt enKt .

3. Déterminer en fonction det l’équation cartésienne de la normale àDt passant parA puis les coordonnées de la
projection orthogonaleHt deA surDt .

4. Reconnaître l’ensemble des pointsHt lorsquet varie.

Solution :

1. Commed(Ct ,0) = d(Ct , A), on trouve

(Ct : x2 + y2 −2t x +2(t −a)y = 0

On aurait pu partir également d’une équation cartésienne générale d’un cercle passant parO :

x2 + y2 +2αx +2βy = 0

et dire que le pointA appartenait à ce cercle.

2. Kt

∣∣∣∣
2t

0
, Ct

∣∣∣∣
t

a − t
, d’où l’équation cartésienne de la tangente :

−−−→
Ct Kt ·

−−−→
Kt M = 0 :

tX+ (t −a)Y−2t 2 = 0

3. Le vecteurnt

∣∣∣∣
t

t −a
est orthogonal à la droiteDt . On écrit

∣∣∣∣
X−a t

Y−a t −a

∣∣∣∣= 0 =⇒ (t −a)(X−a)− t(Y−a)= 0.

On trouve

Ht

∣∣∣∣
t +a

t

4. C’est la droite d’équationy = x −a.

Exercice 2.41 ♥♥
On considère le pointB= (a,0) du plan et un cercleC passant parB de centreP = (x0, y0).

1. Écrire l’équation deC .

2. On considère une droite passant parO d’équation

y = mx

Écrire une condition nécessaire et suffisante surm pour que cette droite soit tangente àC .
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3. Trouver l’ensemble des pointsP tels que les deux tangentes àC passant par l’origine soient orthogonales.

Solution :

1.
(x − x0)2 + (y − y0)2 = (x0 −a)2 + y2

0

2. Cette droite est tangente au cercle si et seulement sid(P,D) = R, ce qui donne

|y0 −mx0|p
1+m2

= (x0 −a)2 + y2
0

On trouve la condition
[a2 + y2

0 −2ax0]m2 −2x0 y0m + (x0 −a)2 = 0

3. Les deux pentesm1, m2 doivent vérifierm1m2 = 1, c’est à dire puisqu’elles sont racines d’une équation du second
degré :

(x0 −a)2

a2 + y2
0 −2am0

=−1

Après développement, on trouvex2
0 = y2

0 d’où

(x0 −2a)2 + y2
0 = 2a2

C’est le cercle de centre(2a,0) de rayon
p

2a.

Exercice 2.42 ♥♥ Droite de Simson d’un triangle

Dans le plan rapporté à un repère orthonorméR = (O,
−→
i ,

−→
j ), on considère un triangle(ABC) avecA

∣∣∣∣
0

a
, B

∣∣∣∣
b

0
et C

∣∣∣∣
c

0
,

(a,b,c 6= 0 et b 6= c).

1. Déterminer l’équation du cercleC circonscrit au triangle(ABC).

2. Écrire l’équation cartésienne de la droite(AB) et donner un vecteur−→n1 normal à cette droite.

3. Écrire l’équation cartésienne de la droite(AC) et donner un vecteur−→n2 normal à cette droite.

4. On considère un pointM

∣∣∣∣
x0

y0
du plan. On noteA′ le projeté orthogonal du pointM sur la droite(BC), B′ le projeté

orthogonal deM sur la droite(AC) et C′ le projeté orthogonal deM sur la droite(AB). Trouver les coordonnées
des pointsA′, B′, C′.

5. Montrer que les pointsA′, B′, C′ sont alignés si et seulement si le pointM se trouve sur le cercleC . Dans ce cas,
la droite portant les pointsA′, B′ , C′ et M estla droite de Simsondu triangleABC.

Solution :

1. L’équation d’un cercle est de la formex2+y2+αx+βy+γ= 0. En traduisant queA
∣∣∣∣
0

a
, B

∣∣∣∣
b

0
, C

∣∣∣∣
c

0
sont sur le cercle,

on trouve le système 



aβ+γ =−a2

bα+γ =−b2

cα+γ =−c2

En résolvant, on en tireα, β, γ et l’équation du cercle :

C : x2 + y2 − (b +c)x − a2 +bc

a
y +bc = 0

2. SiM

∣∣∣∣
x0

y0
, en notantA′ le projeté deM0 sur(BC), on a A′

∣∣∣∣
x0

0
. La droite(AC) a pour équation cartésienne :

(AC) : ax +c y −ac = 0
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et un vecteur normal à cette droite est−→n1

∣∣∣∣
a

c
. La droite(AB) a pour équation cartésienne

(AB) : ax +by −ab = 0

et un vecteur normal à cette droite est−→n2

∣∣∣∣
a

b
.

3. Par un calcul d’intersection (B′ = M0 +λ−→n1) et B′ ∈ (AC), on trouve queB′

∣∣∣∣∣∣∣∣

c(cx0 −ay0 +a2)

a2 +c2

a(−cx0 +ay0 +c2)

a2 +c2

.

De même, en notantC′ le projeté orthogonal deM0 sur(AB), on trouve queC′

∣∣∣∣∣∣∣∣

b(bx0 −ay0 +a2)

a2 +c2

a(−bx0 +ay0 +b2)

a2 +b2

4. Les trois pointsA′,B′,C′ sont alignés si et seulement sidet(
−−→
A′B′,

−−→
A′C′) = 0, c’est-à-dire si et seulement si après

calculs :

x2
0 + y2

0 − (b +c)x0 −
a2 +bc

a
y0 +bc = 0

c’est-à-dire si et seulement si le pointM est sur le cercle circonscrit au triangle(ABC).

Exercice 2.43 ♥♥
On considère deux cerclesC et C ′. Déterminer le lieu du milieu des pointsM ∈ C et M′ ∈ C ′ tels que les tangentes
aux cercles enM et M′ soient orthogonales.

Solution : Considérons le repère d’origine le centre du premier cercleet tel que le centre du deuxième cercle soitM

∣∣∣∣
a

0
.

L’équation des deux cercles est alors : {
C : x2 + y2 = r 2

C ′ : (x −a)2 + y2 = R2

le point M est d’affixez = r eiθ et le pointM′ d’affixe z ′ = a +Reiθ′ . Les tangentes enM et M′ sont dirigées par les

vecteurs−→u
∣∣∣∣
−sinθ

cosθ
et

−→
u′

∣∣∣∣
−sinθ′

cosθ′
. Les tangentes sont orthogonales si et seulement si

sinθsinθ′+cosθcosθ′ = sin(θ+θ′) = 0

c’est-à-direθ′ = kπ−θ. Alors le milieu de[MM′] a pour affixe :

Z = 1

2

[
a + r eiθ+Rei(kπ−θ)

]
= a

2
+

[ r + iεR

2

]
eiθ = a

2
+ρei(α+θ)

où ε=±1 et ( r + iεR

2

)
= ρeiα

Lorsqueθ varie entre0 et 2π, le pointP décrit le cercle de centre
∣∣∣∣
a/2

0
(milieu des centres des deux cercles) et de rayon

ρ= 1

2

p
r 2 +R2.

Exercice 2.44 ♥♥ Puissance d’un point par rapport à un cercle
SoitM un point etC un cercle de centreO. Une droite∆ passant parM coupeC en deux pointsA etB, éventuellement
confondus si∆ est tangente àC .
Démontrer queMA.MB ne dépend pas de la droite∆ choisie.
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Solution :

b

M
b

B′

b

A′

b
B

b
A

b

O

Soit I le milieu de[AB].

MA.MB =−−→
MA.

−−→
MB

=
(−→
MI+−→

IB
)

.
(−→
MI+−→

IA
)

= MI2 +−→
MI.


−→IA+−→

IB︸ ︷︷ ︸
~0


+−→

IA.
−→
IB

= MI2 − IA2

Maintenant, comme(OI) est la médiatrice de[AB],
on a : MI2 = MO2 + IO2 et IA2 = OI2 + OA2. D’où
MA.MB= MO2 + IO2 − (OI2 +OA2) = MO2 −R2.
Ce nombre s’appelle la puissance du pointM par rap-
port au cercleC .

Rappelons la méthode utilisée en classe de seconde :
Les trianglesMBA′ et MAB′ sont semblables. En effet ils ont l’angle�AMA′ en commun. De plus les angles�MBA′ et

�MB′A sont inscrits dans le même cercle et interceptent le même arc
⌢

A′A. Ils sont donc égaux.
On en déduit :

MA′

MA
= MB

MB′ d’où MA.MB= MA′.MB′.

L’inconvénient de cette méthode est qu’il faut distinguer tous les cas de figure :M à l’intérieur, à l’extérieur, sur le cercle
C . Triangles aplatis, etc.

Exercice 2.45 ♥♥
On considère dans le plan euclidien un cercle de centreΩ et de rayonR. SoitM un point du plan. On appellepuissance
deM par rapport au cercleC, le réel

πC(M)= ‖−−→ΩM‖2 −R2

a. On considère une droite passant parM et qui coupe le cercleC en deux pointsA et B. Montrer que

πC(M)=−−→
MA.

−−→
MB

b. On considère deux cercles non-concentriquesC etC′ et l’on appelleaxe radicall’ensemble des pointsM du plan
vérifiantπC(M) = πC(M′). Montrer que cet ensemble est une droite orthogonale à la droite joignant les centres
des cercles.

+

+

++

M

A

A′

B

Ω

FIGURE 2.19 – Exercice 2.45

Solution :

a. Introduisons le pointA′ symétrique deA par rapport àΩ. En utilisant que[AA′] est un diamètre, donc que
−→
BA.

−−→
BA′ = 0, calculons

−−→
MA.

−−→
MB =−−→

MA.(
−−→
MA′+

−−→
A′B)

=−−→
MA.

−−→
MA′

= (
−−→
MΩ+−→

ΩA).(
−−→
MΩ+

−−→
ΩA′)

= ‖MΩ‖2 +−−→
MΩ.(

−→
ΩA+

−−→
ΩA′)+−→

ΩA.
−−→
ΩA′

= ‖MΩ‖2 −R2

=πC(M)
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b. On se place dans un repère orthonormé dans lequel :

(C) : x2 + y2 = R2 (C′) : (x −d)2 + y2 = r 2

oùΩ

∣∣∣∣
0

0
etΩ′

∣∣∣∣
d

0
sont les centres des cercles de rayonR et r . On calcule

πC(M) =πC(M′) ⇐⇒ x2 + y2 −R2 = (x −d)2 + y2 − r 2

⇐⇒ 2d x = R2 +d2 − r 2

On trouve l’équation d’une droite orthogonale à(ΩΩ′).

Exercice 2.46 ♥♥
Par le sommetA d’un carréABCD, on mène une droite qui rencontre la droite(BC) en E et la droite(CD) en F.
Démontrer que la droite qui joint le pointF au milieu I du segment[BE] est tangente au cercle inscrit au carré et
rencontre la droite(DE) en un pointM situé sur le cercle circonscrit au carré.

A B

C

E

FD

I

M

FIGURE 2.20 – Exercice 2.46

Solution : On considère le repère orthonormé d’origine le centre du carré et d’axes parallèles aux axes du carré. Alors

A

∣∣∣∣
−a

−a
, B

∣∣∣∣
a

−a
, C

∣∣∣∣
a

a
, D

∣∣∣∣
−a

a
. On considère la droite qui passe parA,E,F. En notantm sa pente, son équation cartésienne est

y+a = m(x+a). On en déduit les coordonnées deE

∣∣∣∣
a

(2m −1)a
et F

∣∣∣∣∣

a(2−m)

m
a

. Puis les coordonnées deI
∣∣∣∣

a

(m −1)a
.

Ensuite l’équation cartésienne de la droite(FI) :

(FI) : m(m −2)x +2(1−m)y +a(m2 −2m +2) = 0

On calcule la distance de l’origine à cette droite :

d(O,(FI)) = a|m2 −2m +2|√
m2(m −2)2 +4(m −1)2

mais comme(m2 −2m +2)2 = m2(m −2)2 +4(1−m)2 = m4 −4m3 +8m2 −8m +4, on trouve que cette distance vauta

et par conséquent, la droite(FI) est bien tangente au cercle inscrit dans le carré. Cherchonsensuite les coordonnées du

pointM.
−→
DE

∣∣∣∣
2a

2(m −1)a
, M = D+λ

−→
DE d’où si M

∣∣∣∣
x

y
,

{
x = (2λ−1)a

y = [1+2(m −1)λ]
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CommeM ∈ (FI), on tireλ=− m2 −2

m2 −2m +2
et ensuite

M

∣∣∣∣∣∣∣∣

−
a(m2 −2)

m2 −2m +2

−a(m2 −4m +2)

m2 −2m +2

On vérifie ensuite qued(O,M)2 = 2a2.

Exercice 2.47 ♥♥
On considère un cercle de centreO et de rayon1. On considère un diamètre[AB] de ce cercle et un pointC sur le cercle
différent deA et deB et non situé sur la médiatrice de[AB]. On appelleD le point de la droite(AC) qui se projette
orthogonalement sur(AB) enO. La tangente au cercle au pointC coupe la droite(AB) en un pointP. Montrer que la
droite(AC), la perpendiculaire à[AB] issue deP et la perpendiculaire à(BD) issue deB sont concourantes.

+

+
+

+ +

+

A B

∆

C
D

I

P

Solution : On considère un repère orthonormal direct centré enO, d’axe(Ox) parallèle à[AB] tel queA

∣∣∣∣
−1

0
, B

∣∣∣∣
1

0
. Il

existeθ ∈ R tel queC

∣∣∣∣
cosθ

sinθ
. CommeC n’est pas situé sur la médiatrice de[AB], cosθ 6= 0. On calcule une équation

cartésienne de la droite(AC) dans ce repère et on trouve :

(AC) : sinθx − (cosθ+1)y + sinθ= 0

Puis on calcule les coordonnées deD

∣∣∣∣
0

tanθ/2
. La tangente enC au cercle a pour équation cartésienne

Tθ : cosθx + sinθy = 1

et on trouve les coordonnées du pointP : P

∣∣∣∣
1/cosθ

0
. On noteI l’intersection de la perpendiculaire à(BD) passant par

B et de la perpendiculaire à(AB) passant parP : I= B+λ−→n où−→n
∣∣∣∣
tanθ/2

1
est orthogonal au vecteur

−→
BD. En utilisant que

xI = 1/cosθ, on trouve que

I

∣∣∣∣
1/cosθ

tanθ

Il ne reste plus qu’à vérifier que ce point appartient à la droite (AC) :

sinθ

cosθ
− (cosθ+1)

sinθ

cosθ
+ sinθ= 0

Exercice 2.48 ♥♥
Soient[AB] et [PQ] deux diamètres d’un cercleC . Par le pointA on mène la parallèle à(PQ) qui rencontre au pointC
le cercle et enI la droite joignant le pointQ au symétriqueP′ deP par rapport à(AB). Soit H le point de rencontre de
la droite(AQ) et de la perpendiculaire à(AB) menée par le pointI. Montrer que les pointsP, C et H sont alignés.
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++

+

+

+

+ +A
B

P

Q P′

C

I

H

FIGURE 2.21 – Exercice 2.48

Solution : On choisit un repère orthonormé en sorte queA

∣∣∣∣
−1

0
, B

∣∣∣∣
1

0
, P

∣∣∣∣
cosθ

sinθ
, Q

∣∣∣∣
−cosθ

−sinθ
, P′

∣∣∣∣
cosθ

−sinθ
. On chercheC sous

la formeC = A+λ
−→
OP

∣∣∣∣
−1+λcosθ

λsinθ
avecλ ∈R. Commex2

C + y2
C = 1, on trouveλ= 2cosθ et finalementC

∣∣∣∣
cos(2θ)

sin(2θ)
.

On cherche ensuite les coordonnées deI = A+λ
−→
OP avecyI =−sinθ ce qui donneλ=−1 et I

∣∣∣∣
−(1+cosθ)

−sinθ
. Cherchons

ensuite les coordonnées deH = A +λ
−→
QA. PuisquexH = xI, on trouve queλ = cosθ

1−cosθ
et ensuite H

∣∣∣∣∣∣

−(1+cosθ)
sinθcosθ

1−cosθ

.

Puisque

−−→
HQ

∣∣∣∣∣∣

cosθ(2cosθ+1)

sinθcosθ
1−2cosθ

1−cosθ

−→
HP

∣∣∣∣∣∣

2cosθ+1

sinθ
1−2cosθ

1−cosθ

on voit que ces deux vecteurs sont colinéaires et donc les trois pointsP, Q, H sont alignés.

2.7.5 Coordonnées polaires

Exercice 2.49 ♥
Déterminer l’équation polaire d’un cercleC de centre

(
α,β

)
et de rayonR > 0.

Solution : Une équation cartésienne deC est :(x −α)2 +
(
y −β

)2 = R2, ce qui donne, passant en coordonnées polaires{
x = r cosθ

y = r sinθ
: r 2 −2r

(
αcosθ+βsinθ

)
= R2 −α2 −β2 .

Exercice 2.50 ♥
Déterminer une équation normale et une équation polaire desdroites d’équation cartésienne :

1. y =
p

3x 2. x + y +2 = 0 3. x +
p

3y −1 = 0

Solution :
1. L’équation normale de la droite d’équationy =

p
3x est

p
3

2 x − 1
2 y = 0. Si (r,θ) est un couple de coordonnées

polaires pour
(
x, y

)
, on a :

{
x = r cosθ

y = r sinθ
et r

p
3

2 cosθ− 1
2 r sinθ = 0, ce qui amène :r cos π

3 +θ = 0 c’est-à-dire

θ= π
3 [π] .

2. De la même façon, l’équation normale de la droite d’équation x + y +2 = 0 est
p

2
2 x +

p
2

2 y +
p

2 = 0, ce qui s’écrit
encore :x cos π

4
+ y sin π

4
+
p

2 = 0. On a donc :r cos
(
π
4
−θ

)
=−

p
2. Une équation polaire de la droite est alors :

r =
p

2

cos
(
π− π

4 +θ
) , c’est-à-dire :r =

p
2

cos
(

3π
4 +θ

)
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3. Par la même méthode, on trouve pour l’équation normale1
2 x +

p
3

2 y − 1
2 = 0 et pour l’équation polaire

r = 1

2cos
(
π
3 −θ

) .

Exercice 2.51 ♥
Déterminer une équation normale et une équation polaire de la droite passant parA(1,0) et B(3,2).

Solution : Le vecteur
−→
AB= (2,2) dirige (AB) donc une équation cartésienne de(AB) est de la formex + y + c = 0 avec

c ∈ R. CommeA est élément de cette droite,c =−1 et (AB) : x + y −1 = 0. Une équation normale de la droite est doncp
2

2
x+

p
2

2
y =

p
2

2
. Si (r,θ) est un couple de coordonnées polaires pour

(
x, y

)
, on a :

p
2

2
r cosθ+

p
2

2
r sinθ=

p
2

2
c’est-à-dire

r (cosπ/4cosθ+ sinπ/4sinθ) =
p

2
2

et donc r =
p

2

2cos(θ−π/4)

Exercice 2.52 ♥
Déterminer une équation polaire des cercles suivants donnés par leur équation cartésienne. En déduire leur centre et
leur rayon :

1. x2 + y2 −3x −3y = 0 2. x2 + y2 −
p

12x +2y = 0

Solution :

1. En passant en coordonnées polaires, l’équation devient :r 2 − 3r (cosθ+ sinθ) = 0 ce qui s’écrit aussi :

r = 3(cosθ+ sinθ) ou r = 3
p

2
(p

2
2 cosθ+

p
2

2 sinθ
)
, c’est-à-dire :r = 3

p
2cos

(
θ− π

4

)
. Son centre admet donc

comme coordonnées polaires
(

3
p

2
2

, π
4

)
, c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes :

(
3
2

, 3
2

)
et son rayon vaut :

3
p

2
2 .

2. De la même façon, on prouve que :r = 4cos
(
θ− π

6

)
est une équation polaire du second cercle. Son rayon est

donc2 et son centre admet comme coordonnées polaires
(
2, π6

)
c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes :(p

3,1
)

Exercice 2.53 ♥♥
Dans le plan, on considère un cercleC et un pointO de ce cercle. Déterminez l’ensemble des projections orthogonales
du pointO sur les tangentes au cercleC .

Solution :

1. Choix du repère. NotonsΩ le centre du cercle. Considérons le repère orthonormé direct R = (O,
−→
i ,

−→
j ) avec

−→
i = OΩ

‖OΩ‖
. Dans ce repère,Ω

∣∣∣∣
R

0
et l’équation du cercleC s’écrit

(x −R)2 + y2 = R2

2. Soitθ ∈ [0,2π] et Mθ

∣∣∣∣
a +Rcosθ

Rsinθ
un point du cercle. L’équation cartésienne de la tangente aupoint Mθ au cercle

s’écrit
(Tθ) : cosθ(x −R)+ sinθy = R

NotonsHθ la projection orthogonale du pointO sur la droiteTθ. Puisque le vecteur−→n
∣∣∣∣
cosθ

sinθ
dirige la normale

en Mθ, Hθ = O+λ−→n . Comme le pointH appartient à la droiteTθ, on trouveλ = R(1+ cosθ), on obtient les
coordonnées polaires du pointHθ :

ρ= R(1+cosθ)

On reconnaît unecardioïde(voir la section 6.3.3 page 246).
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2.7.6 Lignes de niveaux

Exercice 2.54 ♥♥
Soient deux points distincts du planA et B et soitk un réel. Étudier l’ensemble des pointsM du plan tels queMA2 −
MB2 = k.
Indication 2.8 : On pourra considérerI le milieu de[AB].

Solution : On a la série d’équivalences :

MA2 −MB2 = k

⇐⇒
(−−→
MA−−−→

MB
)

.
(−−→
MA+−−→

MB
)
= k

⇐⇒ −−→AB.


2

−→
MI+ −→

IA+−→
IB︸ ︷︷ ︸

=−→0 carI est le milieu de[AB]


= k

⇐⇒ −→
AB.

−→
IM = k

2

et, appliquant le cours,M est élément de la droite normale à
−→
AB passant par le pointP tel que :

−→
IP = α

−→
AB

2
∥∥∥−→AB

∥∥∥
.

Exercice 2.55 ♥♥
SoientA et B deux points du plan non nécessairement distincts et soit un réelk. Étudier l’ensembleCk des pointsM
du plan tels que

−−→
MA.

−−→
MB = k.

Solution : Si A et B sont confondus, alors l’égalité
−−→
MA.

−−→
MB = k s’écrit

∥∥∥−−→AM
∥∥∥

2
= k et Ck est le cercle de rayon

p
k et

de centreA si k > 0, Ck est réduit au pointA si k = 0 et Ck =∅ si k < 0. Supposons queA et B sont distincts. SoitI le
milieu de[AB]. On a la série d’équivalences :

−−→
MA.

−−→
MB= k

⇐⇒
(−→
MI+−→

IA
)

.
(−→
MI+−→

IB
)
= k

⇐⇒ −→
MI.

−→
MI+−→

MI.


 −→

IA+−→
IB︸ ︷︷ ︸

=−→0 carI est le milieu de[AB]


+−→

IA.
−→
IB= k

⇐⇒
∥∥∥−→MI

∥∥∥
2
−

∥∥∥−→IA
∥∥∥

2
= k

⇐⇒
∥∥∥−→MI

∥∥∥
2
= k +

∥∥∥−→IA
∥∥∥

2

Par conséquent, notantR = k +
∥∥∥−→IA

∥∥∥
2
, Ck est le cercle de centreI et de rayon

p
R si R > 0 , Ck = {I} si R = 0 etCk =∅ si

R < 0.

Exercice 2.56 ♥♥
SoientA et B deux points distincts du plan,−→u et−→v deux vecteurs distincts de plan. Déterminer les pointsM du plan
tels que :

−−→
AM ·−→u =−−→

BM ·−→v .

Solution : On a :

−−→
AM ·−→u =−−→

BM ·−→v
⇐⇒ −−→

AM ·−→u =
(−→
BA+−−→

AM
)
·−→v

⇐⇒ −−→
AM ·

(−→
u −−→

v
)
=−→

BA ·−→v

Posonsα=−→
BA ·−→v et−→w =−→

u −−→
v . Appliquant le cours, l’ensemble des pointsM du plan vérifiant

−−→
AM ·−→u =−−→

BM ·−→v est la
droite de vecteur normal−→w passant par le pointP tel que :

−→
AP = α

−→
w

‖−→w‖ .
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Exercice 2.57 ♥♥
SoientA et B deux points distincts du plan et−→u un vecteur non nul. Déterminer les pointsM tels que

−→u .
−−→
AM+−→u .

−−→
BM = 0.

Solution : NotonsI le milieu de[AB].

−→
u .

−−→
AM+−→

u .
−−→
BM = 0

⇐⇒ −→
u ·

(−→
AI+−→

IM
)
+−→

u ·
(−→
BI+−→

IM
)
= 0

⇐⇒ −→
u ·−→IM = 0 carI est le milieu de[AB]

Par conséquent l’ensemble recherché est la droite de vecteur normal−→u passant parI. Remarquons que cette exercice est
un cas particulier du précédent dans le cas où−→

v =−−→u .

Exercice 2.58 ♥♥
SoientA et B deux points distincts du plan et−→u un vecteur non nul. Déterminer les pointsM tels que

det (−→u ,
−−→
AM)+det(−→u ,

−−→
BM) = 0.

Solution : NotonsI le milieu de[AB].

det(
−→
u ,

−−→
AM)+det(

−→
u ,

−−→
BM) = 0

⇐⇒ det
(−→

u ,
−→
AI+−→

IM
)
+det

(−→
u ,

−→
BI+−→

IM
)
= 0

⇐⇒ det
(−→

u ,
−→
IM

)
= 0 carI est le milieu de[AB]

et l’ensemble recherché est la droite dirigée par−→
u et passant parI.
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Chapitre 3
Géométrie élémentaire de l’espace

Pour bien aborder ce chapitre

De la même façon que dans le chapitre consacré à la géométrie plane 2, ce chapitre a pour vocations de vous familiariser
avec le calcul algébrique et de vous donner des représentations pour les objets étudiés dans les chapitres 23 et 24 d’algèbre
linéaire.
Là encore, on pourra passer dans une première lecture les démonstrations qui ne sont pas marquées par un♥ et se
focaliser sur les autres parties.

3.1 Préambule

Dans tout ce chapitre on noteraE l’ensemble des points de l’espace etV l’ensemble des vecteurs de l’espace.

De la même façon que dans le plan, on peut additionner les vecteurs de l’espace ainsi que les multiplier par des scalaires
réels. Pour résumer l’ensemble des propriétés de cette addition et de cette multiplication, qui sont les mêmes que pour les
vecteurs du plan, on dit que le triplet(V ,+, .) possède une structure d’espace vectoriel surR.

3.1.1 Combinaisons linéaires de vecteurs, droites et plansdans l’espace

DÉFINITION 3.1 ♥ Droite vectorielle, droite affine

– Soit−→u un vecteur non nul de l’espace. On appelledroite vectorielle engendrée (ou dirigée) par−→u l’ensembleD des
vecteursde l’espaces colinéaires à−→u :

D =
{−→

v ∈V | ∃λ ∈R :
−→
v =λ−→u

}

– SoientA un point et−→u un vecteur de l’espace. Ladroite affine passant par le pointA et de vecteur directeur−→u est
l’ensembleD despoints M de l’espace tel que les vecteurs

−−→
AM et−→u sont colinéaires :

D =
{

M ∈ E | ∃λ ∈R :
−−→
AM= λ−→u

}

Remarque 3.1 Se donnant deux points distinctsA et B de l’espace, la droite de l’espace passant par les pointsA et B

est la droite passant parA et dirigée par
−→
AB.

DÉFINITION 3.2 ♥ Combinaison linéaire de deux vecteurs
Soient−→u , −→v et−→w trois vecteurs de l’espace. On dit que−→

w estcombinaison linéairedes vecteurs−→u et−→v si et seulement
si il existe deux réelsα,β ∈R tels que−→w =α−→u +β−→w .

DÉFINITION 3.3 ♥ Plan Vectoriel, plan affine

– Soient−→u et−→v deux vecteursnon colinéairesde l’espaceV . On appelleplan vectoriel engendré (ou dirigé) par les
vecteurs−→u et−→v l’ensemble, notéP , des vecteursdeV qui sont combinaisons linéaires de−→u et−→v :

P =
{
α−→u +β−→v | α,β ∈R

}
.
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– Soient−→u et −→v deux vecteursnon colinéairesde l’espaceV et A ∈ E un point de l’espace. On appelleplan affine
engendré (ou dirigé) par les vecteurs−→u et−→v et passant parA l’ensemble, notéP, des pointsM deE tels que le

vecteur
−−→
AM est combinaison linéaire de−→u et−→v :

P =
{

M ∈ E | ∃
(
α,β

)
∈R

2 :
−−→
AM=α−→u +β−→v

}
.

Remarque 3.2
– Avec les notations précédentes :M est élément du plan affine passant parA et engendré par−→u et−→v si et seulement si

le vecteur
−−→
AM est élément du plan vectoriel engendré par−→

u et−→v : P .
– Le couple

(−→
u ,

−→
v

)
forme une base deP .

– Le triplet
(
A,−→u ,−→v

)
forme un repère deP.

– On peut aussi définir un plan affineP en se donnant trois points non alignésA, B et C deE . On définit le plan affine

passant par ces trois points comme étant le plan affine passant parA et engendré par les vecteurs
−→
AB et

−→
AC.

DÉFINITION 3.4 ♥ Vecteur normal
Un vecteur est ditnormal à un planP si et seulement si il est orthogonal à tous les vecteurs de ce plan.

Remarque 3.3
– Se donner un plan vectoriel revient à se donner un vecteur normal à ce plan.
– Se donner un plan affine revient à se donner un vecteur normalà ce plan et un point de ce plan.

3.1.2 Vecteurs coplanaires, bases

DÉFINITION 3.5 ♥ Vecteurs coplanaires
Trois vecteurs non nuls sontcoplanairessi l’un des trois est élément du plan engendré par les deux autres (ou ce qui

est équivalent si l’un de trois est combinaison linéaire desdeux autres).

Remarque 3.4 En prenant la négation de ce qui précède : trois vecteurs sontnon coplanaires si et seulement si on ne
peut écrire aucun des trois comme combinaison linéaire des deux autres (on dit qu’ils sont linéairement indépendants).

DÉFINITION 3.6 ♥ Base de l’espace
Un triplet de vecteurs deV : (−→u ,−→v ,−→w ) est unebasedeV si il est formé de trois vecteurs non coplanaires.

PROPOSITION3.1 ♥ Coordonnées d’un vecteur dans une base de l’espace
Soit (

−→
u ,

−→
v ,

−→
w ) une base deV . Tout vecteur−→x deV s’exprime comme une combinaison linéaire unique des3 vecteurs

−→
u ,

−→
v et−→w c’est-à-dire :

∀x ∈V , ∃!(α,β,γ) ∈R3 :
−→
x =α−→u +β−→v +γ−→w

Le triplet (α,β,γ) est appelécoordonnéesde−→x dans la base−→u ,
−→
v ,

−→
w ). On notera :

−→
x

∣∣∣∣∣∣

α

β

γ

ou−→
x



α

β

γ


 ou aussi−→x (α,β,γ)

Démonstration
– Soit P le plan engendré par−→u et −→v . Soit −→m0 le projeté du vecteur−→m sur P parallèlement à−→w . Il existe γ ∈ R tel que

−→
m = −→

m0 + γ−→w . Comme−→m0 est élément du plan engendré par−→
u et −→v , il existe (α,β) ∈ R2 tel que−→

m0 = α−→u + β−→v . Donc
−→
m = α−→u +β−→v +γ−→w .

– Ce triplet est unique : Si il existe un autre triplet(α′,β′ ,γ′) ∈R3 vérifiant−→m =α′−→u +β′−→v +γ′−→w alors(α−α′)−→u + (β−β′)−→v + (γ−
γ′)−→w =−→

0 . Supposons qu’un des trois :α−α′, β−β′, γ−γ′ ne soit pas nul, par exempleα−α′, alors

−→
u = β−β′

α−α′
−→
v + γ−γ′

α−α′
−→
w

et−→u est combinaison linéaire de−→v et−→w , et est donc élément du plan engendré par ces deux vecteurs, ce qui est contradictoire
avec notre hypothèse de départ. Le triplet(α,β,γ) est donc unique.
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DÉFINITION 3.7 ♥ Base orthogonale, orthonormale
Soit B(

−→
u ,

−→
v ,

−→
w ) une base deV . Si les vecteurs−→u ,

−→
v ,

−→
w sont deux à deux orthogonaux, on dit que la baseB est

orthogonale. Si ils sont de plus unitaires, on dit queB estorthonormale.

3.1.3 Orientation de l’espace, base orthonormale directe

Comme on l’a vu dans le chapitre 2, il est important, pour pouvoir définir certaines notions ou résoudre certains problèmes,
de savoir orienter l’angle formé par deux vecteurs donnés. Dans le cas du plan, il est facile de fixer cette orientation. Il
suffit de décider, entre le sens horaire et le sens trigonométrique, quel sera le sens positif. Dans le cas de l’espace, les
choses sont plus compliquées. Considérons deux vecteurs

−→
i et

−→
j de l’espace non colinéaires et nommonsP le plan

vectoriel qu’ils engendrent. Ce plan sépare l’espace en deux demi espacesE1 et E2. Supposons que chacune de ces deux
parties contient un « observateur » du planP nomméO1 pourE1 et O2 pourE2. Chacun de ces deux observateurs peut
orienter le planP mais le sens trigonométrique pourO1 correspond au sens horaire pourO2 et le sens horaire pourO1

correspond au sens trigonométrique pourO2. L’orientation d’un plan dans l’espace dépend donc de « la position d’où
on l’observe ». Nous allons tout d’abord expliquer ce que signifie orienter l’espacepuis nous en tirerons un procédé
permettant d’orienter les plans de l’espace.

~i ~j

~k ~i ~j

~k

direct indirect

FIGURE 3.1 – Trièdre direct, trièdre indirect

Il existe plusieurs règles mnémotechniques pour fixer une orientation de l’espace. Parmi celles ci, donnons celle dite «du
bonhomme d’ampère ».

Considérons(O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) un repère orthonormal de l’espace. SoientI, J et K des points deE tels que

−→
OI =−→

i ,
−→
OJ = −→

j ,
−→
OK =

−→
k . On considère un « observateur » placé les pieds enO, la tête enK et qui a le pointI devant lui.

Par convention, on dit que :

– le repère(O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) estdirect si l’observateur a le pointJ à sa gauche. On dit aussi que la base(

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) estdirecte.

– le repère(O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) estindirectsi l’observateur a le pointJ à sa droite. On dit aussi que la base(

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) estindirecte.

Choisir une orientation de l’espace, c’est choisir de travailler avec les repères directs, ou avec les repères indirects. Si on
fixe un repère dans l’espace, on choisit une orientation.

Remarque 3.5 Considérant une base de l’espaceB :
– Si on échange deux vecteurs deB, on change l’orientation deB.
– Si on échange un des vecteurs deB avec son opposé, on change l’orientation deB.
– Si on effectue une permutation circulaire sur les élémentsdeB on ne change pas son orientation.

DÉFINITION 3.8 ♥ Orientation d’un plan dans l’espace
Étant donnés un planP et un vecteur normal−→n à ce plan, il existe une unique orientation du planP telle que pour
toute base orthonormale directe(

−→
u ,

−→
v ) de ce plan, le triplet

(−→
u ,

−→
v ,

−→
n

)
forme une base orthonormale directe deE . On

dit que leplanP est orienté par−→n .
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x

y

z

~i ~j

~k

b
M

zM

xM

yM

FIGURE 3.2 – Coordonnées cartésiennes

3.2 Mode de repérage dans l’espace

3.2.1 Coordonnées cartésiennes

Définitions

DÉFINITION 3.9 ♥ Repère de l’espace
On dit que le quadrupletR

(
O,

−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
∈ E ×V 3 est unrepère de l’espaceE si et seulement si

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
est une base

deV . O est appelé origine du repèreR.
• Le repèreR est ditorthogonalsi et seulement si la base

(−→u ,−→v ,−→w
)

est orthogonale.
• Le repèreR est ditorthonormalsi et seulement si la base

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
est orthonormale.

PROPOSITION3.2 ♥ Coordonnées d’un point dans un repère cartésien
Soit R

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère cartésien de l’espace. SoitM ∈ E un point de l’espace. Il existe un unique triplet

(
α,β,γ

)
∈R3 tel que

−−→
OM =α

−→
i +β

−→
j +γ

−→
k . Ce triplet s’appelle les coordonnées deM dans le repèreR. On le note :

M

∣∣∣∣∣∣

α

β

γ

ou M



α

β

γ


 ou aussiM(α,β,γ)

Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 3.1

Remarque 3.6 La donnée d’un repèreR deE permet de construire l’application :

θ :





E −→ R3

M 7−→

∣∣∣∣∣∣

α

β

γ

où
(
α,β,γ

)
sont les coordonnées deM dansR. Cette application est bijective et permet d’identifierE etR3. De même,

on peut identifierV etR3.

Calcul algébrique avec les coordonnées
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PROPOSITION3.3 ♥ Calculs avec les coordonnées
SoitR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère cartésien de l’espace. Soient−→

u et
−→
u′ des vecteurs de coordonnées, dansR :

−→
u

∣∣∣∣∣∣

x

y

z

et
−→
u′

∣∣∣∣∣∣

x′

y ′

z ′

Soientα,α′ ∈R. Les coordonnées du vecteurα−→u +β
−→
u′ sont :

α−→u +β
−→
u′

∣∣∣∣∣∣

αx +βx′

αy +α′y ′

αz +α′z ′

Démonstration ♥ Par définition, on a :−→u = x
−→
i + y

−→
j +z

−→
k et

−→
u′ = x′

−→
i + y ′

−→
j +z′

−→
k . Par conséquent :

α−→u +β
−→
u′ =

(
αx +βx′

)−→
i +

(
αy +α′ y ′

)−→
j +

(
αz +α′z′

)−→
k

ce qui prouve le résultat.

Norme d’un vecteur, distance entre deux points dans un repère orthonormé

DÉFINITION 3.10 ♥ Norme d’un vecteur
Soit−→u un vecteur deV possédant

−→
AB comme représentant dansV où A,B ∈E . On appelle norme de−→u et on note

∥∥−→u
∥∥

la longueurAB.

PROPOSITION3.4 ♥ Expression de la norme d’un vecteur dans un repère orthonormal
SoitR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repèreorthonormalde l’espace et−→u un vecteur de coordonnées−→

u
(
x, y, z

)
dans la base associée

à ce repère. On a :
∥∥−→u

∥∥=
√

x2 + y2 + z2

Démonstration ♥ Soit M∈ E tel que
−−→
OM =−→

u . Soient :

• H le projeté orthogonal deM sur le plan horizontal :
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.

• I le point de(Ox) donné par :
−→
OI = x

−→
i .

• J le point de
(
Oy

)
donné par :

−→
OI = y

−→
j .

Par définition du projeté orthogonal, le triangleOMH est rectangle enH. De plus, comme le repèreR est orthonormal, le triangle
OIH est rectangle enI. Par application du théorème de Pythagore dans ce triangle,on a

OH2 = OI2 + IH2.

Par application du même théorème dans le triangleOMH, on a aussi

OM2 = OH2 +HM2.

Il vient alors

OM2 = OI2 + IH2 +HM2

= x2 + y2 +z2

d’où le résultat.

COROLLAIRE 3.5 ♥
SoientR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repèreorthonormalde l’espace,A

(
xA, yA, zA

)
et B

(
xB, yB, zB

)
des points de l’espace alors

AB=
√

(xB − xA)2 +
(
yB − yA

)2 + (zB − zA)2

Démonstration ♥ Les coordonnées du vecteur
−→
AB sont

−→
AB

∣∣∣∣∣∣

xB −xA

yB − yA

zB −zA

Si on applique à ce vecteur la formule précédente, on obtientle résultat escompté.
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3.2.2 Coordonnées cylindriques et sphériques

x

y

z

M

P

r

z

θ

(a) Coordonnées cylindriques

x

y

z

M

P

θ

ϕ
ρ

(b) Coordonnées sphériques

FIGURE 3.3 – Coordonnées cylindriques et sphériques

Multimédia : Animation: on déplace un point dans l’espace et on représente géométriquement
ses coordonnées cartésiennes et sphériques/cylindriques

DÉFINITION 3.11 ♥ Système de coordonnées cylindriques
Soient :
• R

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repèreorthonormalde l’espace

• M

∣∣∣∣∣∣

x

y

z

un point deE .

• P le projeté orthogonal deM sur le plan
(
Ox y

)
muni du repère orthonormalR0

(
P,
−→
i ,

−→
j

)
.

On appellesystème de coordonnées cylindriquesdeM par rapport àR tout triplet de réels(r,θ, z) tel que

−−→
OM = r−→u (θ)+ z

−→
k

où :
– (r,θ) est un système de coordonnées polaires pourP relativement àR0.
• r est le réel positif tel que

−→
OP = r

−→
u (θ)

• z est la cote deM dansR.

PROPOSITION3.6 ♥ Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnéescartésiennes
Soit R

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère orthonormal de l’espace,M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes

(
x, y, z

)

dansR et de coordonnées cylindriques par rapport àR (r,θ, z). On a :





x = r cosθ

y = r sinθ

z = z

Démonstration ♥ Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes
(
x, y, z

)
dansR. Soit P le projeté orthogonal de

M sur le plan horizontal
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
et

(
ρ,θ

)
un système de coordonnées polaires pourP par rapport au repère orthonormal direct

R0

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
. Avec−→u (θ) = cosθ

−→
i +sinθ

−→
j , on a

−→
OP = ρ−→u (θ) et :

−−→
OM = −→

OP+−−→
PM

= r
−→
u (θ)+z

−→
k

= r cosθ
−→
i + r sinθ

−→
j +z

−→
k

d’où le résultat.

DÉFINITION 3.12 ♥ Système de coordonnées sphériques
SoientR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repèreorthonormalde l’espace,M un point de l’espace etP son projeté orthogonal sur le plan

horizontal
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.
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On appellesystème de coordonnées sphériquesdeM par rapport àR tout triplet de réels
(
r,θ,ϕ

)
tel que :

• r =
∥∥∥−−→OM

∥∥∥.

•
(
ρ,θ

)
est un système de coordonnées polaires deP par rapport au repère orthonormal direct

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.

• ϕ estla mesure de l’angle
(à−→

k ,
−−→
OM

)
élément de[0,π].

ϕ est appelé lacolatitudedu pointM etθ la longitude.

Remarque 3.7

– θ étant une mesure de l’angle orienté
(
�−→
i ,

−→
OP

)
, il est défini modulo2π.

– L’angle
(−→

k ,
−−→
OM

)
n’est pas orienté car on n’a pas choisi d’orientation du plan(zOM). C’est pour cela que sa mesure

est donnée moduloπ.
– On utilise parfois la latitude :π2 −ϕ à la place de la colatitude.

PROPOSITION3.7 ♥ Lien entre les coordonnées sphériques et les coordonnées cartésiennes
SoientR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère orthonormal de l’espace,M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes

(
x, y, z

)

dansR et de coordonnées sphériques
(
r,θ,ϕ

)
. On a :





x = r sinϕcosθ

y = r sinϕsinθ

z = r cosϕ

Démonstration ♥ Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes
(
x, y, z

)
dansR et soitP le projeté orthogonal de

M sur le plan horizontal
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
. Soit

(
ρ,θ

)
un système de coordonnées polaires pourP par rapport au repère orthonormal direct

R0

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
et :−→u (θ) = cosθ

−→
i +sinθ

−→
j . On a :

−→
OP = ρ−→u (θ) et :

−−→
OM = r cosϕ

−→
k + r sinϕ−→u (θ)

= r cosϕ
−→
k + r sinϕcosθ

−→
i + r sinϕsinθ

−→
j

d’où le résultat.

Remarque 3.8 Si à la place de désigner la colatitude,ϕ désigne la latitude alors les formules précédentes deviennent :





x = r cosϕcosθ

y = r cosϕsinθ

z = r sinϕ

.

3.3 Produit scalaire

3.3.1 Définition

DÉFINITION 3.13 ♥ Produit scalaire
Soient−→u et−→v deux vecteurs deV . SoientO, A, B trois points deE tel que :

−→
OA=−→

u et
−→
OB =−→

v etP la plan contenant
ces3 points. On appelle produit scalaire de−→u et−→v leur produit scalaire dans le planP. En particulier, si−→u et−→v sont
non nuls, on a

−→
u .

−→
v =

(−→
u ,

−→
v

)
=

∥∥−→u
∥∥ .

∥∥−→v
∥∥ .cosθ

oùθ est une mesure de l’angle
(−→
OA,

−→
OB

)
dans le planP.

Remarque 3.9

– Cette définition ne nécessite pas de définir une orientationdans la planP et l’angleθ=
(−→
OA,

−→
OB

)
ne doit pas néces-

sairement être orienté. En effet, si on change l’orientation du plan, l’angleθ est changé en son opposé ce qui laisse
invariant son cosinus.

–
∥∥−→u

∥∥2 =−→
u .

−→
u .
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PROPOSITION3.8 ♥
Deux vecteurs non nuls deV sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Démonstration ♥ C’est une conséquence de la même propriété mais dans le plan.

3.3.2 Expression dans une base orthonormale

LEMME 3.9
Soient−→u et−→v deux vecteurs deV alors

−→u .−→v = 1

2

(∥∥−→u +−→v
∥∥2 −

∥∥−→u
∥∥2 −

∥∥−→v
∥∥2

)

Démonstration Soit P le plan vectoriel engendré par−→u et −→v . Le vecteur−→u +−→
v est élément deP . Les propriétés du produit

scalaire dans le plan permettent d’écrire ∥∥−→u +−→
v

∥∥2 =
∥∥−→u

∥∥2 +
∥∥−→v

∥∥2 +2−→u .−→v .

Le produit scalaire des deux vecteurs−→
u et −→v dans l’espace coïncide avec celui dans le planP . On obtient donc la formule

annoncée.

THÉORÈME 3.10 ♥♥♥ Expression du produit scalaire dans une base orthonormale
SoientR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère orthonormal de l’espace,

(
x, y, z

)
et

(
x′, y ′, z ′) les coordonnées respectives des vecteurs

−→
u et−→v deV dansR. On a

−→
u .

−→
v = xx′+ y y ′+ zz ′

Démonstration ♥ On a
∥∥−→u

∥∥2 = x2 + y2 +z2 et
∥∥−→v

∥∥2 = x′2 + y ′2 +z′2. Par ailleurs

∥∥−→u +−→
v

∥∥2 =
(
x +x′

)2 +
(

y + y ′
)2 +

(
z +z′

)2

= x2 +2xx′ +x′2 + y2 +2y y ′ + y ′2 +z2 +2zz′ +z′2.

Par application de la formule établie dans le lemme précédent, on obtient l’expression mentionnée pour le produit scalaire.

3.3.3 Propriétés du produit scalaire

PROPOSITION3.11 ♥ Symétrie du produit scalaire
[] Le produit scalaire estsymétrique: si −→u et−→v sont deux vecteurs deV alors :

−→
u .

−→
v =−→

v .
−→
u

Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. On peut aussi voir cette proposition comme une conséquence directe du
fait que le produit scalaire dans le plan est symétrique, voir proposition 2.10 page 71.

PROPOSITION3.12 ♥ Bilinéarité du produit scalaire
Le produit scalaire estbilinéaire. Ce qui signifie que pour tous vecteurs−→

u , −→u1, −→u2, −→v , −→v1, −→v2 deV et pour tous réels
λ1, λ2

−→u .(λ1
−→v1 +λ2

−→v2) =λ1
−→u .−→v1 +λ2

−→u .−→v2 et (λ1
−→u1 +λ2

−→u2).−→v =λ1
−→u1.−→v +λ2

−→u2.−→v

Démonstration C’est clair en passant en coordonnées.

PROPOSITION3.13
SoitB

(−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
une base orthonormale. Soit−→

u un vecteur deV de coordonnées
(
x, y, z

)
dansB. Alors

x =−→u .
−→
i y =−→u .

−→
j z =−→u .

−→
k

Démonstration Laissée en exercice...
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3.4 Produit vectoriel

3.4.1 Définition du produit vectoriel

−→
u

−→
v

−→
u ∧−→

v

FIGURE 3.4 – Produit vectoriel de deux vecteurs dans l’espace

DÉFINITION 3.14 ♥ Produit vectoriel
On suppose qu’on a choisi une orientation de l’espace. Soient −→u et−→v deux vecteurs deV . SoientP un plan de l’espace
contenant ces deux vecteurs et

−→
k un vecteur normalunitaire àP. Fixant

−→
k , on fixe une orientation deP. On appelle

produit vectorielde−→u et−→v le vecteur, noté−→u ∧−→
v ou−→

u ×−→
v , donné par

−→
u ∧−→

v = det(
−→
u ,

−→
v )

−→
k .

Remarque 3.10 fondamentaleIl y a deux choix possibles pour un vecteur normal unitaire àP :
−→
k ou−

−→
k . Le produit

vectoriel dépend donc à priori du choix fait au départ pour cevecteur normal.
Notons(−→u ∧−→

k

−→v ) le produit vectoriel construit en ayant choisi le vecteur
−→
k et (−→u ∧−

−→
k

−→v ) le produit vectoriel construit

en ayant choisi le vecteur−
−→
k . Notons aussidet−→

k
(
−→
u ,

−→
v ) le déterminant des vecteurs−→u et−→v dans le planP orienté par

−→
k et det−−→k (

−→
u ,

−→
v ) le déterminant des vecteurs−→u et−→v dans le planP orienté par−

−→
k .

En choisissant le vecteur−
−→
k à la place du vecteur

−→
k , on change l’orientation deP, et donc le signe de l’angle orienté

( �−→u ,−→v ) ainsi que le signe du déterminant du couple(−→u ,−→v ). Mais ce changement de signe est compensé par le changement
du vecteur

−→
k en le vecteur−

−→
k : (−→u ∧−→

k

−→v ) = det−→
k

(−→u ,−→v )
−→
k =−det−

−→
k

(−→u ,−→v )(−
−→
k ) = (−→u ∧−

−→
k

−→v ).

COROLLAIRE 3.14 ♥ Norme du produit vectoriel de deux vecteurs
Si −→u et−→v sont deux vecteurs deV :

∥∥−→u ∧−→
v

∥∥= |det(
−→
u ,

−→
v )| =

∥∥−→u
∥∥ .

∥∥−→v
∥∥ .

∣∣∣sin( �−→u ,
−→
v )

∣∣∣

Démonstration En utilisant la définition du déterminant de deux vecteurs dans le plan et si−→n est un vecteur normal unitaire à un
plan vectoriel contenant−→u et−→v , on obtient :

∥∥−→u ∧−→
v

∥∥=
∥∥det

(−→
u ,−→v

)−→
n

∥∥=
∣∣det

(−→
u ,−→v

)∣∣∥∥−→n
∥∥=

∣∣det
(−→

u ,−→v
)∣∣=

∥∥−→u
∥∥ .

∥∥−→v
∥∥ .

∣∣∣sin( �−→u ,−→v )
∣∣∣ .

Remarque 3.11

– |sin( �−→u ,
−→
v )| ne dépend pas de l’orientation choisie pour le planP contenant les deux vecteurs−→u et−→v .

– ||−→u ∧−→v || est l’aire du parallélogramme construit à partir des vecteurs−→u et−→v .

COROLLAIRE 3.15 ♥ Caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs via le produit vectoriel
Deux vecteurs deV sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul.

Démonstration Considérons un planP contenant ces deux vecteurs. Ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur
déterminant dans le planP est nul.

Remarque 3.12
– Soient

−→
i et

−→
j deux vecteurs orthogonaux (respectivement orthogonaux etunitaires) deV . Alors (

−→
i ,

−→
j ,

−→
i ∧−→

j ) forme
une base orthogonale (respectivement orthonormale) directe de l’espace.
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– La droite passant par le pointA et de vecteur directeur−→u est l’ensemble des pointsM du plan vérifiant

−−→
AM∧−→u =−→

0 .

3.4.2 Interprétation géométrique du produit vectoriel

Soient−→u et−→v des vecteurs deV et−→w =−→
u ∧−→

v . On obtient−→w à partir de−→u et−→v en composant :

1. La projection sur un planP orthogonal à−→u . L’image de−→v par cette projection est un vecteur−→v1 de norme
||−→v || |sin(

−→
u ,

−→
v )|. (Remarquons que cette dernière expression est indépendante de l’orientation de l’espace choisie).

2. La rotation d’angleπ
2

dans le planP orienté par le vecteur normal−→u qui transforme le vecteur−→v1 en un vecteur
−→
v2 de même norme que−→v1 et directement orthogonal à−→u et−→v

3. L’homothétie de rapport||−→u || qui transforme−→v2 en un vecteur−→v3 de norme||−→u || ||−→v || |sin(
−→
u ,

−→
v )| directement

orthogonal à−→u et−→v . −→v3 est donc par définition égal à−→u ∧−→
v .

3.4.3 Propriétés du produit vectoriel

PROPOSITION3.16 ♥ Le produit vectoriel est antisymétrique
Si −→u et−→v sont éléments deV alors

−→v ∧−→u =−−→u ∧−→v

Démonstration C’est une conséquence directe de l’antisymétrie du déterminant de deux vecteurs dans le plan.

Interlude

Lors d’une première lecture, on pourra passer directement àla proposition 3.22 page 123. Ce qui suit permet de démontrer
cette proposition mais n’est pas important pour la compréhension du chapitre.

DÉFINITION 3.15 Application linéaire dans l’espace
Soit f : V −→V . On dit quef estlinéairesi pour tout couple(−→u ,

−→
v ) deV 2 et tout réelλ,

f (−→u +−→v ) = f (−→u )+ f (−→v ) et f (λ−→u ) = λ f (−→u ).

PROPOSITION3.17 Caractérisation des applications linéaires
Soit f : V −→V . f est linéaire si et seulement si, pour tout couple(

−→
u ,

−→
v ) deV 2 et pour tout couple de réels(α,β)

f (α−→u +β−→v ) =α f (
−→
u )+β f (

−→
v ) .

Démonstration Laissée en exercice.

PROPOSITION3.18
Une application composée de deux applications linéaires est encore linéaire.

Démonstration Laissée en exercice.

DÉFINITION 3.16 Application bilinéaire
Une applicationf : V ×V −→ V est ditebilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses variables, ce qui signifie que
pour tout vecteurs−→u ,

−→
v deV :

– si on fixe−→u : f (
−→
u , .) :

{
V −→ V
−→v 7−→ f (−→u ,−→v )

est linéaire.

– si on fixe−→v : f (.,
−→
v ) :

{
V −→ V
−→
u 7−→ f (

−→
u ,

−→
v )

est linéaire.
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Quelques exemples d’applications linéaires fort utiles pour ce qui vient...

Soit−→u un vecteur deV . Soient(O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) une base orthonormale directe telle que

−→
i et−→u sont colinéaires et telle que

(
−→
j ,

−→
k ) est une base du plan orthogonale à−→

u .

PROPOSITION3.19
La projection orthogonalep sur le plan orthogonale à−→u est linéaire.

Démonstration Soient−→v et−→v ′ deux vecteurs deV de coordonnées respectives(x, y, z) et (x′, y ′, z′) dans(
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) alorsp(−→v )

est le vecteur de coordonnées(0, y, z) et p(
−→
v ′) est le vecteur de coordonnées(0, y ′ , z′). Comme−→v +−→

v ′ admet(x +x′ , y + y ′, z +z′)
comme coordonnées,p(−→v +−→

v ′) admet comme coordonnées(0, y + y ′, z + z′) qui sont aussi celles du vecteurp(−→v )+p(−→v ′). Par
conséquent,p(−→v )+p(−→v ′) = p(−→v +−→

v ′).
Soitλ un réel. Le vecteurλ−→v a pour coordonnées(λx,λy,λz). Les coordonnées dep(λ−→v ) sont donc(0,λy,λz) qui sont exactement
les coordonnées deλp(−→v ). Doncp(λ−→v ) =λp(−→v ).
On a prouvé quep est linéaire.

PROPOSITION3.20
La rotationr d’angleπ

2 dans le plan orienté(O,
−→
j ,

−→
k ) est linéaire.

Démonstration Les vecteurs de ce plan sont ceux de coordonnées(0, y, z). Soit−→v un vecteur de ce plan. L’image parr de−→
v

est le vecteur de coordonnées(0,−z, y). On prouve la linéarité de cette application en passant aux coordonnées, comme dans la
proposition précédente.

PROPOSITION3.21
Soit k un réel non nul. L’homothétiehk de rapportk, qui à un vecteur−→v deV associe le vecteurk−→v est linéaire.

Démonstration Soient−→v et
−→
v ′ deux vecteurs deV . On a

hk (−→v +
−→
v ′)= k(−→v +

−→
v ′) = k

−→
v +k

−→
v ′ = hk (−→v )+hk (

−→
v ′).

Si λ est un réel, on a aussi
hk (λ−→v ) = k(λ−→v ) =λhk (−→v )

ce qui prouve la linéarité deh.

Remarque 3.13
– En particulier l’homothétieh de rapportk =

∥∥−→u
∥∥ est linéaire.

– Cette proposition est une reformulation du théorème de Thalès.

Ces trois exemples vont nous permettre de démontrer que le produit vectoriel est bilinéaire.

COROLLAIRE 3.22 ♥ Le produit vectoriel est bilinéaire
L’application

ϕ :

{
V ×V −→ V

(
−→
u ,

−→
v ) 7−→ −→

u ∧−→
v

est bilinéaire. Autrement dit, pour tout vecteurs−→
u , −→u1, −→u2, −→v , −→v1, −→v2 deV et pour tout réelsλ1, λ2

−→
u ∧ (λ1

−→
v1 +λ2

−→
v2) =λ1

−→
u ∧−→

v1 +λ2
−→
u ∧−→

v2 et (λ1
−→
u1 +λ2

−→
u2)∧−→

v =λ1
−→
u1 ∧−→

v +λ2
−→
u2 ∧−→

v .

Démonstration Fixons−→u dansV . L’application :

θ−→u :

{
V −→ V
−→
x 7−→ −→

u ∧−→
x

est linéaire comme composée des trois applications linéairesp, r et h. Pour montrer queϕ est bilinéaire, il faut encore montrer

que, pour−→v fixé dansV et pour tout−→u ,
−→
u′ dansV etλ réel,

(−→u +
−→
u′)∧−→

v =−→
u ∧−→

v +
−→
u′ ∧−→

v et (λ−→u )∧−→
v = λ−→u ∧−→

v

Ces deux propriété découlent de l’antisymétrie du produit vectoriel et de la linéarité deθ−−→v . Par exemple pour la première égalité,
on procède ainsi

(−→u +
−→
u′)∧−→

v =−−→v ∧ (−→u +
−→
u′) = (−−→v )∧ (−→u +

−→
u′) = θ−−→v (−→u +

−→
u′)= θ−−→v (−→u )+θ−−→v (

−→
u′) =−−→v ∧−→

u −−→
v ∧

−→
u′ =−→

u ∧−→
v +

−→
u′ ∧−→

v

3.4.4 Expression dans une base orthonormale directe
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THÉORÈME 3.23 ♥♥♥ Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale
SoitB

(−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
une base orthonormale directe. Soient−→

u et−→v des vecteurs deV de coordonnées respectives
(
x, y, z

)

et
(
x′, y ′, z ′) dansB. Les coordonnées(X,Y,Z) de−→u ∧−→

v sont données par :

X =
∣∣∣∣

y y ′

z z ′

∣∣∣∣ Y =
∣∣∣∣

z z ′

x x′

∣∣∣∣ X =
∣∣∣∣

x x′

y y ′

∣∣∣∣

Autrement dit :

−→
u ∧−→

v

∣∣∣∣∣∣

y z ′− y ′z
zx′− z ′x
x y ′− x′y

Démonstration ♥ On a :
−→
u = x

−→
i + y

−→
j +z

−→
k et −→

v = x′
−→
i + y ′

−→
j +z′

−→
k .

Utilisant la bilinéarité du produit vectoriel et les relations

−→
i ∧−→

j =
−→
k

−→
j ∧−→

i =−
−→
k

−→
j ∧

−→
k =−→

i
−→
k ∧−→

j =−−→i
−→
k ∧−→

i =−→
j

−→
i ∧

−→
k =−−→j

−→
i ∧−→

i =−→
j ∧−→

j =
−→
k ∧

−→
k =−→

0

qui découlent du fait queB est une base orthonormale directe, on peut écrire :

−→
u ∧−→

v =
(
x
−→
i + y

−→
j +z

−→
k

)
∧

(
x′
−→
i + y ′

−→
j +z′

−→
k .

)

= xx′′
−→
i ∧−→

i +x y ′
−→
i ∧−→

j +xz′
−→
i ∧

−→
k

+yx′
−→
j ∧−→

i + y y ′
−→
j ∧−→

j + yz′
−→
j ∧

−→
k

+zx′
−→
k ∧−→

i +z y ′
−→
k ∧−→

j +zz′
−→
k ∧

−→
k

= x y ′
−→
k −xz′

−→
j

−yx′
−→
k + yz′

−→
i

+zx′
−→
j −z y ′

−→
i

=
(

yz′− y ′z
)−→

i +
(
zx′−z′x

)−→
j +

(
x y ′ −x′ y

)−→
k

ce qu’il fallait démontrer.

3.5 Déterminant ou produit mixte

3.5.1 Définition

DÉFINITION 3.17 ♥ Déterminant, produit mixte
Soient −→u , −→

v , −→
w trois vecteurs de l’espaceV . On appelledéterminantou produit mixte de ces trois vecteurs

le nombre réel, noté
[−→

u ,
−→
v ,

−→
w

]
ou det

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
, et donné par :

det
(−→u ,−→v ,−→w

)
=

(−→u ∧−→v
)

.−→w

3.5.2 Expression dans une base orthonormale directe

THÉORÈME 3.24 ♥♥♥ Expression du déterminant dans une base orthonormale directe
SoitB

(−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
une base orthonormale directe deV . Soient−→u , −→v , −→w trois vecteurs deV et soient

(
x, y, z

)
,
(
x′, y ′, z ′)

et
(
x′′, y ′′, z ′′) leurs coordonnées respectives dans cette base. Alors :

det
(−→u ,−→v ,−→w

)
=

∣∣∣∣∣∣

x x′ x′′

y y ′ y ′′

z z ′ z ′′

∣∣∣∣∣∣
= x′′

∣∣∣∣
y y ′

z z ′

∣∣∣∣− y ′′
∣∣∣∣

z z ′

x x′

∣∣∣∣+ z ′′
∣∣∣∣

x x′

y y ′

∣∣∣∣
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Démonstration ♥ Il suffit de calculer le produit mixte de ces trois vecteurs enutilisant les formules vues pour calculer le produit
scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs dans une base orthonormale directe.

Remarque 3.14

Le moyen mnémotechnique suivant, appelérègle de Sarrus, permet de calculer le déterminant de trois vecteurs assez
facilement en additionnant les produits formés le long des flèches bleues et en soustrayant ceux formés le long des flèches
rouges :

x x′ x′′

y y ′ y ′′

z z ′ z ′′

x x′ x′′

y y ′ y ′′

3.5.3 Propriétés du produit mixte

PROPOSITION3.25 ♥ Le produit mixte est antisymétrique
Soient−→u , −→v , −→w trois vecteurs deV .
• On change le signe du produit mixte de trois vecteurs en permutant deux de ces trois vecteurs :

det
(−→

v ,
−→
u ,

−→
w

)
=−det

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
(1)

det
(−→

u ,
−→
w ,

−→
v

)
=−det

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
(2)

det
(−→w ,−→v ,−→u

)
=−det

(−→u ,−→v ,−→w
)

(3)

• Le produit mixte est invariant par permutation circulaire

det
(−→u ,−→v ,−→w

)
= det

(−→v ,−→w ,−→u
)
= det

(−→w ,−→u ,−→v
)

(4)

On résume ces trois propriétés en disant que le produit mixteestantisymétrique.

Démonstration ♥
• Démontrons(1) :

det
(−→

v ,−→u ,−→w
)

=
(−→

v ∧−→
u

)
.−→w

=
(
−−→u ∧−→

v
)

.−→w par antisymétrie du produit vectoriel

= −
(−→

u ∧−→
v

)
.−→w

= −det
(−→

u ,−→v ,−→w
)

• Pour démontrer(4), il faut se placer dans une base orthonormale directe deV et calculer, dans cette base, en utilisant la formule
3.24, les trois déterminantsdet

(−→
v ,−→w ,−→u

)
, det

(−→
w ,−→u ,−→v

)
, det

(−→
u ,−→v ,−→w

)
et vérifier qu’ils sont égaux.

• Pour démontrer(2), on peut remarquer que d’après(4), det
(−→

u ,−→w ,−→v
)
= det

(−→
v ,−→u ,−→w

)
et appliquer(1).

• Enfin d’après(4) et (1), det
(−→
w ,−→v ,−→u

)
= det

(−→
v ,−→u ,−→w

)
=−det

(−→
u ,−→v ,−→w

)

PROPOSITION3.26 ♥ Le produit mixte est alterné
Soient−→u , −→v , −→w trois vecteurs deV . Si deux de ces trois vecteurs sont égaux alors le produit mixte de ces trois vecteurs
det

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
est nul.

Démonstration ♥ Partant de l’égalitédet
(−→

v ,−→u ,−→w
)
=−det

(−→
u ,−→v ,−→w

)
, si −→u =−→

v , on obtientdet
(−→

u ,−→u ,−→w
)
=−det

(−→
u ,−→u ,−→w

)
ce

qui amènedet
(−→

u ,−→u ,−→w
)
= 0.

DÉFINITION 3.18 Application trilinéaire
Une applicationϕ : V 3 →R est ditetrilinéaire si et seulement si :
• pour tout

(−→
u ,

−→
v

)
fixé dansV ×V , l’application :−→w 7→ϕ

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
est linéaire.

• pour tout
(−→v ,−→w

)
fixé dansV ×V , l’application :−→u 7→ϕ

(−→u ,−→v ,−→w
)

est linéaire.
• pour tout

(−→
u ,

−→
w

)
fixé dansV ×V , l’application :−→v 7→ϕ

(−→
u ,

−→
v ,

−→
w

)
est linéaire.
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PROPOSITION3.27 ♥
Le produit mixte est trilinéaire.

Démonstration
• Fixons

(−→
u ,−→v

)
dansV ×V et montrons que l’application :ϕ : −→w 7→ det

(−→
u ,−→v ,−→w

)
est linéaire. Soientα, α′ deux scalaires et−→w ,

−→
w ′ deux vecteurs deV . On a

ϕ
(
α−→w +α′−→w ′) = det

(−→
u ,−→v ,α−→w +α′−→w ′)

=
(−→

u ∧−→
v

)
.
(
α−→w +α′−→w ′)

= α
(−→

u ∧−→
v

)
.−→w +α′

(−→
u ∧−→

v
)

.−→w ′ par linéarité du produit scalaire

= αdet
(−→

u ,−→v ,−→w
)
+α′ det

(−→
u ,−→v ,−→w ′)

= αϕ
(−→

w
)
+α′ϕ

(−→
w ′)

• Fixons maintenant
(−→

u ,−→w
)

dansV ×V et montrons que l’applicationϕ : −→v 7→ det
(−→

u ,−→v ,−→w
)

est linéaire. Il suffit de remarquer
que pour tout−→v dansV , comme le produit mixte est antisymétrique,det

(−→
u ,−→v ,−→w

)
= −det

(−→
u ,−→w ,−→v

)
et que l’application

−→
v 7→ −det

(−→
u ,−→w ,−→v

)
est, d’après le premier point, linéaire.

• On montre la linéarité de−→u 7→ det
(−→

u ,−→v ,−→w
)

de la même façon.

3.5.4 Interprétation géométrique

THÉORÈME 3.28 ♥ Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul
Soient−→u , −→v , −→w trois vecteurs deV . Ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leurproduit mixte est nul.

Démonstration ♥ Si un des trois vecteurs−→u , −→v , −→w est nul, le résultat est clair. On suppose donc désormais qu’aucun de ces
trois vecteurs n’est nul.
⇒ Supposons que−→u , −→v , −→w sont coplanaires. Une des deux assertions suivantes est alors vraie :

1
−→
u et−→v sont colinéaires et on a donc−→u ∧−→

v =−→
0 ce qui entraine quedet

(−→
u ,−→v ,−→w

)
=

(−→
u ∧−→

v
)

.−→w = 0.

2
−→
u et −→v ne sont pas colinéaires et donc−→u ∧−→

v est un vecteur orthogonal au plan engendré par−→
u et −→v . Comme−→w est

élément de ce plan,−→u ∧−→
v est orthogonal à−→w et nécessairement :det

(−→
u ,−→v ,−→w

)
=

(−→
u ∧−→

v
)

.−→w = 0

⇐ Supposons quedet
(−→

u ,−→v ,−→w
)
= 0. Alors :

1 si −→u et−→v sont colinéaires, il est clair que−→u ,−→v ,−→w sont coplanaires...(ces trois vecteurs sont éléments du plan engendré
par−→u et−→w .

2 sinon,−→u ∧−→
v est un vecteur orthogonal au plan engendré par−→

u et−→v et comme
(−→

u ∧−→
v

)
.−→w = 0, −→w est aussi orthogonal

à−→
u ∧−→

v et est donc nécessairement élément de ce plan.

−→
u

−→
v

−→
w

FIGURE 3.5 – Interprétation du produit mixte

THÉORÈME 3.29 ♥ Interprétation du produit mixte en terme de volume
Soient−→u , −→v , −→w trois vecteurs deV . NotonsV le volume du parallélépipèdeP construit à partir de ces3 vecteurs. On
a :

V =
∣∣det

(−→u ,−→v ,−→w
)∣∣

Démonstration ♥ Si les trois vecteurs sont coplanaires, le résultat est évident. On suppose donc que ce n’est pas le cas. Soient
O, A, B et C des points de l’espace tels que−→u =−→

OA, −→v =−→
OB et−→w =−→

OC.
• Soit H le projeté orthogonal deC sur la droite dirigée par−→u ∧−→

v . OH est la hauteur du parallélépipèdeP . OH est donnée par :

OC
∣∣cos

(−→
u ∧−→

v ,−→w
)∣∣=

∥∥−→w
∥∥∣∣cos

(−→
u ∧−→

v ,−→w
)∣∣
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• Le parallélogramme formant la base deP est porté par les vecteurs−→u et−→v et son aireA est donnée par :
∣∣∥∥−→u

∥∥∥∥−→v
∥∥sin

(−→
u ,−→v

)∣∣=
∥∥−→u ∧−→

v
∥∥

Le volumeV deP est donc donné par :

V = A ×OH

=
∥∥−→u ∧−→

v
∥∥×

∥∥−→w
∥∥∣∣cos

(−→
u ∧−→

v ,−→w
)∣∣

=
∣∣(−→u ∧−→

v
)

.−→w
∣∣

=
∣∣det

(−→
u ,−→v ,−→w

)∣∣

3.6 Plans dans l’espace

3.6.1 Représentation paramétrique des plans

PROPOSITION3.30 ♥♥♥ Équation paramétrique d’un plan
SoitR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère de l’espaceE . Soient :A

(
xA, yA, zA

)
∈E , −→u

(
x−→

u , y−→u , z−→u
)

et−→v
(
x−→

v , y−→v , z−→v
)

deux vecteurs

deV . SoientM
(
x, y, z

)
un point de l’espace etP le plan affine passant parA et engendré par−→u et−→v . On a équivalence

entre :

1 M est élément deP

2 il existe
(
α,β

)
∈R2 tel que

−−→
AM =α−→u +β−→v .

3 il existe
(
α,β

)
∈R2 tel que : 




x = xA +αx−→u +βx−→v
y = yA +αy−→u +βy−→v
z = zA +αz−→u +βz−→v

Le système




x = xA +αx−→
u +βx−→

v

y = yA +αy−→u +βy−→v
z = zA +αz−→u +βz−→v

est uneéquation paramétriquedeP.

Démonstration SoitM
(
x, y, z

)
un point de l’espace. Supposons queM est élément du planP alors le vecteur

−−→
AM est combinaison

linéaire des vecteurs−→u et−→v . Autrement dit, il existe des scalairesα,β ∈ R tels que
−−→
AM = α−→u +β−→v . En récrivant cette égalité avec

des coordonnées, on obtient





x = xA +αx−→u +βx−→v
y = yA +αy−→u +βy−→v
z = zA +αz−→u +βz−→v

.

Réciproquement, si les coordonnées du pointM
(
x, y, z

)
vérifient le système précédentes, on montre que

−−→
AM = α−→u +β−→v et donc

queM ∈P .

3.6.2 Représentation cartésienne

Pour tout ce paragraphe, on fixe un repère orthonormal directR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
de l’espaceE .

PROPOSITION3.31 ♥
Soit P un plan affine deE Soit A un point deP et

(−→u ,−→v
)

un couple de vecteurs engendrantP. On a équivalence
entre :

1 le pointM est élément deP.

2 le produit mixtedet
(−−→
AM,

−→
u ,

−→
v

)
est nul.

Démonstration ♥ Si M ∈P alors
−−→
AM est combinaison linéaire de−→u et−→v et les vecteurs

−−→
AM, −→u , −→v sont coplanaires. On a alors

nécessairementdet
(−−→
AM,−→u ,−→v

)
= 0.

Réciproquement, sidet
(−−→
AM,−→u ,−→v

)
= 0 alors les vecteurs

−−→
AM, −→u , −→v sont coplanaires ce qui n’est possible que si le pointM est

dans le même plan que celui passant parA et engendré par−→u , −→v , c’est à direP (car−→u et−→v ne sont pas colinéaires par hypothèse).
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COROLLAIRE 3.32
SoientA

(
xA, yA, zA

)
, B

(
xB, yB, zB

)
, C

(
xC , yC, zC

)
trois points non alignés de l’espaceE . Alors M

(
x, y, z

)
∈E est élément

du plan affineP passant parA, B et C si et seulement si

∣∣∣∣∣∣

x − xA xB − xA xC − xA

y − yA yB − yA yC − yA

z − zA zB − zA zC − zA

∣∣∣∣∣∣
= 0

Démonstration Il suffit d’appliquer la proposition précédente à−→u = −→
AB et −→v = −→

AC et d’exprimer le produit mixte avec les
coordonnées de ces vecteurs.

PROPOSITION3.33 ♥♥♥ Équation cartésienne d’un plan

• Soit P un plan affine passant par un pointA
(
xA, yA, zA

)
de l’espaceE et admettant le vecteur−→n (a,b,c) comme

vecteur normal alors une équation cartésienne deP est

a (x − xA)+b
(
y − yA

)
+c (z − zA) = 0

• Réciproquement, l’ensemble des pointsM
(
x, y, z

)
vérifiant l’équationax+by +cz = d où a, b, c, d sont des réels et

où a, b, c ne sont pas tous nuls est un plan affine de vecteur normal−→
n (a,b,c) .

Démonstration
• M est élément deP si et seulement si

−−→
AM et−→n sont orthogonaux et donc si et seulement si

−−→
AM.−→n = 0. Exprimant cette dernière

égalité avec les coordonnées des vecteurs considérés, on retrouve la formule proposée.

• Si a 6= 0, posonsA
(
−d

a ,0,0
)

sinon, sib 6= 0, posonsA
(
0,−d

b
,0

)
sinon on a forcémentc 6= 0 et nous posonsA

(
0,0,−d

c

)
. Comme

le pointM
(
x, y, z

)
vérifie l"équationax +by +cz = d , on a

−−→
AM.−→n = 0 et doncM est un point du plan passant parA et de vecteur

normal−→n .

DÉFINITION 3.19 ♥ Équation normale d’un plan
Soit P un plan affine d’équationax +by +cz = d . Comme dit plus haut, le vecteur−→n (a,b,c) est un vecteur normal à
P. Si ce vecteur est de plus unitaire, c’est à dire si

∥∥−→n
∥∥2 = a2 +b2 +c2 = 1

alors l’équationax +by +cz = d est appelée équation normale deP.

Interprétation géométrique de l’équation normale

Soit P un plan etH le projeté orthogonal de l’origineO deR surP. Posons :−→u =
−−→
OH∥∥∥−−→OH

∥∥∥
. Considérons les3 angles non

orientés :

α=
(−→

i ,
−→
u

)
, β=

(−→
j ,

−→
u

)
et γ=

(−→
k ,

−→
u

)

On a donc

cosα=−→
i .
−→
u , cosβ=−→

j .
−→
u et cosγ=

−→
k .

−→
u

et−→u
(
cosα,cosβ,cosγ

)
. Comme−→u est unitaire, on a aussicos2α+cos2β+cos2γ= 1. Par ailleurs

M
(
x, y, z

)
∈P ⇐⇒ −−→

HM.
−→
u = 0

⇐⇒
(−−→
OM−−−→

OH
)

.−→u = 0

⇐⇒
(
x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k −h

−→
u

)
.
−→
u = 0 où h =

∥∥∥−−→OH
∥∥∥

⇐⇒ cosαx +cosβy +cosγz = h.

Cette dernière égalité forme une équation normale deP.
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Position relative de deux plans

L’espace est ici encore rapporté à un repère orthonormal directR
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
.

DÉFINITION 3.20 ♥ Plans parallèles
Deux plans de l’espace sontparallèlessi et seulement si ils admettent un vecteur normal non nul commun.

DÉFINITION 3.21 ♥ Plans perpendiculaires
Deux plans de l’espace sontperpendiculairessi et seulement si ils admettent des vecteurs normaux non nuls orthogo-
naux.

PROPOSITION3.34 ♥ Caractérisation de la perpendicularité ou du parallélismede deux plans à partir de leurs
équations cartésiennes respectives
SoientP etP ′ deux plans d’équations cartésiennes respectives

ax +by +cz = d et a′x +b′y +c ′z = d ′.

Les vecteurs−→n (a,b,c) et−→n ′ (a′,b′,c ′
)

sont donc, respectivement, des vecteurs normaux àP et àP ′.

1 Les plansP etP ′ sont parallèles si et seulement si il existe un réelλ 6= 0 tel que

a′ =λa, b′ = λb et c ′ = λc

2 Les plansP etP ′ sont confondues si et seulement si il existe un réelλ 6= 0 tel que

a′ =λa, b′ = λb, c ′ =λc et d ′ = λd

3 Les plansP etP ′ sont perpendiculaires si et seulement si

aa′+bb′+cc ′ = 0

Démonstration ♥
1 P et P ′ sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires ce qui est se traduit en termes de

coordonnées par les3 égalités ci dessus.

2 P etP ′ sont confondues si et seulement si, à la fois, ils sont parallèles et si ils ont un point communA
(
xA, yA, zA

)
. D’après

le point précédent, ceci est équivalent à

a′ =λa, b′ =λb, c′ =λc et axA +byA +czA −d = a′xA +b′ yA +c′zA −d ′ = 0

On obtient alors
(λa −a) xA + (λb −b) yA + (λc −c) zA −d +d ′ = 0

ou encore
(λ−1)

(
axA +byA +czA

)
−d +d ′ = 0

Et commeA est élément deP , on a aussi
(λ−1) d −d +d ′ = 0

Ce qui prouve qued ′ =λd

3 Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, c’est-à-dire si et seulement
si −→n .−→n ′ = 0, de quoi découle l’égalité à prouver quand on la transcrit encoordonnées.

PROPOSITION3.35 ♥
SoientP et P ′ deux plans de l’espace de vecteurs normaux respectifs−→

n et−→n ′. Si P et P ′ sont sécants alors leur
intersection est une droite de vecteur directeur−→

n ∧−→
n ′.

Démonstration ♥ Soit A un point de l’intersection des deux plansP etP ′.
Si le point M est élément deP ∩P ′ alors

−−→
AM est orthogonal à−→n et à−→

n ′. Par conséquent,
−−→
AM est colinéaire à−→n ∧−→

n ′ et M

appartient à la droite passant parA dirigée par−→n ∧−→n ′.
Réciproquement, supposons queM appartient à la droite passant parA dirigée par−→n ∧−→

n ′, alors le vecteur
−−→
AM est orthogonal à−→n

et à−→n ′. CommeA est élément des plansP etP ′, nécessairementM est élément deP etP ′ et donc deP ∩P ′.

3.6.3 Distance d’un point à un plan
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FIGURE 3.6 – Plans sécants dans l’espace

PROPOSITION3.36 ♥ Distance d’un point à un plan
SoitP un plan affine de vecteur normal−→

n . SoitM un point de l’espace etH son projeté orthogonal surP. On appelle
distance du pointM au planP la distanceMH. On la note :d (M,P). C’est la plus petite distance du pointM à un
point A deP :

∀A ∈P , d (M,P) = HM É AM.

Démonstration ♥ Soit A ∈ P . Le théorème de Pythagore appliqué dans le triangleAHM permet d’écrireAH2 +HA2 = AM2.
CommeHA2 Ê 0, on aMH2 É AM2 et doncMHÉ MA.

M

H

A

FIGURE 3.7 – Distance d’un point à un plan

Remarque 3.15 H est l’unique point deP tel que les vecteurs
−−→
MH et−→n sont colinéaires.

Deux méthodes de calcul de la distance d’un point à un plan

THÉORÈME 3.37 ♥ Quand le plan est donné par un point et deux vecteurs directeurs
Soit P un plan défini passant par un pointA, engendré par les vecteurs−→u et −→v et de vecteur normal−→n . Soit M un
point de l’espace. On a

d (M,P) =

∣∣∣−→n ·−−→AM
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥ =

∣∣∣
(−→

u ∧−→
v

)
·−−→AM

∣∣∣
∥∥−→u ∧−→

v
∥∥ =

∣∣∣det
(−→

u ,
−→
v ,

−−→
AM

)∣∣∣
∥∥−→u ∧−→

v
∥∥
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Démonstration ♥♥ Soit H le projeté orthogonal deM surP . Plaçons nous dans le plan défini par les pointsA, H et M. Soitθ

une mesure de l’angle non orienté
(−→

n ,
−−→
MA

)
. On aMH = AM · |cosθ| .

Par ailleurs

MH = AM · |cosθ| =

∥∥−→n
∥∥

∥∥∥−−→AM
∥∥∥ |cosθ|

∥∥−→n
∥∥ =

∣∣∣−→n ·−−→AM
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥

ce qui prouve la première formule. Pour la seconde, il suffit d’appliquer la première avec−→n =−→
u ∧−→

v qui est bien un vecteur normal
àP . Enfin, par définition, on sait que

(−→
u ∧−→

v
)
·−−→AM = det

(−→
u ,−→v ,

−−→
AM

)

THÉORÈME 3.38 ♥ Quand le plan est donné par une équation cartésienne
On rapporte le plan à un repère orthonormalR. SoientP un plan d’équation cartésienneax + by + cz +d = 0 et
M

(
xM, yM, zM

)
un point de l’espace. On a

d (M,P) =
∣∣axM +byM +czM +d

∣∣
p

a2 +b2 +c2

Démonstration ♥ Au regard de l’équation cartésienne deP le vecteur−→n (a,b,c) est normal pourP . On considère un point
A

(
xA, yA, zA

)
∈P . En utilisant la formule précédente, on obtient

d (M,P) =

∣∣∣−→n ·−−→AM
∣∣∣

∥∥−→n
∥∥

=
∣∣a (xM −xA)+b

(
yM − yA

)
+c (zM −zA)

∣∣
√

a2 +b2 +c2

=
∣∣axM +byM +czM −

(
axA +byA +czA

)∣∣
√

a2 +b2 +c2

=
∣∣axM +byM +czM +d

∣∣
√

a2 +b2 +c2

car commeA est élément deP , on aaxA +byA +czA =−d .

3.7 Droites dans l’espace

3.7.1 Représentation paramétrique

PROPOSITION3.39 ♥♥♥ Représentation paramétrique d’une droite
Soit R un repère orthonormal de l’espace. SoitD une droite passant par un pointA

(
xA, yA, zA

)
et de vecteur directeur

−→
u

(
x−→u , y−→u , z−→u

)
. Une équation paramétrique deD est :





x = xA + t x−→u
y = yA + t y−→u
z = zA + t z−→u

Démonstration Il s’agit d’une traduction en termes de coordonnées de l’égalité ∃λ ∈R : −→
v =λ−→u .

3.7.2 Représentation cartésienne

PROPOSITION3.40 ♥♥♥ Représentation cartésienne d’une droite
Soit R un repère orthonormal de l’espace. On se donne des réelsa,b,c,d et a′,b′,c ′,d ′ tels que les triplets(a,b,c) et(
a′,b′,c ′

)
sont non nuls et non proportionnels. L’ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient le système

(⋆)

{
ax +by +cz +d = 0

a′x +b′y +c ′z +d ′ = 0

est une droite de vecteur directeur−→n ∧−→
n ′ où−→

n (a,b,c) et−→n ′ (a′,b′,c ′
)
.

Réciproquement, toute droite admet au moins un système d’équations de ce type.

131



Démonstration Les triplets(a,b,c) et
(
a′,b′ ,c′

)
n’étant pas proportionnels, les vecteurs normaux au planP d’équationax+by+

cz+d = 0 etP ′ d’équationa′x+b′ y+c′z+d ′ = 0 ne sont pas colinéaires et ces deux plans ne sont pas parallèles. Leur intersection
forme donc une droite affine d’après la proposition 3.35. Un système d’équations cartésiennes pour cette droite est donné par le
système(⋆).
Réciproquement, siD est une droite affine dirigée par−→u ∈V et passant parA ∈ V , alors si on complète le vecteur−→v en un trièdre
direct

(−→
u ,−→v ,−→w

)
de l’espace, il est clair queD est l’intersection des plans passant parP

(
A,−→u ,−→v

)
et P

(
A,−→u ,−→w

)
. La droiteD

admet donc bien un système d’équations du type indiqué.

3.7.3 Distance d’un point à une droite

PROPOSITION3.41 ♥ Distance d’un point à une droite
Soit D une droite de l’espace passant par le pointP et de vecteur directeur−→u . Soit A un point de l’espace etH son

projeté orthogonal surD (H est l’unique point deD tel que les vecteurs
−→
AH et−→u sont orthogonaux). On appelledistance

deA à D la distanceAH. C’est la plus petite distance deA à un point deD . Elle est notéed (A,D).

Démonstration Voir la preuve de la proposition 3.36.

THÉORÈME 3.42 ♥
SoitD une droite de l’espace passant par le pointA et de vecteur directeur−→u . SoitM un point de l’espace. On a

d (M,D) =
∥∥∥−→u ∧−−→AM

∥∥∥

‖−→u ‖

Démonstration ♥ SoientH le projeté orthogonal deM sur la droiteD . Soitθ une mesure de l’angle non orienté
(−→
AH,

−−→
AM

)
. On

a : AH = AM |sinθ|. Par ailleurs, on a ∥∥∥−→u ∧−−→
AM

∥∥∥=
∥∥−→u

∥∥
∥∥∥−−→AM

∥∥∥ |sinθ|

d’où l’égalité.

3.7.4 Perpendiculaire commune à deux droites

DÉFINITION 3.22 ♥ Droites orthogonales, droites perpendiculaires

• Deux droites affines de l’espace sontorthogonalessi et seulement si leurs vecteurs directeurs le sont.
• Deux droites affines de l’espace sontperpendiculairessi et seulement si elles sont à la fois sécantes et orthogonales.

Remarque 3.16 Si D etD ′ sont deux droites parallèles, il existe une infinité de perpendiculaires commune à ces deux
droites. Elle effet, elles sont contenues dans un même plan et il existe une infinité de droites perpendiculaires à ce plan.

PROPOSITION3.43 ♥ Perpendiculaire commune à deux droites
SoientD et D ′ deux droites non parallèles, il existe une unique droite∆ perpendiculaire à la fois àD et àD ′. Cette

droite est appeléeperpendiculaire commune aux deux droitesD et àD ′. Si de plusD est dirigée par−→u et si D ′ est
dirigée par−→u ′ alors∆ est dirigée par−→u ∧−→

u ′.

Démonstration ♥
• Existence Soient :

• −→
u un vecteur directeur deD et A un point deD

• −→
u ′ un vecteur directeur deD ′ et A′ un point deD ′.

Posons−→w =−→
u ∧−→

u ′. Comme les droitesD et D ′ ne sont pas parallèles, leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires et donc
−→
w est non nul. NotonsP le plan donné par le triplet

(
A,−→u ,−→w

)
etP ′ le plan donné par le triplet

(
A′,−→u ′,−→w

)
. Un vecteur normal

à P est−→n = −→
u ∧−→

w et un vecteur normal àP ′ est−→n ′ = −→
u ′ ∧−→

w . Ces deux plans ne sont pas parallèles. En effet, si c’était le
cas, alors−→n et−→n ′ seraient colinéaires. Il existerait donc des scalairesα,β non tous deux nuls tels queα−→u ∧−→

w +β−→u ′∧−→
w =−→

0 ce
qui amènerait

(
α−→u +β−→u ′)∧−→

w =−→
0 . Alors−→

w serait élément du plan vectoriel engendré par−→
u et−→v ce qui n’est pas possible par

définition de−→w . L’intersection des plansP etP ′ est donc une droite affine∆ qui est dirigée par−→w et donc perpendiculaire aux
deux droitesD etD ′.

• Unicité Soit∆′ une droite affine perpendiculaire aux deux droitesD et D ′. Alors un vecteur directeur−→w ′ de∆′ est orthogonal
à la fois à−→u et à−→u ′. Autrement dit−→w ′ est colinéaire à−→w = −→

u ∧−→
u ′. De plus,∆′ est incluse dans le plan affine

(
A,−→u ,−→w

)
ainsi

que dans le plan
(
A′,−→u ′,−→w

)
. Par conséquent∆′ = δ.
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D0

FIGURE 3.8 – Perpendiculaire commune à deux droites

PLAN 3.1 : Pour déterminer la perpendiculaire commune à deux droites

Dans l’espace muni d’un repère orthonormal direct, on considère deux droites non coplanairesD etD′ telles que
– D est dirigée par le vecteur−→u et passe par le pointA

– D′ est dirigée par le vecteur−→u ′ et passe par le pointA′

Pour déterminer une équation cartésienne d’une perpendiculaire commune àD etD′ :

1 On forme le vecteur−→v =−→u ∧−→u ′.

2 On forme une équation cartésienneax+by +cz+d = 0 du planP passant parA et engendré par−→u et−→v . Ce
plan contientD.

3 On forme une équation cartésiennea′x+b′y +c ′z+d ′ = 0 du planP ′ passant parA et engendré par−→u et−→v .
Ce plan contientD.

4 L’intersection deP et deP ′ est une droite dirigée par−→v . Par construction, cette droite est la perpendiculaire
commune∆ àD et àD′. Un système d’équations cartésiennes pour∆ est donc :

∆ :

{
ax +by +cz +d = 0

a′x +b′y +c ′z +d ′ = 0
.

PROPOSITION3.44 ♥ Distance entre deux droites non parallèles
SoientD et D ′ deux droites non parallèles. Soient∆ la perpendiculaire commune à ces deux droites,H le point

d’intersection de∆ avecD et H′ le point d’intersection de∆ avecD ′. Pour tout pointsM deD et M′ deD ′, on a :

d
(
H,H′)É d

(
M,M′)

avec égalité si et seulement siH = M et H′ = M′. La distanced
(
H,H′) est appeléedistance deD à D ′ et se note

d
(
D ,D ′).

Démonstration ♥ −−→
MH dirige D et

−−−→
H′M′ dirige D ′. Ces deux vecteurs sont donc orthogonaux à

−−→
HH′. D’après le théorème de

Pythagore, on a :
∥∥∥
−−−→
MM′

∥∥∥
2
=

∥∥∥−−→MH+
−−−→
H′M′

∥∥∥
2
+

∥∥∥
−−−→
HM′

∥∥∥
2

.
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Il vient alorsMM′ Ê HH′ et on a égalité si et seulement si
∥∥∥−−→MH+

−−−→
H′M′

∥∥∥= 0, c’est à dire si et seulement si
−−→
MH+

−−−→
H′M′ =−→

0 ce qui

équivaut àH= M et H′ = M′.

THÉORÈME 3.45 ♥ Calcul de la distance entre deux droites non parallèles
SoientD et D ′ deux droites non parallèles de vecteurs directeurs respectifs −→

u et −→u ′, passant respectivement par les
pointsM et M′. On a :

d
(
D ,D ′)=

∣∣∣det
(−→

u ,
−→
u ′,

−−−→
MM′

)∣∣∣
∥∥−→u ∧−→

u ′
∥∥

Démonstration ♥ Soit ∆ la perpendiculaire commune aux deux droitesD et D ′. Comme précédemment notonsH le point

formant l’intersection deD et ∆, ainsi queH′ le point formant l’intersection deD ′ et ∆. On ad
(
D ,D ′) = HH′ =

∥∥∥
−−→
HH′

∥∥∥. Les

vecteurs−→u ∧−→
u ′ et

−−→
HH′ sont colinéaires donc

∣∣∣
(−→

u ∧−→
u ′) .

−−→
HH′

∣∣∣=
∥∥−→u ∧−→

u ′∥∥
∥∥∥
−−→
HH′

∥∥∥ .

Par conséquent

HH′ =

∣∣∣
(−→

u ∧−→
u ′) .

−−→
HH′

∣∣∣
∥∥−→u ∧−→

u ′∥∥ =

∣∣∣det
(−→

u ,−→u ′,
−−→
HH′

)∣∣∣
∥∥−→u ∧−→

u ′∥∥

On a de plus

∣∣∣det
(−→

u ,−→u ′,
−−−→
MM′

)∣∣∣ =
∣∣∣det

(−→
u ,−→u ′,

−−→
MH+

−−→
HH′+

−−−→
H′M′

)∣∣∣

=
∣∣∣det

(−→
u ,−→u ′,

−−→
HH′

)∣∣∣car−→u et
−−→
MH ainsi que−→u ′ et

−−−→
H′M′ sont colinéaires

=
∣∣∣
(−→

u ∧−→
u ′) .

−−→
HH′

∣∣∣ par définition du produit mixte

=
∥∥−→u ∧−→

u ′∥∥
∥∥∥
−−→
HH′

∥∥∥ car les vecteurs−→u ∧−→
u ′ et

−−→
HH′ sont colinéaires

d’où l’égalité.

3.8 Sphères

3.8.1 Généralités

DÉFINITION 3.23 ♥ Sphère
SoientA un point de l’espace etR ∈R∗

+ un réel positif non nul. On appelle sphère de rayonR et de centreA l’ensemble,
notéS (A,R) des points de l’espace situés à une distanceR deA :

S (A,R)=
{
M ∈ E | AM= R

}

PROPOSITION3.46 ♥
L’ensemble des pointsM de l’espace vérifiant

−−→
MA ·−−→MB = 0

est la sphère de diamètre[AB].

Démonstration ♥ Soit I le milieu de[AB]. SoitM ∈E . On a :

−−→
MA ·−−→MB = 0 ⇐⇒

(−→
MI+−→

IA
)

.
(−→
MI+−→

IB
)
= 0 ⇐⇒

∥∥∥−→MI
∥∥∥

2
−−→

IA.
−→
IB = 0 ⇐⇒ IM= IA

PROPOSITION3.47 ♥♥♥ Équation cartésienne d’une sphère
Soit R un repère orthonormal de l’espace. La sphère de centreA(a,b,c) et de rayonR ∈ R∗

+ admet comme équation
cartésienne :

(x −a)2 +
(
y −b

)2 + (z −c)2 −R2 = 0

Démonstration Il suffit d’écrire que :M
(
x, y, z

)
∈S ⇐⇒

∥∥∥−−→AM
∥∥∥

2
= R2.
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3.8.2 Sphères et plans

PROPOSITION3.48 Position d’un plan par rapport à une sphère
Soit S une sphère de centreA et de rayonR ∈ R∗

+. SoientP un plan de l’espace etH le projeté orthogonal deA sur
P.
• Si d (A,P) > R alorsP ∩S =∅.
• Si d (A,P) = R alorsP ∩S = {H}.
• Si d (A,P) < R alorsP ∩S est le cercle de centreH et de rayon

√
R2 −d2 (A,P).

Dans le deuxième cas, on dit queP est leplan tangent à la sphèreS au pointH.

Démonstration SoitM∈P . Par application du théorème de Pythagore,d (A,M)2 = d (A,H)2+d (H,M)2 = d (A,P)2+d (H,M)2.
Par conséquent,M ∈S si et seulement siR2 = d (A,M)2 = d (A,P)2 +d (H,M)2.

3.8.3 Sphères et droite

SoitR
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
un repère orthonormal de l’espace.

On étudie dans ce paragraphe l’intersection entre une sphère S et une droiteD . Afin de simplifier le problème, on peut
supposer queD est dirigée par le vecteur

−→
k , queO est le centre deS . Une équation cartésienne deS dansR est alors :

x2 + y2 + z2 = R2 où R ∈R∗
+ est le rayon deS .

D coupe le plan passant parO et dirigé par les vecteurs
−→
i et

−→
j en le pointA(a,b,0). Elle est donc paramétrée par :




x = a

y = b

z = t

.

PROPOSITION3.49 Position d’une droite par rapport à une sphère
Posonsd = d (O,D). On a :
• Si d > R alorsD etS ont une intersection vide.
• Si d = R alorsD etS ont un point commun et un seul. On dit que la droite esttangente à la sphère.
• Si d < R alorsD etS ont exactement deux points en commun.

Démonstration On a :M
(
x, y, z

)
∈D∩S ⇐⇒ x = a, x = b, z = t et x2+y2+z2 = R2 ⇐⇒ x = a, x = b, z = t et a2+b2+t2 =

R2. Commed = a2 +b2, on a :M
(
x, y, z

)
∈D ⇐⇒ t2 = R2 −d2.

En résumé

1 Il convient d’avoir bien compris :
– l’utilité du produit scalaire
– l’utilité du déterminant
– l’utilité du produit mixte

et les différentes techniques pour les calculer.

2 Il faut savoir calculer rapidement et sans hésitation
– l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’un plan
– l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’unedroite
– l’équation cartésienne d’une sphère

3 Il faut savoir retrouver rapidement aussi les formules de changements de coordonnées sphériques et cylindriques.
Elles seront utilisées à la fois en mathématiques et en physique.

4 Les différentes formules pour calculer la distance d’un point à un plan, d’un point à une droite, entre deux droites,
ou le volume d’un parallélépipède doivent être bien connues.
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3.9 Exercices

3.9.1 Produits scalaire, vectoriel et mixte

Exercice 3.1 ♥♥
Soient−→u , −→v et−→w trois vecteurs de l’espace. Montrer que :

−→
u ∧

(−→
v ∧−→

w
)
=

(−→
u .

−→
w

)−→
v −

(−→
u .

−→
v

)−→
w

Solution : Considérons un repère orthonormal direct
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
dans lequel les coordonnées de−→

u sont (a,0,0),

celles de−→v sont
(
a′,b′,0

)
(il suffit pour cela que

−→
i et

−→
j engendrent un plan contenant−→

u et −→v ) et celles de−→w sont(
a′′,b′′,c ′′

)
. On a alors :

−→
u ∧

(−→
v ∧−→

w
)
=

∣∣∣∣∣∣

a

0

0

∧




∣∣∣∣∣∣

a′

b′

0

∧

∣∣∣∣∣∣

a′′

b′′

c ′′


=

∣∣∣∣∣∣

a

0

0

∧

∣∣∣∣∣∣

b′c ′′

−a′c ′′

a′b′′−b′a′′
=

∣∣∣∣∣∣

0

aa′′b′−aa′b′′

−aa′c ′′

et :
(−→

u .
−→
w

)−→
v −

(−→
u .

−→
v

)−→
w = aa′′

∣∣∣∣∣∣

a′

b′

0

−aa′

∣∣∣∣∣∣

a′′

b′′

c ′′
=

∣∣∣∣∣∣

0

aa′′b′−aa′b′′

−aa′c ′′

d’où l’égalité.

Exercice 3.2 ♥♥
Dans l’espace, on considère un vecteur−→u unitaire et une base orthonormale directe(

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ).

1. Calculerα= ‖−→u ∧−→
i ‖2 +‖−→u ∧−→

j ‖2 +‖−→u ∧
−→
k ‖2.

2. En déduire que l’une de ces trois normes est supérieure ou égale à
p

2/3.

Solution :

1. Notons−→u

∣∣∣∣∣∣

x

y

z

. Alors−→
u ∧−→

i

∣∣∣∣∣∣

0

z

−y

, −→u ∧−→
j

∣∣∣∣∣∣

−z

0

x

, −→u ∧
−→
k

∣∣∣∣∣∣

y

−x

0

. Par conséquent,α= 2(x2 + y2 + z2) = 2 puisque‖u‖2 = 1.

2. Par l’absurde, si les trois normes étaient toutes strictement inférieures à
p

2/3, on aurait2 =α< 2/3+2/3+2/3 = 2,
ce qui est absurde.

Exercice 3.3 ♥♥ Identité de Jacobi
On rapporte l’espace à une base orthonormale directe. Soient quatre vecteurs−→a ,

−→
b , −→c ,

−→
d de l’espace.

1. Montrer l’identité de Jacobi :

−→a ∧ (
−→
b ∧−→c )+

−→
b ∧ (−→c ∧−→a )+−→c ∧ (−→a ∧

−→
b ) =−→

0

2. Montrer que

(−→a ∧
−→
b ).(−→c ∧

−→
d ) =

∣∣∣∣∣
−→
a .

−→
c

−→
a .

−→
d

−→
b .

−→
c

−→
b .

−→
d

∣∣∣∣∣

3. Montrer que

(
−→
a ∧

−→
b )∧ (

−→
c ∧

−→
d ) = det(

−→
a ,

−→
b ,

−→
d )

−→
c −det(

−→
a ,

−→
b ,

−→
c )

−→
d

Solution :

1. Utilisons la formule du double produit vectoriel :

−→a ∧ (
−→
b ∧−→c )+

−→
b ∧ (−→c ∧−→a )+−→c ∧ (−→a ∧

−→
b )

= (
−→
a .

−→
c )

−→
b − (

−→
a .

−→
b )

−→
c + (

−→
b .

−→
a )

−→
c − (

−→
b .

−→
c )

−→
a + (

−→
c .

−→
b )

−→
a − (

−→
c .

−→
a )

−→
b

= −→
0
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2.

〈−→a ∧
−→
b |−→c ∧

−→
d 〉 = det(

−→
a ,

−→
b ,

−→
c ∧

−→
d ) par définition du produit mixte

= det(
−→
b ,

−→
c ∧

−→
d ,

−→
a ) car le déterminant est invariant par permutation circulaire

= 〈−→b ∧
(−→c ∧

−→
d

)
|−→a 〉

= 〈〈−→b |
−→
d 〉−→c −〈−→b |−→c 〉−→d |−→a 〉 d’après la formule du double produit vectoriel

= 〈−→b |
−→
d 〉〈−→c |−→a 〉−〈−→b |−→c 〉〈−→d |−→a 〉 par bilinéarité du produit scalaire

=
∣∣∣∣∣
〈−→a |−→c 〉 〈−→a |

−→
d 〉

〈−→b |−→c 〉 〈−→b |
−→
d 〉

∣∣∣∣∣

3. Utilisons à nouveau la formule du double produit vectoriel :

(
−→
a ∧

−→
b )∧ (

−→
c ∧

−→
d ) =

((−→
a ∧

−→
b

)
.
−→
d

)−→
c −

((−→
a ∧

−→
b

)
.
−→
c

)−→
d

= det(−→a ,
−→
b ,

−→
d )−→c −det(−→a ,

−→
b ,−→c )

−→
d

Exercice 3.4 ♥♥
On considère deux vecteurs(

−→
a ,

−→
b ) de l’espace. Résoudre l’équation vectorielle

−→
x +−→

a ∧−→
x =

−→
b

Solution : Soit−→x une solution. En prenant le produit scalaire avec−→
a , on trouve que

−→
a .

−→
x =−→

a .
−→
b

En prenant le produit vectoriel avec−→a , et en utilisant la formule du double produit vectoriel, on obtient

−→
a ∧−→

x + (
−→
a .

−→
x )

−→
a −‖−→a ‖2−→x =−→

a ∧
−→
b

d’où l’on tire (remplacer−→a ∧−→
x par

−→
b −−→

x et−→a .
−→
x par−→a .

−→
b ) que :

−→
x = 1

1+‖−→a ‖2

[−→
b −−→

a ∧
−→
b + (

−→
a .

−→
b )

−→
a

]

On vérifie réciproquement en utilisant la formule du double produit vectoriel que ce vecteur est solution.

Exercice 3.5 ♥♥♥
On considère deux vecteurs−→a et

−→
b non-nuls et orthogonaux. Résoudre l’équation vectorielle:

{−→x ∧−→a =
−→
b

−→
b ∧−→

x =−→
a

Solution : Soit−→x un vecteur solution. On calcule
−→
b ∧ (

−→
x ∧−→

a ) =
−→
b ∧

−→
b = −→

0 d’où en utilisant la formule du double

produit vectoriel,(
−→
b .−→a )−→x −(

−→
b .−→x )−→a =−→

0 . Mais puisque−→a .
−→
b = 0 et que−→a 6= −→

0 , on en tire que
−→
b .−→x = 0 . De la même

façon, en calculant−→a ∧ (
−→
b ∧−→x ), on trouve que−→a .−→x = 0 . Puisque le vecteur−→x est orthogonal à−→a et à

−→
b , il existe

λ ∈R tel que−→x =λ−→a ∧
−→
b . Alors en calculant

λ(
−→
a ∧

−→
b )∧a =λ‖−→a ‖2−→b

on doit avoirλ= 1

‖−→a ‖2
. De même, en calculant

−→
b ∧ (λ−→a ∧

−→
b ) =λ‖b‖2−→a

on doit avoirλ= 1

‖
−→
b ‖2

. Par conséquent,
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– Si ‖a‖ 6= ‖b‖, S =∅.

– Si ‖a‖ = ‖b‖, S =
{−→a ∧

−→
b

‖−→a ‖2

}
.

oùS est l’ensemble solution du système étudié.

Exercice 3.6 ♥♥
Soient quatre vecteurs−→a ,

−→
b , −→c ,

−→
d de l’espace. Montrer que

(
−→
a .

−→
c )× (

−→
b .

−→
c )+ (

−→
a ∧−→

c ).(
−→
b ∧−→

c ) = (
−→
a .

−→
b )×‖c‖2

Solution : Calculons

(−→
a ∧−→

c
)
×

(−→
b ∧−→

c
)
= det(

−→
a ,

−→
c ,

−→
b ∧−→

c )

= det(
−→
c ,

−→
b ∧−→

c ,
−→
a )

=
[−→

c ∧ (
−→
b ∧−→

c )
]
.
−→
a

=
[
‖−→c ‖2−→b − (

−→
b .−→c )−→c

]
.−→a

= ‖−→c ‖2−→a .
−→
b − (

−→
b .

−→
c )(

−→
a .

−→
c )

Exercice 3.7 ♥♥
Soit n Ê 3 et n vecteurs de l’espace−→ai vérifiant

∑n
i=1

−→
ai =

−→
0 . Montrer que

∑

1Éi< jÉn

−→
ai ∧−→

a j =
∑

1Éi< jÉn−1

−→
ai ∧−→

a j

Solution : Puisque la première somme vaut

n∑

j=1

( j−1∑

i=1

−→
ai ∧−→

a j

)
=

n−1∑

j=1

( j−1∑

i=1

−→
ai ∧−→

a j

)
+

n−1∑

i=1

−→
ai ∧−→

an

et que
n−1∑

i=1

−→
ai ∧−→

an =
(n−1∑

i=1

−→
ai

)
∧−→

an =−−→an ∧−→
an =−→

0

on en déduit le résultat.

3.9.2 Coordonnées cartésiennes dans l’espace

Exercice 3.8 ♥
Pour chacun des plansP suivant calculer une équation cartésienne et une équation paramétrée :

1. Le planP passant parA(1,0,1) et de vecteur normal−→n = (1,−1,2).

2. Le planP passant parA(0,1,1) et engendré par−→u = (1,−1,0) et−→v = (0,0,2).

3. Le planP passant parA(1,−1,0) et parallèle au planQ : x −2z +1 = 0.

4. Le planP passant parA(1,−1,1) et perpendiculaire à la droiteD :

{
2x − y +1 = 0

x − y + z −2 = 0
.

5. Le planP passant par les pointsA(1,0,1), B(0,1,−1) et C (2,1,0).

6. Le planP contenant les droitesD :

{
x − y +1 = 0

y − z −2 = 0
etD′ :





x =−3+ t

y = 2− t

z = 2−2t

.

7. Le planP passant parA(1,0,0) et perpendiculaire aux plansQ : x −2y + z −1 = 0 etQ′ : y −2z +1 = 0.

8. Le planP passant par les pointsA(1,0,−2) et B(0,−1,1) et perpendiculaire au planQ : x − y + z = 1.
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Solution :

1. Une équation deP est de la formex − y + 2z +d = 0 avecd ∈ R. Mais commeA ∈ P , d = −3 et doncP :

x − y +2z −3 = 0. Pour trouver une équation paramétrée deP , il nous faut connaître deux vecteurs−→
u et−→v qui

engendrentP . Il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux à−→n . C’est le cas par exemple de

−→
u = (1,1,0) et−→v = (2,0,−1). DoncP :





x = 1+ s +2t

y = s

z = 1− t

; s, t ∈R.

2. CommeP est engendré par−→u = (1,−1,0) et−→v = (0,0,2), il admet−→n ′ = (−2,−2,0) ou encore−→n = (1,1,0) comme
vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de la forme x+ y +d = 0 avecd ∈R. CommeA ∈P , d =−1 et

P : x + y −1 = 0. On trouve facilement une équation paramétréeP :





x = s

y = 1− s

z = 1+2t

; s, t ∈R.

3. Comme le planP est parallèle au planQ : x −2z +1 = 0 il admet−→n = (1,0,−2) comme vecteur normal. Son
équation est donc de la formex −2z +d = 0 avecd ∈ R. On utilise les coordonnées deA pour calculerd = −1.
DoncP : x −2z −1 = 0. Pour déterminer une équation paramétrique deP , il nous faut connaître deux vecteurs
−→
u et−→v engendrantP . On peut procéder comme dans la première question. On peut aussi chercher ces vecteurs
dans le plan vectorielP : x − 2z = 0. On choisit par exemple−→u = (2,0,1) et −→v = (0,1,0). Il vient alorsP :



x = 1+2t

y =−1+ s

z = t

; s, t ∈R.

4. Un vecteur directeur àD est donné par(2,−1,0) ∧ (1,−1,1) = (−1,−2,−1) et ce vecteur est normal àP . On
termine alors comme dans la première question et une équation deP estx +2y + z = 0. On cherche alors deux
vecteur engendrant ce plan. On peut prendre−→

u = (1,0,−1) et−→v = (2,−1,0) et une équation paramétrée deP est



x = s +2t

y =−t

z =−s

; s, t ∈R.

5. Les vecteurs
−→
AB = (−1,1,−2) et

−→
AC = (1,1,−1) ne sont pas colinéaires et ils engendrentP . Un vecteur normal

au plan est donc−→n = −→
AB∧−→

AC = (1,−3,−2). On termine alors comme dans la première question et on aP :

x −3y −2z +1 = 0. Une équation paramétrée estP :





x = 1− s + t

y = s + t

z = 1−2s − t

; s, t ∈R.

6. Comme le système : 



x − y +1 = 0

y − z −2 = 0

x =−3+ t

y = 2− t

z = 2−2t

admet(−1,0,−2) comme solution, les deux droites sont sécantes en le pointA(−1,0,−2) et elles définissent bien
un plan. Un vecteur directeur deD est−→u = (1,−1,0)∧ (0,1,−1) = (1,1,1). On lit sur l’équation paramétrée deD′

un vecteur directeur deD′ qui est−→v = (1,−1,−2). Donc un vecteur normal àP est−→n =−→
u ∧−→

v = (−1,3,−2) et en
utilisant les coordonnées deA, on trouve queP : −x +3y −2z −5 = 0. Comme les vecteurs−→u et−→v engendrent

P , on aP :





x =−1+ s + t

y = s − t

z =−2+ s −2t

; t ∈R

7. Les plansQ : x −2y + z −1 = 0 et Q′ : y −2z +1 = 0 ne sont pas parallèles et s’intersectent suivant la droite

D :

{
x −2y + z −1 = 0

y −2z +1 = 0
. Cette droite est encore perpendiculaire àP et un vecteur directeur pour cette droite

donné par(1,−2,1)∧(0,1,−2) = (0,2,1) est normal àP . On en déduit queP : 2y+z = 0. Par ailleurs, tout vecteur
normal àQ ou àQ′ est élément du plan vectoriel associé àP doncP est le plan passant parA et engendré par

(1,−2,1) et (0,1,−2). On en déduit une équation paramétré :P :





x = 1+ s

y =−2s + t

z = s −2t

; t ∈R
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8. Le vecteur−→n = (1,−1,1) normal àQ : x − y + z = 1 est élément du plan vectoriel associé àP . Le vecteur
−→
AB = (−1,−1,3) est aussi élément de ce plan vectoriel et doncP est le plan passant parA et engendré par−→n et
−→
AB. En particulier,−→n ∧−→

AB= (−2,−4,−2) est normal àP . Une équation cartésienne deP est doncx+2y+z+= 0.

Une équation paramétrée estP :





x = 1+ s − t

y =−s − t

z =−2+ s +3t

; t ∈R.

Exercice 3.9 ♥
On considère la droiteD passant parA = (1,−2,0) et dirigée par−→u = (1,1,−1). SoitB= (0,1,−2) un point de l’espace.

1. Déterminer les coordonnées du pointH, projeté orthogonal deB surD .

2. Calculer de deux manières différentes la distance deB à la droiteD .

Solution :

1. L’équation paramétrique deD est :





x = 1+ t

y =−2+ t

z =−t

; t ∈R. De plus, une équation du plan normal à−→
u passant par

B est :x + y − z −3 = 0. Le pointH forme l’intersection de ce plan et de la droiteD et ses coordonnées satisfont
le système : 




x = 1+ t

y =−2+ t

z =−t

x + y − z −3 = 0

.

Par conséquentH(7/3,−2/3,−4/3) .

2. La distance deB à la droiteD est donnée par
∥∥∥−→BH

∥∥∥=
√

26

3
. On a aussi :d (B,D) =

∥∥∥−→u ∧−→
AB

∥∥∥
∥∥−→u

∥∥ =
√

26

3
.

Exercice 3.10 ♥
On considère les plansP etP ′ d’équations respectivesx − y + z +1 = 0 et 2x + y − z −1 = 0.

1. Vérifier que ces deux plans ne sont pas parallèles.

2. Déterminer une paramétrisation de leur intersectionD .

3. Donner une équation cartésienne du planQ passant parA = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plansP etP ′.

Solution :

1. Un vecteur normal àP est−→n

∣∣∣∣∣∣

1

−1

1

et un vecteur normal àP ′ est
−→
n′

∣∣∣∣∣∣

2

1

−1

. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires

donc les plans ne sont pas parallèles. Leur intersection estalors une droiteD .

2. D est dirigée par le vecteur

−→
n ∧

−→
n′ =

∣∣∣∣∣∣

1

−1

1

∧

∣∣∣∣∣∣

2

1

−1

=

∣∣∣∣∣∣

0

3

3

ou encore par le vecteur−→u =

∣∣∣∣∣∣

0

1

1

. Un point deD est :M

∣∣∣∣∣∣

0

0

−1

. On l’obtient à partir du système

{
x − y + z +1 = 0

2x + y − z −1 = 0

en fixanty = 0 et en résolvant le système à deux équations et deux inconnuesainsi obtenu. Une paramétrisation

deD est alors :





x = 0

y = t

z =−1+ t

, t ∈R .

3. Le planQ passant parA = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plansP et P ′ admet−→u comme vecteur normal.
Son équation est donc de la forme :y + z +c = 0. CommeA ∈Q, c =−1 et une équation deQ est y + z −1 = 0 .

140



Exercice 3.11 ♥♥
On considère les plansP etQ d’équations respectives3x −4y +1 = 0 et 2x −3y +6z −1 = 0. Déterminer l’ensemble
des points équidistants deP etQ.

Solution : Soit M
(
x, y, z

)
. On a la série d’équivalences :

d (M,P) = d (M,Q)

⇐⇒
∣∣3x −4y +1

∣∣
p

32 +42
=

∣∣2x −3y +6z −1
∣∣

p
22 +32 +62

⇐⇒ 7
∣∣3x −4y +1

∣∣ = 5
∣∣2x −3y +6z −1

∣∣
⇐⇒ 7

(
3x −4y +1

)
= 5

(
2x −3y +6z −1

)
ou 7

(
3x −4y +1

)
=−5

(
2x −3y +6z −1

)

⇐⇒ 11x −13y −30z +2 = 0 ou 31x −43y +30z = 0

Le lieu des points équidistants deP et Q est donc la réunion des plans d’équations11x −13y −30z +12 = 0 et 31x −
43y +30z +2 = 0. Ces deux plans sont appelésplans médiateursdeP etQ.

Exercice 3.12 ♥
Calculer :

1. La distance du pointA(1,2,1) au planP : x −2y +3z = 1.

2. La distance du pointB(1,2,−1) à la droiteD paramétrée par





x = 1+3t

y = 2− t

z = 2t

avect ∈R.

3. La distance du pointC(1,0,2) à la droite∆ définie par
{

2x − y + z = 1

x − y + z =−1

4. Déterminer la distance entre les droitesD etD ′ d’équations respectives :
{

−x + y − z = 1

x − y +2z = 1
et

{
2x − y − z = 0

−x −2y +3z = 0

Solution :

1. d (A,P)=
|1×1−2×1+3×1−1|

p
12 +22 +32

= 1
p

14

2. Un vecteur directeur deD est :−→u

∣∣∣∣∣∣

3

−1

2

et un point deD est :M

∣∣∣∣∣∣

1

2

0

. Par conséquent :d (B,D) =

∥∥∥−→u ∧−−→
BM

∥∥∥
∥∥−→u

∥∥ =
√

5

7
.

3. Un vecteur directeur de∆ est :−→u =

∣∣∣∣∣∣

2

−1

1

∧

∣∣∣∣∣∣

1

−1

1

=

∣∣∣∣∣∣

0

−1

−1

et un point de∆ est :M

∣∣∣∣∣∣

2

0

−3

. Par conséquent :d (C,D) =

∥∥∥−→u ∧−−→
CM

∥∥∥
∥∥−→u

∥∥ =
√

27

2
.

4. Un vecteur directeur deD est−→u =

∣∣∣∣∣∣

−1

1

−1

∧

∣∣∣∣∣∣

1

−1

2

=

∣∣∣∣∣∣

1

1

0

et un vecteur directeur deD ′ est
−→̃
u′ =

∣∣∣∣∣∣

2

−1

−1

∧

∣∣∣∣∣∣

−1

−2

3

=

∣∣∣∣∣∣

−5

−5

−5

ou mieux :

−→
u′ =

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

. Un point deD estM

∣∣∣∣∣∣

−3

0

2

et un point deD ′ estM′

∣∣∣∣∣∣

0

0

0

, par conséquent, comme−→u ∧
−→
u′ =

∣∣∣∣∣∣

1

1

0

∧

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

=

∣∣∣∣∣∣

1

−1

0

:

d
(
D ,D ′)=

∣∣∣det
(−→

u ,
−→
u′,

−−−→
MM′

)∣∣∣
∥∥∥−→u ∧

−→
u′

∥∥∥
= 3

p
2

2
.

Exercice 3.13 ♥
On considère le planP représenté paramétriquement par :





x = 2+λ−µ

y = 3−λ+2µ

z = 1+2λ+µ

(λ,µ) ∈R2
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1. Donner une équation cartésienne du planP .

2. Déterminer la distance du pointA

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

au planP .

3. Donner une équation cartésienne de la droite passant par le pointA et perpendiculaire au planP .

Solution :

1. Le plan passe par le pointΩ

∣∣∣∣∣∣

2

3

1

et est dirigé par les vecteurs−→u

∣∣∣∣∣∣

1

−1

2

, −→v

∣∣∣∣∣∣

−1

2

1

. Le vecteur−→n =−→
u ∧−→

v

∣∣∣∣∣∣

−5

−3

1

est normal

au plan. L’équation cartésienne est donc de la forme−5x−3y +z+c = 0. PuisqueΩ ∈P , on trouve quec = 18, et
donc

P : −5x −3y + z +18 = 0

2. Utilisons la formule du cours :

d(A,P )=
|−5−3+1+18|
p

52 +32 +12
=

11
p

35

3. La droite est dirigée par le vecteur−→
n d’où une équation paramétrique :





x = 1−5λ

y = 1−3λ

z = 1+λ

En éliminant le paramètre, on obtient une équation cartésienne :
{

x +5z −2 = 0

y +3z −4 = 0

Exercice 3.14 ♥
On considère la droite d’équation : {

x + y − z +1 = 0

2x − y + z −2 = 0

Déterminer la distance du pointΩ

∣∣∣∣∣∣

1

2

1

à cette droite.

Solution : Le vecteur−→u

∣∣∣∣∣∣

1

1

−1

est normal au planP1, le vecteur−→v

∣∣∣∣∣∣

2

−1

1

est normal au planP2. PuisqueD = P1 ∩P2,

le vecteur−→u ∧−→
v

∣∣∣∣∣∣

0

−3

−3

dirige la droiteD. On peut également prendre comme vecteur directeur le vecteur−→n

∣∣∣∣∣∣

0

1

1

qui lui est

proportionnel. Cherchons un pointA de la droiteD. En choisissantz = 0, on trouve par exempleA

∣∣∣∣∣∣

1/3

−4/3

0

. Et alors :

d(Ω,D) = ‖−→AΩ∧−→
n ‖

‖−→n ‖
=

p
19

p
3
p

2

Exercice 3.15 ♥♥

Soit a ∈R et le pointA

∣∣∣∣∣∣

1

1

a

. On considère les quatre plans d’équations :

P1 : x + y −1 = 0, P2 : y + z −1 = 0, P3 : x + z −1 = 0, P4 : x − y + z = 0
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Trouver une condition nécessaire et suffisante sura pour que les projections orthogonales deA sur les quatre plans
soient4 points coplanaires.

Solution : Un vecteur normal au plan(P1) est−→n1

∣∣∣∣∣∣

1

1

0

. En notantA1

∣∣∣∣∣∣

x

y

z

le projeté orthogonal deA sur le planP1, il existe

λ ∈R tel queA1 = A+λ−→n : 



x = 1+λ

y = 1+λ

z = a

CommeA1 ∈ P1, on a (1+λ)+ (1+λ)− 1 = 0 d’où l’on tire λ = −1/2 et A1

∣∣∣∣∣∣

1/2

1/2

a

. Par la même méthode, on trouve

A2

∣∣∣∣∣∣

1

1−a/2

a/2

, A3

∣∣∣∣∣∣

1−a/2

1

a/2

et A4

∣∣∣∣∣∣

1−a/3

1+a/3

2a/3

. Les quatre points sont coplanaires si et seulement sidet(
−−−→
A1A2,

−−−→
A1A3,

−−−→
A1A4) = 0,

ou encore (pour simplifier les calculs),det(2
−−−→
A1A2,2

−−−→
A1A3,6

−−−→
A1A4) = 0. En développant, on trouve que2a(a + 1) = 0,

c’est-à-dire a = 0 ou a =−1 .

Exercice 3.16 ♥
On considère les deux droites deE3 d’équations cartésiennes :

D :

{
x = 2z +1

y = z −1

D′ :

{
x = z +2

y = 3z −3

Montrer qu’elles sont coplanaires et former une équation cartésienne de leur plan.

Solution : SoitM

∣∣∣∣∣∣

x

y

z

. AlorsM ∈D∩D′ ssix = 3, y = 0, z = 1. Donc les deux droites sont concourantes et par conséquent

coplanaires. On trouve le plan d’équation
2x + y −5z −1 = 0

Exercice 3.17 ♥♥♥ Faisceau de plans
SoitD une droite d’équations cartésiennes :

D :

{
ax +by +cz +d = 0

a′x +b′y +c ′z +d ′ = 0
.

On appellefaisceau de plans issu deD l’ensemble des plans de l’espace contenantD.
Montrer qu’un planP est élément du faisceau issu deD si et seulement si il a une équation cartésienne de la forme :

P :α
(
ax +by +cz +d

)
+β

(
a′x +b′y +c ′z +d ′)= 0

oùα,β ∈R sont deux réels non tous deux nuls.

Solution : Posons−→n =

∣∣∣∣∣∣

a

b

c

et−→n ′ =

∣∣∣∣∣∣

a′

b′

c ′
. Un vecteur directeur àD est−→u =−→

n ∧−→n ′. NotonsV la plan vectoriel engendré par

−→n et−→n ′. Tout vecteur de ce plan est orthogonal à tout vecteur directeur deD. Réciproquement, tout vecteur orthogonal
à un vecteur directeur deD est élément deV .
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⇒ Supposons queP est élément du faisceau issu deD. Un vecteur
−→
N normal àP est orthogonal à−→u et est donc

élément du plan vectorielV . Par conséquent, il existeα,β ∈ R non tous deux nuls tels que
−→
N = α−→n +β−→n ′. Une

équation deP est alors de la formeα
(
ax +by +cz

)
+β

(
a′x +b′y +c ′z

)
+D = 0 où D ∈ R. Considérons un point

M ∈D. Comme les coordonnées deM vérifient à la fois les équations deD etP , on obtient :D= αd +βd ′. On a ainsi
prouvé qu’une équation cartésienne deP est de la forme proposée.

⇐ Réciproquement, supposons queP ait une équation cartésienne de la forme :P : α
(
ax +by +cz +d

)
+

β
(
a′x +b′y +c ′z +d ′) = 0. Un vecteur normal àP estα−→n + β−→n ′ qui est orthogonal à−→u car élément deV . La

droiteD et le planP sont donc parallèles. On considère alors un pointM deD. Comme les coordonnées deM véri-
fient les équations deD, elles vérifient l’équation deP et doncM ∈ P . Le planP contient alors nécessairement la
droiteD.

Exercice 3.18 ♥♥
Trouver l’équation cartésienne du planP passant par les pointsA = (1,1,1) et B= (2,1,0) et tel que la droite

D :

{
x +2y + z −2

x + y − z +3 = 0

soit parallèle àP .
Indication 3.0 : Utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l’exercice 3.17 page 143

Solution : Une équation paramétrique de(AB) est





x = 1+ t

y = 1

z = 1− t

. On en tire une équation cartésienne de(AB) :

{
y −1 = 0

x + z −2 = 0

Le planP doit appartenir au faisceau issu de(AB) :

P : x +λy + z − (2+λ) = 0

On trouve un vecteur directeur deD :

−→
u =

∣∣∣∣∣∣

−3

2

−1

.

CommeD est parallèle àP , le vecteur−→u doit appartenir au plan vectoriel d’équationx+λy+z = 0 ce qui implique que
λ= 2 d’où

P : x +2y + z −4 = 0

Exercice 3.19 ♥♥
On considère les droites

D :

{
x = z −1

y = 2z +1

D′ :

{
y = 2x +1

z = 2x −1

Montrer qu’il existe un unique couple de plans(P ,P ′) tels que

D ⊂P , D′ ⊂P ′ P //P ′

Déterminer une équation cartésienne deP etP ′.
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développéedans l’exercice 3.17 page 143

Solution : Supposons qu’il existe deux plansP etP ′ vérifiant les conditions de l’énoncé. CommeD ⊂P , P appartient
au faisceau de plan issu deD et commeD′ ⊂ P ′, P ′ appartient au faisceau de plan issu deD′. Il existe alorsθ,θ′ ∈ R

tels que :
P : (x − z +1)+θ(y −2z −1) = 0

P ′ : (y −2x −1)+θ′(z −2x +1) = 0

144



On écrit l’équation cartésienne des plans vectoriels associés :

P : x +θy − (1+2θ)z = 0

P′ :−2(1+θ′)x + y +θ′z = 0

Ces deux plans sont parallèles si et seulement si les vecteurs

∣∣∣∣∣∣

1

θ

−(1+2θ)

et

∣∣∣∣∣∣

−2(1+θ′)
1

θ′
sont colinéaires. En utilisant le

produit vectoriel, la condition de parallélisme s’écrit donc :





θθ′+2θ+1 = 0

2(1+2θ)
(
1+θ′

)
−θ′ = 0

1+2θ
(
1+θ′

)
= 0

⇐⇒





θθ′+2θ+1 = 0

4θθ′+4θ+θ′+2 = 0

2θθ′+2θ+1 = 0

En soustrayant la première et la troisième équation, on trouve θθ′ = 0. Mais θ = 0 est impossible d’après la première
équation, doncθ′ = 0. Il vient alorsθ=−1/2. On trouve finalement :

P : 2x − y +3 = 0 et P ′ :−2x + y −1 = 0

Réciproquement, on vérifie que les plansP et P ′ donnés par ces deux équations cartésiennes sont solutions du prob-
lème.

Exercice 3.20 ♥♥
Trouver l’équation cartésienne des plans contenant la droite D dirigée par−→u = (−1,0,2) passant parA = (2,3,−1) et
qui se situe à distance1 du pointB= (0,1,0).
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développéedans l’exercice 3.17 page 143

Solution : Une équation cartésienne deD est donnée par :

D :

{
2x + z −3 = 0

y −3 = 0

Si un tel planP existe alors c’est un plan du faisceau issu deD et il existeλ ∈R tel que :

P : 2x +λy + z −3(1+λ) = 0

et alors

d(A,P ) = 1 =⇒ λ= −6±2
p

6

3

On en tire deux plansP possibles. On vérifie réciproquement que ces deux plans sontsolutions du problème.

Exercice 3.21 ♥♥
On considère dans l’espace muni d’un repèreR, les deux droites d’équations :

D

{
x − z −a = 0

y +3z +1 = 0
D

′
{

x +2y + z −2b = 0

3x +3y +2z −7 = 0

où (a,b) ∈R2.

1. Montrer qu’elles ne sont pas parallèles.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur(a,b) pour que les deux droites soient sécantes. Former alors
l’équation cartésienne de leur plan.

Solution :

1. On trouve un vecteur directeur deD :
−→
d = (1,−3,1) et deD ′ :

−→
d ′ = (1,1,−3). Ils ne sont pas colinéaires et donc

les droites ne sont pas parallèles.

2. On détermine un pointA de D . On suppose quex = a et on reporte dans le système définissantD . Il vient{
z = 0

y +3z +1 = 0
et doncA(a,−1,0). On fait de même pourD ′. On suppose quey = b et on reporte dans le
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système définissantD ′. Il vient

{
x + z = 0

3x +3b +2z −7 = 0
doncA′ (7−3b,b,3b −7) ∈D ′. De plusA 6= A′. Les deux

droites sont sécantes si et seulement sidet
(−→

d ,
−→
d ′,

−−→
AA′

)
= 0, c’est-à-dire si et seulement si−8a−8b+32 = 0 ce qui

s’écrit aussi a +b = 4 . On pourrait aussi procéder ainsi. Les deux droites sont concourantes si et seulement si le
système de4 équations à3 inconnues est compatible. On écrit :





x − z = a

y +3z = −1

x +2y + z = 2b

3x +3y +2z = 7

⇐⇒





x − z = a

y +3z = −1

2y +2z = 2b −a L3 −L1

3y +5z = 7−3a L4 −3L1

⇐⇒





x − z = a

y +3z = −1

−2z = b − a
2
+1

L3

2
−L2

−4z = 10−3a L4 −3L2

.

Donc le système est compatible si et seulement si2
(
b − a

2
+1

)
= 10−3a c’est-à-dire si et seulement sia +b = 4 .

On calcule facilement que l’équation du plan alors formé parles deux droites est2x + y +2−2a +1 = 0 .

Exercice 3.22 ♥

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé, on considèreles pointsA

∣∣∣∣∣∣

3

0

−1

, B

∣∣∣∣∣∣

0

1

1

, C

∣∣∣∣∣∣

2

1

−1

et D

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

. Calculer la distance

entre les droites(AB) et (CD).

Solution : La distance est donnée par

d =

∣∣∣det(
−→
AB,

−−→
CD,

−→
AC)

∣∣∣

‖−→AB∧−−→
CD‖

Après calculs, on trouve qued =
2

p
3
p

7
.

Exercice 3.23 ♥♥
On considère dansE3 la droite

D :

{
x = az +p

y = bz +q

et les pointsA

∣∣∣∣∣∣

0

0

h

, A′ =

∣∣∣∣∣∣

0

0

−h

. On suppose queA 6∈D et queA′ 6∈D.

1. Donner une équation cartésienne du planP (respectivementP ′) passant par le pointA (respA′) contenant la
droiteD.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sura,b, p, q,h pour queP etP ′ soient perpendiculaires.

Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développéedans l’exercice 3.17 page 143

Solution :

1. Le planP appartient au faisceau de plans issu de la droiteD. Son équation cartésienne est de la forme

(P ) : θ(x −az −p)+ (y −bz +q)= 0

(s’il est différent du plan d’équationx = az +p). Il contient le pointA si et seulement si

θ=−bh+q

ah+p

(On suppose queah+p 6= 0. CommeA 6∈P , si ah+p = 0, le plan cherché serait le plan d’équationx−az−p = 0).
On trouve alors l’équation cartésienne deP :

−(bh+q)x + (ah+p)y + (aq −bp)z +h(bp −aq)= 0

En utilisant la même technique, on trouve une équation cartésienne du planP ′ :

−(bh−q)x + (ah−p)y + (bp −aq)z +h(bp −aq)= 0
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2. Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si

(bh+q)(bh−q)+ (ah+p)(ah−p)− (aq −bp)2 = 0

c’est-à-dire
h2(a2 +b2) = p2(b2 +1)+q2(a2 +1)−2abpq.

Exercice 3.24 ♥♥
Dans l’espace euclidienE =R3, rapporté à un repère orthonormé direct, on considère deux droitesD1 etD2 d’équation
cartésienne

D1 :

{
x + y −3z +4 = 0

2x − z +1 = 0
et D2 :

{
x − z +1 = 0

y − z +1 = 0

1. Trouvez une équation cartésienne de la perpendiculaire commune∆ àD1 etD2.

2. Déterminez la distance entre les droitesD1 etD2 par deux méthodes différentes :

(a) la première utilisant le cours.

(b) la seconde utilisant le planP contenant la droiteD2 et parallèle à la droiteD1

Solution :

1. Le vecteur
−→
d1

∣∣∣∣∣∣

1

5

2

dirige la droiteD1 et le vecteur
−→
d2

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

dirige la droiteD2. Par conséquent, le vecteur
−→
d1 ∧

−→
d2

∣∣∣∣∣∣

3

1

−4

dirige la perpendiculaire commune∆. Écrivons une équation du planP1 contenant la droiteD1 et orthogonal à
D2. En fixantz = 0 dans l’équation cartésienne deD1, on trouve qu’un point deD1 estA1 (−1/2,−7/2,0). Le plan

P1 passe parA1 et admet−→n 1 =−→
u ∧

−→
d1 = 2

∣∣∣∣∣∣

11

−5

7

comme vecteur normal. On a donc :P1 : 11x−5y +7z −12 = 0.

De même, on détermine une équation cartésienne du planP2 contenantD2 et orthogonal àD1. En fixantz = 0

dans l’équation cartésienne deD2, on trouve qu’un point deD2 estA2 (−1,−1,0). Le vecteur−→n 2 =−→
u ∧

−→
d 2 =

∣∣∣∣∣∣

5

−7

2

est normal àP2 doncP2 : 5x −7y +2z −2 = 0.
On en tire une équation cartésienne de∆ :

∆ :

{
11x −5y +7z −12 = 0

5x −7y +2z −2 = 0

2. (a) D’après le cours

d (D1,D2) =

∣∣∣det
(−→
d1,

−→
d2,

−−−→
A1A2

)∣∣∣
∥∥∥−→d2 ∧

−→
d2

∥∥∥
=

1
p

26

∣∣∣∣∣∣

1 1 1/2

5 1 5/2

2 1 0

∣∣∣∣∣∣
=

4
p

26

(b) Pour calculerd(D1,D2), considérons le planP contenant la droiteD2 et parallèle à la droiteD1. Un vecteur
normal à ce plan est

−→
d1 ∧

−→
d2 et commeA2 ∈P , une équation cartésienne deP est3x + y −4z +4 = 0.

La distance entreD1 etD2 est la distance entre un point quelconque deD1 et le planP . On trouve

d(D1,D2) = d (A1,P) =
|3× (−1/2)−7/2+4|

p
26

= 4
p

26
.

3.9.3 Sphères

Exercice 3.25 ♥
Calculer la distance entre la droite

D :

{
x − y + z = 0

x + z = 1
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et la sphère
S : x2 + y2 + z2 −6x +2y −4z =−5

Solution : En faisant apparaître des carrés, on montre que

S : (x −3)2 +
(
y +1

)2 + (z −2)2 = 9

donc le centre de la sphère estΩ(3,−1,2) et son rayon vautR = 3. Si on fixez = 0 dans l’équation deD, on trouve qu’un
point deD estA(1,1,0). Un vecteur directeur deD est−→u de coordonnées

∣∣∣∣∣∣

1

−1

1

∧

∣∣∣∣∣∣

1

0

1

=

∣∣∣∣∣∣

−1

0

1

.

Alors

d(Ω,D) = ‖−→AΩ∧−→
u ‖

‖−→u ‖
=

p
24

p
2

=
p

12 et d(S ,D) =
p

12−3 .

Exercice 3.26 ♥

1. Montrer quex2+ y2+z2−2x−4y −6z+5 = 0 est l’équation d’une sphèreS dont on déterminera le centre et le
rayon.

2. Étudier l’intersection deS avec le planP d’équationx+ y +z−1 = 0. On précisera les éléments géométriques
de cette intersection.

Solution :

1. L’équationx2+y2+z2−2x−4y−6z+5 = 0 s’écrit aussi :(x −1)2+
(
y −2

)2+(z −3)2 = 32. On reconnaît l’équation
d’une sphère de centreΩ(1,2,3) et de rayon3 .

2. On applique le cours :d (Ω,P) =
∣∣xω+ yΩ+ zΩ−1

∣∣
p

3
= 5

p
3

3 < 3. S ∩P est donc un cercle. Déterminons son

centre et son rayon. SoitA un point de ce cercle etB le projeté orthogonal deΩ sur P. Le triangleΩAB est
rectangle enB, OA est un rayon de la sphèreS doncOA = 3 et de plus :OB = 5

p
3

3
. En appliquant le théorème

de Pythagore dans ce triangle, on trouveAB =
p

6
3 . Par conséquent, le rayon du cercle intersection deS avec le

planP vaut
p

6

3
. Il reste à déterminer les coordonnées du pointB qui est aussi le centre de ce cercle. La droite

(ΩB) est perpendiculaire àP et est donc dirigée par le vecteur−→
n

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

qui est normal àP. Cette droite est donc

paramétrée par :





x = 1+ t

y = 2+ t

z = 3+ t

, t ∈R. Les coordonnées deB sont solutions du système :





x = 1+ t

y = 2+ t

z = 3+ t

x + y + z −1 = 0

et

donc B

∣∣∣∣∣∣

− 2
3

1
3
4
3

.

Exercice 3.27 ♥
Soit une droiteD de l’espace etA, B deux points distincts tels que les droites(AB) et D soient orthogonales et non-
coplanaires. Déterminer le lieu des centres des sphères passant parA et B et tangentes àD.

Solution : Dans un bon repère, on a :

A

∣∣∣∣∣∣

−a

0

0

, B

∣∣∣∣∣∣

a

0

0

et D :

{
z = h

x = 0
.
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CommeΩA =ΩB, Ω est dans le plan médiateur de[AB], Ω

∣∣∣∣∣∣

0

y

z

. On traduit queD est tangente à la sphère pard(Ω,D =

R = ‖AΩ‖. On trouve alors2hz =−y2 −h2 +a2, c’est une parabole dans le plan médiateur de[AB].

Exercice 3.28 ♥
On muni l’espace d’un repère orthonormalR

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
. On considère la sphèreS d’équation :

x2 + y2 + z2 −2x +4y +6z −11 = 0

ainsi que le planP d’équation :
3x −4z +19 = 0.

1. Donner le centreΩ et le rayonR deS .
2. Déterminer l’intersection deP et deS .
3. Donner une représentation paramétrique de la droite∆ perpendiculaire àP qui passe parΩ.
4. Trouver les coordonnées des pointsM et N de S respectivement le plus proche et le plus éloigné deP en

précisant les distances correspondantes (ces points sont sur ∆).

Solution :

1. On a :
x2 + y2 + z2 −2x +4y +6z −11 = 0 ⇐⇒ (x −1)2 +

(
y +2

)2 + (z +3)2 = 25

Par conséquentS est la sphère de centreΩ(1,−2,−3) et de rayonR = 5 .

2. Appliquant le cours :

d (Ω,P) =
|3×1+4×3+19|

p
32 +42

= 34

5
> 5

L’intersection deP et deS est donc vide.

3. Un vecteur directeur à∆ est un vecteur normal àP. Par conséquent le vecteur−→
n

∣∣∣∣∣∣

3

0

−4

dirige ∆. Une équation

paramétrique de∆ est donc :




x = 1+3t

y =−2

z =−3−4t

4. Les points deS à distance maximale et minimale deP sont les solutions du système :





(x −1)2 +
(
y +2

)2 + (z +3)2 = 25

x = 1+3t

y = 2

z = 3−4t

et sont donc :M

∣∣∣∣∣∣

−2

−2

1

et N

∣∣∣∣∣∣

4

−2

−7

. Par suite :

d (M,P) =
|3×−2−4×−2+19|

5
= 21

5
et d (N,P) =

|3×4−4×−2+19|
5

= 39

5

Le point le plus près deP est doncM et le plus loin estN.

Exercice 3.29 ♥
Montrer qu’il existe une et une seule sphère, dont on déterminera le rayon et le centre, intersectant les plansx = 1 et
z =−1 suivant les cercles d’équations cartésiennes :

C1 :

{
x = 1

y2 −2y + z2 +6z +2 = 0
et C2 :

{
z =−1

x2 −4x + y2 −2y = 0
.
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Solution : On a :

y2 −2y + z2 +6z +2 = (y −1)2 + (z +3)2 −8 et x2 −4x + y2 −2y = (x −2)2 + (y −1)2 −5

doncC1 est le cercle de centreΩ1 (1,1,−3) et de rayon2
p

2, C2 est le cercle de centreΩ2 (2,1,−1) et de rayon
p

5. Le
centreΩ de la sphèreS se trouve à l’intersection de la droite perpendiculaire au plan x = 1 et passant parΩ1 et de
la droite perpendiculaire au planz =−1 et passant parΩ2, doncΩ(2,1,−3). Calculons maintenant son rayon. Le point
A(0,0,−1) est élément deC2 et donc deS . Calculons

∥∥∥−→AΩ
∥∥∥=

p
9 = 3 et le rayon deS est3.

Exercice 3.30 ♥♥

Montrer qu’il existe une et une seule sphèreS tangente enA(1,2,1) à la droiteD :

{
x + y −2z = 1

2x − y −3z =−3
et tangente

enA′ (1,−1−2) à la droiteD′ :

{
2x + y +2z =−3

x − y − z = 4
. On déterminera son centre et son rayon.

Solution : Supposons qu’une telle sphèreS existe. NotonsΩ
(
xΩ, yΩ, zΩ

)
son centre. En utilisant les équations cartési-

ennes deD et D′, on calcule−→u = (−5,−1,−3) un vecteur directeur deD et −→u ′ = (1,4,−3) un vecteur directeur deD′.
Comme les deux droites sont tangentes à la sphère, on doit avoir

−→
ΩA ·−→u = 0 et

−−→
ΩA′ ·

−→
u′ = 0 ce qui amène les deux équa-

tions :5xΩ+ yΩ+3zΩ = 10 et xΩ+4yΩ−3zΩ = 3. CommeA, A′ ∈ S , on doit aussi avoir
∥∥∥−→ΩA

∥∥∥=
∥∥∥
−−→
ΩA′

∥∥∥ ce qui amène
l’équation :yΩ+ zΩ = 0. On résout alors le système :





5xΩ+ yΩ+3zΩ = 10

xΩ+4yΩ−3zΩ = 3

yΩ+ zΩ = 0

et on trouveΩ(76/37,5/37,−5/37). On en déduit que le rayon deS est 3
37

p
894. Réciproquement, on vérifie que cette

sphère convient.
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Chapitre 4
Fonctions usuelles

Pour bien aborder ce chapitre

Our federal income tax law defines the taxy to be paid in terms of the incomex ; it does so in a clumsy enough way by
pasting several linear functions together, each valid in another interval or bracket of income. An archeologist who, five
thousand years from now, shall unearth some of our income taxreturns together with relics of engineering works and

mathematical books, will probably date them a couple of centuries earlier, certainly before Galileo and Vieta.
Weyl, Hermann ; The mathematical way of thinking

L’objet de ce chapitre est d’introduire les différentes fonctions utilisées de manière usuelles en classe prépa. Aux fonctions
logarithme, exponentielle et trigonométriques connues depuis le lycée s’ajouteront les fonctions logarithmes et exponen-
tielles de base quelconque, les fonctions puissances ainsique les réciproques des fonctions trigonométriques. Nous intro-
duirons aussi une nouvelle famille de fonctions : les fonctions hyperboliques (qui sont à l’hyperbole équilatère ce queles
fonctions trigonométriques sont au cercle unité) ainsi queleurs réciproques.
Nous utiliserons à plusieurs reprises dans ce chapitre des théorèmes qui ne seront énoncés et démontrés que beaucoup
plus tard dans l’année. Parmi ces théorèmes, notons les trois suivants :

THÉORÈME 4.1 ♥ Théorème de la bijection

Soit I un intervalle et soit une applicationf : I →R. On noteJ = f (I). On suppose que la fonctionf est

H1 continue surI.

H2 strictement monotone surI.

alors la fonctionf réalise une bijection de l’intervalleI sur l’intervalleJ et sa bijection réciproquef −1 est une fonction
continueet strictement monotone surJ de même sens quef .

THÉORÈME 4.2 ♥ Dérivation de la bijection réciproque

Soit f : I → R. On suppose que :

H1 f est strictement monotone sur l’intervalleI.

H2 f est dérivable surI.

H3 ∀x ∈ I, f ′ (x) 6= 0

alors f réalise une bijection de l’intervalleI sur l’intervalleJ = f (I) et son application réciproque,f −1 est dérivable sur
J et

(
f −1

)′ = 1

f ′ ◦ f −1
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THÉORÈME 4.3 ♥ La dérivée d’une fonction est identiquement nulle sur un intervalle et seulement si cette
fonction est constante sur cet intervalle
Soit f : I →R. On suppose que :

H1 f est dérivable sur un intervalleI.

alors la fonctionf est constante si et seulement si∀x ∈ I, f ′(x) = 0.

On retrouvera le premier théorème et sa démonstration en 11.52 page 439 et le second en 12.7 page 474. Le troisième sera
établi en 12.13 page 478.
Multimédia : Traceur de courbe réciproque: on donne le graph e d’une fonction. On pointe
sur un point du graphe et on obtient son symétrique par rappor t à la bissectrice principale.
On affiche le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur
tangent au graphe de la réciproque correspondant. En cliqua nt sur un bouton, on affiche
le graphe entier de la réciproque.

4.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances

4.1.1 Logarithme népérien

Nous verrons au chapitre 13 dans le théorème 13.30 page 531 que toute fonction continue sur un intervalleI deR possède

une primitive sur cet intervalle (voir 13.30). La fonctionx 7→ 1

x
définie surR∗

+ admet donc une primitive surR∗
+. On

pourrait montrer, mais c’est difficile, que l’on ne peut exprimer cette primitive avec des fonctions usuelles (fonctions
polynomiales, fractions rationnelles, fonctions trigonométriques). Il faut donc introduire une nouvelle fonction.

DÉFINITION 4.1 ♥ Logarithme népérien

On appellelogarithme népérienet on noteln l’unique primitive s’annulant en1 de la fonction définie surR∗
+ : x 7→ 1

x
.

ln :





R∗
+ −→ R

x 7−→
∫x

1

dt
t

Remarque 4.1 ln(1) = 0

THÉORÈME 4.4 ♥ Propriétés de la fonctionln

– La fonctionln est continue surR∗
+.

– La fonctionln est dérivable surR∗
+ et ∀x ∈R∗

+, ln′ x = 1

x
.

– La fonctionln est mêmeC ∞ surR∗
+, ce qui signifie qu’elle est dérivable et que toutes ses dérivées sont dérivables.

– La fonctionln est concave surR∗
+

Démonstration Les primitives d’une fonction sont, par définition, dérivables. La fonctionln est donc dérivable surR∗
+. Une

fonction est continue là où elle est dérivable (voir la proposition 12.2 page 471). Doncln est dérivable et par suite continue surR∗
+.

Sa dérivée, qui est la fonctionf : R∗
+ →R, x 7→ 1/x estC ∞ donc il en est de même deln. Comme la dérivéef deln est une fonction

strictement positive,ln est strictement croissante surR∗
+. Enfin, pour toutx ∈ R∗

+, f ′′ (x) = −1/x2 est strictement négative surR∗
+

doncln est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 12.5 page 481 qui traite de ce sujet.

COROLLAIRE 4.5
SoientI est un intervalle deR et u : I −→ R∗

+ une fonction dérivable. La fonctionx 7→ ln(u(x)) est dérivable surI de

dérivée, pour toutx ∈ I : (ln u)′ (x) =
u′ (x)

u (x)

Démonstration C’est une conséquence directe du théorème de composition des fonctions dérivables.
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PROPOSITION4.6 ♥ Propriétés algébriques du logarithme
Pour toutx, y ∈R∗

+ et n ∈Z

1 ln
(
x y

)
= ln x + ln y

2 ln

(
1

x

)
=− ln x

3 ln

(
x

y

)
= ln x − ln y

4 ln (xn) = n ln x

Démonstration ♥
1 La méthode pour prouver cette égalité est classique, il fautla retenir. Fixonsy ∈R∗

+ et notonsθy la fonction

θy :

{
R∗
+ −→ R

x 7−→ ln
(
x y

)
− ln x − ln y

.

Cette fonction est dérivable surR∗
+ comme composée et différence de fonctions dérivables. De plus,

∀x ∈R∗
+, θ′y (x) =

y

x y
− 1

x
= 1

x
− 1

x
= 0.

D’après le théorème 4.3,θy est une fonction constante surR∗
+. Elle est donc constante surR∗

+ et il existec ∈ R tel que :
∀x ∈ R∗

+, θy (x) = c. Déterminons cette constante.c = θy (1) = ln y − ln1− ln y = 0. Ce qui prouve que, pour toutx dans
R∗
+, θp (x) = ln

(
x y

)
− ln x + ln y = 0.

2 Soit x ∈R∗
+. Par application de la proposition précédente, on a les égalités

0 = ln1 = ln
( x

x

)
= ln

(
x.

1

x

)
= ln x + ln

1

x
.

desquelles découlent le résultat.

3 Soientx, y ∈R∗
+, par application des deux dernières égalités

ln

(
x

y

)
= ln

(
x.

1

y

)
= ln x + ln

1

y
= ln x − ln y.

4 Par récurrence.

PROPOSITION4.7 ♥ Limites aux bornes du domaine de définition

ln x −−−→
x→0

−∞ et ln x −−−−−→
x→+∞

+∞

Démonstration ♥
– La fonctionl n est strictement croissante etln 1 = 0, doncln2 > 0. D’après la dernière égalité de la proposition précédente,pour

tout n ∈N, on peut écrireln
(
2n

)
= n ln 2. On en déduit queln

(
2n

)
−−−−−→
n→+∞

+∞. La fonctionln n’est donc pas majorée. Comme

elle est strictement croissante, on peut affirmer, par application du théorème de la limite monotone 11.25, queln x −−−−−→
x→+∞

+∞.

– Par application du théorème d’opérations sur les limites et par utilisation de la limite précédente,

ln x =− ln
1

x
−−−−→
x→0+

−∞.

DÉFINITION 4.2 Nombre de Néper
On appellenombre de Néperl’unique réele vérifiantlne = 1.

Démonstration L’existence du nombre de Néper est une conséquence du théorème des valeurs intermédiaires qui sera vu dans le
chapitre 12. L’unicité est une conséquence directe de la stricte monotonie deln.

PROPOSITION4.8 ♥ Limites usuelles pourln

• « ln x est négligeable devantx quandx tend vers+∞ » :
ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 .

• « ln x est négligeable devant
1

x
quandx tend vers0 » : x ln x −−−−→

x→0+
0 .
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Démonstration

– Pour toutt Ê 1, on a
1

t
É 1

p
t
. Fixonsx Ê 1. Il vient que

∫x
1

dt
t É

∫x
1

dtp
t

ce qui s’écrit aussiln x É 2
(p

x −1
)
É 2

p
x. Divisant cette

inégalité parx, on obtient0 É
ln x

x
É

2
p

x
ce qui amène, par application du théorème des gendarmes 11.19,

ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0.

– Par ailleurs :X lnX
x=1/X=======−

ln x

x
−−−−−→
X→+∞

0.

PROPOSITION4.9 ♥ Limites usuelles pourln

• « La fonctionln est dérivable en1 et ln′ 1= 1 »
ln(x)

x −1
−−−→
x→1

1 .

• Cette limite s’écrit aussi sous la forme
ln (1+ x)

x
−−−→
x→0

1 .

Démonstration
– Le taux d’accroissement deln en1 est donné par :

∀x ∈R∗
+ \ {1} , ∆(x) =

ln x − ln 1

x −1
=

ln x

x −1
.

Commeln est dérivable enx = 1 et queln′1 =
1

1
= 1, on a bienlim

x→0
∆(x) = 1.

– La seconde égalité se prouve grâce à un changement de variable :
ln(x)

x −1

X=x−1=======
ln(1+X)

X
−−−→
X→0

1

PROPOSITION4.10 ♥ Inégalité de convexité

∀x ∈ ]−1,+∞[ , ln(1+ x) É x

Démonstration ♥ Il suffit d’étudier le signe de la fonctionθ :

{
]−1,+∞[ −→ R

x 7−→ ln(1+x)−x

0

1

2

3

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4 5
0

e

x 7−→ ln(x)
x 7−→ x +1

FIGURE 4.1 – Logarithme néperien

Remarque 4.2 La tangente en(e,1) passe par l’origine du repère.

4.1.2 Exponentielle népérienne
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PROPOSITION4.11 ♥ Exponentielle népérienne
La fonctionln définie une bijection deR∗

+ sur son imageR. L’application réciproque est appeléefonction exponentielle
népérienneet est notéeexp.

exp :

{
R −→ R∗

+
y 7−→ exp y

∀x ∈R∗
+, exp(ln x) = x

∀y ∈R, ln
(
exp y

)
= y

La fonctionexp

– est strictement croissante et strictement positive.
– est continueR.
– est dérivable surR et∀x ∈R, exp′ (x) = exp(x) .

– est de classeC ∞ surR.

x −∞ 0 +∞

exp

0 % 1%+∞

Démonstration ♥ Posonsf = ln. La fonction f est :

H1 dérivable surR∗
+.

H2 de dérivée strictement positive surR∗
+

H3 donc strictement croissante surR∗
+

Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer quef est bijective et que sa bijection réciproquef −1 est dérivable
surR et à valeurs dansR∗

+. De plus siy0 ∈R

f ′−1 (
y0

)
=

1

f ′
(

f −1
(

y0
)) =

1

1

f −1
(

y0
)
= f −1 (

y0
)

Notonsexp la fonction f −1, nous venons de montrer queexp′ (y0
)
= exp

(
y0

)
. Il est alors clair queexp estC ∞ surR.

De plus, commeln x −−−−→
x→0+

−∞, on aexp x −−−−−→
x→−∞ 0 et commeln x −−−−−→

x→+∞
+∞, on aexp x −−−−−→

x→+∞
+∞.

Remarque 4.3 exp0 = 1 et exp1 = e

PROPOSITION4.12 ♥ Propriétés algébriques de la fonction exponentielle
Pour toutx, y ∈R et n ∈Z

1 exp
(
x + y

)
= exp(x) exp

(
y
)

2 exp(−x) =
1

exp x

3 exp
(
x − y

)
=

exp(x)

exp
(
y
)

4 exp(nx) =
(
exp(x)

)n

Démonstration ♥ Démontrons la première affirmation. Les autres se prouvent de même. Soientx, y ∈ R. Commeexp est la
bijection réciproque deln, il existex′, y ′ ∈R∗

+ tels queln
(
x′

)
= x et ln

(
y ′

)
= y. On peut alors écrire

exp
(
x + y

)
= exp

(
ln x′+ ln y ′

)
= exp

(
ln

(
x′y ′

))
= x′y ′ = exp (x) exp

(
y ′

)
.

✎ Notation 4.1 D’après la formule 4,exp(n) = exp(1.n) = en , on conviendra de noter pour toutx ∈R, ex = exp(x).

PROPOSITION4.13 1

∀x ∈R, exp x Ê 1+ x
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Démonstration ♥ Il suffit d’étudier le signe de la fonction

θ :

{
R −→ R

x 7−→ exp x − (x +1)

PROPOSITION4.14 ♥ Limites usuelles pourexp

• « exp x est prépondérant devantx quandx tend vers+∞ » :
exp x

x
−−−−−→
x→+∞

+∞ .

• « exp x est négligeable devant
1

x
quandx tend vers−∞ » : x exp x −−−−−→

x→−∞
0 .

• « exp x est dérivable enx = 0 de dérivée égale à1 » :
exp x −1

x
−−−→
x→0

1 .

Démonstration ♥
– Commeexp x

x
x=lnX======= X

lnX
= 1

ln X
X

, il vient lim
x→+∞

exp x

x
= lim

X→0+

1

lnX
X

=+∞.

– La seconde limite se démontre de la même façon.
– Écrivons le taux d’accroissement∆ deexp en0. Pour toutx ∈R∗

∆(x) =
exp x −exp 0

x −0
= exp x −1

x
.

Commeexp est dérivable en0 et queexp ′ (0) = exp (0) = 1, ∆(x) −−−→
x→0

1 et la dernière limite est prouvée.

1

2

3

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4 5−1−2−3−4
0

e

x 7−→ ln(x)
x 7−→ x +1
x 7−→ exp(x)

FIGURE 4.2 – Exponentielle et Logarithme néperien

4.1.3 Logarithme de base quelconque

DÉFINITION 4.3 Logarithme de basea

Soit a un réel strictement positif et différent de1 : a ∈ R∗
+ \ {1}. On appellelogarithme de basea l’application notée

loga définie par

loga x :





R∗
+ −→ R

x 7−→ ln x

ln a

Remarque 4.4
– Si a = 10, on obtient lelogarithme décimalqu’on notelog .
– Si a = e, loga = ln.
– loga 1 = 0 et loga a = 1.
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PROPOSITION4.15
Soienta ∈R∗

+ \ {1}, x, y ∈R∗
+ et n ∈Z..

1 loga

(
x y

)
= loga x + loga y

2 loga

(
1

x

)
=− loga x

3 loga

(
x

y

)
= loga x − loga y

4 loga xn = n loga x

Démonstration Ces différentes égalités se démontrent en revenant à la définition de loga et en utilisant les propriétés du loga-
rithme néperien.

PROPOSITION4.16
Pour touta ∈R∗

+ \ {1}, la fonctionloga est de classeC ∞ surR∗
+ et

∀x ∈R∗
+ log′a (x) = 1

x ln a

– Si a ∈]1;+∞[, loga est strictement croissante et concave.
– Si a ∈]0;1[, loga est strictement décroissante et convexe.

Démonstration Soit a ∈ R∗
+ \ {1}. La fonctionloga est de classeC ∞ surR∗

+ comme quotient de fonctionsC ∞ surR∗
+. De plus,

pour toutx ∈R∗
+, log′a (x) = 1/(x ln a) et log′′a (x) =−1/

(
x2 ln a

)
.

– Si a ∈]1;+∞[, alors ln a > 0, log′a est donc strictement positive etlog′′a est strictement négative. Doncloga est strictement
croissante et concave.

– Si a ∈]0;1[, alorsln a < 0, log′a est donc strictement négative etlog′′a est strictement positive. Doncloga est strictement décrois-
sante et convexe.

4.1.4 Exponentielle de basea

PROPOSITION4.17 Exponentielle de basea
Soit a ∈ R∗

+ \ {1}. La fonctionloga définie une bijection deR∗
+ surR. On appelleexponentielle de basea et on note

expa , la fonction définie deR dansR∗
+ comme application réciproque deloga .

∀x ∈R∗
+, expa (lna x) = x

∀y ∈R, lna

(
expa y

)
= y

De plus,exp′
a estC ∞ surR et

∀x ∈R, exp′
a (x) = ln a expa (x)

Démonstration Soit a ∈R∗
+ \ {1}. Posonsf = loga . La fonction f

H1 est dérivable surR∗
+.

H2 possède une dérivée surR∗
+ strictement positive sia ∈]1;+∞[ et strictement négative sia ∈]0;1[

H3 et est donc strictement croissante surR∗
+ si a ∈]1;+∞[ et strictement décroissante surR∗

+ si a ∈]0;1[.

Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer quef possède une bijection réciproquef −1 dérivable surR et à
valeurs dansR∗

+. De plus siy0 ∈R

f ′−1 (
y0

)
=

1

f ′
(

f −1
(
y0

)) =
1

1

ln a f −1
(

y0
)
= ln a f −1 (

y0
)

.

Notantexpa la fonction f −1, on vient de montrer que :exp′
a

(
y0

)
= ln a expa

(
y0

)
. Il est alors clair queexpa est de classeC ∞ sur

R.

PROPOSITION4.18
Soit a ∈R∗

+ \ {1}. On a

∀y ∈R, expa(y) = exp(y ln(a)) .

Démonstration Soit y ∈ R. Posonsx = expa

(
y
)
. On aloga (x) = y ou encore

ln x

ln a
= y ce qui donneln x = y lna et en passant à

l’exponentiellex = exp
(

y lna
)
. On a bien prouvé queexpa (y) = exp(y ln(a))
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PROPOSITION4.19
Pour touta ∈R∗

+ \ {1}, x, y ∈R et n ∈Z :

1 expa 0 = 1 et expa 1 = a

2 expa

(
x + y

)
= expa (x) expa

(
y
)

3 expa

(
x − y

)
=

expa (x)

expa

(
y
)

4 expa (nx) =
(
expa x

)n

5 expa x expb x = expab x

6
expa x

expb x
= exp a

b
x

Démonstration Il suffit d’appliquer la formule précédente et les propriétés des fonctions logarithme et exponentielle.
✎ Notation 4.2 S’inspirant de la dernière égalité de la propriété précédente, sia ∈R∗

+ \ {1} et six ∈R, on notera

ax = expa (x) = exp(x ln a) .

Remarque 4.5
– On retrouve la notation précédenteexp x = ex .
– Remarquons aussi que1x = exp(x ln 1) = 1.

Avec ces notations, la propriété précédente devient :

PROPOSITION4.20 ♥
Pour touta,b ∈R∗

+ x, y ∈R et n ∈Z :

1 a0 = 1 et a1 = a

2 ax+y = ax ay

3 ax−y =
ax

ay

4 anx = (ax )n

5 (ab)x = ax bx

6

( a

b

)x
=

ax

bx

1

2

3

4

−1

1 2 3 4−1−2−3−4 0

x 7−→ ax 0 < a < 1
x 7−→ ax 1 < a

FIGURE 4.3 – Exponentielles de basea

4.1.5 Fonctions puissances

DÉFINITION 4.4 ♥ Fonction puissance
Soit a ∈R. On appellefonction puissance d’exposanta la fonction définie surR∗

+ par

ϕa :

{
R∗
+ −→ R

x 7−→ xa = exp(a ln x)
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Remarque 4.6
– ϕ0 est la fonction constante égale à1.
– ϕ1 = Id . algébriques

PROPOSITION4.21 ♥ Propriétés algébriques des fonctions puissances
Pour touta,b ∈R, x, y ∈R∗

+

1 xa+b = xa xb

2 x−a = 1

xa

3
(
x y

)a = xa y a

4 (xa)b = xab

5 x0 = 1

6 1a = 1

7 ln (xa ) = a ln x

Démonstration C’est une conséquence directe de la définition et des propriétés des fonctions logarithme et exponentielle.

PROPOSITION4.22 ♥
Soit a ∈R. La fonctionϕa :

{
R∗
+ −→ R∗

+
x 7−→ xa est

– continueR∗
+.

– dérivable surR∗
+ et∀x ∈R∗

+, ϕ′
a (x) = axa−1.

– de classeC ∞ surR∗
+.

De plus,
– si a > 0, ϕa est croissante,ϕa (x) −−−−→

x→0+
0 et

ϕa (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

x 0 1 +∞

ϕa

0% 1% +∞

– Si a = 0, ϕa : x → x0 = 1 est constante.
– Si a < 0, ϕa est décroissante,ϕa (x) −−−−→

x→0+
+∞ et

ϕa (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

x 0 1 +∞

ϕa

+∞& 1& 0

– Si a > 1 ou si a < 0, ϕa est convexe et si0 < a < 1, ϕa

est concave.

Démonstration ϕa est de classeC ∞ sur R∗
+ comme composée de fonctionsC ∞. De plus, par application du théorème de

dérivation des fonctions composées, pour toutx ∈R∗
+

ϕ′
a (x) =

a

x
exp (a ln x) = ax−1xa = axa−1.

Compte tenu du signe de cette dérivée, qui est donné par celuidea, on en déduit les variations deϕa . Calculons la limite deϕa en
+∞. On sait que pour toutx ∈R∗

+, xa = exp (a ln x). De plus :ln x −−−−−→
x→+∞

+∞.

– Si a > 0, a ln x −−−−−→
x→+∞

+∞ et par composition de limite :xa = exp (a ln x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

– Si a = 0, 0 = a ln x −−−−−→
x→+∞

0 et : xa = x0 = 1 −−−−−→
x→+∞

1.

– Si a < 0, a ln x −−−−−→
x→+∞

−∞ et par composition de limite :xa = exp (a ln x) −−−−−→
x→+∞

0.

La limite en0 se calcule de même.

Remarque 4.7
– Si a > 0, on peut prolongerϕa par continuité en0 en posantϕa(0) = 0.
– Si a > 1, ϕa est même dérivable en0 : ϕ′

a(0) = 0.
– Si 0 < a < 1, ϕ′

a(x) −−−→
x→0

+∞ et le graphe deϕa possède une tangente verticale à l’origine.

Attention 4.3 Pour dériver une fonction de la formew(x) = u(x)v(x) ( là où elle est définie et dérivable...), il faut
au préalable la mettre sous la formew(x) = exp (v(x) ln(u(x))) puis utiliser la formule de dérivation des fonctions
composées. A titre d’exercice, on montrera que :

w ′(x) = w(x)

(
v ′(x) ln (u(x))+ v(x)

u′(x)

u(x)

)

4.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles
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0

1

2

3

4

5

−1

1 2 3 4 5
O

x 7−→ x3

x 7−→ x
x 7−→ x1/3

x 7−→ x0

x 7−→ x−1

FIGURE 4.4 – Fonctions puissances

PROPOSITION4.23 ♥♥♥
Pour toutα,β,γ> 0

(ln x)γ

xβ
−−−−−→
x→+∞

0 xβ |ln x|γ −−−→
x→0

0

Démonstration Commeβ,γ> 0 :

(ln x)γ

xβ
=


 ln x

x
β
γ



γ

=




γ

β

ln


x

β

γ




x
β
γ




γ

X=x

β
γ

=======
(
γ

β

ln(X)

X

)γ
−−−−−→
X→+∞

0

par composition de limite et par utilisation de la limite usuelle
lnX

X
−−−−−→
X→+∞

0. La seconde limite se prouve de même.

COROLLAIRE 4.24 ♥♥♥
Pour toutα,β,γ> 0

eαx

xβ
−−−−−→
x→+∞

+∞ |x|βeαx −−−−−→
x→−∞

0

Démonstration La démonstration est identique à la précédente.

4.2 Fonctions circulaires réciproques

4.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonométriques

Effectuons un rappel sur les fonctions trigonométriques.

PROPOSITION4.25 ♥ Fonction sinus
La fonctionsinus, notéesin est :

– définie surR.
– à valeurs dans[−1,1].
– impaire.
– 2π-périodique.
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– continue surR.
– dérivable surR et

∀x ∈R, sin′ x = cos x

– de classeC ∞ surR.
De plus, la restriction de la fonction sinus à

[
−π

2
,
π

2

]
est strictement croissante.

1

−1

1 2 3 4−1−2−3−4−5
O π

2

π

3π
2

−π
2

−π

− 3π
2

x 7−→ si nx

FIGURE 4.5 – Fonction sinus

PROPOSITION4.26 ♥ Fonction cosinus
La fonctioncosinus, notéecos est :

– définie surR.
– à valeurs dans[−1,1].
– paire.
– 2π-périodique.
– continue surR.
– dérivable surR et

∀x ∈R, cos′ x =−sin x

– de classeC ∞ surR.
De plus, la restriction de la fonction cosinus à[0,π] est strictement décroissante.

1

−1

1 2 3 4−1−2−3−4−5
O π

2

π

3π
2

−π
2

−π

− 3π
2

x 7−→ cosx

FIGURE 4.6 – Fonction cosinus

PROPOSITION4.27 ♥ Fonction tangente
La fonctiontangente, notéetan, et donnée par :

∀x ∈R\
{π

2
+kπ | k ∈Z

}
, tan x =

sin x

cos x

est :
– définie surR\

{π
2
+kπ | k ∈Z

}
.

– à valeurs dansR.
– impaire.
– π-périodique.

– continueR\
{π

2
+kπ | k ∈Z

}
.

– dérivable surR et

∀x ∈R\
{π

2
+kπ | k ∈Z

}
, tan′ x = 1+ tan2 x =

1

cos2 x
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– de classeC ∞ surR\
{π

2
+kπ | k ∈Z

}
.

De plus, la restriction de la fonction tangente à
]π

2
,
π

2

[
est strictement croissante.

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1 2 3 4−1−2−3−4−5
O

π
2 π 3π

2
−π

2−π− 3π
2

x 7−→ tanx
x 7−→ x

FIGURE 4.7 – Fonction tangente

Remarque 4.8 On prouve la dérivabilité des fonctions trigonométriques dans l’exercice 4.13 page 185.

4.2.2 Fonction Arcsinus

1

−1

−2

1−1−2 O
π
2

π
2

π
2

π
2

x 7−→ si nx

x 7−→ x

x 7−→ ar csi nx

FIGURE 4.8 – Fonctions sinus et arcsinus

PROPOSITION4.28 ♥ Fonction arcsinus
La fonction sinus est une bijection de

[
−π

2
;
π

2

]
sur[−1;1]. La bijection réciproque est appeléefonction arcsinuset est

notéearcsin

arcsin :

{
[−1,1] −→

[
−
π

2
,
π

2

]

y 7−→ arcsin y
.
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∀y ∈ [−1,1] , sin
(
arcsin y

)
= y

∀x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, arcsin(sin x) = x

De plus, la fonctionarcsin

– est strictement croissante sur[−1,1].
– est impaire.
– est continue sur[−1,1].
– est dérivable sur]−1,1[ et

∀y ∈ ]−1,1[ , arcsin′ y = 1√
1− y2

– de classeC ∞ sur]−1,1[.
– réalise une bijection de[−1,1] dans[−π/2,π/2]

y −1 0 1

1p
1−y2

+ 1 +

arcsin

−π
2
% 0% π

2

Démonstration ♥ La fonction sinus, sur l’intervalle
[
−
π

2
;
π

2

]
est

H1 continue

H2 strictement croissante.

Par application du théorème de la bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte à l’intervalle
[
−π

2
;
π

2

]
définie

une bijection de
[
−
π

2
;
π

2

]
sur [−1;1]. La bijection réciproque, nomméearcsin, est définie sur[−1;1] et à valeurs dans

[
−
π

2
;
π

2

]
.

PosonsI =
]
−
π

2
,
π

2

[
. La fonction sinus est de plus

H1 strictement monotone surI

H2 dérivable surI.

H3 et vérifie∀x ∈ I, sin′ (x) = cos x 6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer quearcsin est dérivable surJ = sinI =
]−1,1[. Pour touty ∈ J, on a

arcsin′ y =
1

sin′ (arcsin y
) =

1

cos
(
arcsin y

)

Mais

cos
(
arcsin y

)
=

√
1−sin2

(
arcsin y

)
=

√
1− y2

car la fonction cosinus est positive sur
]
−π

2
,
π

2

[
et doncarcsin′ y = 1√

1− y2
. On vérifie sans peine les propriétés restantes.

4.2.3 Fonction Arccosinus

PROPOSITION4.29 ♥ Fonction arccosinus
La fonction cosinus est une bijection de[0,π] sur[−1,1]. Sa bijection réciproque est appeléefonction arccosinuset est

notéearccos :

arccos :

{
[−1,1] −→ [0,π]

y 7−→ arccos y

∀y ∈ [−1,1] , cos
(
arccos y

)
= y

∀x ∈ [0,π] , arccos(cos x) = x

De plusarccos :
– est strictement décroissante sur[−1,1].
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1

2

3

−1

1 2 3−1
O π

2

π
2

π

π

x 7−→ cosx
x 7−→ ar ccosx

FIGURE 4.9 – Fonctions cosinus et arccosinus

– est continue sur[−1,1].
– est dérivable sur]−1,1[ et :

∀y ∈ ]−1,1[ , arccos′ y = −1√
1− y2

– estC ∞ sur]−1,1[.
– réalise une bijection de[−1,1] dans[0,π]

y −1 0 1

− 1p
1−y2

− −1 −

arccos

−π& π
2 & 0

Démonstration ♥ La fonction cosinus, sur l’intervalle[0,π] est

H1 continue.

H2 strictement décroissante.

Par application du théorème de la bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction cosinus, restreinte à l’intervalle[0,π], définie une
bijection de[0,π] sur [−1,1]. La bijection réciproque, nomméearccos, est définie sur[−1,1] et à valeurs dans[0,π]. La fonction
cosinus est de plus, avecI = ]0,π[ :

H1 strictement monotone surI

H2 dérivable surI.

H3 et vérifie∀x ∈ I, cos′ (x) =−sin x 6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. La fonctionarccos est dérivable surJ = cosI =
]−1,1[ et pour touty ∈ J, on a

arccos′ y = 1

cos′
(
arccos y

) = 1

−sin
(
arccos y

)

Mais

sin
(
arccos y

)
=

√
1−cos2

(
arccos y

)
=

√
1− y2

car la fonction sinus est positive sur]0,π[. Doncarccos′ y =
−1√
1− y2

. On vérifie sans peine les propriétés restantes.

PROPOSITION 4.30 Les graphes des fonctions arcsinus et arccosinus sont symétriques par rapport à la droite
d’équation y =π/4

∀x ∈ [−1,1] , arcsin x +arccos x =
π

2
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Démonstration ♥ La preuve est laissée en exercice. Il suffit de dériver la fonction θ :

{
]−1,1[ −→ R

x 7−→ arccos x +arcsin x
et

d’appliquer le théorème 4.3.

1

−1

−2

1−1−2
O

π
2

π
2

π
2

π
2

x 7−→ar csi n x
x 7−→ar ccos x
y = π

4

FIGURE 4.10 – Symétrie des graphes des fonctions arcsinus et arccosinus par rapport à la droitey = π
4

4.2.4 Fonction Arctangente

PROPOSITION4.31 ♥ Fonction arctangente

La fonction tangente est une bijection de
]
−π

2
,
π

2

[
à valeurs dansR. Sa bijection réciproque est appeléefonction

arctangenteet est notéearctan :

arctan :

{
R −→

]
−π

2
,
π

2

[

y 7−→ arctan y

∀y ∈R, tan
(
arctan y

)
= y

∀x ∈
]
−π

2
,
π

2

[
, arctan(tan x) = x

La fonctionarctan

– est strictement croissante surR.
– est impaire.
– est continue surR.
– est dérivable surR et :

∀y ∈R, arctan′ y = 1

1+ y2

– estC ∞ surR.
– réalise une bijection deR dans]−π/2,π/2[.

y −∞ 0 +∞
1

1+y2 + 1 +

arctan

−π
2
% 0% π

2

Démonstration ♥ La fonction tangente est

H1 strictement monotone surI

H2 dérivable surI.

H3 et vérifie∀x ∈ I, tan′ (x) =
1

cos2 x
6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. On en déduit quetan est bijective et que sa bijection
réciproquearctan est dérivable surJ = tan(I) =R. Pour touty ∈ J

arctan′ y =
1

tan′ (arctan y
) =

1

1+ tan2
(
arctan y

) =
1

1+ y2
.
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1

−1

−2

1−1−2
O

π
2

π
2

π
2

π
2

x 7−→ tanx
x 7−→ x
x 7−→Ar ct anx

FIGURE 4.11 – Fonctions tangentes et arctangentes

On vérifie sans peine les propriétés restantes.

PROPOSITION4.32 ♥
Pour toutx ∈ R∗ :

♥ 4.1 arctan x +arctan
1

x
=





π

2
si x > 0

−π

2
si x < 0

Démonstration ♥ La preuve est laissée en exercice. Il suffit, là encore, de dériver la fonctionθ : x 7→ arctanx +arctan
1

x
sur les

intervallesR∗
+ etR∗

− puis d’appliquer le théorème 4.3.

4.3 Fonctions hyperboliques

4.3.1 Définitions et premières propriétés

Sinus et Cosinus hyperboliques

DÉFINITION 4.5 ♥♥ Sinus et Cosinus hyperboliques
Les fonctionssinus hyperboliquesh et cosinus hyperboliquech sont définies surR par

ch :





R −→ R

x 7−→ ex +e−x

2

et sh :





R −→ R

x 7−→ ex −e−x

2

Remarque 4.9 Toute fonctionf : I ⊂ R −→ R se décompose de manière unique en la somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire

∀x ∈ I, f (x) =
f (x)+ f (−x)

2
+

f (x)+ f (−x)

2
.

En effet,x 7→ f (x)+ f (−x)

2
est paire ,x 7→ f (x)+ f (−x)

2
est impaire. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyper-

bolique sont respectivement la partie paire et la partie impaire de la fonction exponentielle dans cette décomposition.

PROPOSITION4.33 ♥
Pour toutx ∈R :

1 ch x + sh x = ex

2 ch x − sh x = e−x

3 ch2 x − sh2 x = 1

Démonstration Calculs immédiats.
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PROPOSITION4.34 ♥
Les fonctionsch et sh sont dérivables surR avec, pour toutx ∈R

ch′ x = sh x et sh′ x = ch x .

Démonstration Calculs immédiats.

1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1 2−1−2−3
O

x 7−→ sh x
x 7−→ ch x
x 7−→ ex

2
x 7−→ x−1

FIGURE 4.12 – Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

PROPOSITION4.35 ♥

– La fonctionsh est impaire, strictement croissante surR, strictement négative surR∗
− et strictement positive surR∗

+ et
s’annule en0.

– La fonctionch est paire, strictement positive surR, strictement décroissante surR∗
− et strictement croissante surR∗

+.
De plus,∀x ∈R, ch x Ê 1.

x −∞ 0 +∞

ch x + 1 +

sh

−∞% 0%+∞

x −∞ 0 +∞

sh x − 0 +

ch

+∞& 1% +∞

Démonstration

• Les fonctionsch et sh sont de classeC ∞ surR comme combinaison linéaire de fonctionsC ∞ surR. Appliquant les théorèmes
de dérivation, on vérifie sans peine les formules annoncées pour leurs dérivées respectives.

• sh et ch sont respectivement impaire et paire par construction.
• ch est une fonction strictement positive surR car la fonction exponentielle est strictement positive surR. Par conséquent,sh a

une dérivée strictement positive surR et est strictement croissante surR.
• Par application des propriétés sur les limites d’après les limites de la fonction exponentielle à ses bornes, on vérifie sans peine

les limites annoncées.
• Évaluantsh en0, on vérifie immédiatement qu’elle s’annule en0. Comme elle est strictement croissante et continue, on en déduit

qu’elle est strictement négative surR∗
− et strictement positive surR∗

+.
• La fonction dérivée dech surR étantsh, on déduit de cette dernière propriété quech est strictement décroissante surR∗

− et
strictement croissante surR∗

+.
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Tangente hyperbolique

DÉFINITION 4.6 ♥ Tangente hyperbolique
La fonctiontangente hyperbolique, notéeth, est définie surR par

th :





R −→ R

x 7−→ sh x

ch x

Remarque 4.10 La fonctionth est bien définie car la fonctionch est strictement positive surR.

1

−1

−2

1 2 3−1−2−3−4
O

x 7−→ thx
x 7−→±1

FIGURE 4.13 – Fonction tangente hyperbolique

PROPOSITION4.36 ♥
La fonctionth est impaire, dérivable surR et, pour toutx ∈R

th′ x = 1− th2 x = 1

ch2 x

Par conséquent,th est strictement croissante surR et s’annule en0. Elle admet en−∞ une asymptote horizontale
d’équationy =−1 et en+∞ une asymptote horizontale d’équationy = 1

x −∞ 0 +∞

th′ x + 1 +

th

−1% 0% +1

Démonstration ♥ th est de classeC ∞ surR comme quotient de fonctions de classeC ∞ surR, son dénominateur ne s’annulant
jamais. Appliquant les formules de dérivation d’un quotient, si x ∈R

th′ x =
ch x ch x −sh x sh x

ch2 x
= 1− th2 x =

1

ch2 x

L’imparité est facile à prouver. Pour les limites aux bornesdu domaine, par factorisation et utilisation des limites usuelles, on
obtient

th x =
ex −e−x

ex +e−x
=

ex

ex

1−
e−x

ex

1+
e−x

ex

=
1−

e−x

ex

1+
e−x

ex

−−−−−→
x→+∞

1

thx =
ex −e−x

ex +e−x
=

e−x

e−x

ex

e−x
−1

ex

e−x
+1

=

ex

e−x
−1

ex

e−x
+1

−−−−−→
x→+∞

−1
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1
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3

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4−1−2−3−4−5
O ch t

sh t

H + = {(x, y) : x2 − y2 = 1 x Ê 1}
H − = {(x, y) : x2 − y2 = 1 x É−1}

FIGURE 4.14 – Hyperbole

4.3.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Tout comme les fonctions cosinus et sinus permettent de paramétrer le cercle unité, les fonctionsch et sh donnent
une paramétrisation de l’hyperbole équilatère de sommets(1,0) et (−1,0). Le formulaire de trigonométrie hyperbolique
ressemble fort au formulaire de trigonométrie classique. On le trouvera dans l’annexe E paragraphe E.2.
Donnons à titre d’exemples les formules d’addition.

PROPOSITION4.37 ♥ Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques
Pour toutx, y ∈R :

ch(x + y) = ch x ch y + sh x sh y

ch(x − y) = ch x ch y − sh x sh y

sh(x + y) = sh x ch y +ch x sh y

sh(x − y) = sh x ch y −ch x sh y

th(x + y) = th x + th y

1+ th x th y

th(x − y) = th x − th y

1− th x th y

4.3.3 Fonctions hyperboliques inverses

Fonction argument sinus hyperboliqueargsh

PROPOSITION4.38 ♥ Fonction argument sinus hyperbolique
La fonction sinus hyperbolique définie une bijection deR sur son imageR. L’application réciproque est appeléefonction

argument sinus hyperboliqueet notéeargsh :

argsh :

{
R −→ R

y 7−→ argsh y

∀y ∈R, sh
(
argsh y

)
= y

∀x ∈R, argsh(sh x) = x

La fonctionargsh

– est impaire.
– est continue surR.
– est dérivable surR et

∀y ∈R, argsh′ y = 1√
y2 +1
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– est strictement croissante surR.
– réalise une bijection deR dansR.
– est de classeC ∞ surR.

x −∞ 0 +∞
1p

y2+1
+ 1 +

argsh

−∞% 0% +∞

Démonstration ♥ La fonction sinus hyperbolique, sur l’intervalleR

H1 est strictement monotone

H2 est dérivable

H3 et vérifie :∀x ∈ I, sh′ (x) = ch x 6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer quesh est bijective deR dansR. Sa
bijection réciproqueargsh est de plus dérivable surshR=R et pour touty ∈R

argsh′ y =
1

sh′ (argsh y
) =

1

ch
(
argsh y

)

Mais
ch

(
argsh y

)
=

√
1+sh2

(
argch y

)
=

√
1+ y2

car la fonction cosinus hyperbolique est positive surR. Doncargsh′ y = 1√
1+ y2

. On vérifie sans peine les propriétés restantes.

1

2

3

−1

−2

−3

−4

1 2 3−1−2−3−4
O

x 7−→ shx
x 7−→ x
x 7−→Ar g shx

FIGURE 4.15 – Fonctions sinus et argument sinus hyperboliques

Expression logarithmique :

On résout l’équationy =
ex −e−x

2
soit e2x −2yex −1 = 0. En posantT = ex , on résoutT2 −2yT−1 = 0. On a deux racines

T1 = y +
√

1+ y2 et T2 = y −
√

1+ y2 dont une seule est positive. D’oùx = ln T1 = ln
(

y +
√

1+ y2
)
.

Doncargsh y = ln
(

y +
√

1+ y2
)
.

Vérification : Lorsqu’on dérivef (y) = ln
(

y +
√

1+ y2
)

on obtientf ′(y) =
1+ 2y

2
p

1+y2

1+
√

1+ y2
=

p
1+y2

p
1+y2

+ 2y

2
p

1+y2

1+
√

1+ y2
= 1√

1+ y2
.

Commef (0) = 0, on a bienf (y)= argsh y sur l’intervalleR.

Fonction Argument cosinus hyperboliqueargch
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PROPOSITION4.39 ♥ Fonction argument cosinus hyperbolique
La fonction cosinus hyperbolique, restreinte àR+, définit une bijection deR∗

+ sur son image[1,+∞[. L’application
réciproque est appeléeargument cosinus hyperboliqueet est notéeargch.

argch :

{
[1,+∞[ −→ R

y 7−→ argch y

∀y ∈ [1,+∞[ , ch
(
argch y

)
= y

∀x ∈R+, argch(ch x) = x

La fonctionargch

– est continue sur[1,+∞[.
– est dérivable sur]1,+∞[ et :

∀y ∈ ]1,+∞[ , argch′ y = 1√
y2 −1

– est strictement croissante sur[1,+∞[.
– réalise une bijection de]1,+∞[ dansR.
– est de classeC ∞ sur]1,+∞[.

y 1 +∞
1p

y2+1
+

argch 0%+∞

Démonstration ♥ La fonction cosinus hyperbolique, sur l’intervalleR+, est

H1 continue.

H2 strictement croissante.

Par application du théorème de la bijection 4.1, on peut affirmer que la fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de
I = R+ sur son imageJ = [1,+∞[. La bijection réciproque, nomméeargch, est définie surJ = [1,+∞[ et à valeurs dansI = R+. La
fonction cosinus hyperbolique est de plus

H1 strictement monotone surI

H2 dérivable surI.

H3 et vérifie :∀x ∈ I, ch′ (x) = sh x 6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer queargsh est dérivable surJ. De plus,
pour touty ∈ J

argch′ y =
1

ch′ (argsh y
) =

1

sh
(
argch y

) .

Mais

sh
(
argsh y

)
=

√
ch2

(
argch y

)
−1 =

√
y2 −1

car la fonction sinus hyperbolique est positive surR+. Doncargch′ y =
1

√
y2 −1

. On vérifie sans peine les propriétés restantes.

Expression logarithmique :

Soitx Ê 0. On résout l’équationy = ex +e−x

2
poury Ê 1, soite2x−2yex+1 = 0. En posantT = ex , on résoutT2−2yT+1 = 0.

On a deux racinesT1 = y +
√

y2 −1 et T2 = y −
√

y2 −1 dont une seule est supérieure ou égale à1 (leur produit égale1).

D’où x = lnT1 = ln
(

y +
√

y2 −1
)
.

Doncargch y = ln
(

y +
√

y2 −1
)
.

Vérification : Lorsqu’on dérive poury > 1, f (y) = ln
(

y +
√

y2 −1
)

on obtientf ′(y) =
1+ 2y

2
p

y2−1

1+
√

y2 −1
=

p
y2−1p
y2−1

+ 2y

2
p

y2−1

1+
√

y2 −1
=

1√
y2 −1

. Commef (1) = 0, on a bienf (y) = argch y sur l’intervalleR+.
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1 2 3−1
O

x 7−→ chx
x 7−→ x
x 7−→Ar g chx

FIGURE 4.16 – Fonctions cosinus et argument cosinus hyperboliques

Fonction Argument tangente hyperboliqueargth

1

2

−1

−2

1 2−1−2 O

x 7−→ thx

x 7−→ x

x 7−→Ar g thx

FIGURE 4.17 – Fonctions tangente et argument tangente hyperboliques

PROPOSITION4.40 ♥ Fonction argument tangente hyperbolique
La fonction tangente hyperbolique définie une bijection deR sur son image]−1,1[. L’application réciproque est appelée

Argument tangente hyperboliqueet est notéeargth.

argth :

{
]−1,1[ −→ R

y 7−→ argth y

∀y ∈ ]−1,1[ , th
(
argth y

)
= y

∀x ∈R, argth(th x) = x

La fonctionargth

– est impaire.
– est strictement croissante sur]−1,1[.
– est continue sur]−1,1[.
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– est dérivable sur]−1,1[ et

∀y ∈ ]−1,1[ , argth′ y = 1

1− y2

– réalise une bijection de]−1,1[ dansR.
– estC ∞ sur]−1,1[.

x −1 0 1

1
1−y2 + 1 +

argth

−∞% 0% +∞

Démonstration ♥ La fonction tangente hyperbolique, sur l’intervalleI =R

H1 est strictement monotone surI

H2 est dérivable surI.

H3 et vérifie∀x ∈ I, th′ (x) =
1

ch2 x
6= 0

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer queargth est dérivable surJ = th(R). De
plus, pour touty ∈ J

argth′ y = 1

th′ (argth y
) = 1

1− th2
(
argth y

) = 1

1− y2
.

On vérifie sans peine les propriétés restantes.
Expression logarithmique :

On résout l’équationy = ex −e−x

ex +e−x
= e2x −1

e2x +1
pour|y | < 1, soite2x (1− y) = 1+ y , soite2x = 1+ y

1− y
et x = 1

2
ln

(
1+ y

1− y

)
.

Doncargth y = 1

2
ln

(
1+ y

1− y

)
.

Vérification : Lorsqu’on dérive poury > 1, f (y)=
1

2
ln

(
1+ y

1− y

)
on obtient bienf ′(y)=

1

1− y2
. Commef (0) = 0, on a bien

f (y) = argth y sur l’intervalle]−1,1[.

4.4 Deux exemples

DÉFINITION 4.7 ♥ Asymptotes
Soit f : [c,+∞] 7→ R une fonction. On dit qu’une courbey = g (x) estasymptoteà la courbey = f (x) en+∞ si et

seulement si :
g (x)− f (x) −−−−−→

x→+∞
0

En particulier, une droite d’équationy = ax +b est asymptote à la courbe représentative de f si et seulementsi :

f (x)− [ax +b] −−−−−→
x→+∞

0

PLAN 4.1 : Méthode pratique de recherche d’asymptotes

1 Si f (x) −−−−−→
x→+∞

l ∈ R, la droite horizontaley = l est asymptote. On lit sur le tableau de variations la position

de la courbe par rapport à l’asymptote.

2 Si f (x) −−−−−→
x→+∞

∞, on calcul la limite def (x)/x en+∞.

3 Si cette limite existe et est égal à un réela 6= 0, on calculef (x)− ax et on cherche la limite def (x)− ax

en+∞. Si f (x)− ax → b ∈ R, la droitey = ax +b est asymptote. On détermine la position de la courbe par
rapport à l’asymptote en étudiant le signe def (x)− [ax +b] au voisinage de+∞.

4 Si
f (x)

x
→∞, on dit qu’on a une branche parabolique de direction(0y). Si

f (x)

x
→ 0, une branche parabolique

de direction(0x).

5 Si f (x)/x2 admet une limite finiea non nulle et que ce n’est pas le cas def (x)/x, on peut rechercher des
paraboles asymptotes.
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y = g (x)

y = f (x)

x

g (x)− f (x) −−−−−→
x→+∞

0

FIGURE 4.18 – Courbes asymptotes lorsquex →+∞

PLAN 4.2 : Plan d’étude d’une fonction

1 Trouver le domaine de définition.

2 Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe.

3 Tableau de variations. On précise les valeursexactesremarquables, les limites et les prolongements éventuels
(on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée).

4 Recherche d’éventuelles asymptotes.

5 Tracé approximatif de la courbey = f (x) : on représente les asymptotes éventuelles, les tangentes horizon-
tales

Remarque 4.11 La représentation de valeurs particulières numériques obtenues à l’aide de la calculatrice ne présente
en général aucun intérêt !

Exercice 4.1
Étudier la fonction définie parf (x) = xx+1.

Solution :

1 Comme :
f (x) = xx+1 = e(x+1)ln x .

f est définie surR∗
+.

2 Soit x ∈ R∗
+. On a : f ′ (x) =

x ln x + x +1

x
xx+1 donc f est du signe dex ln x + x +1. Introduisons la fonction :

g :

{
R∗
+ −→ R

x 7−→ x ln x + x +1
. Pour toutx ∈ R∗

+ : g ′ (x) = ln x +2. On en déduit les variations deg et le signe

de f ′.

x 0 e−2 +∞

g ′ (x) − 0 +

g (x)

1& g
(
e−2

)% +∞

f ′ (x) + f ′ (e−2
)

+

Remarquons queg (−2) > 0 et en utilisant les limites usuelles, on obtient :g (x) −−−−→
x→0+

1.

3 Le tableau de variation def est donc :

x 0 +∞

f ′ (x) 1 +

f (x) 0% +∞

les limites étant obtenues en utilisant les limites usuelles et par opération sur les limites.

4 Le graphe def admet une branche infinie quandx →+∞. Si x ∈R∗
+ :

xx+1

x
= xx −−−−−→

x→+∞
+∞.
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Le graphe def n’admet donc pas d’asymptote quandx → +∞. On a affaire à une branche parabolique de
directionOy .

5 On en déduit le graphe def :

1

2

1 2

y = f (x)

y = x

Exercice 4.2

Étudier la fonction définie parf (x) = x

√
x −1

x +1
.

Solution :

1 Nous déduisons du tableau de signe

x −∞ −1 1 +∞

x −1 − − 0 +

x +1 − 0 + +
x −1

x +1
+ − 0 +

que f est définie surI = ]−∞,−1[∪ [1,+∞[.

2 f est dérivable sur]−∞,−1[∪]1,+∞[ car la fonction racine carrée est dérivable surR∗
+. Soitx un élément de cet

ensemble. On trouve :

f ′ (x) =
x2 + x −1√
x −1

x +1
(x +1)2

.

f ′ est donc du signe dex2 + x −1. Les racines de ce trinômes sontα=
(
−1+

p
5
)

/2 et β=
(
−1−

p
5
)

/2. Seulα
est dans le domaine de définition def . Pour les limites, on remarque que :

f (x) = x

√√√√1− 1
x

1+ 1
x

et donc lim
x→−∞

f (x) =−∞, lim
x→+∞

f (x) =+∞. Par limites usuelles, il est clair quelim
x→−1−

f (x) =−∞. On en déduit

de la tableau de variation suivant :

x −∞ α −1 1 +∞

f ′ (x) + 0 − +∞ +

f (x) −∞% f (α)&−∞ 0 % +∞

3 Le graphe def admet une branche infinie quandx →±∞ et quandx →−1−.

En±∞

f (x)

x
=

√
x −1

x +1
=

√√√√1− 1
x

1+ 1
x

−−−−−→
x→±∞

1

et par multiplication par les quantités conjuguées,

f (x)− x = x

(√
x −1

x +1
−1

)
= x

x −1

x +1
−1

√
x −1

x +1
+1

=

−2x

x +1√
x −1

x +1
+1

=

−2

1+ 1
x√√√√1− 1

x

1+ 1
x

+1

−−−−−→
x→±∞

−1
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La droite d’équationy = x −1 est donc asymptote à la courbe au voisinage de+∞ et−∞.

En−1− On a une asymptote verticale au voisinage de−1 d’équationx =−1.

4 On en déduit le graphe def :

1

2

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3−1−2−3−4

y = f (x)

y = x −1

x =−1

α

f (α)

4.5 Fonction exponentielle complexe

Soit I un intervalle deR. On s’intéresse ici à une fonctionf définie surI et à valeurs complexesf : I ∈ C. Pour toutt ∈ I,
une telle fonction s’écrit sous la forme :f (t) = x (t)+ i y (t). avecx, y : I →R. Les fonctionsx et y sont respectivement la
partie réelle et la partie imaginaire def .
Soit t0 ∈ I. On dit quef est dérivable ent0 si et seulement six et y le sont. Dans ce cas, on définitf ′ (t0) par :

f ′ (t0) = x′ (t0)+ i y ′ (t0) .

PROPOSITION4.41
Soitϕ une fonction définie et dérivable deI dansC. la fonctionf définie surI par

∀t ∈ I, f (t)= eϕ(t )

est dérivable surI et
∀t ∈ I, f ′ (t) =ϕ′(t)eϕ(t ).

Démonstration Soit t ∈ I. Siϕ1 est la partie réelle deϕ et siϕ2 est la partie imaginaire deϕ, on peut écriref (t) sous la forme :

f (t) = eϕ(t ) = eϕ1(t )+iϕ2(t ) = eϕ1(t )eiϕ2(t ) = eϕ1(t ) (
cos

(
ϕ2 (t)

)
+ i sin

(
ϕ2 (t)

))
.

Par application de la définition, on en déduit que :

f ′ (t) = ϕ′
1 (t) eϕ1(t ) (

cos
(
ϕ2 (t)

)
+ i sin

(
ϕ2 (t)

))
+eϕ1(t ) (

−ϕ′
2 (t) sin

(
ϕ2 (t)

)
+ iϕ′

2 (t) cos
(
ϕ2 (t)

))

= ϕ′
1 (t) eϕ1(t ) (

cos
(
ϕ2 (t)

)
+ i sin

(
ϕ2 (t)

))
+ iϕ′

2 (t) eϕ1(t ) (
i sin

(
ϕ2 (t)

)
+cos

(
ϕ2 (t)

))

=
(
ϕ′

1 (t)+ iϕ′
1 (t)

)
eϕ1(t ) (

cos
(
ϕ2 (t)

)
+ i sin

(
ϕ2 (t)

))

= ϕ′(t)eϕ(t )

Remarque 4.12 On en déduit que pour touta ∈ C, la fonction f : R → C, t 7→ eat est dérivable surR de dérivée :
∀t ∈R, f ′ (t) = aeat .
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En résumé

Il est opportun de lire les paragraphes C.1 et C.2 de l’annexeC qui contiennent des méthodes pour construire des inégalités
et dans lesquels sont promulgués quelques conseils pour le calcul des dérivées. Au terme de ce chapitre, le formulaire sur
les dérivées des fonctions usuelles E.3 et celui sur les limites usuelles E.6 devront être parfaitement connus. Vous devrez
par ailleurs être totalement familier avec ces nouvelles fonctions que vous serez amené à manipuler quotidiennement en
sup et en spé.
Il conviendra de retenir parfaitement les graphes et l’expression des dérivées des fonctions introduites dans ce chapitre.

4.
Fonctions
Usuelles

11.
Fonction

d’une vari-
able réelle

Théorème
de la bijec-
tion 11.52

Limite mono-
tone 11.25

12. Déri-
vation

Variations
des fonctions

Dérivation
bijection ré-

ciproque 12.7

Dérivé nulle
⇒ Cte 12.13

13. Inté-
gration

Existence
d’une prim-
itive 13.30

5. Équa-
tions

différen-
-tielles.

Équations
du 1er ordre
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4.6 Exercices

4.6.1 Fonctions exponentielles, logarithmes et puissances

Exercice 4.3 ♥♥ Inégalité de convexité

1. Montrer que :
∀x >−1, ln (1+ x) É x

2. En déduire que :

∀n > 1,
(
1+ 1

n

)n
É e É

(
1− 1

n

)−n

Solution :

1. Il suffit, pour montrer cette inégalité, d’étudier les variations deθ :

{
]−1,+∞] −→ R

x 7−→ ln(1+ x)− x
.

2. Soitn > 1. Appliquant l’inégalité précédente avecx = 1
n , on a :ln

(
1+ 1

n

)
É 1

n ce qui amène :

n ln
(
1+ 1

n

)
É 1 et, la fonction exponentielle étant strictement croissante : e

n ln
(
1+ 1

n

)
É e. Par conséquent :(

1+ 1
n

)n É e. De même, commen > 1, − 1
n > −1 et on peut appliquer la première question avecx = − 1

n , on
obtient :ln

(
1− 1

n

)
É− 1

n
. Multipliant les deux membres de cette inégalité par−n, on a :−n ln

(
1− 1

n

)
Ê 1 et donc,

passant comme précédemment à l’exponentielle :e É
(
1− 1

n

)−n
.

Exercice 4.4 ♥
Posons, pourx ∈R∗

+ :

a = exp
(
x2

)
et b =

1

x
ln

(
x

1
x

)

Simplifier ab .

Solution : Soit x ∈R∗
+. Remarquons queb = 1

x2
ln (x) donc

ab =
(
ex2

) 1
x2 ln(x)

= e
x2

x2 ln(x)

= exp(ln x)

= x

Exercice 4.5 ♥♥ Des équations
Résoudre les équations suivantes après avoir déterminé leur domaine de validité :

1. ln (x −1) = ln (3x −5)

2. ln
(p

2x −3
)
= ln(6− x)− 1

2 ln x

3. 2ln x = ln (x +4)+ ln(2x)

4. e4x −3e2x −4 = 0.

5. 86x −3.83x −4 = 0.

6. x
p

x = (
p

x)x

7. 2x3 = 3x2

8. loga x = logx a où a ∈R∗
+ \ {1}

9. log3 x − log2 x = 1.

10. 2x +2x+1+...+2x+n = 3x +3x+1+...+3x+n oùn ∈N

Solution :

1. domaine de validité :
]

5
3

,+∞
[
.

ln (x −1) = ln (3x −5)

=⇒ x −1 = 3x −5

=⇒ x = 2

Réciproquement2 est solution de cette équation.
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2. domaine de validité :
]

3
2 ,6

[
.

ln
(p

2x −3
)
= ln (6− x)−

1

2
ln x

=⇒ ln
(p

2x −3
)
= ln

(
6− x
p

x

)

=⇒
p

2x −3 = 6− x
p

x

Mais :

p
2x −3 = 6− x

p
x

=⇒ x (2x −3) = (6− x)2

=⇒ x(x +8) = 0

=⇒ x = 0 ou x =−8

Aucun de ces nombres n’est admissible, il n’y a pas de solution.

3.

2ln x = ln(x +4)+ ln (2x)

=⇒ ln

(
2x (x +4)

x2

)
= 0

=⇒ 2x (x +4)

x2
= 1

=⇒ x2 +9x −36 = 0

=⇒ x = 3 ou x =−12

Mais−12 ne vérifie pas l’équation. On vérifie par contre que3 la vérifie. et l’unique solution de l’équation est3 .

4. On a :

e4x −3e2x −4 = 0

=⇒
{

X = e2x

X2 −3X−4 = 0

=⇒
{

X = e2x

X = 4 ou X =−1

=⇒ e2x = 4 (On ne peut avoire2x =−1 !)

=⇒ x = ln 2

Réciproquement, on montre queln 2 est bien solution de l’équation.

5. Cette équation est valide surR. On a la série d’implications :

86x −3.83x −4= 0

=⇒
{

X2 −3X−4 = 0

X = 83x

=⇒
{

X = 1 ou X = 4

X = 83x

=⇒ 83x = 1 ou 83x = 4

=⇒ x = 0 ou x = 2

9

Réciproquement, on vérifie que0 et 2
9 sont bien solutions de l’équation.
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6.

x
p

x = (
p

x)x

=⇒
p

x ln x = x ln
p

x

=⇒
p

x ln x − x

2
ln x = 0

=⇒
p

x

(
1−

p
x

2

)
ln x = 0

=⇒
p

x = 0 ou 1−
p

x

2
= 0 ou ln x = 0

=⇒ x = 0 ou x = 4 ou x = 1

Réciproquement, seuls1 et 4 sont solutions de l’équation.

7.

2x3

= 3x2

=⇒ x3 ln2 = x2 ln 3

=⇒ x2 (x ln 2− ln 3) = 0

=⇒ x = 0 ou x = ln 3

ln 2

Réciproquement, ces deux nombres sont solutions donc les solutions de l’équation sont :0 et log2 3 .

8.

loga x = logx a

=⇒ ln x

ln a
= ln a

ln x

=⇒ ln2 x − ln2 a = 0

=⇒ (ln x − ln a) (ln x + ln a) = 0

=⇒ x = a ou x = 1

a

Réciproquement, les nombresa et 1
a

sont bien solutions de l’équation.

9.

log3 x − log2 x = 1

=⇒ ln x

ln 3
− ln x

ln 2
= 1

=⇒ ln 2− ln 3

ln3ln 2
ln x = 1

=⇒ x = exp

(
ln3ln 2

ln 2
3

)

Réciproquementexp

(
ln 3ln 2

ln 2
3

)
est solution de l’équation.

10. On reconnaît des sommes géométriques :

2x +2x+1 + ...+2x+n = 3x +3x+1 + ...+3x+n

=⇒ 2x
(
1+2+ . . .+2n

)
= 3x

(
1+3+ . . .+3n

)

=⇒
(

2

3

)x
=

1−2n+1

1−2

1−3n+1

1−3

=⇒
(

2

3

)x
= 2

2n+1 −1

3n+1 −1

=⇒ x =
ln

(
2

2n+1 −1

3n+1 −1

)

ln 2
3
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Réciproquement, on vérifie que :
ln

(
2

2n+1 −1

3n+1 −1

)

ln 2
3

est bien solution de l’équation.

Exercice 4.6 ♥♥ Des inéquations
Résoudre les inéquations suivantes après avoir donné leur domaine de validité :

1. ln
(
x2 −2x

)
> ln (4x −5)

2. ex2 > (ex )4 ×e.

3. ax2 < (
p

a)7x−3 où a ∈R∗
+ \ {1}.

Solution :

1. On vérifie que l’inéquation n’est valide que six > 2.

ln
(
x2 −2x

)
> ln (4x −5)

=⇒ x2 −2x > 4x −5 carln est croissante

=⇒ x2 −6x +5 > 0

=⇒ x ∈ ]−∞,1[∪ ]5,+∞[

Compte tenu du domaine de validité de l’inéquation,ln
(
x2 −2x

)
> ln(4x −5) seulement six > 5. Réciproquement,

on montre que six > 5 alors l’inéquation est vérifiée.

2. L’inéquation est valide surR.

ex2

>
(
ex

)4 ×e

⇐⇒ ex2−1 > e4x

⇐⇒ x2 −1 > 4x carexp est croissante

⇐⇒ x2 −4x −1 > 0

⇐⇒ x ∈
]
−∞,2−

p
5
[
∪

]
2+

p
5,+∞

[

L’ensemble solution de l’inéquation est donc :
]
−∞,2−

p
5
[
∪

]
2+

p
5,+∞

[

3. L’inéquation est valide surR.

ax2

< (
p

a)7x−3

⇐⇒ x2 ln a < 7x −3

2
ln a carln est croissante

Lorsqueln a > 0 c’est-à-dire lorsquea > 1,

ax2

< (
p

a)7x−3

⇐⇒ x2 < 7x −3

2
cara 6= 1 doncln a 6= 0

⇐⇒ 2x2 −7x +3 < 0

⇐⇒ x ∈
]

1

2
,3

[

L’inégalité est vraie si et seulement six ∈
]

1
2

,3
[

.

Lorsqueln a < 0 c’est-à-dire lorsque0 < a < 1,

ax2

> (
p

a)7x−3

⇐⇒ x2 > 7x −3

2

⇐⇒ 2x2 −7x +3 > 0

⇐⇒ x ∈
]
−∞,

1

2

[
∪ ]3,+∞[

L’inégalité est vraie si et seulement six ∈
]
−∞, 1

2

[
∪ ]3,+∞[ .
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Exercice 4.7 ♥♥ Des limites
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x−→+∞

x
1
x

2. lim
x−→0+

x
p

x

3. lim
x−→0+

x
1
x

4. lim
x→+∞

ex+2

ex+1

5. lim
x→+∞

xex

3x

6. lim
x→−∞

xex

3x

7. lim
x→−∞

x2e−x − x

8. lim
x→0+

xx

9. lim
x→+∞

(xx )x

xxx

10. lim
x→+∞

a(bx )

b(ax )
où 1< a < b.

11. lim
x→0

p
x ln

(
x2

1+x

)

12. lim
x→+∞

(
ln x

x

) 1
x

13. lim
x→+∞

(
1+ 1

x

)x

Solution :

1. x
1
x = e

ln x

x mais
ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 doncx
1
x −−−−−→

x→+∞
e0 = 1 .

2. x
p

x = e
p

x ln x mais
p

x ln x = x
1
2 ln x −−−−→

x→0+
0 doncx

p
x −−−−→

x→0+
e0 = 1 .

3. x
1
x = e

ln x

x mais
ln x

x
−−−−→
x→0+

−∞ doncx
1
x −−−−→

x→0+
0 .

4. ex+2
ex+1

= 1+2e−x

1+e−x −−−−−→
x→+∞

1 .

5. xex

3x x
(

e
3

)x = xex ln e
3 donc xex

3x

X=x ln e
3======== X

ln e
3

eX −−−−−→
X→−∞

0

6. De la même façon, toujours parce quee < 3 : lim
x→−∞

xex

3x
= −∞ .

7. x2e−x − x = x2e−x

(
1− ex

x

)
−−−−−→
x→−∞

+∞

8. xx = ex ln x maisx ln x −−−−→
x→0+

doncxx −−−−→
x→0+

e0 = 1 .

9. (xx )x

xxx = ex ln(xx )

exx ln x
= e(x2−xx ) ln x = e(x2−x−1)xx ln x mais x2−x −−−−−→

x→+∞
0 donc : x2−x − 1 −−−−−→

x→+∞
−1. Comme

xx ln x −−−−−→
x→+∞

+∞, par opérations sur les limites,
(
x2−x −1

)
xx ln x −−−−−→

x→+∞
−∞ et donc :(xx )x

xxx −−−−−→
x→+∞

0 .

10. a(bx )

b(ax )
=

ebx ln a

eax lnb
= eax lnb−bx ln a = e

bx lnb

((
a
b

)x
−

ln a

lnb

)

mais bx lnb −−−−−→
x→+∞

∞ ,
(

a
b

)x −−−−−→
x→+∞

0 et
ln a

lnb
> 0 donc

a(bx )

b(ax )
−−−−−→
x→+∞

+∞ .

11.
p

x ln
(

x2

1+x

)
= 2x

1
2 ln x − x

1
2 ln (1+ x) −−−→

x→0
0

12.
(

ln x
x

) 1
x = e

ln
(

ln x
x

)

x = e
1
x (lnln x−ln x) mais

ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 et
ln (ln x)

x
−−−−−→
x→+∞

0 donc
(

ln x
x

) 1
x −−−−−→

x→+∞
e0 = 1 .

13.
(
1+ 1

x

)x = e
x ln

(
1+ 1

x

)
= e

ln
(
1+ 1

x

)

1
x maise

ln
(
1+ 1

x

)

1
x

X= 1
x===== e

ln (1+X)

X −−−→
X→0

e1 = e .

Exercice 4.8 ♥♥
Soit un entiern > 1. On considère l’équation

xxn

= n (4.1)

1. Montrer qu’il existe une unique solution à cette équation.

2. Déterminer cette unique solution.

Solution :

1. Étudions àn fixé la fonction définie par

f (x) = xxn

−n = exn ln x
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Elle est définie sur]0,+∞[, dérivable sur cet intervalle et∀x ∈ I,

f ′(x) = xn−1exn ln x [n ln x +1]

La dérivée s’annule en un seul pointx0 = e−1/n < 1. On en déduit en écrivant le tableau de variations def que
f présente un minimum enx0 avec f (x0) = e−1/(en) −n. Par conséquent, puisquef (x) −−−−−−→

x→0+→1
−n < n, et que

f (x) −−−−−−−→
x→+∞→+

∞, la fonction ne s’annule qu’une fois en un pointx1 > x0.

2. Puisquef (n1/n) = 0, en en déduit que la seule solution de l’équation vautn1/n .

Exercice 4.9 ♥♥
Soit n ∈ N∗. Montrer que le nombre de chiffres nécessaires pour écriren en base10 est égale à la partie entière de
1+ log n.

Solution : Supposons que l’écriture den en base 10 comptem +1 chiffres am , . . . , a0 ∈ �0,9� avecam 6= 0 et m ∈N.
On a alors :n =∑m

k=0
ak 10k et

logn = log

(
m∑

k=0

ak 10k

)

=
ln 10m

(
am +am−110−1 + . . .+a010−m

)

ln 10

= m +
ln

(
am +am−110−1 + . . .+a010−m

)

ln10

Mais 1 É am +am−110−1 + . . .+a010−m É 10 et

0 É
ln

(
am +am−110−1 + . . .+a010−m

)

ln 10
< 1.

Donc E
(
1+ log n

)
= m +1 et le résultat est prouvé.

Exercice 4.10 ♥♥

Étudier la fonction définie parf (x) = x

√
x −1

x +1
.

Solution :

1 Nous déduisons du tableau de signe

x −∞ −1 1 +∞

x −1 − − 0 +

x +1 − 0 + +
x −1

x +1
+ − 0 +

que f est définie surI = ]−∞,−1[∪ [1,+∞[.

2 f est dérivable sur]−∞,−1[∪]1,+∞[ car la fonction racine carrée est dérivable surR∗
+. Soitx un élément de cet

ensemble. On trouve :

f ′ (x) =
x2 + x −1√
x −1

x +1
(x +1)2

.

f ′ est donc du signe dex2 + x −1. Les racines de ce trinômes sontα=
(
−1+

p
5
)

/2 et β=
(
−1−

p
5
)

/2. Seulα
est dans le domaine de définition def . Pour les limites, on remarque que :

f (x) = x

√√√√1− 1
x

1+ 1
x

et donc lim
x→−∞

f (x) =−∞, lim
x→+∞

f (x) =+∞. Par limites usuelles, il est clair quelim
x→−1−

f (x) =−∞. On en déduit
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de la tableau de variation suivant :

x −∞ α −1 1 +∞

f ′ (x) + 0 − +∞ +

f (x) −∞% f (α)&−∞ 0 % +∞

3 Le graphe def admet une branche infinie quandx →±∞ et quandx →−1−.

En±∞

f (x)

x
=

√
x −1

x +1
=

√√√√1− 1
x

1+ 1
x

−−−−−→
x→±∞

1

et par multiplication par les quantités conjuguées,

f (x)− x = x

(√
x −1

x +1
−1

)
= x

x −1

x +1
−1

√
x −1

x +1
+1

=

−2x

x +1√
x −1

x +1
+1

=

−2

1+ 1
x√√√√1− 1

x

1+ 1
x

+1

−−−−−→
x→±∞

−1

La droite d’équationy = x −1 est donc asymptote à la courbe au voisinage de+∞ et−∞.

En−1− On a une asymptote verticale au voisinage de−1 d’équationx =−1.

4 On en déduit le graphe def :
y = f (x)

y = x −1

x =−1

1

1

α

f (α)

4.6.2 Fonctions circulaires

Exercice 4.11 ♥
Prouver que :

1. ∀x ∈R+, sin x É x 2. ∀x ∈R, cos x Ê 1− x2

2

Solution :

1. Il suffit d’étudier les variations de la fonctionf1 :

{
R+ −→ R

x 7−→ sin x − x
.

2. On prouve d’abord l’inégalité surR+. Pour ce faire, on étudie les variations def2 :

{
R+ −→ R

x 7−→ cos x −1+ x2

2
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et on utilise l’inégalité prouvée dans la question 1. On montre alors que l’inégalité reste vraie surR− en utilisant
la parité def2.

Exercice 4.12 ♥

Démontrer que∀x ∈
]
0; π

2

[
,
(

sin x

x

)2

+ tan x

x
> 2.

Solution : SoitΦ(x)= cos x sin2 x + x sin x −2x2 cos x, on a
Φ′(x) = −sin3 x +2cos2 x sin x + sin x + x cos x −4x cos x +2x2 sin x

= 2cos2 x sin x − sin3 x + sin x +3x cos x +2x2 sin x.

Φ′′(x) = 2cos3 x −4sin x cos x sin x −3sin2 x cos x +cos x −3cos x +3x sin x +4x sin x +2x2 cos x

= 2cos3 x −7sin2 x cos x −2cos x +7x sin x +2x2 cos x

= 2cos x(cos2 x −1)+2x2 cos x +7sin x(x − sin x cos x)

= 2cos x(cos2 x − (1− x2))+7x sin x

(
1− sin 2x

2x

)

Or sur
]
0; π

2

[
, 1− x2

2
É cos x É 1, d’oú

(
1− x2

2

)2

É cos2 x, soit1− x2 + x4

4
É cos2 x, soit0 É x4

4
É cos2 x − (1− x2).

On a doncΦ′′(x) > 0. Φ′ est strictement croissante sur
[
0; π

2

[
, commeΦ′(0) = 0, Φ′ est à valeurs positives, doncΦ est

strictement croissante sur
[
0; π2

[
, commeΦ(0)= 0, Φ est à valeurs positives.

Donc∀x ∈
]
0; π

2

[
, cos x sin2 x + x sin x > 2x2 cos x, d’oú le résultat en divisant parx2 cos x.

Exercice 4.13 ♥♥

H

A
B

α

CO

On a tracé le cercle le cercle trigonométrique dans un repèreorthonormé direct. L’angleα est mesuré en radians. Les
trianglesOAH et OBC sont rectangles respectivement enH et C. On rappelle que l’aire du secteur angulaireOAC est
α/2.

1. Calculer l’aire du triangleOAC. En déduire que :∀α ∈ ]0,π/2] , 0 < sinα<α.

2. Montrer que pourα ∈ ]0,π/2], on a1 > cos2α> 1−α2. En déduire quelim
α→0

cosα= 1.

3. Calculer l’aire du triangleOBC. En déduire les inégalités :∀α ∈ ]0,π/2] , sinα<α< tanα.

4. Déduire des questions précédentes quelim
α→0

sinα

α
= 1 et quelim

α→0

tanα

α
= 1. On prouve ainsi quesin et tan sont

dérivables en0. Expliquer pourquoi.

5. Pourα ∈ [0,π/2], Établir les inégalités :

0 É cos2αÉ cosα, 0 É 1−cosαÉ sin2α et 0 É 1−cosαÉα2.

6. En déduirelim
α→0

1−cosα

α
.

7. En déduirelim
h→0

cos(α+h)−cosα

h
et lim

h→0

sin (α+h)−cosα

h
. Quelle propriété importante decos et sin vient-on

de prouver?

185



Solution :

1. L’aire du triangleOAH est donnée parOC×AH
2

= sinα
2

. Siα ∈ ]0,π/2] alors le triangleOAH n’est pas plat et son aire
est> 0 doncsinα> 0. Par ailleurs, le triangleOAH est inclus dans le secteur angulaireOAC et doncsinα

2 < α
2 ce

qui prouve la seconde inégalité.

2. Soitα ∈ ]0,π/2]. On utilise la question précédente. De0 < sinα< α, on tire0 < sin2α<α2 car la fonctionx 7→ x2

est croissante surR+. Donc1 > 1− sin2 α > 1−α2 ce qui donne finalement1 Ê cos2α > 1−α2. Si α→ 1, on en
déduit grâce au théorème des gendarmes quelim

α→0
cosα= 1.

3. L’aire du triangleOBC est OC×BC
2 = tanα

2 . Comme le triangleAHC est strictement inclus dans le secteurOAC et
que ce secteur est strictement inclus dans le triangleOBC, on en déduit quesinα< α< tanα.

4. Soitα ∈ ]0,π/2]. On déduit de l’inégalité de la question1. que 0 < sinα
α < 1. De même, detanα > α, on tire

sinα>αcosα et donc
sinα

α
> cosα−−−−→

α→0+
1. Par le théorème des gendarmes, on en déduit quelim

α→0+

sinα

α
= 1. En

0−, on trouve la même limite par parité. La seconde limite est alors évidente. On reconnaît quesinα
α

est le taux
d’accroissement desin en0. Il admet alors une limite quandα→ 0 et sin est dérivable en0 de dérivée égale à1.
Idem pourtan.

5. On sait que0 É cosα É 1 donc en multipliant parcosα qui est positif, on obtient la première inégalité. On en
déduit que1 Ê 1−cos2αÊ 1−cosα et donc la seconde inégalité. La dernière en découle en utilisant quesinα< α.

6. On divise la dernière inégalité parα ∈ ]0,π/2] :

0 É
1−cosα

α
É

α2

α
=α−−−−→

α→0+
0

donc lim
α→0+

1−cosα

α
= 0. Par parité, il s’ensuit quelim

α→0

1−cosα

α
= 0.

7. Grâce aux formules d’addition et aux questions précédentes :

cos (α+h)−cosα

h
= cosα

cos h−1

h
− sinα

sin h

h
−−−→
h→0

−sinα

On reconnaît dans la premier terme de la ligne précédente le taux d’accroissement decos enα. On a prouvé qu’il
tend verssinα quandh → 0. Donccos est dérivable enα de dérivée−sinα. On procède de même poursin.

Exercice 4.14 ♥♥
Calculer :

1. arcsin(sin( 3π
4

)) 2. arccos(cos( 2009π
3

))

Solution :

1. Commearcsin : [−1,1] →
[
−π

2 , π2
]
, il faut déterminer le réelx ∈

[
−π

2 , π2
]

tel quesin x = sin
(

3π
4

)
. Mais sin

(
3π
4

)
=

sin
(
π
2
+ π

4

)
= cos π

4
=

p
2

2
= sin

(
π
4

)
donc : arcsin(sin( 3π

4
)) = π

4
.

2. On a :arccos : [−1,1] → [0,π], donc il faut déterminer le réelx ∈ [0,π] tel quecos x = cos( 2009π
3

). Mais 2009 =
3×670−1 donc2009π=−π

3 [2π]. Maiscos−π
3
= cos π

3
donc : arccos(cos( 2009π

3
))= π

3
.

Exercice 4.15 ♥♥ Formule de Machin

1. Montrer queπ
4
= arctan 1

2
+arctan 1

3
.

2. Pour toutx ∈R\
(
π
8 + π

4 Z
)
, exprimertan (4x) en fonction detan x.

3. En déduire la formule de Machin :
π

4
= 4arctan

1

5
−arctan

1

239

Solution :

1. Notonsα= arctan 1
2
+arctan 1

3
. En utilisant les formules d’additions pour la tangente :

tan (α) =
1
2 +

1
3

1− 1
2
× 1

3

= 1.

De plus0 ÉαÉπ, donc nécessairementα= π
4
.
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2. Soitx ∈R\
(
π
8 + π

4 Z
)
. Toujours par application des formules d’additions, on montre que :

tan(4x) =
4 tan(x)−4 (tan(x))3

1−6 (tan (x))2 + (tan (x))4

3. Par application de cette dernière formule, on trouve que :tan
(
4arctan 1

5

)
= 120

119
. Donc, une fois encore grâce aux

formules d’additions, si on noteβ= 4arctan 1
5
−arctan 1

239
, on trouve :

tanβ=
tan

(
4arctan 1

5

)
− tan

(
arctan 1

239

)

1+ tan
(
4arctan 1

5

)
tan

(
arctan 1

239

) =
120
119− 1

239

1+ 120
119× 1

239

= 1

et donc comme dans la première question, on montre queβ= π
4
, ce qui démontre la formule de Machin.

Exercice 4.16 ♥

1. Soitx ∈ [−1,1]. Simplifier :

(a) cos(arcsin x)

(b) sin(arccos x).

2. Soitx ∈R. Simplifier :

(a) cos(3arctan x)

(b) cos2( 1
2 arctan x).

Solution :

1. Soitx ∈ [−1,1].

(a) arcsin x ∈
[
−π

2
, π

2

]
donccos(arcsin x) =

√
1− sin2 (arcsin x) =

√
1− x2

(b) arccos x ∈ [0,π] doncsin(arccos x) =
√

1−cos2 (arccos x) =
√

1− x2 .

2. Soitx ∈R. Remarquons que, pour toutX ∈ ]−π/2,π/2[, comme1+tan2 X = 1/cos2 X, il vient cos X = 1/
p

1+ tan2 X

et donccos arctan x = 1/(
p

1+ x2) cararctan x ∈ ]−π/2,π/2[.

(a) On utilise les techniques de l’annexe B.3, il vientcos(3X) = 4cos3 X−3cos X et donc :

cos(3arctan x) = 4cos3 arctan x −3cos arctan x

=
4

(
1+ x2

)3/2
−

3
(
1+ x2

)1/2

= 1−3x2

(
1+ x2

)3/2

(b) Commecos2 X = 1/2(cos(2x)+1) :

cos2
(

1

2
arctan x

)
= 1

2
(cosarctan x +1)

= 1

2
p

1+ x2
+ 1

2

Exercice 4.17 ♥♥
Résoudre l’équationarcsin x = 2arctan x.

Solution : Pour toutX ∈ ]−π/2,π/2[, comme1+ tan2 X = 1/cos2 X, il vient cos X = 1/
p

1+ tan2 X. Donccos arctan x =
1/(

p
1+ x2) cararctan x ∈ ]−π/2,π/2[ et commesin X =±

p
1−cos2 X, on a aussisin arctan x = x/

p
1+ x2. On a alors :

arcsin x = 2arctan x

=⇒ x = sin(2arctan x)

=⇒ x = 2sin (arctan x) cos(arctan x)

=⇒ x = 2x

1+ x2

=⇒ x3 − x = 0

=⇒ x =−1, x = 0 ou x = 1
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Réciproquement, on vérifie que ces3 nombres sont solutions de l’équation.

Exercice 4.18 ♥
– Montrer que :arctan x +arctan 1

x =
{ π

2
si x > 0

−π
2

si x < 0

– Montrer que :∀x ∈ [−1,1] : arcsin(x)+arccos(x) = π
2
.

Solution : La même méthode s’applique dans les deux questions.

1. Soitθ1 :

{
R∗ −→ R

x 7−→ arctan x +arctan 1
x

. θ1 est dérivable surR∗ et θ′1 = 0. Par conséquent, il existe des réels

c1 et c2 tels queθ1|R∗− = c1 etθ1|R∗
+ = c2. En prenant la limite deθ1 quandx tend vers−∞ et+∞ on montre que

c1 =−π
2

et c2 = π
2
.

2. Soitθ2 :

{
[−1,1] −→ R

x 7−→ arcsin(x)+arccos(x)
. θ2 est dérivable sur[−1,1] et θ′2 = 0. θ2 est donc constante sur

[−1,1] et évaluant l’expression enx = 0, on montre que cette constante vautπ
2 .

Exercice 4.19 ♥♥
Étudier la fonctionf donnée par :

f : x 7→ cos3 x + sin3 x.

Solution : Étudionsf : x 7→ cos3 x + sin3 x. f est définie surR mais est2π-périodiques. On peut donc restreindre le
domaine d’étude àI = [−π,π]. Si x ∈ I, f ′ (x) = 3cos x sin x (sin x −cos x). Résolvons l’inéquation :sin x − cos x Ê 0

pourx ∈ I afin de connaître le signe def surI :

sin x −cos x Ê 0

⇐⇒
p

2

2
cos x −

p
2

2
sin x É 0

⇐⇒ cos
(
x + π

4

)
É 0

⇐⇒ x ∈
[
−π,−

π

4

]
∪

[
π

4
,π

]

On en déduit le tableau de variation suivant :

x −π −π
4

−π
2

0 π
4

π
2

π

sin x − − − + + +

cos x − − + + + −

sin x −cos x + − − − + +

f ′ (x) + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 −

f −1%−
p

2
2 &

−1% 1& p
2

2
% 1& −1

ainsi que le graphe :

π−π/2

π/2−π/4

π/4

1

−π
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Exercice 4.20 ♥♥♥
Étudier la fonction définie par :

f (x) = arcsin
(
2x

√
1− x2

)

Solution :

1. Pour que la racine soit définie, il faut quex ∈ [−1,1].

2. arcsin est définie sur[−1,1]. Étudions doncϕ(x) = 2x
p

1− x2 sur [−1,1]. C’est une fonction impaire. Il suffit de
faire l’étude sur[0,1]. ϕ est dérivable sur[0,1[ et∀x ∈ [0,1[,

ϕ′(x) = 2(1−2x2)
p

1− x2

On écrit le tableau de variations deϕ et on voit que

∀x ∈ [−1,1], ϕ(x) ∈ [−1,1]

avecϕ
(

1p
2

)
= 1.

Par conséquent,D f = [−1,1].

3. f est impaire. On fait l’étude sur[0,1].

4. ϕ est dérivable sur]−1,1[. Commearcsin est dérivable sur]−1,1[, à valeurs dans[−1,1] etϕ(θ)= 1 si et seulement
si θ= 1p

2
. On en déduit quef est dérivable surI1 = [0, 1p

2
[ et surI2 =] 1p

2
,1[.

5. ∀x ∈ I1 ∪ I2, on calcule

f ′(x) = 2(1−2x2)

|2x2 −1|
p

1− x2

Par conséquent,∀x ∈ I1, f ′(x) = 2
p

1− x2
et∀x ∈ I2, f ′(x) =− 2

p
1− x2

.

6. Donc il existeC1 ∈R tel que
∀x ∈ I1, f (x) = 2arcsin x +C1

et∃C2 ∈R tel que
∀x ∈ I2, f (x) =−2arcsin x +C2

On détermineC1 = 0 et C2 = π en prenant les valeurs particulièresx = 0 et x = 1.

7. En conclusion :

f (x) =
{

2arcsin x si x ∈ [0, 1p
2

]

−2arcsin x −π si x ∈ [ 1p
2

,1]

Montrons en utilisant la trigonométrie que

∀x ∈ [− 1
p

2
,

1
p

2
], arcsin

(
2x

√
1− x2

)
= 2arcsin x

Soit x ∈ [− 1p
2

, 1p
2

]. Posons

y = arcsin(2x
√

1− x2)

∃!θ ∈ [−π
4 , π4 ] tel que

x = sinθ

Alors
2x

√
1− x2 = 2sinθ|cosθ| = 2sinθcosθ= sin 2θ

Or comme2θ ∈ [−π
2 , π2 ],

y = arcsin(sin(2θ)) = 2θ= 2arcsin x

Exercice 4.21 ♥♥
Étudier

f (x) = arccos

( p
x

1+ x

)

189



Solution : Considérons la fonctionϕ(x) =
p

x

1+ x
. Elle est définie sur[0,+∞[ et dérivable sur]0,+∞[, et

∀x > 0, ϕ′(x) =
1− x

2
p

x(1+ x)2

En traçant le tableau de variations deϕ, on voit queϕ est à valeurs dans[0, 1
2 ]. Commearccos est définie et dérivable

sur[0, 1
2

], f est définie continue surD f = [0,+∞[ et dérivable sur]0,+∞[, et

∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) =
−1√

1− x

(1+x)2

×ϕ′(x)

= (x −1)

2
p

x
p

x2 + x +1(x +1)

Par conséquent,f est décroissante sur[0,1], croissante sur[1,+∞[ et f (0) = π

2
, f (1) = π

3
, f (x) −−−−−→

x→+∞
π

2
.

Commef ′(x) −−−→
x→0

+∞, f n’est pas dérivable en0 (demi-tangente verticale).

Exercice 4.22 ♥♥
Étudier

f (x) = arcsin

(
x

p
x2 +1

)

Solution : Posonsϕ(x) =
x

p
x2 +1

. ϕ est dérivable surR et

∀x ∈R, ϕ′(x) = 1

(x2 +1)
p

x2 +1

D’après le tableau de variations deϕ, ϕ est à valeurs dans]−1,1[. Commearcsin est définie et dérivable sur]−1,1[, f

est définie et dérivable surR et

∀x ∈R, f ′(x) = 1√
1− x2

x2+1

×ϕ′(x)

=
1

x2 +1

= arctan′(x)

Par conséquent,∃C ∈R tel que
∀x ∈R, f (x) = arctan x +C

En prenantx = 0, on trouve queC = 0.
Montrons par la trigonométrie que

∀x ∈R, arcsin

(
x

p
x2 +1

)
= arctan x

Soit x ∈R. ∃!θ ∈]− π
2

, π
2

[ tel que
x = tanθ

Alors arctan x = arctantanθ= θ (carθ∈
]
−π

2
, π

2

[
.

D’autre part,
x

p
x2 +1

= tanθ
p

1+ tan2θ
= tanθ|cosθ| = tanθcosθ= sinθ

(le cosinus est positif sur
]
−π

2 , π2
[
.

Alors

arcsin

(
x

p
x2 +1

)
= arcsinsinθ= θ

carθ ∈
]
−π

2
, π

2

[
et on a bien le résultat.

Exercice 4.23 ♥♥
Étudiez la fonctionf définie par :

f (x) = arctan

(
2x

1− x2

)
−2arctan x
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Solution : La fonction f est définie pourx 6∈ {−1,+1} doncD f =]−∞,−1[∪]−1,1[∪]1,+∞[. Comme la fonctionf est
impaire, on fait l’étude sur les intervallesI1 = [0,1[ et I2 =]1,+∞[. Calculons sa dérivée :

∀x ∈ I1 ∪ I2, f ′(x) =
2x2 +2

x4 +2x2 +1
−

2

1+ x2
= 0

Par conséquent,∃C1 ∈R tel que∀x ∈ I1, f (x) = C1 et∃C2 ∈R tel que∀x ∈ I2, f (x) = C2. En faisantx = 0 et x →+∞, on
trouve queC1 = 0 et C2 =−π.
Montrons par la trigonométrie que

∀x ∈]−1,1[, arctan

(
2x

1− x2

)
= 2arctan x

Soit x ∈]−1,1[. ∃!θ ∈
]
−π

4 , π4
[

tel quex = tanθ. Alors

2x

1− x2
= tan2θ

1− tan2θ
= tan(2θ)

Or 2θ ∈
]
−π

2 , π2
[

donc

arctan
2x

1− x2
= 2θ= 2arctan x

Exercice 4.24 ♥♥
Montrer que

∀x ∈ [0,1], arcsin
p

x = π

4
+ 1

2
arcsin(2x −1)

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie
Indication 4.3 : On pourra poserx = sin2 u

Solution : Soit f (x) = arcsin
p

x −
1

2
arcsin(2x −1). f est bien définie sur[0,1] car−1 É 2x −1 É 1. Elle est dérivable

sur]0,1[ et

f ′(x) = 1
p

1− x

1

2
p

x
− 1√

1− (2x −1)2
= 1

2
p

x − x2
− 1
p

4x −4x2
= 0

Cette fonction est donc constante sur l’intervalle[0,1]. En faisantx = 0, on trouve quef (0) = π

4
.

On retrouve ce résultat car on peut poserx = sin2 u lorsquex ∈ [0,1], avecu ∈ [0, π
2

]. Alors

arcsin(2x −1) = arcsin(−cos2u) =−arcsin(cos2u) = arccos(cos 2u)− π

2
= 2u− π

2

et arcsin
p

x = arcsinsin u = u.

Exercice 4.25 ♥♥
Étudier la fonction

f (x) = arccos
1− x2

1+ x2
−2arctan x

Solution :

1. Puisquearccos est définie sur[−1,1], il faut que
∣∣∣∣

1− x2

1+ x2

∣∣∣∣É 1, ce qui est toujours vérifié car∀x ∈R, 1−x2 É 1+x2

et 1− x2 Ê−(1+ x2). Donc D f =R . Il n’y a pas de parité.

2. Puisquearccos est dérivable sur]− 1,1[ et que
∣∣∣∣

1− x2

1+ x2

∣∣∣∣ = 1 ⇐⇒ x = 0, f est dérivable surI1 =]−∞,0[ et sur

I2 =]0,+∞[ comme composée de fonctions dérivables. Et∀x ∈ I1 ∪ I2 :

f ′(x) = −1√
1− (1− x2)2

(1+ x2)2

−2

(1+ x2)2
(2x)− 2

1+ x2
= 2sg (x)

1+ x2
− 2

1+ x2

Par conséquent, puisquef ′ = 0 sur I2, ∃C2 ∈ R, tel que∀x ∈ I1, f (x) = C2 et en faisantx → +∞, C2 = 0. Sur

I1, f ′(x) = −
4

1+ x2
et donc∃C1 ∈ R, tel que∀x ∈ I1, f (x) = 4arctan x +C1. En faisantx →−∞, on trouve que

C1 = 2π.
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3. Montrons par la trigonométrie que

∀x Ê 0, arccos

(
1− x2

1+ x2

)
= 2arctan x

Soit x Ê 0. Il existe un uniqueθ ∈]0, π2 [ tel quex = tanθ/2. Alors 2arctan x = θ et

arccos

(
1− x2

1+ x2

)
= arccos(cosθ) = θ(θ∈ [0,π])

Exercice 4.26 ♥♥
Étudier la fonction

f (x) = arctan
x

p
1− x2

Solution : On détermineD f =]−1,1[, f est impaire et dérivable sur]−1,1[ et∀x ∈]−1,1[,

f ′(x) = 1

1+ x2

1− x2

×

p
1− x2 +

2x2

2
p

1− x2

1− x2

=
1

p
1− x2

Par conséquent,∃C ∈R, tel que∀x ∈]−1,1[, f (x) = C. Commef (0) = 0, on a montré que∀x ∈]−1,1[,

arctan
x

p
1− x2

= arcsin x

On retrouve ce résultat par la trigonométrie. Soitx ∈]−1,1[. Alors∃!θ ∈]− π
2

, π
2

[ tel quex = sinθ. Alors

arctan
x

p
1− x2

= arctan
sinθ√

1− sin2θ
= arctanθ= θ

Exercice 4.27 ♥♥
Étudier

f (x) = arctan

(p
x2 +1−1

x

)

Solution : D f =R⋆, f est impaire. On fait l’étude sur[0,+∞[. f est dérivable sur]0,+∞[ et∀x ∈]0,+∞[ :

f ′(x) = 1

2x2 +2−2
p

x2 +1
×
p

x2 +1−1
p

x2 +1

=
p

x2 +1−1

2(x2 +1)(
p

x2 +1−1)

= 1

2(x2 +1)

= 1

2
arctan′(x)

Donc il existeC1 ∈R telle que∀x ∈]0,+∞[,

f (x) = 1

2
arctan x +C1

En prenant la limite lorsquex →+∞, on trouveC1 = 0. De même, on montre que∀x ∈]−∞,0[,

f (x) = 1

2
arctan x

On retrouve ce résultat par la trigonométrie en posantx = tanθ.
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Exercice 4.28 ♥♥
Une statue de hauteurp est placée sur un piédestal de hauteurs. Un observateur se trouve à une distanced de la statue
(sa taille est négligeable). Trouver la distanced pour que l’observateur voie la statue sous un angleα maximal.

d A

H

S

s

p

α

O

Solution : Notonsθ l’angle �AOH etϕ l’angle �AOS. Alors

α= θ−ϕ

Or tanθ=
p + s

d
et tanϕ=

s

d
par conséquent, puisqueα,θ,ϕ ∈]0,

π

2
[,

α= arctan
p + s

d
−arctan

s

d

En posantA = p + s et B = s, étudions la fonction

f :

{
]0,+∞[ −→ R

x 7−→ arctan
A

x
−arctan

B

x

Elle est dérivable sur]0,+∞[ et

∀x ∈ I, f ′(x) = (B−A)(x2 −AB)

(x2 +B2)(x2 +A2)

et doncf ′ s’annule enx0 =
p

AB (carA >B, puisques > 0). On voit sur le tableau de variations def quex0 correspond
à un minimum def et donc la distanced sous laquelle on voit la statue sous un angle minimal est :

d0 =
√

(p + s)s

Cet angle vaut alors

α0 = f (d0) = 2arctan

(√
p + s

s

)
−
π

2

(on a utilisé la formulearctan x +arctan
1

x
= π

2
lorsquex > 0).

4.6.3 Fonctions hyperboliques

Exercice 4.29 ♥

1. ∀x ∈R+, sh x Ê x.

2. ∀x ∈R, ch x Ê 1+
x2

2

Solution : Il suffit d’étudier les fonctionsf :

{
R+ −→ R

x 7−→ sh x − x
et g :





R −→ R

x 7−→ 1+ x2

2
−ch x

et de montrer

qu’elles sont positives sur le domaine d’étude.

Exercice 4.30 ♥
Démontrer que∀x ∈R et∀n ∈N, (ch x + sh x)n = ch(nx)+ sh(nx).
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Solution : Soientx ∈R et n ∈N. Commech x + sh x = ex :

(ch x + sh x)n =
(
ex

)n = enx = ch(nx)+ sh(nx)

Exercice 4.31 ♥
Simplifier, quand là où elles sont définies, les expressions suivantes :

1. ch
(
argsh x

)

2. th
(
argsh x

)
3. sh

(
2argsh x

)

4. sh
(
argch x

)
5. th

(
argch x

)

6. ch
(
argth x

)

Solution :

1. Soitx ∈R. Commech est strictement positive surR, ch x =
√

1+ sh2 x et :

ch
(
argsh x

)
=

√
1+ sh2

(
argsh x

)
=

√
1+ x2 .

2. Soitx ∈R. Commeth x = sh x

ch x
:

th
(
argsh x

)
=

sh
(
argsh x

)

ch
(
argsh x

) = x
p

1+ x2
.

3. Soitx ∈R. En utilisant les formules d’additions,

sh
(
2argsh x

)
= 2ch

(
argsh x

)
sh

(
argsh x

)
= 2x

√
1+ x2 .

4. Soitx ∈ [1,+∞[. Commesh est positive sur[1,+∞[, sh x =
√

ch2 x −1 et

sh
(
argch x

)
=

√
ch2

(
argch x

)
−1 =

√
x2 −1 .

5. Soitx ∈ [1,+∞[.

th
(
argch x

)
=

sh
(
argch x

)

ch
(
argch x

) =
p

x2 −1

x
.

6. Soitx ∈R. De :1− th2 x = 1

ch2 x
, on déduit,ch étant positive surR : ch x = 1√

1− th2 x
. Par suite :

ch
(
argth x

)
=

1√
1− th2

(
argth x

) =
1

p
1− x2

.

Exercice 4.32 ♥♥
Pour tout(a,b) ∈R2 et n ∈N, calculer :

Cn =
n∑

k=0

ch(a +kb) et Sn =
n∑

k=0

sh(a +kb).

Solution : Soient(a,b) ∈R2 et n ∈N. On a

Cn +Sn =
n∑

k=0

(ch(a +kb)+ sh(a +kb)) =
n∑

k=0

ea+kb = ea
n∑

k=0

(
eb

)k
=





ea 1−e(n+1)b

1−eb
si b 6= 0

(n+1) ea si b = 0

De même :

Cn −Sn =
n∑

k=0

(ch(a +kb)− sh(a +kb))=
n∑

k=0

e−(a+kb) = e−a
n∑

k=0

(
e−b

)k
=





e−a 1−e−(n+1)b

1−e−b
si b 6= 0

(n+1) e−a si b = 0
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Par suite :

Cn =





e−a 1

2

(
ea 1−e(n+1)b

1−eb
+

1−e−(n+1)b

1−e−b

)
si b 6= 0

(n+1) ch a si b = 0

et

Sn =





e−a 1

2

(
ea 1−e(n+1)b

1−eb
−

1−e−(n+1)b

1−e−b

)
si b 6= 0

(n+1) sh a si b = 0

.

Exercice 4.33 ♥♥
Montrer que∀x 6= 0,

th x = 2

th2x
− 1

th x

Calculer alors la somme

Sn =
n−1∑

k=0

2k th(2k x)

Solution : En utilisant les formules d’addition pour la tangente hyperbolique :

2

th 2x
− 1

th x
= 2

2th x

1+th2 x

− 1

th x
= 1+ th2 x −1

th x
= th x.

En remplaçant dans la somme, on trouve

Sn =
n−1∑

k=0

2k

(
2

th 2k+1x
− 2

th2k x

)
=

n−1∑

k=0

2k+1

th2k+1x
−

n−1∑

k=0

2k

th 2k x
= 2n

th2n x
− 1

th x

Exercice 4.34 ♥♥
Montrez que

∀x Ê 0, arctan(sh x) = arccos

(
1

ch x

)

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie.

Solution : Considérons la fonctionf : [0,+∞[−→R définie par

f (x) = arctan(sh x)−arccos

(
1

ch x

)

Elle est dérivable sur l’intervalle]0,+∞[ et∀x > 0,

f ′(x) = ch x

1+ sh2 x
− 1√

1− 1

ch2 x

sh x

ch2 x
= 0

Commef (0) = 0, on trouve que∀x ∈ [0,+∞[, f (x) = 0.

Par la trigonométrie : soit un réelx Ê 0. Comme
1

ch x
∈]0,1[, il existeθ ∈ [0, π2 [ tel que

1

ch x
= cosθ

Alors

sh x =
√

1

cos2θ
−1 = tanθ

et alors
arctan(sh x) = arctan(tanθ)= θ

Et d’autre part, on a bien

arccos
(

1

ch x

)
= arccos(cosθ) = θ(θ∈ [0,π])
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Exercice 4.35 ♥♥
Soit a ∈R. Résoudre l’équation

ch x +cos a = 2sh x + sin a

Solution : En passant aux exponentielles et en notantX = ex , X doit vérifier l’équation du second degré :

X2 +2(sin a −cos a)X−3= 0

Le discriminant réduit vaut∆′ = (sin a −cos a)2 +3 > 0. PuisqueX > 0, il faut que

X =
√

(sin a −cos a)2 +3− (sin a −cos a)

On a bienX > 0 car
√

(sin a −cos a)2 +3> |si na −cos a|. Alors

x = ln
(p

4− sin 2a −2+ sin 2a
)

Exercice 4.36 ♥♥
Soit

f :

{
]− π

2 , π2 [ −→ R

x 7−→ ln
(
tan

(
π
4
+ x

2

))

Montrer quef est bien définie et que :∀x ∈ I =]− π
2 , π2 [ :

1. th
f (x)

2 = tan x
2

2. th f (x) = sin x

3. ch f (x) = 1

cos x

4. sh f (x) = tan x.

Solution : Remarquons d’abord que dans l’intervalle de définition,0 < ( x
2
− π

4
) < π

2
et donc que la tangente prend ses

valeurs dans]0,+∞[ et par conséquent quef est bien définie.

1. Puisque

thX =
e2X −1

e2X +1

En remplaçant,

th
f (x)

2
=

tan( x
2
+ π

4
)−1

tan( x
2
+ π

4
)+1

et en développantsin(a +b), cos(a +b), on trouve le résultat.

2. On utilise la même expression deth x et l’on trouve :

th f (x) =
tan2( x

2 + π
4 )−1

tan2( x
2
+ π

4
)+1

= sin2
(

x

2
+ π

4

)
−cos2

(
x

2
+ π

4

)
=−cos

(
x + π

2

)
= sin x

où l’on a utilisé la formulecos 2a = cos2 a − sin2 a.

3. Puisquech x =
ex +e−x

2
, on trouve que

ch f (x) =
tan2( x

2 + π
4 )+1

2tan( x
2
+ π

4
)

= 1

2sin( x
2
+ π

4
)cos( x

2
+ π

4
)
= 1

sin(x + π
2

)
= 1

cos x
.

4. De la même façon,

sh f (x) =
tan2( x

2
+ π

4
)−1

2tan( x
2 + π

4 )
=−

sin2( x
2
+ π

4
)−cos2( x

2
+ π

4
)

2sin( x
2 + π

4 )cos( x
2 + π

4 )
=

−cos(x + π
2

)

sin(x + π
2 )

= tan x.

Exercice 4.37 ♥♥
Résoudre l’équation

5ch x −4sh x = 3

On utilisera deux méthodes différentes :
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1) En exprimant tout à l’aide d’exponentielles,

2) En utilisantt = th
x

2
.

Solution :

1. L’équation s’écrit5(ex +e−x )−4(ex −e−x ) = 6, c’est-à-dire

(ex )2 −6ex +9 = 0

En posantX = ex , on a une équation du second degré,(X −3)2 = 0, on trouve alors une unique solutionex = 3,
c’est-à-dire x = ln3

2. Si t = th x
2
, l’équation s’écrit

5
1+ t 2

1− t 2
−4

2t

1− t 2
= 3 ⇐⇒ 4t 2 −4t +1 = 0

l’unique solution est alorst = 1

2
. Alors

th
x

2
= 1

2
⇐⇒ 2(e

x
2 −e−

x
2 ) = e

x
2 +e−

x
2 ⇐⇒ ex = 3 ⇐⇒ x = ln3

La première solution est plus simple !

Exercice 4.38 ♥♥
Calculer la dérivée def : x 7→

√
1+ th x

1− th x
sur un domaine à déterminer. Conclusion ? Retrouver ce résultat en utilisant

la trigonométrie.

Solution : Commeth : R 7→ ]−1,1[, la fonctionf est définie surR. Pour toutx ∈R, on trouve que

f ′(x) =
1

2

√
1− th x

1− th x

2

(1− th x)2
(1− th2 x) =

√
1+ th x

1− th x

f vérifie l’équation différentielley ′ = y . f est donc de la forme :f : x 7→ αex et commef (0) = 1, on aα= 1 et f est la
fonction exponentielle néperienne. On retrouve ce résultat en écrivant

f (x) =

√
ch x + sh x

ch x − sh x
=

√
ex

e−x
= ex .

Exercice 4.39 ♥♥
Montrer que∀x ∈R,

2arctan(th x) = arctan(sh2x)

Solution : Soit f :

{
R −→ R

x 7−→ 2arctan(th x)−arctan(sh(2x))
. On aD f =R et

∀x ∈R, f ′(x) = 2

1+ th2 x

1

ch2 x
− 1

1+ sh2(2x)
(2ch(2x))

= 2

ch2 x + sh2 x
− 2

ch2(2x)
= 0

Par conséquentf est constante surR et puisquef (0) = 0, on a l’égalité voulue.
En passant par la trigonométrie, soitx ∈R, ∃!θ ∈]− π

4
, π

4
[ tel queth x = tanθ. Alors arctan(sh(2x)) = arctan(2sh x ch x).

Or sh x ch x = th x

1− th2 x
, doncsh 2x = 2tanθ

1− tan2(θ)
= tan(2θ) et puisque2θ ∈]− π

2
, π

2
[, on obtient l’égalité souhaitée.
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Chapitre 5
Equations différentielles linéaires

In Order to solve a differential equation you look at it
till a solution occurs to you

George Pólya - How to solve it.

Pour bien aborder ce chapitre

L’objet de ce chapitre est de donner des outils pour résoudredes équations différentielles du premier et du second ordre.
Vous rencontrerez quotidiennement ces équations en mathématiques mais aussi en physique, en chimie et en sciences
de l’ingénieur. Il est donc impératif de bien maîtriser les techniques développées ici. Indirectement, nous réviserons les
techniques de primitivation enseignées en terminale. Il est conseillé à ce sujet de se remettre en mémoire les primitives
des fonctions usuelles, voir l’annexe E.4. Vous pourrez dans une première lecture éviter de vous focaliser sur les démon-
strations. Celles-ci s’éclairciront après les premiers rudiments d’algèbre linéaire du chapitre 23 et plus particulièrement le
paragraphe 23.5 page 860 et le chapitre 13 d’intégration.

5.1 Quelques rappels

Dans tout le chapitre,I désigne un intervalle deR non réduit à un point. Le symboleK représentera indifféremment le
corpsR des réels ou le corpsC des complexes.

5.2 Deux caractérisations de la fonction exponentielle

Remarque 5.1 Soit a ∈C et fa :R→C, t 7→ eat . La fonctionfa vérifie :
• fa (0) = 1

• ∀(t , t ′) ∈R2, fa (t + t ′) = fa (t) fa(t ′)
• fa est dérivable surR et f ′

a = a fa .

5.2.1 Caractérisation par une équation différentielle

On se propose d’étudier ici une fonctionf :R−→C dérivable surR et vérifiant l’équation différentiellef ′ = a f où a ∈C∗.

PROPOSITION5.1 Caractérisation de la fonction exponentielle l’équation différentielle f ′ = a f

Soit f une fonction dérivable deR dansC et pour laquelle il existea ∈C∗ tel quef ′ = a f . Alors il existeλ ∈C tel que :
∀t ∈R, f (t)= λeat .
Autrement dit,f vérifie : f =λ fa . Si, de plus,f (0) = 1 alors f = fa .

Démonstration Introduisons la fonctionθ :

{
R −→ C

t 7−→ f (t) e−at . Il est clair que, pour toutt ∈R :

θ′ (t) = f ′ (t) e−at −a f ′ (t) e−at = a f (t) e−at −a f ′ (t) e−at = 0.

Doncθ est une fonction constante sur l’intervalleR. Il existe alorsλ ∈ C tel que :∀t ∈ R, f (t) e−at = λ. Le résultat est prouvé.
On vérifie aussi facilement que sif (0) = 1 alors f = fa .
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5.2.2 Caractérisation par une équation fonctionnelle

On se propose maintenant d’étudier une fonctionf :R−→C dérivable surR et vérifiant l’équation fonctionnelle

∀(s, t) ∈R2, f (s + t) = f (s) f (t)

PROPOSITION5.2 ♥ Caractérisation de la fonction exponentielle par l’équation fonctionnelle f (s + t) = f (s) f (t)

Soit f une fonction dérivable deR dansC vérifiant l’équation∀(s, t) ∈R2, f (s + t) = f (s) f (t). Si il existec ∈R tel que
f (c) = 0 alors f est la fonction nulle surR. Sinonf (0) = 1 et il existea ∈C tel quef ′ = a f , c’est à dire tel quef = fa .

Démonstration Remarquons que, pour touts, t ∈ R, f (s) = f ((s − t)+ t) = f (s − t) f (t). S’il existe un réelt tel que f (t) = 0

alors on déduit de l’égalité précédente quef est identiquement nulle surR. Supposons alors quef ne s’annule jamais. On a
f (0) = f (0+0) = f (0) f (0) et doncf (0)

(
f (0)−1

)
= 0. Commef ne s’annule jamais, il vientf (0) = 1. Par dérivation de l’égalité

f (s + t) = f (s) f (t) par rapport às, on obtientf ′ (s + t) = f ′ (s) f (t) et avecs = 0 cela amènef ′ (t) = f ′ (0) f (t) ou encoref ′ (t) =
a f (t) si a = f ′ (0). Par application de la propriété 5.1 et commef (0) = 1, on peut affirmer quef = fa ..

5.3 Équation différentielle linéaire du premier ordre

5.3.1 Vocabulaire

DÉFINITION 5.1 ♥ Equation différentielle linéaire du premier ordre
Soienta,b,c trois fonctions définies surI et à valeurs dansK.
– On appelleéquation différentielle du premier ordreune équation différentielle de la forme

∀t ∈ I, a (t) y ′ (t)+b (t) y (t) = c (t) (E)

– Unesolutionde cette équation différentielle est une fonctionf dérivable surI, à valeurs dansK et vérifiant :

∀t ∈ I, a (t) f ′ (t)+b (t) f (t)= c (t)

– Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle(E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de
(E). On noteraSK(E) cet ensemble.

– Le graphe d’une solutionf de(E) dans un repère
(
O,

−→
ı ,

−→
)

du plan est unecourbe intégralede(E).
– Si la fonctionc est identiquement nulle, l’équation différentielle(E) est ditehomogèneousans second membre.
– (E) est ditenormaliséesi a est la fonction constante identiquement égale à1 surI.

Curve 1
Curve 2
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16

y(t)

–1 –0.5 0.5 1

t

FIGURE 5.1 – Champ de vecteurs et courbes intégrales

Remarque 5.2 Si y ∈SE, est une solution d’une équation différentielle explicite

(E) y ′ = f (y, t)

alors en un point(t , y) de la courbe représentative dey , la pente de la tangente à cette courbeCy vaut f (y, t). La
connaissance de la fonctionf permet de tracer un champ de vecteurs. En un point(t0, y0) du plan on représente un
vecteur de pentef (t0, y0). Alors un point(t0, y(t0)) d’une courbe intégrale de(E), le champ de vecteurs sera tangent à la
courbe. C’est l’idée de laméthode d’Euler, voir 5.3.6 page 209.
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PROPOSITION5.3 ♥ L’ensemble des solutions d’une équation différentielle homogène est unK-espace vectoriel
Soit l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre

∀t ∈ I, a (t) y ′ (t)+b (t) y (t) = 0 (E).

Alors toute combinaison linéaire de solutions de(E) est encore solution de(E).
Autrement dit, siϕ etψ sont des solutions de(E) alors, pour tout couple de scalaires(α,β) ∈R2, la fonctionαϕ+βψ est
encore solution deE.
On dit queSK(E) possède une structure d’espace vectoriel surK.

DÉFINITION 5.2 Condition initiale
Soit (t0, y0) ∈ I×K. On dit que la solutionϕ de(E) vérifie lacondition initiale(t0, y0) si et seulement siϕ(t0) = y0 .

DÉFINITION 5.3 Problème de Cauchy
On appelleproblème de Cauchyla recherche d’une solutiony : I → K d’une équation différentielle(E) vérifiant une

condition initiale(t0, y0) ∈ I×K fixée.

BIO 5 Augustin Louis Cauchy, né à Paris le 21 août 1789 et mort à Sceaux le 23 mai 1857

Mathématicien français, Cauchy est, après Léonhard Euler (voir 1 page
29), et avec près de 800 publications, le mathématicien le plus pro-
lifique de l’histoire des mathématiques. Il fut un pionnier dans diverses
branches des mathématiques comme l’étude de la convergenceet de
la divergence des séries (notions que vous découvrirez en spé), l’é-
tude des groupes de permutations (voir le chapitre 26, ce travail fut
précurseur de la théorie des groupes). Il travailla sur la théorie des
équations différentielles et fut le découvreur des fonctions holomor-
phes. Il ne se comporta pas toujours de manière adroite avec les je-
unes mathématiciens. Il sous-estima ainsi le travail d’Abel ou de Ga-
lois et égara même un mémoire, pourtant capital, de ce dernier. Il fut
enseignant à l’école Polytechnique. Son cours était d’une rigueur in-
habituelle pour l’époque et il fut décrié au départ par ses élèves et ses
collègues. Il allait néanmoins devenir une référence pour tout travail
en analyse au19ème siècle.

5.3.2 Résolution de l’équation différentielle homogène normalisée

THÉORÈME 5.4 ♥♥♥ Fondamental : résolution de l’équation différentielle homogène normalisée
On suppose que :

H1 I est un intervalle deR.

H2 a est une fonction continue définie surI et à valeurs dansK.

Alors les solutions de l’équation différentielle homogènenormalisée :

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t)= 0 (E)

sont données par les fonctions

ϕα :

{
I −→ R

t 7−→ αe−A(t )

oùα ∈K et oùA est une primitive dea surI.

SK(E) =
{

t 7→αe−A(t ) | α ∈K
}

Démonstration Nous verrons dans le chapitre 13 que toute fonction continuesur un intervalleI deR possède une primitive sur
cet intervalle (voir le théorème 13.30 page 531).

1. Cherchons une solution de(E). Comme
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H1 I est un intervalle,

H2 a est continue surI,

on peut affirmer quea possède une primitiveA surI. Considérons la fonctionϕ1 donnée par

ϕ1 :

{
I −→ K

t 7−→ e−A(t )

ϕ1 est clairement dérivable surI comme composée de fonctions dérivables. De plus, sit ∈ I,

ϕ′
1 (t) = −A′ (t) e−A(t )

= −a (t) e−A(t ).

Par conséquentϕ′
1 (t)+a (t)ϕ1 (t) =−a (t) e−A(t ) +a (t) e−A(t ) = 0 etϕ1 est bien solution de(E).

2. Montrons maintenant que toutes les autres solutions de(E) sont proportionnelles à celle ci. Soitϕ : I →K une autre solution
de (E). Commeϕ1 ne s’annule pas surI, le quotient ϕϕ1

est défini surI. Si nous prouvons que la dérivée de ce quotient est

identiquement nulle surI, alors, d’après le théorème 4.3, la fonctionϕϕ1
est constante surI et il existeα ∈K tel que, pour

tout t ∈ I , ϕ(t )
ϕ1(t ) = α ce qui prouve bien que les deux fonctions sont proportionnelles. Calculons doncϕϕ1

′
. Ce quotient est

dérivable surI car c’est un quotient de fonctions dérivables surI. De plus, pour toutt ∈ I,

(
ϕ

ϕ1

)′
(t) =

(
ϕeA

)′
(t)

= ϕ′ (t) eA(t ) +a (t)ϕ(t) eA(t )

=
(
ϕ′ (t)+a (t)ϕ(t)

)
eA(t )

= 0

carϕ est une solution de(E). Le théorème est donc démontré.

Remarque 5.3 Avec les notations de cette dernière proposition, remarquons que siϕ est une solution non nulle de(E)

alors il en est de même deλϕ où λ ∈K. Réciproquement, toute solution de(E) est proportionnelle àϕ. SK(E) possède
une structure de droite vectorielle.

Exemple 5.1 Résoudre
(E) : y ′−2t y = 0

(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre et normalisée. La fonctiona :{
R −→ R

t 7−→ −2t
possède des primitives surR. Une d’entre elles est donnée parA :

{
R −→ R

t 7−→ −t 2 . Par applica-

tion du théorème précédent, les solutions de(E) sont les fonctions :

ϕα :

{
R −→ R

t 7−→ αe t 2

oùα ∈R.

PROPOSITION5.5 ♥
SoientI un intervalle eta une fonction continue définie surI, t0 ∈ I et y0 ∈K. Alors il existe une et une seule solution du
problème de Cauchy l’équation différentielle

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = 0 (E)

vérifiant la condition initiale(t0, y0) (c’est à dire telle quey (t0) = y0).

Démonstration
Existence Posons :

ϕ :

{
I −→ K

t 7−→ y0 exp
(
−

∫t
t0

a(u)du
)

Remarquons quet →
∫t

t0
a(u)du est la primitive dea sur I qui s’annule ent0. Par application du théorème précédent,ϕ est

solution de(E). De plus,

ϕ(t0) = y0 exp

(
−

∫t0

t0

a(u)du

)
= y0.

Par conséquent,ϕ vérifie bien la condition initialeϕ(t0) = y0.
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FIGURE 5.2 – Graphes de quelques solutions de(E)

Unicité Soitψ une autre solution deE qui vérifie la condition initiale
(
t0 , y0

)
. Par application du théorème précédent,ϕ etψ sont

proportionnelles :
∃c ∈K, ψ= cϕ.

– Si y0 = 0 alorsϕ est la fonction nulle et il en est donc de même deψ. On a donc bienψ=ϕ.
– Sinon, siy0 6= 0, on a

y0 =ψ(t0) = cϕ(t0) = c y0

ce qui amène, en divisant les deux membres de cette égalité par y0 quec = 1 et donc, là encore queψ=ϕ.

Remarque 5.4 Avec les hypothèses de la proposition précédente : sit0 ∈ I,

SK(E) =
{

t 7→ c exp

(
−

∫t

t0

a(u)du

)
| c ∈K

}

La solution prenant la valeury0 en t0 est exactementt 7→ y0 exp
(
−

∫t
t0

a(u)du
)
.

Remarque 5.5 Si une solution s’annule en un point, alors elle est nulle surR tout entier.
Si une solution est non nulle en un point, alors elle ne s’annule jamais.

5.3.3 Résolution de l’équation différentielle normaliséeavec second membre

PROPOSITION5.6 ♥♥♥

Considérons l’équation différentielle :

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = b (t) (E)

On suppose que :

H1 I est un intervalle deR

H2 a et b sont des fonctions continues surI à valeurs dansK.

H3 ϕ0 : I →R est une solution particulière de(E).

alors les solutions de(E) sont les fonctions de la formeϕ0+ϕ oùϕ est une solution de l’équation différentielle homogène
associée

∀t ∈ I, y ′ (t)+ay (t) = 0 (H).

Autrement dit : toute solution de(E) est somme d’une solutionϕ de l’équation homogène(H) associée à(E) et d’une
solution particulièreϕ0 de(E)

SK (E) =
{
ϕ0 +ϕ | ϕ ∈ SK (H)

}
=ϕ0 +SK (H)
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Démonstration
– Soitϕ : I →K une solution de l’équation homogène(H) associée à(E). On a doncϕ′+aϕ= 0. La fonctionϕ0+ϕ est solution de

(E). En effet :
(
ϕ0 +ϕ

)′+a
(
ϕ0 +ϕ

)
= ϕ′

0 +ϕ′+aϕ0 +aϕ

=
(
ϕ′

0 +aϕ0
)

︸ ︷︷ ︸
b

+
(
ϕ′+aϕ

)
︸ ︷︷ ︸

0

= b.

– Réciproquement, soitψ une solution de(E). Montrons qu’il existeϕ ∈ SK (H) tel queψ = ϕ0 +ϕ. Cela revient à montrer que
ψ−ϕ0 est solution de(H). On vérifie que c’est le cas car :

(
ψ−ϕ0

)′+a
(
ψ−ϕ0

)
=

(
ψ′−aψ

)
︸ ︷︷ ︸

b

−
(
ϕ′

0 −aϕ0
)

︸ ︷︷ ︸
b

= b −b

= 0.

Exemple 5.2 Résolvons surI =R, l’équation différentielle

y ′+ t y = t (E)

Par application du théorème 5.4, les solutions de l’équation homogène :y ′+ t y = 0 sont les fonctionsϕα : R→ R, t 7→

αe−
t 2

2 où α ∈ R. Une solution évidente de(E) est la fonction constante :ϕ : t 7→ 1. D’après le théorème précédent, les
solutions de(E) sont les fonctions :

ψα :

{
R −→ R

t 7−→ 1+αe−
t 2

2
; α ∈R.

5.3.4 Détermination de solutions particulières

Superposition des solutions

PROPOSITION5.7 ♥ Principe de superposition des solutions
Soienta, b, b1, b2 quatre fonctions définies et continues surI telles queb = b1 + b2. On considère les équations

différentielles
∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = b (t) (E)

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = b1 (t) (E1)

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = b2 (t) (E2)

Si y1 et y2 sont des solutions particulières respectivement de(E1) et (E2) alorsy = y1 + y2 est une solution particulière
de(E).

Démonstration En effet :
(

y1 + y2
)′+a y

(
y1 + y2

)
= y ′1 +a y1︸ ︷︷ ︸

b1

+ y ′2 +a y2︸ ︷︷ ︸
b2

= b1 +b2

= b

Trois cas particuliers

PROPOSITION5.8

Soientα ∈K et P un polynôme de degrén à coefficients dansK. L’équation

∀t ∈ I, y ′ (t)+α y (t)= P (t) (E)

admet comme solution particulière :
• Un polynôme de degrén+1 si α= 0.
• Un polynôme de degrén sinon.

Démonstration
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– Siα= 0, une solution de(E) est donnée par une primitive deP. Le polynômeP étant de degrén, cette primitive est nécessairement
de degrén +1.

– Siα 6= 0, commençons par traiter le cas oùP est donné parP (t) =λtn avecλ ∈R et n ∈N. Cherchons une solution de(E) sous la
formeϕ : t 7→∑n

k=0
αk tk où pour toutk ∈ �0,n�, αi ∈K. On a :

ϕ est solution de(E)

=⇒
n∑

k=1

kαk tk−1 +α
n∑

k=0

αk tk =λtn

=⇒
n−1∑

k=0

(k +1)αk+1tk +α
n∑

k=0

αk tk =λtn

=⇒ α.αn tn +
n−1∑

k=0

(
(k +1)αk+1 +α.αk

)
tk =λtn

=⇒
{
α.αn =λ

∀k ∈ �0,n −1� , (k +1)αk+1 +α.αk = 0
par identification

=⇒ αn = λ

α
et∀k ∈ �0,n −1� , αk =−(k +1)

αk+1

α
carα 6= 0

Réciproquement, si les coefficients deϕ : t 7→ ∑n
k=0

αk tk sont donnés par les relations précédentes, on vérifie queϕ est une
solution de(E). On prouve ainsi que(E) possède une solution polynomiale de degrén dans le cas oùP est un monôme de degré
n. Traitons maintenant le cas général. On suppose queP est donné parP (t) =

∑n
k=0

λk tk où :∀k ∈ �0,n� , λk ∈K. Considérons
lesn +1 équations :

y ′+αy = λ0 (E0)

y ′+αy = λ1t (E1)

y ′+αy = λ2t2 (E2)

... =
...

y ′+αy = λn tn (En )

Compte tenu de ce qui vient d’être prouvé, pour toutk ∈ �0,n�,
(
Ek

)
admet une solution polynomialeϕk de degrék si λk 6= 0 et

la solution nulle sinon. Par application du principe de superposition, on peut alors affirmer queϕ=ϕ0+ϕ1+ . . .+ϕn est solution
de E. CommeP est de degrén, ϕn est différent de0 etϕn est nécessairement de degrén. Le polynômeϕ est donc clairement
de degrén.

Remarque 5.6 Pour montrer la puissance de l’algèbre linéaire (à venir), voici comment on pourra démontrer cette
propriété :
Pourα 6= 0, on considère l’applicationf deKn[X] dans lui-même défini parf (P) = P′+αP. On adeg( f (P)) = degP. On
en déduit queKer f = {0}. f est injective donc surjective. Ce qu’il fallait démontrer.

PROPOSITION5.9
SoientP un polynôme de degrén, m ∈K et a une fonction continue surI. Soitα ∈K, l’équation

∀t ∈ I, y ′ (t)+α y (t) = P (t)emt (E)

admet une solution particulière surI de la formet 7→ Q (t)emt où :
• Q est un polynôme de degrén si α+m 6= 0

• Q est un polynôme de degrén+1 si α+m = 0.

Démonstration Considéronsψ : I → K et ϕ : I → K, t 7→ ψe−mt . Montrons queψ est solution de(E) : y ′ +αy = Pemt si et
seulement siϕ est solution de(E)′ : z′+(α+m) z = P. Ceci prouvera la proposition. En effet, d’après la proposition précédente,

(
E′)

possède une solution particulièreϕ0 qui est un polynôme de degrén si α+m ne s’annule pas ou un polynôme de degrén +1 si
α+m s’annule. Par conséquentψ0 : I →K, t 7→ϕ0emt est une solution particulière de(E). On a :

ψ est solution de(E)

=⇒ ∀t ∈ I, ψ′ (t)+αψ(t) = P (t) emt

=⇒ ∀t ∈ I, ϕ′ (t) emt +mϕ(t) emt +αϕ(t) emt = P (t) emt

=⇒ ∀t ∈ I, ϕ′ (t)+ (α+m)ϕ(t) = P (t) carexp ne s’annule jamais

=⇒ ϕ est solution de
(
E′)

Réciproquement, par des calculs analogues, on vérifie facilement que siϕ est une solution de
(
E′) alorsψ est une solution de(E).

204



Remarque 5.7 Cette technique s’appelle un changement de fonction inconnue.

PROPOSITION5.10
Soientη1,η2,α,ω ∈R avecω 6= 0. L’équation

∀t ∈ I, y ′ (t)+α y (t) = η1 cos(ωt)+η2 sin (ωt) (E)

admet une solution particulière surI de la formet 7→µ1 cos(ωt)+µ2 sin(ωt) oùµ1,µ2 ∈R.

Démonstration On démontre le lemme suivant : Si∀t ∈R, αcos (ωt)+βsin (ωt) = 0 (1), alorsα= β= 0. En effet, pourt = 0, on
aα= 0, et pourt = π

2ω , β= 0.
Soitϕ0 : t 7→µ1 cos(ωt)+µ2 sin(ωt). On a la série d’implications :

ϕ0 est solution de(E)

=⇒ ∀t ∈ I, ϕ′
0 (t)+α ϕ0 (t) = η1 cos(ωt)+η2 sin(ωt)

=⇒ ∀t ∈ I,
(
µ1 +ωµ2

)
cos(ωt)+

(
µ2 −ωµ1

)
sin(ωt) = η1 cos(ωt)+η2 sin(ωt)

=⇒
{
µ1 +ωµ2 = η1

−ωµ1 +µ2 = η2

=⇒
(
µ1,µ2

)
est solution de

{
x +ωy = η1

−ωx + y = η2

Réciproquement, si ce système admet un couple solution
(
µ1,µ2

)
alorsϕ0 : t 7→µ1 cos(ωt)+µ2 sin(ωt) est solution de(E).

Mais le déterminant de ce système est1+ω2 6= 0 et le système possède toujours un couple solution (voir proposition 2.21 page 75).
L’équation(E) admet donc toujours une solution de la forme indiquée.

Exemple 5.3 Résolvons sur l’intervalleI =R, l’équation différentielle

y ′+ y = 2ex +4sin x +3cos x.

Par application du théorème 5.4, l’équation homogèney ′+ y = 0 admet comme solutions les fonctionsϕα : R→ R, x 7→
αe−x avecα ∈R.
Une solution évidente dey ′+ y = 2ex esty : x 7→ ex .
D’après la proposition 5.10, on peut chercher une solution particulière dey ′ + y = 4sin x + 3cos x sous la formeϕ :

x 7→ αcos x +βsin x. On vérifie alors queϕ est solution de cette équation si et seulement siα = −1/2 et β = 7/2. Par
application du principe de superposition, les solutions de(E) sont les fonctionsx 7→ 1/2cos x +7/2sin x + ex +αe−x où
α ∈R.

Méthode de variation de la constante

Soient a,b deux fonctions continues définies surI et à valeurs dansK. Considérons l’équation différentielle :∀t ∈
I, y ′ (t)+ay (t) = b (t) (E). Pour déterminer une solution particulière de(E) :

1 On peut déterminer tout d’abord une solution non nulle de l’équation homogène associée à(E). Une telle solution
est de la formet 7→ c e−A(t ) où A est une primitive dea surI et oùc ∈K∗.

2 On cherche alors une solution particulière de(E) sous la forme :∀t ∈ I, ψ(t) = c (t)e−A(t ) où c est une fonction
dérivable surI. On a l’équivalence suivante :

ψ est solution de(E) ⇔ ∀t ∈ I, c ′ (t)e−A(t ) = b (t).

3 Le calcul deψ est donc ramené à celui dec, c’est-à-dire à celui d’une primitive deb eA surI.

Remarque 5.8 Si on fixet0 dansI, c est donnée surI par exemple par :

c :

{
I −→ K

t 7−→
∫t

t0
b (u)eA(u)du

etψ par :

ψ :

{
I −→ K

t 7−→
(∫t

t0
b (u) eA(u)du

)
e−A(t )

L’ensemble des solutions de(E) surI est donc donné par :

SK(E) =
{

t 7→λe−A(t ) +
∫t

t0

b (u) eA(u)−A(t )du : λ ∈K

}
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COROLLAIRE 5.11
Soienta et b deux fonctions continues définies surI, t0 ∈ I et y0 ∈ K. Alors il existe une et une seule solution de
l’équation différentielle :

∀t ∈ I, y ′ (t)+a (t) y (t) = b (t)

vérifiant la condition initiale(t0, y0) (c’est à dire telle quey (t0) = y0).

Démonstration Les solutions de(E) sont de la formeψ=ϕ0 +αϕ où :
– ϕ0 est une solution particulière de(E). Celle-ci existe en vertu de la méthode de variation de la constante.
– ϕ est une solution non nulle (et qui ne s’annule donc jamais) del’équation homogène associée à(E).
– α ∈K est un scalaire.
ψ=ϕ0+αϕ vérifie la condition initiale(t0, y0) si et seulement siψ(t0) = y0 ou, autrement dit, si et seulement siα=

(
y0 −ϕ0 (t0)

)
/ϕ(t0)

ce qui prouve à la fois l’existence et l’unicité d’une solution à ce problème de Cauchy.

Exemple 5.4Résolvons(E) : y ′+2t y = e t−t 2
. L’équation sans second membre associée à(E) est(E0) : y ′+2t y = 0.

La fonctiona : t 7→ 2t est continue surR et possède donc une primitive surR donnée, par exemple, parA : t 7→ t 2. Par
application du théorème fondamental 5.4, les solutions de(E0) sont les fonctions :

ϕα :

{
R −→ R

t 7−→ αe−t 2

oùα ∈R.
Utilisons la méthode de variation de la constante pour déterminer une solution particulière de(E). Cette solution est de
la formet 7→ c e−t 2

où c est une primitive det 7→ b (t) eA(t ) = e t−t 2
e t 2 = e t surR. Une telle primitive estt 7→ e t . Par

conséquentt 7→ e t e−t 2 = e t−t 2
est une solution particulière de(E) et les solutions de(E) sont de la forme :

t 7→
(
e t +α

)
e−t 2

oùα ∈R.

FIGURE 5.3 – Graphes de quelques solutions de(E)

5.3.5 Cas général

On suppose ici queI =]α,β[ oùα etβ sont des éléments deR tels queα< β ( on peut avoirα=−∞ ouβ=+∞). Soienta,
b et c trois fonctions continues surI, à valeurs dansK et soitJ un sous intervalle deI sur lequela ne s’annule pas.
On considère l’équation

∀t ∈ I, a (t) y ′ (t)+b (t) y (t) = c (t) (E).

Pour toutt ∈ J, on peut normaliser(E) en l’équation

∀t ∈ J y ′ (t)+
b(t )

a(t )
y (t)=

c(t )

a(t )
(N)
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PLAN 5.1 : Pour résoudre(E) sur(I)

1 On résout l’équation homogène associée à(N) sur les sous-intervallesJ deI sur lesquelsa ne s’annule pas.

2 On cherche une solution particulière de(N), ce qui nous permet de résoudre complètement(N) sur ces sous-
intervalles.

3 Analyse Toute solution de(E) sur un des sous intervallesJ de I sur lequela ne s’annule pas est
solution de(E) sur ce même sous intervalle. On étudie alors comment raccorder ces solutions en
un pointt0 où a s’annule. Pour ce faire : siϕ1 est une solution de(E) sur J1 =]α′, t0[ et siϕ2 est
solution de(E) sur J2 =]t0,β′[ (a(t0) = 0), pour queϕ1 etϕ2 se raccordent ent0, il est nécessaire
que :

1. ϕ1 etϕ2 aient une même limitel en t0.

2. La fonctionϕ définie sur]α′,β′[ parϕ|I1 =ϕ1, ϕ|I2 =ϕ2 etϕ(b) = l soit dérivable enb.

Synthèse Il faut par ailleurs vérifier que la fonctionϕ ainsi construite est bien solution de(E) sur

]α′,β′[.

Exemple 5.5 Résolvons surI =R l’équation différentielle :

(E) : ∀t ∈ I, (1− t) y ′ (t)− y (t)= t

Normalisons(E). Nous obtenons l’équation :

(N) : ∀t ∈ I1 ∪ I2, y ′ (t)−
1

1−t
y (t)=

t

t−1

où I1 = ]−∞,1[ et I2 = ]1,+∞[. L’équation homogène associée à(N) est :

(H) : ∀t ∈ I1 ∪ I2, y ′ (t)−
1

1−t
y (t) = 0

1 Résolvons(H) surI1. Posonsa :

{
I1 −→ R

t 7−→ 1
1−t

. On a :

H1 I1 est un intervalle deR

H2 a est continue surI1.

Par application du théorème de résolution des équations différentielles homogènes du premier degré, on peut
affirmer que les solutions de(H) sont les fonctions de la forme :

ϕα1 :

{
I1 −→ R

t 7−→ α1e−A(t )

où A est une primitive deA sur I1 et où α1 ∈ R. Une telle primitive est donnée, par exemple, parA :{
I1 −→ R

t 7−→ ln (|1− t |) . Par conséquent, les solutions de(H) sont de la forme :

ϕα1 :

{
I1 −→ R

t 7−→ α1

1−t

oùα1 ∈R. On montre de la même façon que les solutions de(H) surI2 sont de la forme

ϕα2 :

{
I2 −→ R

t 7−→ α2

1−t

oùα2 ∈R.

2 Par la méthode de variation de la constante, identifions une solution particulièreψ1 de (N) sur I1. ψ1 est de

la forme :ψ1 :

{
I1 −→ R

t 7−→ λ(t )
1−t

où λ est une primitive det → t
1−t eA = t . Une telle primitive est donnée, par

exemple, part 7→ t 2

2
et

ψ1 :

{
I1 −→ R

t 7−→ t 2

2
1

1−t
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Les solutions de(N) surI1 sont somme de cette solution particulière de(N) et d’une solution générale de l’équa-
tion (H) et sont donc de la forme :

ζα1 :

{
I1 −→ R

t 7−→ t 2

2
1

1−t
+ α1

1−t
= α1+t 2

2(1−t )

oùα1 ∈R. On prouve de même que les solutions de(N) surI2 sont de la forme :

ζα2 :

{
I2 −→ R

t 7−→ α2+t 2

2(1−t )

oùα2 ∈R.

3 Analyse Cherchons s’il existe des solutions de(E) définies surR. Supposons qu’un telle solutionζ
existe. On doit avoir :
• ζ|I1 doit être solution de(N) sur I1 et donc il existeα1 ∈ R tel que :∀t ∈ I1, ζ|I1 (t) = ζα1 (t) =

α1+t 2

2(1−t )
.

• ζ|I2 doit être solution de(N) sur I2 et donc il existeα2 ∈ R tel que :∀t ∈ I2, ζ|I2 (t) = ζα2 (t) =
α2+t 2

2(1−t )
.

• ζ est continue surR doncζ|I1 doit avoir une limite quandt → 1−. Ceci n’est possible que siα1 =−1.
• De mêmeζ|I2 doit avoir une limite quandt → 1+. Ceci n’est possible que siα2 =−1.
• On doit de plus avoirlim

t→1−
ζ|I1(t ) = lim

t→1+
ζ|I2(t ), ce qu’on vérifie facilement. En conclusion, on doit

avoir : ζ :

{
R −→ R

t 7−→ − (t+1)
2

• Enfin,ζ étant dérivable surR, il faut vérifier que la fonction que nous venons de construire est bien
dérivable en1, ce qui est ici évident.

Synthèse On vérifie enfin qu’une telle fonction est bien solution de(E) en s’assurant qu’elle vérifie
bien(E). Pour toutt ∈R, on a :

(1− t)ζ′ (t)−ζ(t) = − 1

2
(1− t)+ (t+1)

2

= t

La seule solution de(E) définie surR est doncζ.

FIGURE 5.4 – Quelques courbes intégrale de(E). On remarquera celle associée àζ
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5.3.6 Méthode d’Euler

On considère le problème de Cauchy pour une équation différentielle du premier ordre explicite :
{

y ′ = f (t , y)

y(t0) = y0

Même si l’équation différentielle est linéaire, sa résolution passe par un calcul de primitives, or on ne sait calculer que
très peu de primitives. Lorsque l’équation différentielleest non-linéaire, il est en général impossible de déterminer la
solution explicite du problème de Cauchy. On a recours à des méthodes numériques de calcul approché de solutions. La
plus simple de ces méthodes est laméthode d’Eulerqui se base sur une idée géométrique simple.
L’idée est d’approximer la dérivée dey au pointt par un taux d’accroissement :

y ′(t) ≈
y(t +h)− y(t)

h

ou de manière équivalente, d’approximer la courbe dey par sa tangente ent0. Comme
y(t0 +h)− y(t0)

h
≈ f (t0, y0), on

en déduit quey(t0 +h) ≈ y0 + f (t0, y0). Connaissant la valeur dey en t0 +h, on peut recommencer pour obtenir une
approximation dey(t0 +kh).

yn+1 = yn +h f (t0 +nh, yn )

Le réelyn est une approximation dey(t0 +nh). On peut travailler entre les tempst0 et t1 et subdiviser l’intervalle[t0, t1]

enm subdivisions régulières de pash = (t1 − t0)/m

MAPLE

>##Chargement de la librairie plot pour les tracés.
with(plots);

> ##La procédure Euler:
Euler:=proc(t0,t1,y0,m,f)

local y,h,t,n,liste;
#Calcul de la subdivision.
h:=(t1-t0)/m;
#On fixe les conditions initiales.
y[0]:=y0;
t[0]:=t0;
liste:=[t[0],y[0]];
#Boucle.
for n from 1 to m

do
t[n]:=t[n-1]+h;
y[n]:=f(t[n-1],y[n-1]) * h+y[n-1];
liste:=liste,[t[n],y[n]];
od;

#On renvoie la liste construite dans la boucle.
[liste];

end;
> ##Solution approchée avec la méthode d’Euler.
liste:=Euler(0,1,1,10,(t,y)->t * (y+1));
> d1:=plot(liste,color=red,linestyle=DOT);
> ##Solution exacte avec la commande dsolve.
dsolve({diff(y(t),t)-t * y(t)-t=0,y(0)=1});

/1 2\
y(t) = -1 + 2 exp|- t |

\2 /
> d2:=plot(-1+2 * exp(t^2/2),t=0..1,color=blue);
>##Tracés.
display(d1,d2);

5.4 Équations différentielles linéaires du second ordre

5.4.1 Vocabulaire
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FIGURE 5.5 – La méthode d’Euler appliquée au problème de Cauchyy ′ = t y − t et y (0) = 1. En trait plein, on reconnaît
la solutiont 7→−1+2e−t 2/2 de ce problème et en trait pointillé la solution approchée calculée avec la méthode d’Euler

DÉFINITION 5.4 ♥ Equation différentielle linéaire du second ordre
Considérons trois scalairesa,b,c ∈K aveca 6= 0 ainsi qu’une fonctiond : I→K.
– On appelleéquation différentielle du second ordreune équation différentielle de la forme

∀t ∈ I, a y ′′ (t)+b y ′ (t)+c y (t) = d (t) (E)

– Unesolutionde cette équation différentielle est une fonctionf deux fois dérivable surI, à valeurs dansK et vérifiant

∀t ∈ I, a f ′′ (t)+b f ′ (t)+c f (t)= d (t)

– Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle(E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de
(E). On noteraSK(E) cet ensemble.

– Le graphe d’une solutionf de(E) dans un repère
(
O,−→ı ,−→

)
du plan est unecourbe intégralede(E).

– Si la fonctiond est identiquement nulle surI , l’équation différentielle(E) est ditehomogèneousans second membre.

Remarque 5.9 Si l’équation différentielle linéaire du second ordre(E) est homogène, on vérifie facilement (Exercice !)
que toute combinaison linéaire de solutions de(E) est encore solution de(E) (si ϕ etψ sont éléments deSK(E) alors il
en est de même deαϕ+βψ pour tout couple(α,β) dansK. SK(E) possède donc une structure d’espace vectoriel surK.

DÉFINITION 5.5 ♥ Équation caractéristique
L’équation complexea X2 +b X+c = 0 est appeléeéquation caractéristiquede l’équation différentielle(E).

DÉFINITION 5.6 ♥ Condition initiale
Soit (t0, y0, y1) ∈ I×K×K. On dit que la solutionϕ de (E) vérifie lacondition initiale(t0, y0, y1) si à la foisϕ(t0) = y0

etϕ′(t0) = y1.

5.4.2 Résolution de l’équation différentielle homogène dusecond ordre dansC

LEMME 5.12
Soienta,b,c ∈C aveca 6= 0 et (E) l’équation différentielle

∀t ∈R, ay ′′ (t)+by ′ (t)+c y (t) = 0.

Pour tout complexer , la fonctionϕr : t 7→ er t est solution de(E) si et seulement sir est solution de l’équation carac-
téristique associée à(E) : a r 2 +b r +c = 0.
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Démonstration Soit r ∈C. On a :

ϕr est solution de(E)

=⇒ aϕ′′
r +bϕ′

r +cϕr = 0

=⇒ ∀t ∈ I, ar 2er t +br er t +cer t = 0

=⇒ ∀t ∈ I,
(
ar 2 +br +c

)
er t = 0

=⇒ ar 2 +br +c = 0 car la fonction exponentielle ne s’annule jamais

Réciproquement, siar 2 +br +c = 0 alors on vérifie facilement queϕr est solution de(E).

Remarque 5.10 Avec les notations du lemme précédent, on remarque que sir1 et r2 sont des racines distinctes de
l’équation caractéristique associée à(E) alorst 7→ er1t et t 7→ er2t sont solutions de(E). Par application de la remarque
précédente, on en déduit que toute combinaison linéairet 7→ αer1 t +βer2t oùα,β ∈K est encore une solution de(E). Le
théorème suivant permet d’affirmer que toutes les solutionsde(E) sont de cette forme.

THÉORÈME 5.13 ♥♥♥ Résolution d’une équation du second degré à coefficients constants dansC
Considéronsa,b,c ∈C aveca 6= 0 ainsi que(E) l’équation différentielle donnée par :

ay ′′+by ′+c y = 0

Notons∆ le discriminant de son équation caractéristique.

1 Si ∆ 6= 0, l’équation caractéristique de(E) possède deux racines distinctesr1 et r2 et les solutions de(E) sont les
fonctions

ϕα,β :

{
R −→ C

t 7−→ αer1t +βer2t

oùα,β ∈C.

2 Si ∆= 0, l’équation caractéristique de(E) admet une racine doubler et les solutions de(E) sont les fonctions

ϕα,β :

{
R −→ C

t 7−→
(
αt +β

)
er t

oùα,β ∈C.

Démonstration Nous allons à nouveau effectuer un changement de fonction inconnue. Soitz une fonction deux fois dérivables
surR et à valeurs dansC. Notonsr1 ∈C, une des deux racines de l’équation caractéristique de(E). Considéronsf la fonction donnée

par : f :

{
R −→ C

t 7−→ z (t) er1t . La fonction f est elle aussi deux fois dérivable surR et pour toutt ∈R, on a :

f (t) = z (t) er1t

f ′ (t) =
(
z′ (t)+ r1z (t)

)
er1t

f ′′ (t) =
(
z′′ (t)+2r1z′ (t)+ r 2

1 z (t)
)

er1t

Par conséquent, pour toutt ∈R, on a :

a f ′′ (t)+b f ′ (t)+c f (t)

=


az′′ (t)+ (2ar1 +b) z′ (t)+

(
ar 2

1 +br1 +c
)

︸ ︷︷ ︸
=0

z (t)


er1t

=
(
az′′ (t)+ (2ar1 +b) z′ (t)

)
er1t

En conclusion,f est solution de(E) si et seulement si, la fonction exponentielle ne s’annulantjamais,z′ est solution de :
(
εr1

)
: a y ′+ (2ar1 +b) y = 0

Notons∆ le discriminant de l’équation caractéristique associée à(E).
• Si ∆ 6= 0 : Alors l’équation caractéristique possède deux racines distinctesr1 et r2 ∈C.

Considérons l’ensembleA =
{

t →α1er1t +α2er2t | α1,α2 ∈C
}

et montrons queA = SC (E). Pour ce faire, nous allons effectuer
un raisonnement par double inclusion :
⊂ Par application du lemme précédent, il est clair quet → er1t et t → er2t sont éléments deSC (E). Par conséquent toute

combinaison linéaire de ces deux fonctions est encore élément deSC (E) ce qui prouve la première inclusion.
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⊃ Réciproquement, soitf ∈ SC (E). Alors, compte tenu de ce qui a été fait précédemment, siz est la fonction donnée par∀t ∈
R, z (t) = f (t) e−r1t , z′ est solution de

(
εr1

)
: a y ′+(2ar1 +b) y = 0. Mais, commer1+r2 =− b

a , il vient 2ar1+b = r1−r2

et
(
εr1

)
s’écrit :

(
εr1

)
: a y ′ + (r1 − r2) y = 0. Appliquons la théorie des équations différentielles linéaires du premier degré

à cette équation. Les solutions sont de la forme :yα : t → αe−(r1−r2)t avecα ∈ C, et doncz est une primitive d’une de ces
fonctions :

∃β ∈C, ∀t ∈R, z (t) =− α

r1−r2

e−(r1−r2)t +β.

Compte tenu de la définition dez, on a bien prouvé qu’il existeα1
(
= β

)
etα2

(
=− α

r1−r2

)
tels que :

∀t ∈R, f (t) =α1er1 t +α2er2t

• Si ∆= 0 : L’équation caractéristique possède donc une racine double r0. Dans ce cas,2ar0+b = 0 et doncf est solution de(E)

si et seulement siz′ est solution de
(
εr0 : y ′ = 0

)
, c’est à dire si et seulement siz′′ = 0. De z′′ = 0, on déduit qu’il existeα et

β ∈ C tels que :∀t ∈ R, z (t) = αt +β. Compte tenu de la définition dez, on peut alors affirmer quef est solution de(E) si et
seulement si :∀t ∈R, f (t) =

(
αt +β

)
er t .

Remarque 5.11 Les solutions de(E) s’expriment comme combinaisons linéaires de deux fonctions non proportion-
nelles. Si on note∆ le discriminant de l’équation caractéristique associée à(E), ces deux fonctions sont :
• t 7→ er1t et t 7→ er2t dans le cas où∆ 6= 0.
• t 7→ er t et t 7→ ter t dans le cas où∆= 0.
L’ensemble des solutionsSC(E) possède donc une structure de plan vectoriel.

ExerciceProuver la non proportionnalité des fonctions en question.

PROPOSITION5.14 ♥
Soient(t0, y0, y1) ∈ I×C×C. Soienta,b,c ∈C aveca 6= 0 et (E) l’équation différentielle :

∀t ∈R, ay ′′ (t)+by ′ (t)+c y (t) = 0

Il existe une unique solutionϕ de(E) vérifiant les conditions initiales(t0, y0, y1), c’est à dire telle que à la foisϕ(t0) = y0

etϕ′(t0) = y1.

Démonstration On va faire la démonstration dans le cas où le discriminant del’équation caractéristique associée à(E) est non
nul. Dans le cas où ce discriminant est nul, la démonstrationest identique. Les solutions de(E) sont les fonctions :ϕ : R→ C, t 7→
c1er1t + c2er2t où r1 et r2 sont les deux racines de l’équation caractéristique et oùc1 et c2 sont des complexes. Montrons qu’il
existe une et une seule solutionϕ0 vérifiant les conditions initiales :ϕ0(t0) = y0 etϕ′

0(t0) = y1. Le couple(c1,c2) doit être le couple
solution du système : {

xer1 t0 + yer2t0 = y0

xr1er1t0 + yr2er2t0 = y1
.

Ce système possède bien une et une seule solution car son déterminant

∣∣∣∣
er1t0 er2t0

r1er1t0 r2er2t0

∣∣∣∣= r2e(r1+r2)t0 − r1e(r1+r2)t0 = (r2 − r1)e(r1+r2)t0

est non nul. Ce qui prouve la proposition.

5.4.3 Résolution de l’équation différentielle homogène dusecond ordre dansR

THÉORÈME 5.15 ♥♥♥ Résolution des équations différentielles du premier ordredansR
Considéronsa,b,c ∈R aveca 6= 0 ainsi que(E) l’équation différentielle donnée par :

∀t ∈R, ay ′′ (t)+by ′ (t)+c y (t) = 0

Notons∆ le discriminant de l’équation caractéristique associée à(E).
– Si∆> 0, l’équation caractéristique de(E) possède deux racines réelles distinctesr1 et r2 et les solutions de(E) sont

les fonctions :

ϕα,β :

{
R −→ R

t 7−→ αer1t +βer2t

oùα,β ∈R.
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– Si∆= 0, l’équation caractéristique de(E) admet une racine doubler et les solutions réelles de(E) sont les fonctions :

ϕα,β :

{
R −→ R

t 7−→
(
αt +β

)
er t

oùα,β ∈R.
– Si∆< 0, l’équation caractéristique de(E) admet deux racines complexes conjuguéesr + iω et r − iω et les solutions

réelles de(E) sont les fonctions :

ϕα,β :

{
R −→ R

t 7−→
[
αcos(ωt)+βsin (ωt)

]
er t

oùα,β ∈R.

Démonstration
– Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe.
– Supposons que le discriminant soit négatif et donc que l’équation caractéristique de(E) possèdent deux racines complexes

conjuguées :r ± iω ∈ C. Par application du théorème complexe 5.13 page 211, les solutions de(E) sont de la formet 7→
λ1e(r+iω)t +λ2e(r−iω)t oùλ1,λ2 ∈C. Les fonctionst 7→ er t cosωt (λ1 = 1/2, λ2 = 1/2) et t 7→ er t sinωt (λ1 = 1/2, λ2 =−1/2)
sont donc solutions de(E) ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires. Réciproquement, siϕ est une solution réelle de(E),
alors il existeλ1,λ2 ∈C tels queϕ s’écritϕ : t 7→λ1e(r+iω)t +λ2e(r−iω)t . Commef est réelle, elle est égale à sa partie réelle et
il vient :

f = Re
(

f
)

=
f + f̄

2

=
1

2

(
λ1e(r+iω)t +λ2e(r−iω)t + λ̄1e(r+iω)t + λ̄2e(r+iω)t

)

=
1

2

((
λ1 + λ̄2

)
e(r+iω)t +

(
λ̄1 +λ2

)
e(r−iω)t

)

=
1

2

((
λ1 + λ̄2

)
e(r+iω)t +

(
λ1 + λ̄2

)
e(r+iω)t

)

= Re
((
λ1 + λ̄2

)
e(r+iω)t

)

= Re
(
λ1 + λ̄2

)
︸ ︷︷ ︸

α∈R

er t cosωt + Im
(
λ1 + λ̄2

)
︸ ︷︷ ︸

β∈R

er t sinωt

Ce qui prouve la formule annoncée.

Remarque 5.12 Dans le cas réel,SR (E) est encore unR-espace vectoriel de dimension2.

Exemple 5.6 Résolvons dansR l’équation différentielley ′′ = ω2 y où ω ∈ R∗. Son discriminant réduit estω2 > 0.
Les racines de l’équation caractéristique sont donc±ω et les solutions de l’équation différentielle sont les fonctions :
t 7→ αeωx +βe−ωx avecα,β ∈R.

Exemple 5.7 Résolvons maintenant, toujours dansR, l’équation différentielley ′′ = −ω2 y oùω ∈ R∗.Son discriminant
réduit estω2 < 0. Les racines de l’équation caractéristique sont±iω et les solutions de l’équation différentielle sont les
fonctions :t 7→αcos (ωx)+βsin (ωx) avecα,β ∈R.

5.4.4 Équation différentielle du second ordre avec second membre

On considère dans toute la suite une équation différentielle du second ordre à coefficients complexes

∀t ∈ I ay ′′+by ′ (t)+c y (t) = d (t) (E)

où a,b,c ∈C, a 6= 0 et d : I →C. On admettra les résultats suivants :

PROPOSITION5.16 ♥
Toute solution de(E) est somme d’une solution particulière de l’équation homogène associée à(E) et d’une solution
particulière de(E).
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PROPOSITION5.17 Cas oùd est une fonction polynomiale
On suppose qued est une fonction polynomiale. Alors(E) possède une solution particulière de la forme :
– Q si c 6= 0.
– tQ si c = 0 et 6= 0

– t 2Q si b = c = 0.
où Q est une fonction polynomiale de même degré queP.

PROPOSITION5.18 Cas oùd = Pemt

On suppose qued est de la formed : t 7→ P (t)emt où P est une fonction polynomiale et oùm ∈ C. Alors (E) possède
une solution particulière de la forme :
– Q si m n’est pas une racine deaX2 +bX+c = 0

– tQ si m est une racine simple deaX2 +bX+c = 0

– t 2Q si m est une racine double deaX2 +bX+c = 0

où Q est une fonction polynomiale de même degré queP.

PROPOSITION5.19 Cas oùd est une combinaison linéaire de fonctionssin et cos

Soientη1,η2, a,b,c,ω ∈R avecω 6= 0. L’équation

∀t ∈ I, ay ′′ (t)+by ′ (t)+c y (t) = η1 cos(ωt)+η2 sin (ωt) (E)

admet une solution particulière surI de la formet 7→µ1 cos(ωt)+µ2 sin(ωt) oùµ1,µ2 ∈R.

Démonstration Soitϕ0 : t 7→µ1 cos(ωt)+µ2 sin(ωt). On a la série d’équivalences :

ϕ0 est solution de(E)

⇐⇒ ∀t ∈ I, aϕ′′
0 (t)+bϕ′

0 (t)+cϕ0 (t) = η1 cos(ωt)+η2 sin(ωt)

⇐⇒ ∀t ∈ I,
((

1−ω2
)
µ1 +ωµ2

)
cos(ωt)+

((
1−ω2

)
µ2 −ωµ1

)
sin(ωt) = η1 cos(ωt)+η2 sin(ωt)

⇐⇒
{(

1−ω2
)
µ1 +ωµ2 = η1

−ωµ1 +
(
1−ω2

)
µ2 = η2

Le déterminant de ce système est
(
1−ω2

)
+ω2 6= 0 et le système possède toujours un couple solution. L’équation (E) admet donc

toujours une solution de la forme indiquée.

Exemple 5.8 Résolvons(E) : y ′′− y ′−2y = 3e−t + t dansR. Le discriminant de l’équation caractéristique associée à
l’équation différentielley ′′−y ′−2y = 0 est9. Ses deux racines sont−1 et2. Les solutions de cette équation sont donc les
fonctionst 7→ αe−t +βe2t . Cherchons une solution particulière de

(
E′) : y ′′− y ′−2y = 3e−t .Par application du critère

5.18, comme−1 est une racine de l’équation caractéristique, il faut chercher cette solution particulière sous la forme
t 7→ ate−t . En injectant cette fonction dans l’équation différentielle

(
E′), on trouvea =−3/2. Cherchons maintenant une

solution particulière de
(
E′′) : y ′′ − y ′−2y = t . La forme du second membre nous invite à utiliser le critère 5.17 et

à chercher cette solution particulière sous la formet 7→ bt + c. Par la même méthode que précédemment, on trouve :
b = −1/2 et c = 0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer que t 7→ −1/2t −3/2e−t est une solution
particulière de(E). Enfin, les solutions de(E) sont les fonctionst 7→ αe−t +βe2t −1/2t −3/2e−t oùα,β ∈R.

En résumé

Les quatre points principaux de ce chapitres, à connaître parfaitement, sont :

1 Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre.

2 La méthode de variation de la constante.

3 Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients complexes.

4 Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients réels.

Ce chapitre utilise de nombreux résultats du cours d’analyse. Le diagramme suivant explique la filiation du théorème
fondamental donnant les solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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On peut encore faire le lien avec les différents chapitres duprogramme :
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Équation
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Équation
complète
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Fonctions
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Primitives
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13. Inté-
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primitives

1. Com-
plexes

Équation du
second degré

23. Espaces
vectoriels

Structure de
l’ensemble

des solutions
16.

Fonctions
complexes
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5.5 Exercices

5.5.1 Équations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 5.1 ♥
Résoudre surR les équations différentielles suivantes :

1. y ′+ y = cos x + sin x

2. y ′−3y = 2

3. y ′−2x y = sh x −2x ch x

4. y ′+2y = e2x

5. y ′+ y = sin 2x

6. y ′−5y = e5x

Solution : Après avoir résolu l’équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n’est pas évidente,
on utilise ici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7.

1. ϕα : R→R, x 7→ sin (x)+αe−x ; α ∈R

2. ϕα : R→R, x 7→−2/3+αe3 x ; α ∈R

3. ϕα : R→R, x 7→αex2 +ch x; α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→
(
1/4e4 x +α

)
e−2 x ; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→−2/5cos(2x)+1/5sin(2x)+αe−t ; α ∈R

6. ϕα : R→R, x 7→ (x +α) e5 x ; α ∈R

Exercice 5.2 ♥
Résoudre surR les équations différentielles suivantes :

1. y ′+2y = x2

2. y ′+ y = 2sin x

3. y ′− y = (x +1) ex

4. y ′+ y = x −ex +cos x

5. y ′+ y =
(
x2 −2x +2

)
e2x

6. y ′+ y = sin x +3sin 2x.

Solution : Après avoir résolu l’équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n’est pas évidente,
on utilise ici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7.

1. ϕα : R→R, x 7→ 1/4−1/2 x +1/2 x2 +αe−2 x ; α ∈R

2. ϕα : R→R, x 7→−cos (x)+ sin (x)+αe−x ; α ∈R

3. ϕα : R→R, x 7→
(
1/2 x2 + x +α

)
ex ; α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→ x −1−1/2ex +1/2 cos (x)+1/2 sin (x)+αe−x ; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→
(
1/27

(
26−24 x +9 x2

)
e3 x +α

)
e−x ; α ∈R

6. ϕα : R→R, x 7→−1/2 cos(x)+1/2 sin(x)−6/5 cos(2 x)+3/5 sin (2 x)+αe−x ; α ∈R

Exercice 5.3 ♥
Résoudre surR les équations différentielles suivantes :

1. (1+ x2)y ′+2x y = ex + x.
2.

(
1+ x2

)
y ′+ x y =

p
1+ x2

3. y ′+2x y = ex−x2
.

4.
(
1+ x2

)
y ′ = x y +

(
1+ x2

)
.

5. y ′+2x y = 2xe−x2
.

6.
(
x2 +1

)2
y ′+2x

(
x2 +1

)
y = 1 .

7.
p

1+ x2 y ′− y = 1.

Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée est
définie surR, on résout l’équation homogène associée puis on cherche unesolution particulière en utilisant la méthode
de variation de la constante si celle ci n’est pas évidente.

1. ϕα : R→R, x 7→ ex+1/2 x2+α
1+x2 ; α ∈R

2. ϕα : R→R, x 7→ x+αp
1+x2

; α ∈R

3. ϕα : R→R, x 7→ (ex +α)e−x2
; α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→ .
(
argsh(x)+α

)p
1+ x2; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→
(
x2 +α

)
e−x2

; α ∈R
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6. ϕα : R→R, x 7→ arctan(x)+α
1+x2 ; α ∈R

7. ϕα : R→R, x 7→−1+αeargsh x ; α ∈R

Exercice 5.4 ♥
Résoudre surR les équations différentielles suivantes :

1. (2+cos x) y ′+sin x y = (2+cos x) sinx.
2. y ′− y = ex sin2x .
3. (1+ex ) y ′+ex y = 1+ex .
4. ch x y ′− sh x y = sh3 x.

5.
(
1+cos2 x

)
y ′− sin 2x y = cos x

6.
(
x2 +1

)
y ′+ x y = 1

7. y ′− sh x
1+ch x

y = sh x.

Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée est
définie surR, on résout l’équation homogène associée puis on cherche unesolution particulière en utilisant la méthode
de variation de la constante.

1. ϕα : R→R, x 7→ (2+cos x) (α− ln (2+cos x)); α ∈R

2. ϕα : R→R, x 7→−1/2ex cos (2 x)+αex ; α ∈R

3. ϕα : R→R, x 7→ α+ x +ex

1+ex
; α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→ ch x
(
α+ch x + 1

ch x

)
; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→−1/2ex cos (2 x)+αex ; α ∈R

6. ϕα : R→R, x 7→ argsh(x)+αp
1+x2

; α ∈R

7. ϕα : R→R, x 7→ (1+ch x) (α+ ln (1+ch x)); α ∈R

Exercice 5.5 ♥
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes :

1. y ′+ y cotan x = sin x sur]0,π[.

2. x y ′+ y = sin3 x surR∗
−.

3. x
(
1+ ln2 x

)
y ′−2ln x y =

(
1+ ln2 x

)2.

4. sin x y ′−cos x y +1 = 0 sur]0,π[.

5. y ′+ (tan x) y = cos3 x sur
]
−π

2
, π

2

[

6.
p

1− x2 y ′+ y = 1 sur]−1,1[.

Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée
est définie sur l’intervalle spécifié, on résout l’équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution
particulière en utilisant la méthode de variation de la constante.

1. ϕα : R→R, x 7→ 1/2 x−1/4 sin(2 x)+α
sin(x)

; α ∈R

2. ϕα : R→R, x 7→ 1/12 cos(3 x)−3/4 cos(x)+α
x ; α ∈R

3. ϕα : R∗
+ →R, x 7→

(
1+ ln2 x

)
(α+ ln x); α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→ sin(x)
tan(x)

+αsin (x) = cos x +αsin x; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→ cos (x) (1/4 sin (2 x)+1/2 x +α); α ∈R

6. ϕα : R→R, x 7→ 1+αe−arcsin(x); α ∈R

Exercice 5.6 ♥
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes :

1. y ′+ (tan x) y − sin 2x = 0 sur
]
−π

2 , π2
[
.

2. sh x y ′−ch x y = 1 surR∗
+ puis surR∗

−.
3. x3 y ′+4

(
1− x2

)
y = 0 surR∗

+.

4.
p

x2 −1 y ′+ y = 1 sur[1,+∞[.

5. sin3 x y ′ = 2cos x y sur]0,π[.

Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée
est définie sur l’intervalle spécifié, on résout l’équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution
particulière en utilisant la méthode de variation de la constante.

1. ϕα : R→R, x 7→−2 (cos(x))2 +αcos (x); α ∈R
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2. ϕα : R→R, x 7→−ch x +αsh (x); α ∈R. Leα trouvé pourR∗
+ n’a rien à voir avec leα trouvé pourR∗

−.

3. ϕα : R→R, x 7→αe2 x−2
x4; α ∈R

4. ϕα : R→R, x 7→ 1+αe−argch x = 1+
α

x +
p

x2 −1
; α ∈R

5. ϕα : R→R, x 7→αe2(−1+cos(2 x))−1 =αexp
(

1
sin2 x

)
; α ∈R

Exercice 5.7 ♥
Soit k > 0. Montrer qu’il existe une unique condition initialey0 ∈R telle que la solution du problème de Cauchy

y ′−k y = sin t y(0) = y0

soit bornée sur[0,+∞[.

Solution : On cherche la solution générale de l’équation différentielle , avec une solution particulière de la forme
t 7→ Acos t +Bsin t . On trouve que les solutions sont les fonctions :

y(t)=− 1

k2 +1
(k sin t +cos t)+Cekx

Pour qu’une telle solution soit bornée sur[0,+∞[, il faut et il suffit queC = 0 et alors

y(x) =− 1

k2 +1
(k sin t +cos t)

qui correspond à la donnée initialey(0) =− 1

k2 +1
.

Exercice 5.8 ♥♥
Déterminer les fonctionsf : R 7→R continues vérifiant

∀x ∈R, f (x) = sin x +2

∫x

0
ex−t f (t) dt .

Attention 5.9 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531.

Solution : Soit f une telle fonction. Elle vérifie :

∀x ∈R, f (x) = sin x +2ex
∫x

0
e−t f (t) dt

D’après le théorème fondamental de l’analyse,f est de classeC 1 surR et∀x ∈R,

f ′(x) = cos x +2 f (x)+2ex

∫x

0
e−t f (t) dt = 3 f (x)+cos x − sin x

Par conséquent,f doit être une solution de l’équation différentielle

(E) : y ′−3y = cos x − sin x

On cherche l’ensemble des solutions de(E) et on trouve

SE = {Ce3x − 1

4
cos x + 1

5
sin x}

Puisquef (0) = 0, il vient :

f (x) = 1

5
e3x − 1

5
cos x + 2

5
sin x

et on vérifie que cette fonction convient.

Exercice 5.9 ♥
Résoudre pour un entiern Ê 1 l’équation différentielle :

(En) : y ′+ nx

x +1
y = (x +1)n ex

sur l’intervalleI =]−1,+∞[.
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Solution : L’ensemble des solutions de l’équation homogène est

SH = {x 7→Ce−nx (x +1)n ; C ∈R}

On cherche une solution particulière sous la forme

y(x) = C(x)e−nx (x +1)n

et la méthode de la variation de la constante donne

C′(x) = e(n+1)x

Une solution particulière est

y(x) =
(x +1)n ex

n+1

L’ensemble des solutions est donc

S = {x 7→ ex (x +1)n

n+1
+Ce−nx (x +1)n ;C ∈R}

Exercice 5.10 ♥♥
On considère une fonctiona : R 7→R continue etT-périodique. Montrer que pour toute solution non-nulleϕ de l’équa-
tion différentielle

(E) : y ′−a(x)y = 0

il existe un unique réelα tel que la fonction définie parψ(x) = e−αxϕ(x) soit T- périodique.

Attention 5.10 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531.

Solution : Soit une solutionϕ de l’équation différentielle. Pour toutx ∈R, on a

ϕ(x)=ϕ(0)e
∫x

0 a(t ) dt

Soitα ∈R. La fonctionψ donnée parψ(x) = e−αxϕ(x) vérifie alors

ψ(x +T)

ψ(x)
= e−αT+

∫x+T
x a(t ) dt

Mais la fonction définie parA(x) =
∫x+T

x a(t) dt est de classeC (1) surR d’après le théorème fondamental, et∀x ∈ R,

A′(x) = a(x +T)−a(x) = 0. Par conséquent,
ψ(x +T)

ψ(x)
= e−αT+

∫T
0 a(t ) dt . On doit donc avoir

α=
1

T

∫T

0
a(t) dt

et on vérifie réciproquement queψ estT-périodique.

Exercice 5.11 ♥♥
Trouver toutes les fonctionsf : [0,+∞[7→ R continues sur l’intervalleI= [0,+∞[, vérifiant :

∀x ∈]0,+∞[, 2x f (x) = 3

∫x

0
f (t)d t

Attention 5.11 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531.

Solution : Commef est continue, par application du théorème fondamental de l’analyse, il existe une primitiveF de
f surR+ qui s’annule en0. On a de plus, pour toutx ∈ R∗

+, la relation : 2x f (x) = 3F(x) qui permet d’affirmer que,
commeF est dérivable surR∗

+, il en est de même def . La fonctionf est alors solution de l’équation différentielle :

∀x ∈R
∗
+, 2x f ′ (x)− f (x) = 0

et donc il existeα ∈ R tel que f :

{
R∗
+ −→ R

x 7−→ α
p

x
. Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme

sont solutions de l’équation fonctionnelle de départ.
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5.5.2 Équations différentielles linéaires du second ordreà coefficients constants

Exercice 5.12 ♥
Résoudre les équations différentielles(E) données par :

1. y ′′−3y ′+2y = e t

2. y ′′−4y ′+4y = (t 2 +1)e2t

3. y ′′+2y ′+5y = cos2 t

4. y ′′+ y = sin 2t

5. y ′′+ y ′−2y = sin te t

6. y ′′−4y ′+4y = e t + (3t −1)e2t + t −2

Solution :

1. Les racines de l’équation caractéristique associée à(E) sont1 et 2. Les solutions de l’équation générale sont les
fonctionst 7→ Ae t +Be2t avec(A,B) ∈ R2. Comme1 est une racine de l’équation caractéristique, on cherche une
solution particulière de(E) de la forme :t 7→ ate t . On trouvea = −1. Les solutions de(E) sont les fonctions
t 7→ (A− t)e t +Be2t avec(A,B)∈R2.

2. 2 est une racine double de l’équation caractéristique associée à l’équation. Les solutions de l’équation homogène
sont donc les fonctionst 7→ (At +B)e2t avec(A,B) ∈ R2. On cherche une solution particulière de(E) sous la
forme : t 2

(
at 2 +bt +c

)
e2t . On trouve alorsa = 1/12, b = 0 et c = 1/2. Les solutions deE sont donc les fonctions

t 7→
(
t 2/12

(
6+ t 2

)
+At +B

)
e2t avec(A,B)∈R2.

3. L’équation caractéristique associée à(E) admet deux racines complexes conjuguées−1± 2i . Les solutions de
l’équation homogène sont donc les fonctionst 7→ (Acos2t +Bsin 2t)e−t . Linéarisons le second membre, on ob-
tient : cos2 t = 1/2(1+cos 2t). Une solution particulière dey ′′ + 2y ′ + 5y = 1/2cos (2t) est t 7→ 1/34cos 2t +
2/17sin 2t . Une solution particulière dey ′′+2y ′+5y = 1/2 est la fonction constante :t 7→ 1/10. On applique alors
le principe de superposition et les solutions de(E) sont les fonctionst 7→ (Acos2t +Bsin 2t)e−t +1/34cos 2t +
2/17sin 2t +1/10 avec(A,B) ∈R2.

4. L’équation caractéristique associée à(E) admet deux racines complexes conjuguées±i . Les solutions de l’équa-
tion homogène sont donc les fonctions :t 7→ Acos t +Bsin t avecA,B ∈R. On cherche une solution particulière de
(E) de la formet 7→ a cos2t +b sin2t . On trouvea = 0 et b =−1/3. Les solutions de(E) sont donc les fonctions
t 7→ (Acos t +Bsin t)−1/3sin 2t avec(A,B) ∈R2.

5. On vérifie facilement que les solutions de l’équation homogène sont les fonctions :t 7→ Ae t + Be−2t . In-
troduisons l’équation complexey ′′ + y ′ − 2y = e(1+i)t . On calcule une solution particulière facilement :t 7→
−e t /10(3cos t + sin t). Les solutions de(E) sont donc les fonctions :t 7→ Ae t +Be−2t −e t /10(3cos t + sin t) avec
(A,B) ∈R2.

6. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. On utilise le principe de superposition pour
chercher une solution particulière. On trouve la solution générale :

t 7→ e t + t 3 − t 2

2
e2t + t −1

4
+ (At +B)e−t

avec(A,B) ∈R2.

Exercice 5.13 ♥
Résoudre surR les équations différentielles

1. y ′′−2y ′+ y = te t

2. y ′′−4y ′+5y = cos 2t −2sin 2t

3. y ′′+9y = cos 2te t .

4. y ′′+4y ′−5y = 2e t

5. y ′′+ y ′+ y = e t cos t .

6. y ′′−3y ′+2y = (t 2 +1)e t

Solution :

1. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. Comme1 est une racine double de l’équation
caractéristique, on cherche une solution particulière de la formet 7→ t 2 (at +b)e t et on trouvea = 1/6 et b = 0.
Finalement, les solutions de l’équation sont les fonctiont 7→ (At +B) e t +1/6t 3e t avec(A,B)∈R2.

2. On montre facilement que les solutions de l’équation sontles fonctionst 7→ (Acos t +Bsin t)e2t −3/13cos 2t −
2/13sin 2t avec(A,B) ∈R2.

3. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. On cherche une solution particulière de l’équation
différentielle :y ′′+9y = e(1+2i)t sous la formet 7→ ae(1+2i)t . On trouvea = 3/26− i /13. Une solution particulière
de (E) est donnée par la partie réelle de cette fonction, soitt 7→ 1/26(3cos 2t +2sin 2t) e t et les solutions de(E)

sont les fonctions :t 7→ Acos3t +Bsin 3t +1/26(3cos 2t +2sin 2t)e t avec(A,B) ∈R2..
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4. On montre facilement que les solutions de l’équation sontles fonctionst 7→
1

3
te t +Ae t +Be−5t avec(A,B)∈R2.

5. On cherche une solution particulière dey ′′+ y ′+ y = e(1+i)t de la formet 7→ ae(1+i) t . On trouve alors une solution

particulière de(E) qui estt 7→ (2/13cos t +3/13 sin t)e t . Les solutions de(E) sont les fonctions :t 7→ (
2

13
cos t +

3

13
sin t)e t +Ae−

t
2 cos

p
3

2
t +Be−

t
2 sin

p
3

2
t avec(A,B) ∈R2.

6. On montre facilement que les solutions de l’équation sontles fonctionst 7→
(
−

1

3
t 3 − t 2 −3t

)
e t +Ae t +Be2t avec

(A,B)∈R2.

Exercice 5.14 ♥♥
Résoudre en fonction dem ∈R :

(Em) y ′′−2y ′+my = cos x

Solution : On noteSm l’ensemble solution de cette équation différentielle. Le discriminant réduit de l’équation
caractéristique vaut1−m. On est donc conduit à étudier les trois cas :

1 Si m < 1, on trouve Sm = {x 7→ m −1

(m −1)2 +4
cos x − 2

(m −1)2 +4
sin x + Ach

(
(1+

p
1−m)x

)
+

Bsh
p

1−mx | A,B ∈R}

2 Si m = 1, on trouveSm = {x 7→− sin x

2
+Aex +Bxex | A,B ∈R}

3 Si m > 1, on trouveSm = {x 7→ −2sin x + (m −1)cos x

(m −1)2 +4
+ex

(
Acos

(
(
p

m −1)x
)
+Bsin

(
(
p

m −1)x
))

| A,B ∈R}.

Exercice 5.15 ♥♥
Soit m ∈R. Résoudre l’équation différentielle (solutions réelles):

my ′′− (1+m2)y ′+my = xex

Solution : L’équation caractéristique est(r −m)(mr −1) = 0. Il faut distinguer le casm = 0 et le casm 6= 0. Pour
chercher une solution particulière, distinguer le cas oùm = 1 des autres cas.

5.5.3 Résolution par changement de fonction inconnue

Exercice 5.16 ♥
Résoudre surR l’équation différentielle :

(
t 2 +1

)
y ′′+

(
t 2 −2t +1

)
y ′−2t y = 0

en introduisant la fonctionz = y ′+ y .

Solution : Remarquons que l’équation s’écrit aussi :
(
t 2 +1

)(
y ′′+ y ′)− 2t(y + y ′) = 0. Supposons qu’il existe une

solutiony de l’équation différentielle. Posonsz = y ′+ y . La fonctionz vérifie :
(
1+ t 2

)
z ′−2t z = 0. Cette équation est

linéaire et du premier degré. Ses solutions sont les fonctions :zα : t 7→α
(
t 2 +1

)
. Reste à résoudrey ′+ y = α

(
t 2 +1

)
. Ses

solutions sont :t 7→ α
(
t 2 −2t +3

)
+βe−t avecα,β ∈ R. On en déduit quey est de cette forme. Réciproquement, toute

fonction de cette forme est solution de l’équation différentielle.

Exercice 5.17 ♥
Résoudre surR l’équation différentielle :

(E) : y ′′+4t y ′+ (11+4t 2)y = 0

en introduisant la fonctionz (t) = e t 2
y (t).
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Solution : Supposons qu’il existe une solutiony de (E). Considérons, pour toutt ∈ R, la fonctionz donnée par :
z (t) = e t 2

y (t), soit y(t) = e−t 2
z(t). D’où y ′(t) = (z ′ − 2t z)e−t 2

et y ′′(t) = (z ′′ − 4t z ′ + (4t 2 − 2)z(t))e−t 2
. Donc 0 =

y ′′(t)+4t y ′(t)+ (11+4t 2)y(t)= (z ′′(t)−4t z ′(t)+ (4t 2 −2)z +4t z ′−8t 2 +11+4t 2)e−t 2 = (z ′′+9z)e−t 2
. Doncz vérifie

l’équation du second degré à coefficients constants :z ′′+9z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont de la

forme :ϕα,β :

{
R −→ R

x 7−→ αcos3t +βsin 3t
oùα,β ∈R. Par conséquenty est de la forme :

ψα,β :

{
R −→ R

x 7−→
(
αcos3t +βsin 3t

)
e−t 2

avecα,β ∈R. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation.

Exercice 5.18 ♥
Résoudre surR l’équation différentielle :

(E) −
(
x4 +2x2 +1

)
y ′′+4x

(
x2 +1

)
y ′+

(
x4 −4x2 +3

)
y = 0

en introduisant la fonctionz (x) = y(x)

1+x2 .

Solution : Supposons qu’il existe une solutiony de (E). Considérons pour toutx ∈ R la fonction donnée parz (x) =
y (x)/1+ x2. Comme :

y (x) =
(
1+ x2

)
z (x) , y ′ (x) =

(
1+ x2

)
z ′ (x)+2xz (x) et y ′′ (x) =

(
1+ x2

)
z ′′ (x)+4z ′ (x)+2z (x) ,

en remplaçant dans(E), on trouve que la fonctionz est alors solution de l’équation du second degré à coefficients

constants :z ′′− z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :ϕα,β :

{
R −→ R

x 7−→ αex +βe−x

oùα,β ∈R. Par conséquenty est de la forme :

ψα,β :

{
R −→ R

x 7−→
(
αex +βe−x

)(
1+ x2

)

avecα,β ∈R. On vérifie réciproquement que toute fonction de cette formeest solution de(E).

Exercice 5.19 ♥
On se propose de résoudre l’équation différentielle :

(E) : y ′′+
1

2x2
y = 0.

1. Soity une solution du problème. On pose pour toutt ∈R : z (t)= y
(
e t

)
e−

t
2 .

(a) Exprimery (x) en fonction dez (ln (x)) pour toutx > 0.

(b) En déduire que la fonctiont 7→ z (t) vérifie surR une équation
(
E′) d’ordre2 à coefficients constants.

(c) Résoudre
(
E′).

2. Résoudre(E).

Solution :

1. (a) Soitt ∈R et x ∈R∗
+ tels quet = ln x. Si z (t) = y

(
e t

)
e−

t
2 alorsy (x) =

p
xz (ln x).

(b) Pourx ∈R∗
+, on déduit de l’égalité précédente que :

y ′ (x) =
1
p

x

(
1

2
z (ln x)+ z ′ (ln x)

)
et y ′′ (x) =

1

x
p

x

(
z ′′ (ln x)−

1

4
z (ln x)

)

En remplaçant dans(E), on obtient, pour toutt ∈R :

(
E′) : z ′′ (t)+

1

4
z (t)

qui est une équation du second degré à coefficients constants.
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(c) D’après le cours, ses solutions sont les fonctions :

z :

{
R −→ R

t 7−→ αcos t
2
+βsin t

2

oùα,β ∈R.

2. On en déduit que les solutions de(E) sont les fonctions :

y :

{
R∗
+ −→ R

x 7−→ αcos ln x
2

+βsin ln x
2

oùα,β ∈R.

5.5.4 Résolution d’équations différentielles par changement de variable

Exercice 5.20 ♥
Résoudre sur]0,+∞[ puis surR :

4x y ′′+2y ′− y = 0

(on poserat =
p

x)

Solution : Soit y une solution de(E) sur ]0,+∞[. Posonsz (t) = y
(
t 2

)
. Commey est deux fois dérivable il en est de

même dez et on a : 



z (t) = y
(
t 2

)

z ′ (t) = 2t y ′ (t 2
)

z ′′ (t) = 2y ′ (t 2
)
+4t 2 y ′′ (t 2

) .

Commey est solution de la première équation,z est solution de :f ′′− f = 0. Par conséquent, il existe(A,B) ∈ R2 tel
quez : t 7→ Ach t +Bsh t . La fonctiony est alors donnée par :y : x 7→ Ach(

p
x)+Bsh(

p
x). Réciproquement, on vérifie

que les fonctions de cette forme sont solution de l’équationsur]0,+∞[.
Sur]−∞,0[, on posex =−t 2 et z (t) = y

(
t 2

)
.





z (t) = y
(
−t 2

)

z ′ (t) =−2t y ′ (−t 2
)

z ′′ (t) =−2y ′ (t 2
)
+4t 2 y ′′ (t 2

) .

Donc z ′′ (t) = −z (t). Donc il existe
(
A′,B′) ∈ R2 tel quez : t 7→ A′ch t +B′ sh t . La fonctiony est alors donnée par :y :

x 7→ A′ cos(
p
−x)+B′ sin(

p
−x). Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette formesont solution de l’équation

sur]−∞,0[.
Pour avoir une solution surR, la continuité en zéro imposeA = A′. La continuité en zéro de la dérivée imposeB = B′.
Réciproquement, si on se donne(A,B) ∈ R2, la fonctionψA,B définie parψA,B(x) = Ach(

p
x)+Bsh(

p
x) pour x Ê 0 et

ψA,B(x) = Acos(
p
−x)+Bsin(

p
−x) est solution surR.

Exercice 5.21 ♥
Résoudre surR∗

+ l’équation différentielle :

(E) : x2 y ′′+3x y ′+ y = x2

en effectuant le changement de variablet = ln x.

Solution : Soit y une solution de(E) surR∗
+. Posonsz (t) = y

(
e t

)
. Commey est deux fois dérivable il en est de même

dez et on a : 



z (t) = y
(
e t

)

z ′ (t) = e t y ′ (e t
)

z ′′ (t) = e t y ′ (e t
)
+e2t y ′′ (e t

) .

Commey est solution de la première équation,z est solution de :f ′′+2 f ′+ f = e2t . Par conséquent, il existe(A,B) ∈R2

tel quez : t 7→ (At +B)e−t +1/9e2t . La fonctiony est alors donnée par :y : x 7→ (Aln x +B)

x
+ x2

9
. Réciproquement, on

vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur]0,+∞[.
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Exercice 5.22 ♥
Résoudre surR l’équation différentielle :

(E) :
(
1+ x2

)2
y ′′+2x

(
1+ x2

)
y ′+4y = 0

en effectuant le changement de variablet = arctan x.

Solution : Soit y une solution de(E) surR∗
+. Posonsz (t) = y (tan t). Commey est deux fois dérivable, il en est de

même dez et on a : 



y (x) = z (arctan x)

y ′ (x) = 1

1+ x2
z ′ (arctan x)

y ′′ (x) = −2x
(
1+ x2

)2
z ′ (arctan x)+

1
(
1+ x2

)2
z ′′ (arctan x)

.

Commey est solution de la première équation,z est solution de :f ′′+4 f = 0. Par conséquent, il existe(A,B) ∈R2 tel que
z : t 7→ Acos2t+Bsin 2t . La fonctiony est alors donnée par :y : x 7→ cos(2arctan x)+Bsin (2arctan x). Réciproquement,
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation surR.

Exercice 5.23 ♥
Résoudre l’équation différentielle :

(E) : (1− x2)y ′′− x y ′+9y = 0

d’inconnuey :]− 1;1[−→ R supposée deux fois dérivables. On pourra utiliser le changement de variable défini par
t = arcsin x.

Solution : Soit y une solution de(E) sur]−1,1[. Posonsz (t) = y (sin t). Commey est deux fois dérivable, il en est de
même dez et on a : 




y (x) = z (arcsin x)

y ′ (x) = 1
p

1− x2
z ′ (arcsin x)

y ′′ (x) = x
(
1− x2

) 3
2

z ′ (arcsin x)+
1(

1− x2
) z ′′ (arcsin x)

.

Commey est solution de la première équation,z est solution de :f ′′+9 f = 0. Par conséquent, il existe(A,B) ∈R2 tel que
z : t 7→ Acos3t+Bsin 3t . La fonctiony est alors donnée par :y : x 7→ cos(3arcsin x)+Bsin (3arcsin x). Réciproquement,
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation surR.

5.5.5 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de
raccord des solutions

Exercice 5.24 ♥
Résoudre l’équation différentielle

(E) : x2 y ′+ y = 1

sur un intervalleI ⊂R.

Solution : On résout d’abord l’équation surI1 =]−∞,0[ et I2 =]0,+∞[. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est
équivalente à l’équation normalisée dont l’ensemble des solutions est :

{1+ C

x
| C ∈R}

On trouve ensuite que siI est un intervalle contenant0, la seule solution de(E) surI est la fonction constante égale à1.

Exercice 5.25 ♥
Résoudre l’équation différentielle

(E) (x2 −1)y ′− x y +3(x − x3) = 0

sur un intervalleI ⊂R.
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Solution : Soit I1 =]−∞,−1[, I2 =]−1,1[ et I3 =]1,+∞[. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est équivalenteà
l’équation normalisée

(E′) : y ′− x

x2 −1
y = 3x

L’ensemble des solutions de l’équation homogène associée est

{x 7→ C

√∣∣x2 −1
∣∣ | C ∈R}

On recherche ensuite une solution particulière de la formey(x) = C(x)
√∣∣x2 −1

∣∣ avecC′(x) = 3x
√∣∣x2 −1

∣∣, C(x) =
3
∫

x
√
ε(x2 −1)d x oùε=+1 surI1 et I3, ε=−1 surI2. On trouvey(x) = 3(x2 −1) comme solution particulière. Donc la

solution générale de(E) surIk s’écrit

y(x) = 3(x2 −1)+C

√∣∣x2 −1
∣∣

Sur un intervalleI contenant1 ou−1, puisque la fonction
√∣∣x2 −1

∣∣ n’est pas dérivable en1 et−1, la seule solution de

(E) est la fonctiony(x) = 3(x2 −1).

Exercice 5.26 ♥
On considère l’équation différentielle

(E) : x y ′−2y = (x −1)(x +1)3

1. Résoudre(E) sur des intervalles qu’on précisera.

2. Déterminer les solutions de(E) définies surR ?

Solution :

1. L’équation normalisée associée à(E) est(N) : y ′− 2
x

y = (x−1)(x+1)3

x
. Celle ci est définie surI1 = ]−∞,0[ et I2 =

]0,+∞[. Appliquant d’abord surI1 puis surI2 le théorème fondamental et la méthode de variation de la constante,
on trouve que, pourk = 1,2, les solutions de(N) et donc de(E) sont, surIk de la forme :

ϕαk
:

{
Ik −→ R

x 7−→ x4

2
+2 x3 +2 x + 1

2
+αk x2 ; αk ∈R

2. Supposons qu’il existeϕ une solution de(E) définie surR. Alors ϕ est dérivable surR et il existeα1,α2 ∈ R tel
que :ϕ|I1 = x4

2 +2 x3 +2 x + 1
2 +α1x2 etϕ|I2 = x4

2 +2 x3 +2 x + 1
2 +α2x2. Posons alors :

ϕ :





R −→ R

x 7−→





x4

2
+2 x3 +2 x + 1

2
+α1x2 si x ∈ I1

0 si x = 0
x4

2 +2 x3 +2 x + 1
2 +α2x2 si x ∈ I2

On vérifie facilement queϕ est dérivable surR. Réciproquement, une fonctionϕ ainsi définie est solution de(E)

surR.

Exercice 5.27 ♥♥
Résoudre l’équation différentielle

(E) x2 y ′+ y = 1

sur un intervalleI ⊂R.

Solution : Soit I un intervalle ne contenant pas0. Les solutions de(E) surI sont les solutions de l’équation normalisée

(E′) y ′+ 1

x
y = 1

x

L’équation homogène associée s’écrit :

(H) y ′+
1

x
y = 0

Notonsa(x)= 1

x
, dont une primitive estA(x) = ln |x|. L’ensemble des solutions de l’équation homogène est alors

SH =
{

x 7→ ce− ln|x| =
C

x
| C ∈R

}
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(en posantC =−c si I ⊂]−∞,0[). On trouve ensuite une solution particulière évidente,ỹ(x) = 1. Les solutions de(E) sur
I sont donc de la forme

y(x) = 1+ C

x

Si maintenant0 ∈ I, et y est une solution surI, alors il existeC1 ∈ R tel que∀x ∈ I ⊂]0,+∞[, y(x) = 1+ C1

x
et il existe

C2 ∈ R tq ∀x ∈ I ⊂]−∞,0[, y(x) = 1+ C2

x
. Pour quey soit solution en0, il faut d’après l’équation quey(0) = 1. Pour

qu’une telle fonction soit dérivable en0, il faut et il suffit queC1 = C2 = 0. La seule solution de(E) sur I est donc la
fonction constante égale à1.

5.5.6 Divers

Exercice 5.28 ♥♥
Soit f : R 7→R de classeC (2) telle que∀x ∈R, f ′′(x)+ f (x) Ê 0. Montrer que :

∀x ∈R, f (x)+ f (x +π) Ê 0

Solution : Considérerg (x) = f ′′(x)+ f (x) Résoudre l’équation différentielle avec l’hypothèseg Ê 0.

Exercice 5.29 ♥♥
Soit p :R 7→R une fonction continue non-nulle et positive. Montrer que toute solution de

(E) y ′′+p(x)y = 0

s’annule au moins une fois.

Solution : Par l’absurde, siy > 0, y ′′ =−py É 0., y ′ est décroissante puisy ′ = 0, ensuitep = 0.

Exercice 5.30 ♥♥
Soit u : [a,b] 7→R une fonction de classeC (2) telle que

u′′(x)+p(x)u′(x) > 0

Montrer queu atteint son maximum ena ou enb.

Solution : Sinon, en un point intérieur,u′(x) = 0, puisu′′(x) > 0, d’où u serait localement convexe, une absurdité.

Exercice 5.31 ♥♥
Soient deux fonctionsf et g continues sur[0,1] telles que∀x ∈ [0,1],

f (x) =
∫x

0
g (t) dt et g (x) =

∫x

0
f (t) dt

Montrer quef et g sont nulles.

Solution : D’après le théorème fondamental, puisqueg est continue sur[0,1], la fonction f est de classeC (1) sur
[0,1], et de même,g est de classeC (1) sur [0,1], avec∀x ∈ [0,1], f ′(x) = g (x) et g ′(x) = f (x). On en déduit quef et
g sont deux fois dérivables sur[0,1] et que∀x ∈ [0,1], f ′′(x) = g ′(x) = f (x), et g ′′(x) = g (x). Par conséquent, il existe
quatre constantes(A,B)∈R2 et (A′,B′) ∈R2 telles que

∀x ∈ [0,1], f (x) = Ash x +Bch x et g (x)= A′ sh x +B′ ch x

En injectant dansf (x) =
∫x

0 g (t) dt , et dansg (x) =
∫x

0 f (t) dt , on trouve queA = B = A′ = B′ = 0 et par conséquent,
f = g = 0.

Exercice 5.32 ♥♥
Trouver les fonctionsf :R 7→R continues vérifiant :

∀x ∈R, f (x) = cos x − x −
∫x

0
(x − t) f (t) dt
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Solution : D’après le théorème fondamental, puisque les fonctionsf et t 7→ t f (t) sont continues surR, la fonction
définie parF(x) = x

∫x
0 f (t) dt −

∫x
0 t f (t) dt est de classeC (1) surR, avec∀x ∈R, F′(x) =

∫x
0 f (t) dt + x f (x)− x f (x) =∫x

0 f (t) dt . Par conséquent, la fonctionf est de classeC (1) surR et

∀x ∈R, f ′(x) =−sin x −1−
∫x

0
f (t) dt

En appliquant encore une fois le théorème fondamental, on montre quef est de classeC (2) surR et que

∀x ∈R, f ′′(x) =−cos x − f (x)

donc quef vérifie une équation différentielle du second ordre à coefficients constants. En résolvant cette équation, il
existe deux constantes(A,B)∈R2 telles que

∀x ∈R, f (x) = Acos x +Bsin x + x2

2
sin(x)

Mais comme d’après l’équation vérifiée parf , f (0) = 1, et l’équation vérifiée parf ′, f ′(0) = −1, on en tireA = 1 et
B =−1. Par conséquent, la seule solution possible est

f (x) = cos x − sin x −
x

2
sin x

On vérifie réciproquement que cette fonction est bien solution de notre problème en calculant l’intégrale
∫x

0 (x −
t) f (t) dt .

Exercice 5.33 ♥♥
On considère l’équation différentielle

(E) : 3y2(y ′′+ y ′)+6y y ′2 + y3 = e−x

On considère une solutiony de (E). Déterminer un entiern ∈ N tel que la fonctionyn soit solution d’une équation
différentielle linéaire à coefficients constants. Trouveralors une solution de(E).

Solution : Pourn = 3,
z = y3, z ′ = 3y2 y ′, z ′′ = 6y y ′2 +3y2 y ′′

et par conséquent,z vérifie l’équation différentielle

z ′′+ z ′− z = e−x

En résolvant, il existe(A,B)∈R2 tels que

z(x) = e−x +Ach

(
−1+

p
5

2
x

)
+Bsh

(
−1+

p
5

2
x

)

Exercice 5.34 ♥♥
Trouver les fonctionsf :R 7→R de classeC (1) vérifiant

∀x ∈R, f ′(x) = f
(
π

2
− x

)

Solution : Soit une telle fonctionf . Elle est de classeC (2) et en dérivant, elle doit vérifier :

∀x ∈R, f ′′(x) =− f ′
(
π

2
− x

)
=− f (x)

Par conséquent, il existe(A,B) ∈R2 tels que

∀x ∈R, f (x) = Acos x +Bsin x

En reportant dans l’équation, on trouve queA = 0 et donc quef (x) = Bsin x. On vérifie réciproquement que∀B ∈ R,
cette fonction convient.
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Exercice 5.35 ♥
Déterminer les fonctionsf : R 7→R dérivables vérifiant

∀x ∈R, f ′(x) = f (−x)

Solution : Soit f une telle fonction. Elle est deux fois dérivable puisquef ′ est une composée de fonctions dérivable
(puisquef = f ′ ◦ϕ oùϕ(x) =−x), et en dérivant, on trouve que∀x ∈R, f ′′(x) =− f ′(−x) = f (x). Par conséquent,f est
solution de l’équation différentielley ′′ = y et donc il existeA,B ∈R tels que∀x ∈R,

f (x) = Aex +Be−x

Mais alors∀x ∈ R, f ′(x) = Aex −Be−x = Ae−x +Bex d’où nécessairementA = B et A = −B et doncf = 0. La fonction
nulle vérifie réciproquement la propriété.
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Chapitre 6
Étude des courbes planes

La voiture décrivit une élégante cardioïde et s’arrêta en bas des marches.
Boris VIAN - L’écume des jours (1946).

On identifiera dans tout ce chapitre, le plan euclidienP à R2 à l’aide d’un repère orthonormal direct. On noteraI un
intervalle deR non vide et non réduit à un point (ou une réunion de tels intervalles).
Nous allons apprendre ici à étudier les courbes du plan. Elles peuvent être vues comme la trajectoire d’un mobile
dans le plan et il y aura de nombreuses analogies dans ce chapitre avec celui de cinématique en science physique.

M(t)
y (t)

x (t)

Se donner une telle courbe revient à se donner un couple de fonctions(
x, y

)
définies sur un intervalleI de R : x : I → R et y : I → R. La

courbe est alors le sous-ensemble du plan formé par les points M(t)

de coordonnées
(
x (t) , y (t)

)
quand le tempst parcourt l’intervalleI.

Même si on va utiliser les outils appris au lycée pour étudierles
graphes des fonctions d’une variable réelle à valeurs dansR, on com-
prend que le problème est ici très différent. Une courbe du plan n’est
en général pas le graphe d’une fonction deI dansR comme on s’en
convaincra en examinant le dessin ci contre. Aussi il faudradévelop-
per de nouvelles techniques. Pour une fonction

−→
F :

{
I −→ R2

t 7−→
(
x (t) , y (t)

) ,

il faudra définir ce qu’est une limite et une dérivée. Lors de la représentation de la courbe, il faudra comprendre que ce
n’est pas le graphe de la fonction

−→
F qui est dessiné (ce graphe est un sous-ensemble de l’espaceR3) mais la projection

de ce graphe sur le plan
(
x, y

)
. Aussi la variablet n’est pas représentée sur le dessin. Par contre, un mobile ayant cette

courbe comme trajectoire se trouve à la position
(
x (t) , y (t)

)
au tempst .

x

y

t Les courbes paramétrées peuvent présenter des branches infinies, ce qui signifie que
le mobile se déplaçant suivant cette courbe part à l’infini, ou des points stationnaires
(le vecteur vitesse du mobile en ce point est nul). Il faudra être en mesure de pouvoir
étudier ces deux phénomènes afin de bien représenter la courbe.
De nombreuses courbes paramétrées peuvent être étudiées avec les outils d’analyse
de lycée. Par contre, afin d’étudier les branches infinies ou les points stationnaire de
certaines autres, il faudra disposer d’un outil plus sophistiqué, les développements
limités, qui ne sera introduit qu’au chapitre 14. Aussi ce chapitre devra être lu en
deux fois. Une première fois pendant la première période en sautant les parties util-
isant les développements limités et une seconde fois après avoir étudié le chapitre
14. Ces parties et les exercices correspondants sont indiqués dans le texte.

6.1 Fonctions à valeurs dansR2

6.1.1 Définitions
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DÉFINITION 6.1 ♥ Fonction vectorielle à valeurs dansR2

Une fonction vectorielle
−→
F à valeurs dansR2 définie surI est donnée par un couple(x, y) de fonctions réelles définies

surI. Les fonctionsx : I −→ R et y : I −→R s’appellent lescomposantesde
−→
F ou lesapplications coordonnéesde

−→
F et :

−→
F :

{
I −→ R2

t 7−→ (x(t), y(t))
.

DÉFINITION 6.2 ♥ Limite en un point d’une application vectorielle
Soient

−→
l = (l1, l2) un vecteur deR2, t0 ∈ I et

−→
F une application vectorielle définie surI. On dit que

−→
F (t) converge vers

l quandt tend verst0 et on note :
−→
F (t) −−−→

t→t0

−→
l

lorsque
∥∥∥−→F (t)−

−→
l

∥∥∥−−−→
t→t0

0.

PROPOSITION6.1 ♥ Caractérisation de la convergence par les fonctions coordonnées
Soit

−→
F une fonction vectorielle donnée par le couple(x, y) surI. Soit

−→
l = (l1, l2) un vecteur deR2. On a :

−→
F (t) −−−→

t→t0

−→
l ⇐⇒





x(t)−−−→
t→t0

l1

y(t)−−−→
t→t0

l2

Démonstration On a la série d’équivalences :

−→
F (t) −−−−→

t→t0

−→
l

⇐⇒
√

(x (t)− l1)2 +
(

y (t)− l2
)2 = ||

−→
f (t)−

−→
l || −−−−→

t→t0
0

⇐⇒ (x (t)− l1)2 +
(

y (t)− l2
)2 −−−−→

t→t0
0

⇐⇒





x(t) −−−−→
t→t0

l1

y(t) −−−−→
t→t0

l2

car une somme de deux nombres positifs est nulle si et seulement si ces deux nombres sont nuls.
Rappelons la définition suivante :

DÉFINITION 6.3 ♥ Dérivabilité d’une fonction réelle
On dit qu’une fonction réellef : I →R estdérivable ent0 ∈ I si il existe un réell tel que :

f (t )− f (t0)

t−t0

−−−→
t→t0

l

Dans le cas où cette limite existe, on noteraf ′(t0) = l .
De plus, on dira quef estdérivable surI si f est dérivable en tout pointt deI non situé à une extrémité deI.

DÉFINITION 6.4 ♥ Dérivabilité d’une fonction vectorielle
On dit qu’une fonction vectorielle

−→
F : I→R2, t 7→ (x(t), y(t)) estdérivableent0 ∈ I si il existe

−→
l = (l1, l2) un vecteur de

R2 tel que :
−→
F (t )−−→F (t0)

t−t0

−−−→
t→t0

−→
l

Dans le cas où cette limite existe, on note
−→
F ′(t0) = l .

DÉFINITION 6.5 ♥ Dérivabilité d’une fonction vectorielle sur un intervalle
On dit qu’une fonction vectorielle

−→
F : I → R2, t 7→ (x(t), y(t)) estdérivablesur I si

−→
F est dérivable en tout pointt de I

non situé à une extrémité deI.
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PROPOSITION6.2 ♥ Caractérisation par les fonctions coordonnées
Une fonction vectorielle

−→
F : I → R2, t 7→ (x(t), y(t)) estdérivableen t0 ∈ I si et seulement si les deux fonctions réelles

qui la composent :x et y sont dérivables ent0. On a alors :

F′(t0) = (x′(t0), y ′(t0))

Démonstration : Considérons la fonction vectorielle

−→
θ :





I \ {t0} −→ R2

t 7−→
−→
F (t)−−→

F (t0)

t − t0

ses fonctions coordonnées sont :

θ1 :

{
I \ {t0} −→ R

t 7−→ x(t )−x(t0)
t−t0

et θ2 :

{
I \ {t0} −→ R

t 7−→ y(t )−y(t0)
t−t0

En appliquant la proposition précédente, on a la série d’équivalences :

x et y sont dérivables ent0

⇐⇒ les fonctions coordonnéesθ1 etθ2 de
−→
θ vérifientθ1 (t) −−−−→

t→t0
x′ (t0) et θ2 (t) −−−−→

t→t0
y ′ (t0)

⇐⇒
−→
θ (t) −−−−→

t→t0

(
x′ (t0) , y ′ (t0)

)

⇐⇒ −→
F est dérivable ent0 et F′(t0) = (x′(t0), y ′(t0))

De manière plus générale, on dira que :

DÉFINITION 6.6 ♥ Fonction k fois dérivable, de classeC k

– Une fonction
−→
F : I →R2 est ditek fois dérivable surI si ses fonctions coordonnées le sont.

– Une fonction
−→
F : I → R2 est dite declasseC k sur I si ses fonctions coordonnées sontk fois dérivables surI et si sa

dérivéek-ième est continue.

6.1.2 Dérivation du produit scalaire et du déterminant

PROPOSITION6.3 ♥ Dérivation du produit scalaire, du déterminant
Soient

−→
F et

−→
G deux applications définies surI, dérivables ent0 ∈ I et à valeurs dansR2. Alors les applications

〈−→F |−→G 〉 :

{
I −→ R

t 7−→ 〈−→F (t)|−→G (t)〉 et det
(−→

F ,
−→
G

)
:

{
I −→ R

t 7−→ det
−→
F (t)

−→
G (t)

sont dérivables ent0 et
(
〈−→F |−→G 〉

)′
(t0)= 〈−→F ′(t0)|−→G (t0)〉+〈−→F (t0)|−→G ′(t0)〉

(
det

(−→
F ,

−→
G

))′
(t0) = det

(−→
F ′(t0),

−→
G (t0)

)
+det

(−→
F (t0),

−→
G ′(t0)

)

Démonstration Notons
−→
F =

(
f1, f2

)
et

−→
G =

(
g1, g2

)
. CommeF et G sont dérivables ent0, d’après le théorème 6.2, il en est de

même des fonctionsf1, f2, g1 , g2 . Soit t ∈ I. Remarquons que

〈−→F |−→G 〉 (t) = f1 (t) g1 (t)+ f2 (t) g2 (t)

et la fonction〈−→F |−→G 〉 est donc dérivable ent0 par opérations sur les fonctions dérivables ent0 et à valeurs dansR. De plus :
(
〈−→F |−→G 〉

)′
(t0) =

(
f1.g1 + f2.g2

)′
(t0)

= f ′1 (t0) g1 (t0)+ f1 (t0) g ′
1 (t0)+ f ′2 (t0) g2 (t0)+ f2 (t0) g ′

2 (t0)

= 〈−→f ′(t0)|−→g (t0)〉+〈−→f (t0)|−→g ′(t0)〉 .

La deuxième formule se prouve de même.
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COROLLAIRE 6.4 ♥ Dérivation de la norme
Soit

−→
F une fonction définie surI, dérivable ent0 ∈ I, à valeurs dansR2 et ne s’annulant pas. Alors l’application∥∥∥−→F

∥∥∥ : I →R est dérivable ent0 et

(∥∥∥−→F
∥∥∥
)′

(t0) =
〈−→F ′(t0)|−→F (t0)〉∥∥∥−→F (t0)

∥∥∥

Démonstration On sait que
∥∥∥−→F

∥∥∥ =
√

〈−→F |−→F 〉. D’après la proposition précédentet 7→ 〈−→F |−→F 〉 est dérivable ent0 et on sait que la

fonction racine est dérivable surR∗
+. Comme la fonction

−→
F ne s’annule pas, il en est de même det 7→ 〈−→F |−→F 〉 (t) et donc la fonction∥∥∥−→F

∥∥∥ est dérivable ent0. De plus, grâce à la formule de dérivation et la symétrie du produit scalaire :

(∥∥∥−→F
∥∥∥
)′

(t0) =
(√

〈−→F |−→F 〉
)′

(t0) =

(
〈−→F |−→F 〉

)′
(t0)

2

√
〈−→F |−→F 〉 (t0)

=
〈−→F ′(t0)|−→F (t0)〉∥∥∥−→F (t0)

∥∥∥
.

6.2 Arcs paramétrés

6.2.1 Définitions

DÉFINITION 6.7 ♥ Arc paramétré
On appellearc paramétréou courbe paramétréeun coupleγ = (I,

−→
F ) où I ⊂ R est un intervalle et

−→
F : I 7→ R2 une

application de classeC k(I,R2).

DÉFINITION 6.8 ♥ Support d’un arc paramétré
On appellesupport (ou image) de l’arc paramétré(I,

−→
F ) l’ensemble des points du plan :

Γ=
{

M ∈P | ∃t ∈ I :
−−→
OM =−→

F (t)
}

Pour toutt ∈ I, on noteraM(t) le point du support de l’arc(I,
−→
F ) tel que

−−→
OM(t)=−→

F (t).

Remarque 6.1

Se donner une fonctionf : I →R revient à se donner un arc paramétré
(
I,
−→
F

)
où pour toutt ∈ I,

−→
F (t) =

(
t , f (t)

)
.

Remarque 6.2 L’étude d’un arc paramétré peut s’interpréter ainsi :
– I est un intervalle de temps.
– M(t) est un point mobile du plan dont la position à l’instantt ∈ I est donné par

−−−−→
OM(t)=−→

F (t).
– Le support de l’arc paramétré(I,

−→
F ) est appelétrajectoire du mouvement.

– Les vecteurs
−→
F′ (t) et

−→
F′′(t), si ils existent, sont respectivement appelésvecteur vitesseetvecteur accélérationdu point

M à l’instantt .

6.2.2 Étude locale d’un arc paramétrée

DÉFINITION 6.9 Limite d’une famille de droites dans le plan
On dit qu’une famille de droites(Dt )i∈I\{t0} passant par un même pointM admet une limite lorsquet → t0 s’il existe

une famille(
−→
u (t))t∈I\{t0} de vecteurs directeurs de ces droites possédant un vecteur limite

−→
l non-nullorsquet → t0. La

droiteD = M+Vect(
−→
l ) s’appelle la limite de(Dt ).

DÉFINITION 6.10 Tangente à un arc paramétré
Soit un arc paramétréγ = (I,

−→
F ) et t0 ∈ I. On dit que l’arc admet une tangente au pointM0 = M(t0) ∈ Γ si la famille de

droitesDt =
(
M(t0),M(t)

)
admet une limite lorsquet → t0. La droite limite s’appelle la tangente à l’arc au pointM0.

Remarque 6.3 On définit de la même façon, avec les limites à droite ou à gauche, la notion de demi-tangente en un
point.
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Remarque 6.4 Une conséquence de cette définition et de la remarque 6.1 est que si une fonctionf est dérivable en
t0 ∈ I alors le vecteur(1, f ′(t0)) est tangent au graphe def en(t0, f (t0)).

DÉFINITION 6.11 Point régulier, stationnaire
Un pointM = M(t0) d’un arc paramétré est ditrégulier lorsque

−→
F ′(t0) 6= 0. Sinon, on dit que c’est un pointstationnaire.

PROPOSITION6.5 Tangente en un point régulier
Un arc paramétré possède une tangente en un point régulierM(t0) : la droite passant parM(t0) dirigée par le vecteur
−→
F ′(t0).

Démonstration Notons

−→
u :





I \ {t0} −→ R2

t 7−→
−→
F (t)−−→

F (t0)

t − t0

Pourt 6= t0, le vecteur−→u (t) dirige la droite(M(t0)M(t)) et−→u (t) −−−−→
t→t0

−→
F′(t0) 6= −→

0 .

Remarque 6.5
Il se peut que

−→
F ′((t0) = 0 et que la courbe admette enM(t0) une tangente. Par exemple, si on considère

le support de
−→
F (t) =

(
t 2, t 3

)
en t0 = 0, alors il admet ent0 = 0 un vecteur tangent horizontal. Pourtant

ce point est stationnaire. On va étudier maintenant deux méthodes pour calculer, quand c’est possible,
le vecteur tangent à une courbe en un point stationnaire.

Étude d’un point stationnaire avec des outils de terminale,première période

PROPOSITION6.6 ♥ Tangente en un point stationnaire
Soit M(t0) un point stationnaire d’une courbe paramétrée(I,

−→
F ) où

−→
F est donnée par le couple de fonctions(x, y)

définies surI .

– si
y(t)− y(t0)

x(t)− x(t0)
−−−→
t→t0

m où m est un réel alors la courbe admet enM(t0) une tangente de pentem.

– si
∣∣∣∣

y(t)− y(t0)

x(t)− x(t0)

∣∣∣∣−−−→t→t0

+∞ alors la courbe admet enM(t0) une tangente verticale.

Démonstration Soitθ :





I \ {t0} −→ R2

t 7−→
y(t)− y(t0 )

x(t)−x(t0 )
– Siθ(t) −−−−→

t→t0
m alors le vecteur(1,θ(t)) dirige la droite(M(t0) M(t)). En effet, un vecteur directeur de cette droite étant celui de

coordonnées
(
x (t)−x (t0) , y (t)− y (t0)

)
: ∣∣∣∣

1 x (t)−x (t0)

θ(t) y (t)− y (t0)

∣∣∣∣= 0

et lim
t→t0

θ(t) = (1,m) 6= (0,0)

– Siθ(t) −−−−→
t→t0

+∞ alors on peut vérifier que le vecteur
(

1
θ(t )

,1
)

dirige la droite(M(t0) M(t)) et on a : lim
t→t0

(
1

θ(t )
,1

)
= (0,1) 6= (0,0)

Exemple 6.1 Utilisons cette méthode pour calculer un vecteur tangent à la courbe
(
I,
−→
F

)
avecI =R et

−→
F (t) =

(
t 2, t 3

)
de

la remarque 6.5 en le point stationnaire de paramètret = 0. On a :

y(t)− y(0)

x(t)− x(0)
=

t 3

t 2
= t −−−→

t→0
0

donc la pente de la tangente en le point stationnaire(0,0) est0. Cette droite est l’axe des abscisses.

Remarque 6.6 Cette méthode n’est utilisable que si on sait déterminer la limite du quotienty(t )−y(t0)
x(t )−x(t0)

, ce qui ne sera
pas toujours possible avec les outils dont vous disposez en début d’année.

Étude d’un point stationnaire avec les développements limités, seconde période
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PROPOSITION6.7 ♥♥ Tangente en un point stationnaire
Si M(t0) est un point stationnaire d’un arcC k et s’il existep É k tel que

−→
F ′(t0) = ·· · = −→

F (p−1)(t0) = 0,
−→
F (p)(t0) 6= 0

alors l’arc possède une tangente au pointM(t0) dirigée par le vecteur
−→
F (p)(t0).

Démonstration C’est une conséquence de la formule de Taylor-Young ent0 pour les fonctions vectorielles (il suffit d’utiliser la
formule de Taylor-Young (13.40 page 539) pour les deux fonctions coordonnées) :

−→
F (t) =−→

F (t0)+ (t − t0)
−→
F′(t0)+·· · +

(t − t0)p

p !

−−→
F(p)(t0)+ (t − t0)p−−→ε(t)

avec
−−→
ε(t) −−−−→

t→t0

−→
0 . Définissons alors la fonction−→u en posant pourt 6= t0 ,

−−→
u(t) =

p !

(t − t0)p

[−→
F (t)−−→

F (t0)
]
=
−−→
F(p)(t0)+p !−→ε (t)

Pourt 6= t0,
−−→
u(t) dirige la droiteM(t0)M(t) et−→u (t) −−−−→

t→t0
F(p)(t0) 6= −→

0 .

Exemple 6.2 Cette méthode appliquée à la courbe
(
I,
−→
F

)
avecI = R et

−→
F (t) =

(
t 2, t 3

)
de la remarque 6.5 en le point

stationnaire de paramètret = 0. donneF(2) (t) = (3t ,2) et donc un vecteur tangent à la courbe en le point stationnaire est
celui de coordonnées(0,2).

Remarque 6.7 Cette méthode peut être utilisée sans connaître les développements limités. Par contre, elle peut

nécessiter un grand nombre de calculs avant de trouver un vecteur
−→
F (p)(t0) =

(
x(p) (t0) , y(p) (t0)

)
qui ne s’annule pas.

Ces calculs sont grandement facilités, comme on le verra dans les exercices, avec les développements limités.

Le théorème suivant permet d’étudier localement l’allure d’une courbe au voisinage d’un point stationnaire sous des
hypothèses très générales.

THÉORÈME 6.8 ♥♥♥ Étude locale d’un point stationnaire
On suppose que la fonction

−→
F : I 7→R2 est de classeC k , et qu’il existe deux entiers1 É p < q É k tels que :

H1
−−→
F(p)(t0) est le premier vecteur non-nul parmi

−→
F′ (t0), . . . ,

−−→
F(p)(t0).

H2 q est le premier entier parmi[[p +1, q]] tel que le système de vecteurs(
−−→
F(p)(t0),

−−→
F(q)(t0)) soit libre

Alors :

1. Le vecteur
−−→
F(p)(t0) dirige la tangente à la courbe au pointM(t0).

2. Pourt 6= t0, dans le repèreR =
(
M(t0),

−−→
F(p)(t0),

−−→
F(q)(t0)

)
, le pointM(t) a pour coordonnées :M(t)

∣∣∣∣
X(t)

Y(t)
R

3. X(t) ∼
t→t0

(t − t0)p

p !
, Y(t) ∼

t→t0

(t − t0)q

q !
.

La parité des entiersp et q donne localement le signe deX(t) et Y(t) au voisinage det0 lorsquet < t0 et t > t0. On
en déduit alors la position locale de la courbe par rapport à sa tangente au voisinage det0 comme illustré sur la figure
6.2.2.

Démonstration Écrivons la formule de Taylor-Young vectorielle ent0 à l’ordreq :

−→
F (t) =−→

F (t0)+
(t − t0)p

p !

−−−−−→
F(p)(t0)+

(t − t0)p+1

(p +1)!

−−−−→
F(p+1)(t0)+ . . .

=+
(t − t0)q

q !

−−→
F(q)(t0)+ (t − t0)q−→ε (t)

Mais comme les vecteurs
−−−−→
F(p+1)(t0), . . .

−−−−→
F(q−1)(t0) sont tous proportionnels à

−−→
F(p)(t0), on peut écrireF(k)(t0) = αk F(p)(t0) pour

k ∈ [[p +1, q −1]] et comme
(−−→
F(p)(t0),

−−→
F(q)(t0)

)
forme une base deR2, on peut décomposer le vecteur

−−→
ε(t) sur cette base :

−−→
ε(t) = λ(t)

−−→
F(p)(t0)+µ(t)

−−→
F(q) (t0)
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FIGURE 6.1 – Étude locale d’une courbe paramétrée

avecλ(t),µ(t) −−−−→
t→t0

0. Alors :

−−→
F(t)−−−−→

F(t0)=
(t − t0)p

p !

[
1+ (t − t0)αp+1 + . . .

+ (t − t0)q−1−pαq−1 +p !(t − t0)qλ(t)
]−−→
F(p)(t0)

+ (t − t0)q

q !

[
1+q !µ(t)

]−−→
F(q)(t0)

Puisque
−−−−−−−−→
M(t0)M(t) =−→

F (t)−−→
F (t0), on en déduit l’expression des coordonnées du pointM(t) dans le repèreR :

X(t) = (t − t0)p

p !

[
1+ (t − t0)αp+1 + . . .

+ (t − t0)q−1−pαq−1 +p !(t − t0)qλ(t)
]

∼
t→t0

(t − t0)p

p !

Y(t) =
(t − t0)q

q !

[
1+q !µ(t)

]

∼
t→t0

(t − t0)q

q !

L’équivalent donne le signe deX(t) et Y(t) au voisinage det0. On obtient donc localement la position du pointM(t) dans un quart
de plan lorsquet < t0 et t > t0 d’où l’étude géométrique résumée sur la figure 6.2.2.

Remarque 6.8 En pratique, pour étudier un point stationnaireM(t0), on effectue un développement limité dex(t)

et y(t) au voisinage det0 et on adapte l’idée de la démonstration précédente. Puisquele point M(t0) est stationnaire,
x′(t0)= y ′(t0) = 0 et donc le coefficient de(t − t0) sera nul dans les développements limités dex et y . Puisqu’il nous faut
deux vecteurs indépendantsF(p)(t0) et F(q)(t0), il faut au moins un DL à l’ordre3 des deux fonctionsx et y .

Exemple 6.3 {
x(t) = 3cos(t)−2sin3(t)

y(t) = cos(4t)

pourt ∈ [0,2π]. Commençons par chercher les points stationnaires :
{

x′(t) =−3sin(t)
[
1+ sin(2t)

]

y ′(t) =−4sin(4t)

x′ et y ′ s’annulent simultanément ent = 0 et t = 3π/4. Étudions le point stationnaireM(0). Pour cela, effectuons un DL
à l’ordre3 : 




x(t) = 3− 3

2
t 2 −2t 3 +o(t 3)

y(t) = 1−8t 2 +o(t 3)
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d’où le DL vectoriel :
−→
F (t)=

(
3

1

)

︸︷︷︸
−→
F (0)

+t 2

(
−3/2

−8

)

︸ ︷︷ ︸
−→
u

+t 3

(
−2

0

)

︸ ︷︷ ︸
−→
v

+o(t 3)

Les vecteurs−→u et −→v ne sont pas liés et dans le repèreR = (M(0),
−→
u ,

−→
v ), le point M(t) a pour coordonnéesX(t) et

Y(t) avecX(t) ∼
t→0

t 2 et Y(t) ∼
t→0

t 3. On en déduit l’allure locale de la courbe au voisinage deM(0) : c’est un point de

rebroussement de première espèce.

−→
u

−→
v

L’étude du point stationnaireM(3π/4) s’effectue de même.

Branches infinies des courbes paramétrées

DÉFINITION 6.12 ♥ Branche infinie
On dit que l’arc(I,

−→
F ) possède unebranche infinieen t0 lorsque‖−→F (t)‖ −−−→

t→t0

+∞.

Remarque 6.9 Si limt→t0 |x(t)| = +∞ ou si limt→t0

∣∣y(t)
∣∣=+∞ alors l’arc(I, f ) possède une branche infinie ent0.

DÉFINITION 6.13 ♥ Droite asymptote
Soit (I,

−→
F ) un arc paramétré possédant une branche infinie ent0 ∈ I. On dit que la droiteD estasymptoteà l’arc (I,

−→
F )

en t0 si d(M(t),D) −−−→
t→t0

0.

PROPOSITION6.9 ♥ Caractérisation pratique d’une droite asymptote
Soit(I,

−→
F ) un arc paramétré possédant une branche infinie ent0 ∈ I. La droiteD d’équationa x+b y+c = 0 est asymptote

à l’arc (I,
−→
F ) en t0 si et seulement si

a x(t)+b y(t)+c −−−→
t→t0

0

.

Démonstration : SoitD une droite affine d’équation cartésienne :ax +by +c = 0. La distance du pointM(t)

∣∣∣∣
x(t)

y(t)
R

vaut :

d(M(t),D) =
|ax(t)+by(t)+c|

√
a2 +b2

Cette distance tend vers0 si et seulement siax(t)+by(t)+c −−−−→
t→t0

0.

PLAN 6.1 : Pour déterminer la droite asymptote à une branche infinie

• Une seule des deux applications coordonnées def tend vers l’infini en valeur absolue quandt tend vers
t0 :

1 Si x(t) −−−→
t→t0

l ∈ R et
∣∣y(t)

∣∣ −−−→
t→t0

+∞ alors la droite d’équationx = l est asymptote à la courbe et le

signe dex(t)− l détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote.

2 Si |x(t)| −−−→
t→t0

+∞ et y(t) −−−→
t→t0

l ∈ R alors la droite d’équationy = l est asymptote à la courbe et le

signe dey(t)− l détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote.

• Les deux applications coordonnées def tendent vers l’infini en valeur absolue quandt tend verst0 :
Si |x(t)| −−−→

t→t0

+∞ et
∣∣y(t)

∣∣−−−→
t→t0

+∞, on forme le quotienty(t )
x(t )

et on cherche la limite de ce quotient quand
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t tend verst0.

1 Si y(t )
x(t )

−−−→
t→t0

a ∈R∗ : on forme alorsy(t)−a x(t) et si cette quantité tend vers une limite finieb alors

la droite d’équationy = a x+b est asymptote à la courbe ent0. La position de la courbe par rapport à
l’asymptote est donnée par le signe dey(t)−a x(t)−b.

M(t)

y(t)−ax(t)−b

x(t)

y(t)

FIGURE 6.2 – Signe dey(t)−ax(t)−b

2 Si
∣∣∣ y(t )

x(t )

∣∣∣−−−→
t→t0

+∞, on dit que la courbe possède une branche parabolique(Oy).

3 Si y(t )
x(t )

−−−→
t→t0

0, on dit que la courbe possède une branche parabolique(Ox)

Exemple 6.4 Intéressons nous à la courbe donnée par





x (t) = 1

t −1

y (t) = t 2 +1

t −1

.

Elle présente des branches infinies quandt → 1± et quandt →±∞.

Si t →+∞. Commex (t) −−−−−→
t→+∞

0 et y (t) −−−−−→
t→+∞

+∞ alors la droite d’équation

x = 0 est asymptote à la courbe quandt →+∞.
Si t →−∞. On montre de même que la droite d’équationx = 0 est asymptote à

la courbe quandt →−∞.

Si t → 1+. 1 On forme le quotienty (t)/x (t) et on cherche sa limite quand
t → 1+ :

y (t)

x (t)
= t 2 +1 =−−−→

t→1
2

2 On cherche maintenant la limite dey (t)−2x (t) quandt → 1 :

y (t)−2x (t) =
t 2 −1

t −1
= t +1 −−−→

t→1
2

donc la droite d’équationy = 2x + 2 est asymptote à la courbe quand
t → 1+.

3 On cherche la position de la courbe relativement à l’asymptote. Pour ce
faire, on étudie le signe de :

y (t)−2x (t)−2 = t −1 Ê 0 si t Ê 1.

Donc la courbe est au dessus de l’asymptote quandt → 1+.
Si t → 1−. La même étude montre que la droite d’équationy = 2x+2 est asymp-

tote à la courbe quandt → 1− et que la courbe est en dessous de l’asymptote
dans ce cas.

Par définition, dire qu’une droite est asymptote à la brancheinfinie quandt → t0 d’une courbe paramétrée signifie que la
courbe s’approche infiniment près de la droite quandt → t0. Quand ce phénomène se produit, on sait mieux représenter
le support de la courbe étudiée. Malheureusement toutes lesbranches infinies n’ont pas la même croissance et celles dites
paraboliques ne s’approchent pas d’une droite quandt → t0. Par contre on peut parfois trouver des courbes simples qui
vont être asymptotes à cette branche parabolique, voir à ce sujet l’exemple 6.6.
Lorsquex(t) et y(t) tendent toutes les deux vers l’infini, le plus rapide pour étudier la branche infinie consiste à effectuer
un développement asymptotique de ces deux fonctions lorsque t → t0 à la précision d’un terme significatif qui tend vers0.
On essaie alors de faire une combinaison linéaire des fonctionsx(t) et y(t) pour éliminer les termes tendant vers l’infini.
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Si on trouve une relation du type

y(t) = ax(t)+b +c(t − t0)k +o
(
(t − t0)k

)

on en déduit que la droitey = ax+b est asymptote à la courbe et la position locale de la courbe par rapport à son asymptote
se déduit du signe dec et de la parité dek.

Exemple 6.5 Considérons la courbe paramétrée définie par :




x(t) = t 3

t 2 −9

y(t) = t 2 −2t

t −3

Elle présente des branches infinies lorsquet →±∞, t →±3.

1. t →−3 : x(t) −−−−→
t→−3

+∞ et y(t)−−−−→
t→−3

−5/2 donc la droite d’équationy =−5/2 est asymptote.

2. t →±∞ : effectuons un développement asymptotique :

x(t) = t +
9

t
+o(1/t)

y(t) = t +1+ 3

t
+o(1/t)

Pour éliminer le terme divergent, il suffit d’effectuer la combinaison linéaire :

y(t)− x(t)−1=
−6

t
+o(1/t)

On en déduit d’une part que la droite d’équationy = x +1 est asymptote. D’autre part, la quantitéy(t)− x(t)−1

représente la mesure algébrique verticale entre la droite et M(t). Par conséquent, lorsquet →+∞, la courbe est
située localement au dessous de l’asymptote et lorsquet →−∞, elle est située localement au dessus.

3. t → 3,

x(t) =
9

2(t −3)
+

15

4
+

7

8
(t −3)+o((t −3))

y(t)= 3

t −3
+4+ (t −3)

Éliminons les termes divergents :

y(t)− 2

3
x(t) = 3

2
+ 5

12
(t −3)+o((t −3))

On en déduit que la droite d’équationy =
2

3
x +

3

2
est asymptote à la courbe. Lorsquet → 3−, la courbe est située

localement en dessous de son asymptote. Lorsquet → 3+, elle est située localement au dessus.

Cette méthode du développement asymptotique permet également de détecter d’autres courbes asymptotes.

Exemple 6.6




x(t) =
sin t +1

t

y(t) =
cos t

t 2

Étudions la branche infiniet → 0 en utilisant Maple :
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MAPLE

> x := (sin(t)+1)/t;
> y := cos(t) / t^2;
> series(x, t = 0, 2);

-1 2
t + 1 + O(t )

> series(y, t = 0, 2);

-2 2
t - 1/2 + O(t )

Pour faire disparaître le terme en1/t 2, considéronsy(t)− x(t)2 :
MAPLE

> series(y - x^2, t = 0, 2);

-1 2
- 2 t - 3/2 + 1/3 t + O(t )

Pour faire ensuite disparaitre le terme en1/t , réutilisonsx(t) :
MAPLE

> series(y - x^2 + 2 * x, t = 0, 2);

2
1/2 + 1/3 t + O(t )

Puisque

y(t)− x(t)2 +2x(t)− 1

2
∼

t→0

t

3
,

on en déduit que la parabole d’équationy = x2 −2x +1/2

est asymptote à notre courbe. Lorsquet → 0+, la courbe
est située localement au dessus de la parabole et lorsque
t → 0−, elle est située localement en dessous.

−1

0,0

6,4

y

3

5,6

2 4

0,8

−0,8
0

4,8

1,6

−2

4,0

3,2

1

2,4

x

FIGURE 6.3 – En trait pointillé le support de la courbe
paramétrée, en trait plein le graphe de la parabole asymp-
tote.

6.2.3 Étude complète et tracé d’une courbe paramétrée

PLAN 6.2 : Plan d’étude d’une courbe paramétrée

1 Déterminer le domaine de définition des deux fonctionsx et y .

2 Étudier les symétries éventuelles.

3 Dresser le tableau de variations des fonctionsx et y et repérer dans ce tableau les points stationnaires, les
points à tangente horizontale ou verticale et les branches infinies.
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4 Étudier les points stationnaires.

5 Étudier les branches infinies.

6 Tracé sommaire de la courbe. Il est inutile d’utiliser la calculatrice pour reporter des points, il suffit de placer
les asymptotes éventuelles, de mettre en évidence les points stationnaires et d’avoir l’allure globale de la
courbe.

Le point2 est très important et permet bien souvent de restreindre l’étude à un intervalle plus petit. Pour cela, on interprète
géométriquement la position du pointM(ϕ(t)) par rapport au pointM(t) où ϕ est une certaine transformation. Voyons
quelques exemples courants :
– Si x(t +T) = x(t) et y(t +T) = y(t), le pointM(t +T) est le même que le pointM(t). On aura tracé toute la courbe si on

restreint l’étude au paramètret qui varie dans un intervalle de la forme[a, a +T[.
– Si x(−t) = x(t) et y(−t)=−y(t), le pointM(−t) est le symétrique orthogonal du pointM(t) par rapport à l’axe(Ox). Il

suffit de tracer la courbe pourt ∈ [0,+∞[ et de compléter le dessin final par une symétrie par rapport à(Ox).
– Si x(−t) = −x(t) et y(−t) = −y(t), le point M(−t) est le symétrique du pointM(t) par rapport à l’origine. Il suffit

d’étudier la courbe pourt ∈ [0,+∞[ et de compléter le tracé par une symétrie de centre l’origine.
– Si x(1/t) =−x(t) et y(1/t) = y(t), les pointsM(1/t) et M(t) sont symétriques par rapport à(Oy). Si on trace la portion

de courbe pourt ∈]0,1], la portion correspondant àt ∈ [1,+∞[ s’en déduit par une symétrie par rapport à l’axe(Oy).

Exemple 6.7 Étudier la courbe paramétrée {
x(t) = tan t + sin t

y(t) = 1

cos t

1 Les fonctionsx et y sont définies surR \ {kπ+π/2;k ∈Z}.

2 Restriction de l’intervalle d’étude. On remarque quex(t+2π) = x(t) et y(t+2π) = y(t). DoncM(t+2π) = M(t).
Il suffit de faire l’étude de la courbe sur un intervalle[α,α+2π]. De plus,x(−t) =−x(t) et y(−t) = y(t). Le point
M(−t) est donc le symétrique du pointM(t) par rapport à l’axeOy . Il suffit donc de faire l’étude sur[0,π] et de
compléter le tracé de la courbe par une symétrie par rapport àla droiteOy .

3 Variations. On calcule

x′(t) =
cos3 t +1

cos2 t
y ′(t)=

sin t

cos2 t

D’où le tableau de variations :

t 0 π
2

π

x′(t) + + 0

y ′(t) 0 + + 0

x(t) 0% +∞
−∞% 0

y(t) 1% +∞
−∞% −1

On remarque le pointM(0) qui est à tangente horizontale, un point stationnaireM(π) et une branche infinie en
t =π/2.

4 Étude du point stationnaire.
– Sans les développements limités :

y (t)− y (π)

x (t)− x (π)
=

1
cos t +1

tan t + sin t
= 1+cos t

sin t (1+cos t)
= 1

sin t
−−−−→
t→π− +∞

donc la courbe admet une tangente verticale en le point stationnaire de paramètret =π.
– Avec les développements limités : Posonsh = t −π, et faisons unDL(0,3) :

x̃(h) = h3

2
+o(h3), ỹ(h) =−1− h2

2
+o(h3)

d’où l’on tire

F(h) =
(

0

−1

)
+ h2

2

(
0

−1

)
+ h3

2

(
1

0

)
+o(h3)

Dans le repèreR = (M(π),
−→
u ,

−→
v ) où −→

u = (0,−1) et v = (1,0), le point M(t) a pour coordonnées(
X(t),Y(t)

)
avecX(t) ∼ (t −π)2/2 et Y(t) ∼ (t −π)3/2 lorsquet → π. On en déduit que le pointM(π)

est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale.

241



5 Étude de la branche infinie.
– Sans les développements limités : On forme le quotient

y (t)

x (t)
= 1

sin t (1+cos t)
−−−−→
t→π/2

1.

Ensuite, on calcule :

y (t)− x (t) =
1− sin t

cos t
− sin t −−−−→

t→π/2
−1

carsin et cos sont dérivables enπ/2 donc pour leurs taux d’accroissements respectifs enπ/2, on a :

sin t −1

t −π/2
−−−−→
t→π/2

cos
π

2
= 0 et

cos t

t −π/2
−−−−→
t→π/2

−sin
π

2
=−1

donc

1− sin t

cos t
=−

sin t −1

t −π/2
cos t

t −π/2

−−−−→
t→π/2

0.

Enfin, on étudie la position de la courbe par rapport à l’asymptote d’équationy = x −1 :

y (t)− x (t)+1 = (1− sin t) (1+cos t)

cos t

qui est du signe decos t . Donc lorsquet → π/2+, la courbe arrive sous l’asymptote , et lorsquet →
π/2−, la courbe arrive sur l’asymptote.

– Avec les développements limités : Lorsquet → π/2, en posanth = t −π/2, on effectue un développe-
ment asymptotique des deux fonctions :

x̃(h) = x(π/2+h) =− 1

tan h
+cos(h) =− 1

h(1+h2/3+o(h2))
+1+o(h) =− 1

h
+1+ h

3
+o(h)

ỹ(h) =−1/sin h =−
1

h
−

h

6
+o(h)

Et alors
ỹ(h)− x̃(h)+1 =−h/2+o(h)

ce qui montre quey(t)− x(t)+1∼−(t −π/2)/2 lorsquet → π/2. Par conséquent, la droite d’équation
y = x −1 est asymptote à la courbe. Lorsquet → π/2+, la courbe arrive sous l’asymptote à gauche, et
lorsquet → π/2−, la courbe arrive sur l’asymptote à droite.

Exemple 6.8

L’astroïde est la courbe paramétrée définie par :
{

x(t) = a cos3 t

y(t) = a sin3 t
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1 Les deux fonctions sont définies surR.

2 Symétries :
– x(t+2π) = x(t), y(t+2π) = y(t) doncM(t+2π) = M(t). Il suffit de tracer la courbe pourt ∈ [t0, t0+2π].
– x(t +π) =−x(t), y(t +π) =−y(t) donc le pointM(t +π) est le symétrique du pointM(t) par rapport

à l’origine. Il suffit de tracer la courbe pourt ∈ [t0, t0 +π] et de compléter le dessin par une symétrie
centrale pour obtenir toute la courbe.

– x(−t) = x(t), y(−t) = −y(t) doncM(−t) est le symétrique deM(t) par rapport à l’axe(Ox). Il suffit
de faire l’étude sur[0,π/2] puis de compléter par une symétrie.

– x(π/2−t) = y(t), y(π/2−t) = x(t) donc le pointM(π/2−t) est le symétrique du pointM(t) par rapport
à la première bissectrice. Il suffit finalement de faire l’étude pourt ∈ [0,π/4], de compléter le tracé
par des symétries par rapport à la première bissectrice, l’axe (Ox) et l’origine pour obtenir la courbe
complète.

3 Variations : {
x′(t) =−3a cos2 t sin t

y ′(t) = 3a sin2 t cos t

t 0
π

4

x′(t) 0 +

y ′(t) 0 +

x(t) a% a

2
p

2

y(t) 0% a

2
p

2

On remarque que le pointM(0) est stationnaire. Il n’y a pas de branche infinie.

4 Étude du point stationnaire La première méthode est ici inutilisable car la limite ne peut pas se calculer avec
les techniques usuelles. Effectuons un développement limité à l’ordre3 :





x(t) = a − 3

2
at 2 +o(t 3)

y(t) = at 3 +o(t 3)

d’où
−→
F (t) =

(
a

0

)
+ t 2

(
−3a/2

0

)

︸ ︷︷ ︸
−→
u

+t 3

(
0

a

)

︸︷︷︸
−→
v

+o(t 3)

Les vecteurs−→u et−→v étant indépendants, dans le repère(M(0),
−→
u ,

−→
v ), le pointM(t) a pour coordonnéesX(t) ∼

t→0
t 2

et Y(t) ∼
t→0

t 3. On en déduit que le pointM(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente

horizontale.

5 Tracé :

a

Exemple 6.9Une roue de rayonR > 0 roule sans glisser sur une route horizontale. Déterminons la trajectoire d’un point
situé sur sa périphérie. NotonsC(t) le centre de la roue ett l’angle entre la verticale et le vecteur

−−−−−−→
C(t)M(t). La roue roule

sans glisser donc si le centre à l’instantt se trouve à l’abscissexC, on axC = Rt . On en déduit queC(t)

∣∣∣∣
Rt

R
puis comme
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−−−−−−→
C(t)M(t)

∣∣∣∣
−Rsin t

−Rcos t
on obtient l’équation paramétrique de la courbe qui s’appelle la cycloïde:

{
x(t) = R(t − sin t)

y(t) = R(1−cos t)

1. Les fonctionsx et y sont définies surR.

2. Symétries :puisquex(t +2π) = x(t)+2Rπ, y(t +2π) = y(t), le pointM(t +2π) se déduit du pointM(t) par une
translation de vecteur

−→
V = (2Rπ,0). Il suffit donc de tracer la courbe pourt ∈ [0,2π] et on complète le tracé par

une infinité de translations de vecteur
−→
V . Puisquex(−t) =−x(t) et y(−t) = y(t), le pointM(−t) est le symétrique

du pointM(t) par rapport à l’axe(Oy). Il suffit donc d’étudier la courbe pourt ∈ [0,π] et de compléter par une
symétrie par rapport à(Oy).

3. Variations : {
x′(t) = R(1−cos t)

y ′(t) = Rsin t

t 0 π

x′(t) 0 +

y ′(t) 0 + 0

x(t) 0% Rπ

y(t) 0% 2R

On remarque que le pointM(0) est stationnaire et que le pointM(π) est à tangente horizontale.

4. Étude du point stationnaire : Là encore, la première technique est peu commode car elle aboutit à une limite
difficile à calculer avec les méthodes usuelles. On effectuealors un DL à l’ordre3,

−→
F (t) =

(
0

0

)
+ t 2

(
0

R/2

)

︸ ︷︷ ︸
−→
u

+t 3

(
R/6

0

)

︸ ︷︷ ︸
−→
v

+o(t 3)

On en déduit que le pointM(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale.

5. Tracé :

6.3 Etude d’une courbe polaireρ= f (θ).

6.3.1 Notations

Il peut être plus commode d’étudier une courbe non pas en coordonnées cartésiennes, mais en coordonnées polaires car
elle s’exprime parfois ainsi plus facilement. Nous allons expliquer ici comment mener cette étude.
On définit les fonctions vectorielles :

−→
u (θ)= cosθ−→ı + sinθ−→ ,

−→
v (θ)=−sinθ−→ı +cosθ−→

et on remarque que :
d
−→
u

dθ
=−→

v ,
d
−→
v

dθ
=−−→u

Le repèreRθ =
(
O,−→u (θ),−→v (θ)

)
s’appelle lerepère polaire.
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O

−→
u (θ)

−→
v (θ)

θ

ρ

−−→
OM = ρ−→u (θ)

FIGURE 6.4 – Repère polaire :Rθ = (O,u(θ), v(θ))

Étant données deux fonctionsρ : I 7→R etθ : I 7→R, on peut définir la courbe paramétrée(I,
−→
f ) par

−→
F (t)= ρ(t)

−→
u (θ(t))

PROPOSITION6.10 ♥ Calcul de la vitesse et de l’accélération dans le repère polaire

−→
F′ (t) = ρ′(t)

−→
u

(
θ(t)

)
+ρ(t)θ′(t)

−→
v

(
θ(t)

)
et

−→
F′′(t) =

[
ρ′′(t)−ρ(t)θ′2(t)

]−→
u

(
θ(t)

)
+

[
2ρ′(t)θ′(t)+ρ(t)θ′′(t)

]−→
v

(
θ(t)

)

Démonstration Il suffit d’appliquer les formules de dérivation usuelles ainsi que les relations
d
−→
u

dθ
=−→

v et
d
−→
v

dθ
=−−→u .

6.3.2 Etude d’une courbeρ= f (θ).

M(θ)

Dθ

−−→
u(θ)

−−→
v(θ)

−→
F′ (θ)

V(θ)

θ

FIGURE 6.5 – L’angleV(θ) : tanV(θ) =
ρ(θ)

ρ′(θ)

On considère une courbe polaire

ρ= f (θ)

où f : I 7→ R est une fonction de classeC (k), (aveck Ê 2). C’est l’ensemble
des points du plan de coordonnées polaires(ρ,θ) liés par cette relation. Notre
but est de tracer une telle courbe.

1 Une courbe polaire est une courbe paramétrée particulière :
−→
F (θ) =

ρ(θ)
−→
u (θ), {

x(θ) = ρ(θ)cosθ

y(θ) = ρ(θ)sinθ

2 Recherche des symétries éventuelles :
Il est important, avant de commencer l’étude d’une courbe polaire de
réduire l’intervalle d’étude. Quelques exemples :

– Siρ(θ) estT périodique, avecT = p

q
2π,

– Siρ(−θ) =±ρ(θ),
– Siρ(θ0 −θ)=±ρ(θ).

3 Etude locale
– On exprime

−→
F′ (θ) dans la base(−→u (θ),−→v (θ)) :

−→
F′ (θ)= ρ′(θ)−→u +ρ(θ)−→v

– Les points stationnaires ne peuvent correspondre qu’au passage au pôle. On obtient l’allure locale de
la courbe en examinant le signe deρ : un point stationnaire pour une courbe polaire ne peut être qu’un
point ordinaire(ρ change de signe) ou unrebroussement de première espèce(ρ ne change pas de signe) ;

– En un point différent de l’origine (donc régulier), siV(θ) est l’angle entre la droite(OM(θ)) et la tangente
à la courbe enM(θ), alors :

tanV(θ) = ρ(θ)

ρ′(θ)

– Si pour une valeur donnée deθ, ρ′ (θ) = 0 alors
−→
F′ (θ) est colinéaire à−→v (θ) et on dit que

−→
F′ (θ) est

orthoradial.

4 Etude des branches infinies :
– Elles se produisent lorsqueρ(θ) −−−−→

θ→θ0

∞ ;
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– Siθ0 = kπ, (Ox) est direction asymptotique. Il suffit d’étudier :

y(θ)= ρ(θ)sinθ

– Siθ0 =
π

2
+kπ, il suffit d’étudier :

x(θ) = ρ(θ)cosθ

– Sinon, on fait l’étude dans le repère polaire(0,−→u (θ0),−→v (θ0)) :

Y(θ)= ρ(θ)sin(θ−θ0)

5 Branches infinies spirales :
– Siρ(θ) −−−−→

θ→∞
∞ ;

– Siρ(θ) −−−−→
θ→∞

R, on a un cercle ou un point asymptote ;

M(θ) Dθ0

XY

−→u (θ0)
−→v (θ0)

X(θ)

Y(θ)

Y = l

θ0

θ−θ0

ρ(θ)

FIGURE 6.6 – Recherche d’asymptote :Y(θ) = ρ(θ)sin(θ−θ0) −−−−→
θ→θ0

l

6.3.3 La cardioïde

Étudions la cardioïde. Cette courbe est donnée par l’équation polaire

ρ= a(1+cosθ) (a > 0).

Nous allons nous limiter au cas oùa = 1, le cas général se traite de manière identique.

1 La fonctionρ est définie surR

2 Elle est2π-périodique donc il suffit de travailler sur un intervalle delongueur2π. Commeρ est impaire, on peut
étudier la courbe pourθ ∈ [0,π], on déduira la partie manquante par la symétrie d’axe(Ox).

3 Pour toutθ ∈ [0,π], ρ′ (θ) =−sinθ. On en déduit les variations deρ :

θ 0 π
2 π

ρ′(θ) 0 − −1 − 0

ρ(θ)

2& 1& 0

On remarque que la courbe présente un vecteur tangent orthoradial quandθ= 0.

4 La courbe présente un point stationnaire enθ= π. Commeρ ne change pas de signe en ce point, on a un point de
rebroussement de première espèce.

5 La courbe ne présente pas de branche infinie.

6 Représentation graphique :
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1

−1

−2

1 2−1

1

−1

−2

1 2−1

FIGURE 6.7 – Cardioïde : On effectue d’abord le tracé de la portion decourbe étudiée puis on complète le dessin par la
symétrie d’axe(Ox)

6.3.4 La strophoïde droite

−1

FIGURE 6.8 –
Strophoïde droite

C’est la courbe polaire d’équation

ρ= a
cos2θ

cosθ

aveca > 0. On se borne à étudier la courbe dans le casa = 1.

1 La fonctionρ est définie pourθ 6=π/2 [π].

2 Il suffit de travailler sur un intervalle de longueur2π carρ est2π-périodique. Mais∀θ 6=
π/2 [π], ρ(π−θ) = −ρ(θ). On peut donc travailler sur un intervalle de longueurπ. Enfin,
commeρ est paire, la courbe présente une symétrie d’axe(Ox) et il suffit de l’étudier sur
I= [0,π/2[.

3 Pour toutθ ∈ I, on montre avec les formules de trigonométrie que

ρ(θ)=
cos 2θ

cosθ
= 2cosθ− 1

cosθ

doncρ′ (θ) = −2sinθ− sinθ
cos2 θ

qui est négative surI. On calcule aussi facilement queρ ne
s’annule qu’en un seul point deI : π/4. On en déduit les variations deρ :

θ 0 π/4 π/2

ρ′(θ) 0 − −2
p

2 −

ρ(θ)

1& 0 & −∞

On remarque que le vecteur tangent à la courbe en le point de paramètreθ= 0 est orthora-
dial.

4 La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5 Par contre, on remarque une branche infinie quandθ→ π/2−. Comme :

x = ρ(θ)cosθ= cos(2θ) −−−−−→
θ→π/2−

−1 et y = ρ(θ)sinθ−−−−−→
θ→π/2−

−∞,

on en déduit que la droitex =−1 est asymptote à cette branche infinie. La courbe de plus
se trouve à droite de cette asymptote.

6 On en déduit alors le graphe de la courbe.

Remarque 6.10 Voir les sites web suivants :

http://www.mathcurve.com/courbes2d/courbes2d.shtml
http://perso.wanadoo.fr/jpq/courbes/index.htm
http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Cu rves.html
http://mathworld.wolfram.com/

pour les propriétés des courbes classiques avec des animations.
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6.4 Exercices

Dans tous les exercices de ce chapitre, on considère le plan euclidienP muni d’un repère orthonormé direct(O,~ı,~).

6.4.1 Fonctions vectorielles

Exercice 6.1 ♥♥
On considère le mouvement d’un pointM(t) dans le plan au cours du temps. On suppose que ce mouvement estdécrit
par une fonction vectorielle~f : I −→ P de classeC2 et ne s’annulant pas appelée vecteur position du pointM. On a
donc :

∀t ∈ I,
−−−−→
OM(t) =

−→
f (t)

On appellera vecteur vitesse et vecteur accélération du point M à l’instant t les vecteurs−→v (t) :=
−→
f ′ (t) et −→a (t) :=

−→
f ′′ (t)

1. On suppose que le mouvement du pointM est circulaire de centreO, c’est-à-dire quet 7→
∥∥∥−−−−→OM(t)

∥∥∥ est constante.
Montrer qu’alors les vecteurs position et vitesse sont orthogonaux pour toutt ∈ I.

2. On suppose maintenant que le mouvement du pointM(t) est à accélération de centreO, ce qui signifie que à
chaque instant, son vecteur accélération est colinéaire à son vecteur position. Montrer alors quet 7→ det

(−−→
OM(t) ,

−→
v (t)

)

est constante.

3. Montrer que si le mouvement du pointM est à la fois circulaire et à accélération de centreO alors il est uniforme
(c’est-à-dire que la norme de son vecteur vitesse est constante).

Solution :

1. Considéronsθ1 :

{
I −→ R

t 7−→
∥∥∥−→f (t)

∥∥∥ . Cette application est de classeC2 surI car c’est le cas de
−→
f et parce que

−→
f ne s’annule pas surI. Pour toutt ∈ I :

θ′1 (t) =
〈
−→
f ′ (t) |

−→
f (t)〉

∥∥∥~f (t)
∥∥∥

2
= 0

ce qui amène :〈
−→
f ′ (t) |

−→
f (t)〉. Les vecteurs

−−→
OM (t) et−→v (t) sont donc bien orthogonaux.

2. L’application :θ2 :

{
I −→ R

t 7−→ det
(−→

f (t),
−→
v (t)

) est de classeC 1 surI et pour toutt ∈ I :

θ′2 (t) = det
(−→

v (t),
−→
v (t)

)
+det

(−→
f (t),

−→
a (t)

)
= 0.

Doncθ2 est constante.

3. Si le mouvement est à la fois circulaire et à accélération de centreO alors, pour toutt ∈ I, le vecteur vitesse−→v (t)

est orthogonal au vecteur position
−−→
OM(t). L’angle formé par ces deux vecteurs est congru àπ/2 moduloπ, donc :

∣∣∣det
(−−→
OM(t),

−→
v (t)

)∣∣∣ =
∥∥∥−−→OM (t)

∥∥∥ .
∥∥−→v (t)

∥∥
∣∣∣∣sin

(
á−−→

OM (t) ,
−→
v (t)

)∣∣∣∣

=
∥∥∥−−→OM (t)

∥∥∥ .
∥∥−→v (t)

∥∥

Comme ce déterminant et
∥∥∥−−→OM(t)

∥∥∥ ne dépendent pas du temps, on en déduit que
∥∥−→v (t)

∥∥ est aussi indépendant
du temps.

6.4.2 Courbes en coordonnées cartésiennes

Exercice 6.2 ♥
Étudier la courbe paramétrée donnée par : 




x (t) =
1

t

y (t) =
t 3 +2

t
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Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR∗.

2. La courbe ne présente pas de symétrie évidente.

3. Les fonctionsx et y sont dérivables surR∗ et pour toutt ∈R∗ :

x′ (t) =− 1

t 2
et y ′ (t) =

2
(
t 3 −1

)

t 2
.

On en déduit le tableau de variation suivant :

t −∞ 0 1 +∞

x′ (t) − − −1 −

x (t)

0 & −∞
+∞& 1& 0

y (t)

+∞& −∞
+∞& 3% +∞

y ′ (t) − − 0 +

4. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. La courbe admet quatre branches infinies. En±∞, la courbe admet une asymptote verticale d’équationx = 0.
Étudions les branches infinies quandt → 0+ et quandt → 0−. Soit t ∈R∗. On a :

y (t)

x (t)
= t 3 +2 −−−→

t→0
2 et y (t)−2x (t)= t 2 −−−→

t→0
0

donc la droite d’équationy = 2x est asymptote à la courbe quandt → 0+ et quandt → 0−. De plus, la courbe est
toujours au dessus de cette asymptote.

6. On en déduit l’allure de la courbe :

1
2

3
4

5

6
7

8
9

−1

−2
−3
−4

1 2−1−2−3

Exercice 6.3 ♥

Étudier la courbe paramétrée définie par

{
x(t) = 3t

1+t 3

y(t)= 3t 2

1+t 3

Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR\ {−1}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. Si t ∈R∗ \ {−1}, x (1/t) = y (t) et y (1/t) = x (t). On peut restreindre l’étude à
I= ]−1,1], on déduira la partie manquante de la courbe par une symétriepar rapport à la bissectrice principale.
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3. Variations. Soit t ∈ I. On calcule

x′(t)= 3
1−2 t 3

(1+t 3)
2

y ′(t)= 3
t(2−t 3)

(1+t 3)
2

On en déduit le tableau de variation suivants :

t −1 0 2−
1
3 1

x′ (t) + + 0 − − 3
4

x (t)

−∞% 0% 2
2
3 & 3

2

y (t)

+∞&
0% 2

1
3 % 3

2

y ′ (t) − + + 3
4

4. Étude du point stationnaire.La courbe ne possède pas de point stationnaire.

5. Étude de la branche infinie. On a une branche infinie quandt tend vers−1+. Comme
y (t)

x (t)
= t −−−−−→

t→−1+
−1 et

commey (t)+ x (t) = 3 t
t 2−t+1

−−−−−→
t→−1+

−1, la droite d’équationy =−x −1 est asymptote à la courbe quandt tend

vers−1+. De plus :y (t)− (−x (t)−1) = (t+1)2

t 2−t+1
Ê 0. La courbe est donc au dessus de l’asymptote.

Cette courbe est un folium de Descartes.

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

Exercice 6.4 ♥♥

Étudier la courbe paramétrée définie par





x(t)=
1

1− t 2

y(t)= t 3

1− t 2

Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR\ {±1}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. Comme pour toutt ∈R\{±1}, x (−t) = x (t) et y (−t)=−y (t), la courbe admet
l’axe (Ox) comme axe de symétrie et on restreint l’étude àI =R+ \ {1}. Il n’y a pas d’autre symétrie évidente.

3. Variations. Soit t ∈ I. On calcule

x′(t)=
2t

(
1− t 2

)2
y ′(t) =−

t 2(t 2 −3)

(t −1)2(t +1)2
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On en déduit le tableau de variation suivant :

t 0 1
p

3

x′ (t) 0 + + +

x (t) 1% +∞

−∞% − 1
2 % 0

y (t)

0% +∞
−∞% − 3

p
3

2 & −∞

y ′ (t) 0 + + −

4. Étude du point stationnaire Le point de paramètret = 0 est stationnaire. Comme

y(t)− y(0)

x(t)− x(0)
=

t 3

1−t 2

1
1−t 2 −1

= t −−−→
t→0

0,

la courbe admet une tangente horizontale en ce point.

5. Étude des branches infinies. La courbe présente plusieurs branches infinies.
– Quandt →−1, on forme le quotienty(t)/x(t) et on calcule sa limite quandt →−1 qui vaut1. Puis

y(t)− x(t)= t 3 −1

1− t 2
=− t 2 + t +1

t +1
−−−→
t→1

−3

2

donc la droite d’équationy = x −3/2 est asymptote aux branches infinies quandt → 1+ et t → 1−. Étudions la
position de la courbe par rapport à l’asymptote. Elle est donnée par le signe dey(t)− x(t)+3/2 = −1/2(2t +
1)(t −1)/(t +1) qui est toujours positif quandt est proche de1 par valeurs inférieures et négatif quand il est
proche de1 par valeurs supérieures. La courbe est donc au dessus de l’asymptote dans le premier cas et en
dessous dans le second.

– Quandt →+∞, la courbe admet l’axe vertical comme asymptote.

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3−4−5

Exercice 6.5 ♥

Étudier la courbe paramétrée définie par

{
x (t) = sin (2t)

y (t) = cos(3t)
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Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. x et y sont 2π périodiques. On se restreint à[−π,π]. x (−t) = −x (t) et
y (−t) = y (t). On a donc une symétrie d’axeOy et on travaille sur[0,π]. Mais x (π− t) = sin (2π−2t) =−sin 2t =
−x (t) et y (π− t) = cos 3π−3t = cos (π−3t) = −cos 3t = −y (t). On a donc une symétrie de centreO et on
travaillera surI =

[
0, π

2

]
.

3. Variations. Soit t ∈ I. On calcule
x′(t) = 2cos (2t) y ′(t) =−3sin (3t)

Par conséquent :
x′ (t) Ê 0⇐⇒ t ∈

[
0,

π

4

]
et y ′ (t) Ê 0⇐⇒ t ∈

[
π

3
,
π

2

]

On en déduit le tableau de variation suivants :

t 0 π
4

π
3

π
2

x′ (t) 2 + 0 − − −2

x (t) 0% 1 & p
3

2 & 0

y (t)

1& −
p

2
2 & −1% 0

y ′ (t) 0 − − 0 + 3

4. Étude du point stationnaire La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie.

1

−1

1−1

Il s’agit d’une courbe de Lissajoux.

Exercice 6.6 ♥♥

Étudier la courbe paramétrée définie par





x(t) = sin t

1+cos2 t

y(t)= sin t cos t

1+cos2 t

Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. x et y sont2π périodiques, on travaille donc sur[−π,π]. De plus,x (−t) =
−x (t) et y (−t) = −y (t). On peut restreindre l’intervalle d’étude à[0,π] et on déduira la partie manquante de la
courbe par la symétrie de centreO. De plus :x (π− t) = x (t) et y (π− t) =−y (t). La courbe admet donc comme
axe de de symétrie l’axe(Ox) et on l’étudiera sur

[
0, π

2

]

3. Variations. Soit t ∈ I. On calcule

x′(t) =
(
3−cos2 (t)

)
cos(t)

(
1+cos2 (t)

)2
y ′(t) = 3 cos2 (t)−1

(
1+cos2 (t)

)2

Sur I, x′ est toujours positive.y ′ est du signe de3 cos2 (t)−1 et, en notantα = arccos
p

3
3 , est donc positive si
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t ∈ [0,α] et négative sinon. Remarquons que commecosα=
p

3
3 et commeα ∈

[
0, π2

]
, sinα=

p
6

3 . On en déduit le
tableau de variation suivant :

t 0 α π
2

x′ (t) 1
2

+ + + 0

x (t)

0% p
6

4 % 1

y (t)

0% p
2

4 & 0

y ′ (t) 1
2

+ 0 − −1

4. Étude des points stationnaires, des branches infiniesLa courbe ne présente ni point stationnaire, ni branche
infinie.
Cette courbe s’appelle une lemniscate de Bernoulli.

−1

−1

Exercice 6.7 ♥♥
On considère la courbe paramétréeΓ donnée par :

{
x(t) = t − th t

y(t) = 1

ch t

et appeléetractrice.

1. Donner le domaine de définition dex et y .

2. Montrer queΓ admet une propriété de symétrie qui permet de réduire son étude à un intervalle qu’on précisera.

3. Étudier les variations dex et y .

4. Étudier les branches infinies deΓ.

5. Préciser la nature du pointA de paramètre0 ainsi que la tangente en ce point.

6. Tracer la courbe.

(a) Pour tout réelt > 0, déterminer une équation cartésienne de la tangenteDt àΓ au pointM(t) de paramètre
t .

(b) Cette tangente recoupe l’axe des abscisses en un pointN(t) dont on déterminera les coordonnées.

(c) Déterminer la distanceM(t)N(t).

(d) Préciser la nature du mouvement du pointN(t).

Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR..

2. Restriction de l’intervalle d’étude.Si t ∈ R, on a :x (−t) = −x (t) et y (−t) = y (t). On restreint alors l’étude à
I=R∗

+ et on déduira la partie de courbe manquante par la symétrie d’axe
(
Oy

)
.

3. Variations. Soit t ∈ I. On calcule

x′(t)= th2 t y ′(t) =− sh t

ch2 t
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On en déduit le tableau de variation suivants :

t 0 +∞

x′ (t) 0 +

x (t)

0% +∞

y (t)

1&
0

y ′ (t) 0 −

4. Étude du point stationnaire Le seul point stationnaire est celui de paramètret = 0. On a

x′′ (t) =−2 th (t)
(
−1+ th2 (t)

)
y ′′ (t) =

ch2 (t)−2

ch3 (t)

doncx′′ (0) = 0 et y ′′ (0) =−1. La courbe admet alors une tangente verticale au point stationnaire. Par symétrie, on
en déduit que le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.

5. Étude de la branche infinie. La courbe admet une asymptote horizontale d’équationy = 0 quandt tend vers
+∞.

−1

1−1−2

6. Soit t > 0. Un vecteur directeur à la tangente à la courbe au pointM de paramètret est celui de coordonnées
(
x′ (t) , y ′ (t)

)
=

(
th2 t ,− sh t

ch2 t

)
ou encore celui de coordonnées :(sh t ,−1) qui lui est colinéaire. Une équation

cartésienne de cette tangente est doncx + sh (t) y − t = 0 . Les coordonnées du pointN sont alors(t ,0) et il décrit
bien un mouvement rectiligne uniforme. De plus :

NM2 = (x (t)− t)2 +
(
y (t)

)2 = th2 t + 1

ch2 t
= 1

doncNM = 1.

Exercice 6.8 ♥♥
On se donne la courbe paramétrée

Γ :





x(t) = 2t + 1

2t −1

y(t)= t 2 − 1

2t +1

1. Préciser le domaine de définition def : t 7→ (x(t), y(t)). Étudier ensuite les variations dex et dey en fonction
du paramètret .

2. (a) Quelle est la nature des branches infinies deΓ lorsquet tend vers±∞.

(b) Montrer que lorsquet tend vers−1
2

(respectivement1
2
), Γ possède une asymptote dont on précisera l’équa-

tion. Préciser la position de la courbe par rapport à cette asymptote. de la tangente en ce point.

(c) Tracer le support deΓ.

254



Solution :

1. x et y sont définies surI =R\
{
± 1

2

}
. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. Soitt ∈ I. On a :

x′ (t) =
8t (t −1)

(2t −1)2
et y ′ (t) = 2

4t 3 +4t 2 + t +1

(2t +1)2
=

2(t +1)
(
4t 2 +1

)

(2t +1)2

la factorisation du numérateur dey ′ étant obtenue en remarquant que−1 est une racine évidente de4t 3+4t 2+t+1.
On en déduit le tableau de variation suivant :

t −∞ −1 − 1
2

0 1
2

1 +∞

x′ (t) + + + 0 − − 0 +

x (t) −∞% − 7
3
% − 3

2 % −1& −∞
+∞& 3% +∞

y (t)

+∞& 2%+∞

−∞% −1% − 1
4
% 2

3% +∞

y ′ (t) − 0 + + + + +

2. (a) On vérifie que
y (t)

x (t)
−−−−−→
t→+∞

+∞ et
y (t)

x (t)
−−−−−→
t→+∞

−∞. Ces deux branches infinies sont donc des branches

paraboliques de directionOy .

(b) Lorsquet tend vers−1
2 Γ admet une asymptote verticale d’équationx =− 3

2 et quandt tend vers1
2 Γ admet

une asymptote horizontale d’équationy =− 1
4
.

3.

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3−4−5
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Exercice 6.9 ♥♥

Étudier la courbe donnée par :





x (t) = sin2 t

2+ sin t
y (t) = cos t

.

Attention 6.10 La correction de cet exercice utilise les équivalents.

Solution :

1. x et y sont définies surR. Ces deux fonctions sont2π-périodiques. On peut restreindre le domaine d’étude à
[−π,π]. De plus, sit est élément de ce segment :x (π− t) = x (t) et y (π− t) =−y (t). On peut alors restreindre le
domaine d’étude àI=

[
−π

2
, π

2

]
. On obtiendra la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axeOx.

2. Soitt ∈ I :

x′ (t) =
sin t cos t (4+ sin t)

(2+ sin t)2
et y ′ (t) =−sin t

Commecos est positif surI, x′ (t) est du signe desin t . On en déduit le tableau de variations :

t −π
2

0 π
2

x′ (t) 0 − 0 + 0

x (t)

1 & 0% 1
3

y (t) 0 % 1& 0

y ′ (t) 1 + 0 − −1

L’unique point où la courbe est singulière est celui de paramètret = 0. On lit dans le tableau de variation que la
courbe admet une tangente verticale en le point de paramètret =−π

2
ainsi qu’en celui de paramètret = π

2
.

3. En utilisant les formules usuelles d’équivalent :

y (t)− y (0)

x (t)− x (0)
= (cos t −1)(2+ sin t)

sin2 t
∼

t→0

−2 t 2

2

t 2
=−1

La courbe admet donc en le point singulier une tangente∆ de pente−1. Une équation cartésienne de∆ est alors :
y =−x +1.

4. Soitt ∈ I. La position du pointM par rapport à∆ est donnée par le signe dey (t)+ x (t)−1 :

y (t)+ x (t)−1 = cos t + sin2 t

2+ sin t
−1

= 2cos t + sin t cos t +1−cos2 t −2− sin t

2+ sin t

=
−

(
cos2 t −2cos t +1

)
+ sin t cos t − sin t

2+ sin t

= −(cos t −1)2 + sin t (cos t −1)

2+ sin t

= (cos t −1)(1−cos t + sin t)

2+ sin t

=

p
2(cos t −1)

(p
2

2
−cos

(
t + π

4

))

2+ sin t

et le signe de cette expression est donnée par celui de
p

2
2
−cos

(
t + π

4

)
qui est positif sit est proche de0 et positif

et qui est négatif sit est proche de0 et négatif. Par conséquent, au voisinage du point singulier, la courbe est en
dessus de la tangente pour les temps positifs et en dessous pour les temps négatifs. Le point singulier est donc un
point de rebroussement de première espèce.

5. Représentation graphique :
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0

1

−1

1

Il s’agit d’un bicorne.

Exercice 6.10 ♥♥
Étudier la courbe paramétrée : 




x(t) = t 2 +1

2t

y(t) = 2t −1

t 2

On montrera l’existence d’une parabole asymptote.

Attention 6.11 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice

Solution :

1. Domaine de définition : Dx = Dy =R \ {0}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de symétrie évidente.

3. Variations : On calcule

x′(t) = (t −1)(t +1)

2t 2
y ′(t) = −2(t −1)

t 3

t −∞ −1 0 1 +∞

x′ (t) + 0 − − 0 +

x −∞% −1& −∞
+∞& 1% +∞

y

0 & −3& −∞ −∞% 1& 0

y ′ (t) − −4 − + 0 −

En traçant le tableau de variations, on trouve un point stationnaireM(1), et une branche infinie lorsquet → 0.

4. Étude du point stationnaire : en posanth = x −1, on trouve

F̃(h) = F(1+h) =
(
1

1

)
+ h2

2

(
1

−2

)
+ h3

2

(
−1

4

)
+o(h3)

et donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce, de tangente dirigée par le vecteur
−→
u = (1,−2).

5. Étude des branches infinies :Lorsquet →±∞, commey(t) → 0, la droite(Ox) est asymptote, et le tableau de
variations donne la position de la courbe par rapport à l’asymptote.
Pour l’étude de la branche infinie ent = 0, écrivons

x(t) = t/2+1/(2t), y(t)=−1/t 2 +2/t

et calculons (pour éliminer les termes en1/t 2) :

y(t)+4x2(t)= 2+2/t + t 2

Éliminons ensuite les termes divergents en1/t en calculant

y(t)+4x2(t)−4x(t) = 2+2/t + t 2
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d’où l’on tire que
y(t)+4x2(t)−4x(t)−2 ∼−2t

et donc la parabole d’équationy =−4x2 +4x−2 est asymptote à la courbe, et lorsquet → 0+, la courbe est située
localement au dessous de la parabole, et lorsquet → 0−, elle est située localement au dessus de la parabole.

1

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

1 2 3−1−2−3−4

Exercice 6.11 ♥♥
Construire la courbe paramétrée : 




x(t) = t

t 2 −1

y(t)= t 2

t −1

Déterminer ensuite les coordonnées du point doubleI et montrer que les tangentes enI sont orthogonales.

Attention 6.12 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice

Solution :

1. Domaine de définition : Dx =R \ {−1,1} et Dy =R \ {1}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de restrictions apparentes.

3. Variations : On trouve que

x′(t) =− t 2 +1

(t 2 −1)2
, y ′(t) = t(t −2)

(t −1)2

t −∞ −1 0 1 2 +∞

x′ (t) − − −1 − − −5/9 −

x (t)

0 & −∞
+∞& 0 & −∞

+∞& 2/3& 0

y (t) −∞% −1/2 % 0&
−∞

+∞& 4 % +∞

y ′ (t) + 3/2 + 0 − − 0 +

Le tableau de variations montre deux points ordinaires à tangente horizontale :M(0) = (0,0) et M(2) = (2/3,4).

4. Points stationnaires : Il n’y a pas de points stationnaires.

5. Branches infinies : Lorsquet →±∞, le tableau de variations montre que la droite(Ox) est asymptote, et on lit
la position de la courbe par rapport à cette asymptote. De même, lorsquet →−1, la droite d’équationy = −1/2

est asymptote au vu du tableau de variations.
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Pour l’étude de la branche infinie, lorsquet → 1 et en posanth = t −1 :

x(h) = 1

2h
+ 1

4
− h

8
+ o

h→0
(h) , et y(h) = 1

h
+2+h+ o

h→0
(h)

et donc, lorsquet → 1,

y(t)−2x(t)− 3

2
∼

t→1

5

4
(t −1)

la droitey = 2x +3/2 est asymptote. Lorsquet → 1−1, la courbe arrive à gauche en dessous, et lorsquet → 1+, la
courbe arrive sur l’asymptote à droite au dessus.

6. Coordonnées du point double :Cherchons le point doubleM = M(t1) = M(t2) avect1 6= t2. On doit avoir
{

t1(t 2
2 −1) = t2(t 2

1 −1)

t 2
1 (t2 −1) = t 2

2 (t1 −1)

et en mettant(t1 − t2) en facteur, {
t1t2 +1 = 0

t1t2 − (t1 + t2) = 0

Par conséquent,t1t2 =−1 et t1 + t2 =−1. Les deux valeurst1 et t2 sont racines du trinôme

T2 +T−1 = 0

Le point double a pour coordonnées

x = t1

t 2
1 −1

= t2

t 2
2 −1

= t1 − t2

t 2
1 − t 2

2

= 1

t1 + t2
=−1

et de même,y =−1. I = (−1,−1).
7. Tangentes orthogonales au point double :Les deux tangentes au point doubles sont dirigées par les vecteurs

−→
F′ (t1) et

−→
F′ (t2). Il suffit de montrer que ces deux vecteurs sont orthogonaux.Calculons leur produit scalaire :

s =
(−→

F′ (t1) |
−→
F′ (t2)

)
= x′(t1)x′(t2)+ y ′(t1)y ′(t2)

On calcule

s =
(t 2

1 +1)(t 2
2 +1)

(t 2
1 −1)2(t 2

2 −1)2
+

t1t2(t1 −2)(t2 −2)

(t1 −1)2(t2 −1)2
=

(t1t2)2 + (t 2
1 + t 2

2 )+1
[
(t1t2)2 − (t 2

1 + t 2
2 )+1

]2
+

t1t2

[
t1t2 −2(t1 + t2)+4

]
[
t1t2 − (t1 + t2)+1

]2

Mais t 2
1 + t 2

2 = (t1 + t2)2 −2t1t2 = 3, et finalement

s = 1+3+1

(1−3+1)2
− −1+2+4

(−1+1+1)2
= 5−5 = 0

Ce qui montre que les deux tangentes sont orthogonales.
8. Tracé :

1

2

3

4

5

6

7

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4−1−2−3−4−5
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Exercice 6.12 ♥♥

Construire la courbe





x(t) = t 3

3t +1

y(t) =
3t 2

3t +1

.

Attention 6.13 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice

Solution :

1. Domaine de définition :Les fonctionsx et y sont définies surI=R\ {1/3}.

2. Symétries :Il n’y a pas de symétrie évidente.

3. Variations : Si t ∈ I alors :

x′(t) = 3t 2(2t +1)

(3t +1)2
y ′(t) = 3t(3t +2)

(3t +1)2

t − 2
3 − 1

2 −1/3 0

x′ (t) − −4/9 − 0 + + 0 +

x (t)

+∞& 8/27& 1/4% +∞

−∞% 0% +∞

y (t)

−∞% −4/3& −3/2& −∞

+∞& 0% +∞

y ′ (t) + 0 − −3 − − 0 +

4. Points stationnaires :On remarque que la courbe admet un point stationnaire ent = 0. Étudions cette singularité :

(
x (t)

y (t)

)
= 3t 2

(
0

1

)
+ t 3

(
1

−9

)
+

(
o

t→0

(
t 3

)

o
t→0

(
t 3

)
)

Le point stationnaire est donc un point de rebroussement de première espèce.

5. Branches infinies :On a une branche infinie pourt →±∞ :

x(t) =− 1

81t
+ 1

27
− t

9
+ o

t→+∞
(t) et y(t) = 1

9t
− 1

3
+ t + o

t→+∞
(t)

Donc :
3x(t)− y2(t)− 1

3
y(t)+ 1

9
= 2

27t
+ o

t→+∞
(1/t)

Cette branche admet donc une parabole asymptote d’équation: 3x−y2− y

3
+ 1

9
= 0. On a une autre branche infinie

pourt →− 1
3
. Avecu = t −1/3 :

x(u) =− 1

81u
+ 1

9
− u

3
+ o

u→0
(u) et y(u) = 1

9u
− 2

3
+u+ o

u→0
(u)

d’où :
y(u)+9x(u)− 1

3
=−2u+ o

u→0
(u)

En conclusion, la droite d’équationy =−9x +1/3 est asymptote à cette branche infinie et la courbe est située en
dessous de l’asymptote sit >−1/3 et au dessus sit <−1/3.

6. Tracé :
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2

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

1 2−1−2−3

Exercice 6.13 ♥♥
On considère la famille de courbes paramétrées :

x(t) = cos3 t +m sin t y(t)= sin3 t +m cos t

1. Faire l’étude deC0.

2. Pour quelles valeurs dem, la courbeCm admet-elle des points stationnaires ?

3. Trouver l’équation paramétrique de l’ensemble des points stationnaires et représenter cet ensemble.

Solution :

1. Voir l’exercice 6.4.

2. Recherche des points stationnaires deCm :

x′(t) = cos t (m −3sin t cos t) y ′(t)= sin t (3sin t cos t −m)

Une condition nécessaire et suffisante est quem ∈ [−3

2
,

3

2
], avecm = 3

2
sin(2t).

3. Lieu des pts stationnaires :on montre par double inclusion que c’est la courbe paramétrée :

x(t) = cos t
(
1+2sin2 t

)
y(t) = sin t

(
1+2cos2 t

)

4. Étude de cette courbe :Les fonctionsx et y sont définies surR. Elles sont2π périodiques don on peut travailler
sur[−π,π]. x est paire ety impaire, donc on peut limiter l’étude à[0,π] et déduire la partie restante de la courbe
par la symétrie d’axe(Ox). Pour toutt dans cet intervalle,x (π− t) = −x (t) et y (π− t) = y (t). On a donc aussi
une symétrie d’axe

(
Oy

)
et on travaille sur[0,π/2]. Enfin, x (π/2− t) = y (t) et y (π/2− t) = x (t) On travaille

finalement sur[0, π
4

] et la courbe présente aussi une symétrie par rapport à la première bissectrice. Pour tout
t ∈ [0, π4 ] , on calcule

{
x′(t) =−3sin(t)

[
1−2cos2 t

]

y ′(t) = 3cos(t)
[
1−2sin2 t

]

et on en déduit le tableau de variations et le tracé :
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t 0 π/4

x′ (t) 0 + 0

x 1% p
2

y 0% p
2

y ′ (t) 3 + 0

1

−1

−2

1−1−2

Remarquons qu’on a un point stationnaire ent = π
4
. En raison des symétries, c’est nécessairement un point

rebroussement de première espèce.

Exercice 6.14 ♥♥♥
On considère la courbe paramétréeΓ : {

x(t) = t 2 −2t

y(t) = 2t 3 −3t 2

1. Tracer cette courbe et étudier le point stationnaire.

2. Écrire l’équation cartésienne de la tangente àΓ en un pointM(t) ordinaire.

3. À quelle condition surt1, t2 les tangentes issues des points ordinairesM(t1) et M(t2) sont-elles orthogonales?

4. Soit un pointM
∣∣∣∣
x

y
. Trouver une condition nécessaire pour que deM soient issues deux tangentes orthogonales

àΓ.

Solution :

1. Les fonctionsx et y sont définies surR. Il n’y a pas de symétrie évidente. Pour toutt ∈R

x′ (t) = 2(t −1) et y ′ (t) = 6t (t −1) .

On en déduit les variations dex et y :

t −∞ 0 1 +∞

x′ (t) − −2 − 0 +

x (t)

+∞& 0& −1% +∞

y (t) −∞% 0& −1% +∞

y ′ (t) + 0 − 0 +

Le point de paramètre1 est stationnaire.On écrit :

x (t) =−1+ (t −1)2 et y (t) =−1+3(t −1)2 +2(t −1)3

et (
x (t)

y (t)

)
=

(
−1

−1

)
+ (t −1)2

(
1

3

)
+ (t −1)3

(
0

2

)
.

On a donc un point de rebroussement de première espèce, avec une tangente de pente3. La courbe présente des
branches infinies quandt →±∞. On ay (t)/x (t) =

(
2t 3 −3t 2

)
/
(
t 2 −2t

)
= t (2−3/t) (1−2/t) −−−−−→

t→±∞
±∞ donc

ces branches sont de type parabolique de direction
(
Oy

)
.
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−1
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1−1−2

2. La tangenteTt à la courbe en un point de paramètret 6= 1 est dirigée par le vecteur
(
x′ (t) , y ′ (t)

)
ou encore par

celui de coordonnées(1,3t). Une équation deTt est de la forme :3t x − y + c = 0 où c ∈ R. CommeM(t) =(
x (t) , y (t)

)
∈Tt , il vient c =−t 3 +3t 2 et donc

Tt : 3t x − y − t 3 +3t 2 = 0 .

3. On traduit l’orthogonalité des tangentes par
−→
Tt1 .

−→
Tt2 = 0, c’est-à-dire t1t2 =−1/9 .

4. Le pointM appartient à la tangente issue deM(t) si et seulement sit est racine du polynôme

P(t) = t 3 −3t 2 −3xt + y = 0.

Si t1, t2, t3 désignent les trois racines complexes de ce polynôme, leur produit vérifie t1t2t3 = −y . D’après la
question précédente, on doit avoirt3 = 9y qui doit être racine deP, c’est-à-dire

y(93 y2 −3×92 y −3×9x +1) = 0

et si y 6= 0, on reconnaît l’équation d’une parabole.

6.4.3 Courbes polaires

Exercice 6.15 ♥
Tracer la courbe polaireρ= 1+ tan θ

2 . On précisera les coordonnées du point double.

Solution :

1. Domaine de définition deρ : La fonctionρ est définie surR \ {(2k +1)π;k ∈Z}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Puisqueρ(θ+2π) = ρ(θ), M(θ+2π) = M(θ) et il suffit donc de faire l’étude
sur[0,2π].

3. Tableau de signe deρ : Il est clair queρ est croissante, et s’annule en3π/2.

θ 0 π/2 π 3π/2 2π

ρ 1% 2 % +∞

−∞% 0 % 1

263



4. Passage au pôle :le passage au pôle correspond à un point ordinaire, à tangente verticale (ρ change de signe).

5. Branche infinie : lorsqueθ→ π. Il y a une direction asymptotique horizontale. Pour chercher une droite asymp-
tote, étudionsy(θ)= ρ(θ)sinθ. En posantu = θ−π, ỹ(u) = y(π+u)=−sin u+2cos2(u/2) = 2−u+o(u). La droite
d’équationy = 2 est donc asymptote à la courbe, et lorsqueθ→ π−, la courbe arrive sur l’asymptote, et lorsque
θ→ π+, la courbe arrive sous l’asymptote.

6. Point double : On voit sur le dessin que le point double vérifieM(θ1) = M(θ1 +π) avecθ1 ∈ [0,π/2], c’est-à-dire

ρ(θ1) =−ρ(θ1 +π)

En posantt = tan(θ1/2), on obtient
t 2 +2t −1= 0

c’est-à-diret =
p

2− 1 (pour avoirθ1 ∈ [0,π/2]. Alors si le point double a pour coordonnéesM = (x1, x2), on
trouve, puisqueρ(θ1) =

p
2, que :

x1 = ρ(θ1)cos(θ1) =
p

2
1− t 2

1+ t 2
= 1

y1 = ρ(θ1)sin(θ1) =
p

2
2t

1+ t 2
= 1

Donc le point double estM = (1,1).

7. Représentation graphique :

1

2

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6−7

Exercice 6.16 ♥

Tracer la courbe polaireρ= cos(3θ).

Solution :

1. Domaine de définition deρ : ρ est définie surR.

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Soitθ ∈R.
– ρ(θ+2π/3) = ρ(θ), doncM(θ+2π/3) est l’image du pointM(θ) par la rotation de centre0 et d’angle2π/3. Il

suffit de faire l’étude sur un intervalle de la forme[α,α+2π/3] ;
– ρ(θ+π/3) =−ρ(θ), donc le pointM(θ+π/3) est l’image du pointM(θ) par la rotation d’angle−2π/3. Il suffit

de faire l’étude sur un intervalle de longueurπ/3 ;
– ρ(−θ)= ρ(θ), donc le pointM(−θ) est le symétrique du pointM(θ) par rapport à l’axeOx.
On fait donc l’étude sur[0,π/6], et on complète la courbe par symétrie par rapport à(0x), puis par rotations
d’angle−2π/3.

3. Variations : La fonctionρ est décroissante sur[0,π/6] et s’annule enπ/6. Commeρ′ s’annule en0, la courbe
présente une tangente orthoradiale enθ= 0.

4. Points stationnaires : Le passage au pôle est un point ordinaire carρ change de signe donc il n’y a pas de point
stationnaire.

5. Branches infinies : Il n’y a pas de branche infinie.

6. Représentation graphique :
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−1

1−1

Il s’agit d’un trifolium.

Exercice 6.17 ♥
Construire la courbe paramétrée

ρ= sinθ

sinθ−cosθ

Solution :
– Domaine de définition : Le domaine de définition deρ estDρ =R \ {π/4+kπ;k ∈Z} ; Remarquons que

∀θ ∈Dρ, ρ(θ)=−
p

2

2

sinθ

cos (θ+π/4)
.

– Restriction du domaine d’étude : Soitθ ∈Dρ.
– ρ(θ+2π) = ρ(θ), doncM(θ+2π)= M(θ). On n’étudie la courbe que sur un intervalle de la forme[α,α+2π].
– ρ(θ+π) = ρ(θ) : le pointM(θ+π) est le symétrique du pointM(θ) par rapport à l’origine. Il suffit de faire l’étude

sur l’intervalleI = [0,π] \ {π/4} et de compléter la courbe par une symétrie par rapport au pôle.
– Variations de ρ : Pour toutθ ∈ I

ρ′ (θ)=− 1

(cosθ− sinθ)2

doncρ est décroissante sur[0,π/4[ et sur]π/4,π].

θ 0 π/4 π

ρ′ (θ) 1 − − 1

ρ

0& −∞
+∞& 0

– Point stationnaire : ρ s’annule enθ= 0 ou enθ=π en changeant de signe. Le passage au pôle correspond à un point
ordinaire à tangente horizontale.

– Étude de la branche infinie : lorsqueθ→ π/4. Un point de la courbe a pour coordonnéesM(θ) =
(
x (θ) , y (θ)

)
où

x (θ) = ρ(θ)cosθ et y (θ)= ρ(θ)sinθ. On calculey (θ)/x (θ) = tanθ−−−−→
θ→π/4

1. Puis

y (θ)− x (θ)=
sinθ (sinθ−cosθ)

sinθ−cosθ
= sinθ−−−−→

θ→π/4

p
2

2

donc la droitey = x+
p

2/2 est asymtote à la courbe quandθ→ π/4. On aurait aussi pu procéder ainsi : on fait l’étude
dans le repère polaireRπ/4. Dans ce repère, le pointM(θ) a pour ordonnéeY(θ) = ρ(θ)sin(θ−π/4), et en posant
h = θ−π/4, on trouve que

Ỹ(h) = Y(π/4+h) = cosh(1+ tan h) = 1+h+o(h)

Par conséquent, il y a une droite asymptote horizontale, d’équationY = 1 dans le repère polaireRπ/4, et lorsque
θ→π/4−1, la courbe arrive sous l’asymptote, et lorsqueθ→π/4+, elle arrive au dessus.

– Représentation graphique :
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Exercice 6.18 ♥♥
Construire la courbe

ρ= 1− tan 2θ

Solution :

1. Domaine de définition : Le domaine de définition deρ estDρ =R \ {π/4+kπ/2 | k ∈Z}.

2. Restriction du domaine d’étude : Commetan estπ périodique,ρ estπ/2 périodique et il suffit de travailler sur
un intervalle de longueurπ/2 On travaillera surI = [0,π/2] \ {π/4}.

3. Variations de ρ : Pour toutθ ∈ I, ρ′ (θ)= 2
(
1+ tan2 2θ

)
doncρ est croissante sur[0,π/4[ et sur]π/4,π/2].

θ 0 π/8 π/4 π/2

ρ′ (θ) −2 − −4 − − −2

ρ

1& 0 &−∞
+∞& 1

4. Point stationnaire : La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Étude de la branche infinie : lorsqueθ→ π/4. Un point de la courbe a pour coordonnéesM(θ) =
(
x (θ) , y (θ)

)

où x (θ)= ρ(θ)cosθ et y (θ)= ρ(θ)sinθ. On calculey (θ)/x (θ) = tanθ−−−−→
θ→π/4

1. Puis

y (θ)− x (θ) = (cos2θ− sin 2θ) (sinθ−cosθ)

cos2θ

= −2
cos

(
2θ+ π

4

)
cos

(
θ+ π

4

)

cos 2θ

= −cos
(
2θ+

π

4

) cos
(
θ+ π

4

)
−cos π

2

θ+ π
4 − π

2

2θ−2π
4

cos
(
2θ−cos 2π

4

) −−−−→
θ→π/4

p
2

2

en reconnaissant deux taux d’accroissement. Donc la droitey = x+
p

2/2 est asymptote à la courbe quandθ→ π/4.
Si on sait utiliser les équivalents, c’est un peu plus simple:

cos
(
θ+ π

4

)
= sin

(
π

4
−θ

)
∼

θ→π/4

π

4
−θ et cos2θ= sin

(
π

2
−θ

)
∼

θ→π/4

π

2
−2θ

donc par produit d’équivalents :

y (θ)− x (θ) ∼
θ→π/4

−cos
(
2θ+ π

4

)
−−−−→
θ→π/4

p
2

2
.

On en déduit de plus la position de la courbe par rapport à l’asymptote, elle est en dessous quandθ→ π/4− et au
dessus quandθ→ π/4+.

6. Représentation graphique :
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Exercice 6.19 ♥♥
Construire la courbe

ρ= sin 3θ

sinθ

Solution :

1. Domaine de définition. La fonctionρ est définie surR \πZ. Mais en utilisant la trigonométrie, on montre que
∀θ ∈ R, sin 3θ = 4sinθcos2θ− sinθ donc∀θ ∈ R \πZ, ρ(θ) = 4cos2θ−1 et ρ se prolonge par continuité en
chaque point deπZ. On travaille donc surR.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. ρ est2π périodique et on travaille alors sur un intervalle de longueur 2π.
Mais∀θ ∈ R, ρ(θ+π) = ρ(θ) donc on peut travailler sur un intervalle de longueurπ. Enfin, commeρ est paire,
son support admet une symétrie d’axe(Ox) et on étudie la courbe surI = [0,π/2].

3. Variations. Pour toutθ ∈ I, ρ′ (θ) = −8sinθcosθ= −4sin (2θ). Doncρ′ est négative surI. On calcule facilement
que les seuls points deI où ρ s’annule sont0 etπ/2. Par ailleurs, le seul point deI où ρ s’annule estπ/3. On en
déduit les variations deρ :

θ 0 π/3 π/2

ρ′(θ) 0 − −2
p

3 − 0

ρ(θ)

3& 0 & −1

La courbe présente un vecteur tangent orthoradial enθ= 0 et enθ=π/2.

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie.

6. Représentation graphique.

1

−1

−2

1 2 3 4−1−2−3−4

Exercice 6.20 ♥♥
Construire la courbe

ρ= 1+ 1

θ−2
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Solution :

1. Domaine de définition. La fonctionρ est définie surI =R\ {2}.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. La courbe ne présente pas de symétrie évidente.

3. Variations. Pour toutθ ∈ I, ρ′ (θ)=−1/(θ−2)2. Doncρ′ est négative surI. On calcule facilement que le seul point
deI oùρ s’annule est1. On en déduit les variations deρ :

θ −∞ 1 2 +∞

ρ′(θ) − −1 − −

ρ(θ)

1 & 0& −∞
+∞& 1

Remarquons que la courbe passe par le pôle quandθ= 1.

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Étude des branches infinies. La courbe présente des branches infinies quandθ→±∞ et quandθ→ 2.
– Quandθ →±∞ : commeρ(θ) −−−−−→

θ→±∞
1, la courbe admet le cercle unité comme cercle asymptote. Elle est à

l’intérieur du cercle quandθ→−∞ et à l’extérieur quandθ→+∞.
– Quandθ→ 2 : on étudie la quantitéy (θ)/x (θ) :

y (θ)

x (θ)
= ρ(θ)sinθ

ρ(θ)sinθ
= tanθ−−−→

θ→2
tan2.

On forme maintenant la quantité :

y (θ)− tan 2x (θ)= ρ(θ) (sinθ− tan 2cosθ)= ρ(θ)
sinθcos2− sin 2cosθ

cos2
= 1

cos2

(
sin (θ−2)+

sin (θ−2)

θ−2

)
.

En utilisant la limite usuellesin x/x −−−→
x→0

1, on montre quey (θ)−tan2x (θ)−−−→
x→2

1/cos 2. La droitey = tan2x+
1/cos 2 est donc asymptote à la courbe quandθ→ 2.

6. Représentation graphique.

1

2

3

4
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−2
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1 2 3 4−1−2−3−4
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Exercice 6.21 ♥♥
On considère le cercle

C : x2 + y2 = 1

et le pointA
∣∣∣∣
−2

0
. Déterminer le lieu des projections orthogonales deA sur les tangentes au cercle.

Solution : Un point du cercle a pour coordonnéesM(t)

∣∣∣∣
cos t

sin t
et la tangente enM(t) a pour équation cartésienne

Tt : cos t x + sin t y = 1

Le projeté orthogonalP(t) deA surTt vérifie P

∣∣∣∣
x(t)

y(t)
= A+λ

−−−−→
OM(t) et on trouve que

{
x(t) =−2+ (1+2cos t)cos t

y(t) = (1+2cos t)sin t

En effectuant un changement de repère de centreA (X = x+2, Y = y), puisquet est l’angle entre(Ox) et AP(t), on a une
équation polaire de la courbe décrite parP :

ρ= 1+2cosθ

qu’on étudie.

1. Domaine de définition. La fonctionρ est définie surR.

2. Restriction de l’intervalle d’étude. La fonctionρ est paire et2π-périodique. On travaillera surI = [0,π] et on
déduire la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axe (Ox).

3. Variations. Pour toutθ∈ I, ρ′ (θ) =−2sinθ. Doncρ′ est négative surI. On calcule facilement que le seul point de
I oùρ s’annule est2π/3. La courbe présente un vecteur tangent orthoradial en0 etπ.

θ 0 2π/3 π

ρ′(θ) 0 − −
p

3 − 0

ρ(θ)

3& 0 & −1

Remarquons que la courbe passe par le pôle quandθ= 2π/3.

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Étude des branches infinies. La courbe ne présente pas de branche infinie.

6. Représentation graphique.

1

−1

−2

1 2 3−1

C’est un limaçon de Pascal.

Exercice 6.22 ♥♥
Une roue de rayonb roule sans glisser sur une roue de rayona. Déterminer le lieu d’un point de la circonférence de
la roue de rayona.
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Solution : Dans un repère orthonorméR = (0,
−→
ı ,

−→ ), la roue de rayona est centrée enO, et la roue de rayonb est
centrée enC. NotonsP l’intersection des deux roues, etM le point de la circonférence. En notantt l’angle (

−→
ı ,

−→
OP), α

l’angle (
−→
ı ,

−−→
CM) etγ l’angle (

−→
CP,

−−→
CM), on a les relations

t +γ−α=π

La condition de roulement sans glissement s’écrit
at = bγ

Donc six et y sont les coordonnées du pointM,

{
x = (a +b)cos t −b cos

(
(a +b)/bt

)

y = (a +b)sin t −b sin
(
(a +b)/bt

)
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Chapitre 7
Coniques

Compared to what an ellipse can tell us, a circle has nothing to say.
Eric T. Bell.

Pour bien aborder ce chapitre

Hyperbole Ellipse Parabole

Les coniques sont des courbes du plan étudiées depuis les grecs. Elles l’ont été par Menechme vers400 ans avant J.C.
Puis par Archimède, Apollonius de Perge, ... Ils les voyaient comme les intersections d’un cône et d’un plan et les avaient
baptisées « sections coniques ». Suivant l’angle d’inclinaison de ce plan avec l’axe du cône, on distingue différents cas
(voir l’exercice 7.2 page 286) :
– Si cet angle est inférieur à l’angle d’ouverture du cône, onobtient une hyperbole.
– Si cet angle est supérieur à l’angle d’ouverture du cône, onobtient une ellipse.
– Si cet angle est égal à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une parabole.
Mais d’autres situations peuvent se produire, ainsi si le plan contient le sommet du cône, l’intersection du plan et du cône
peut être formé de deux droites sécantes, ou d’une seule droite, ou même seulement de ce sommet. Ces coniques sont
dites dégénérées tandis que les trois premières obtenues sont dites propres.
Il existe d’autres façons d’introduire les coniques. Celleretenue dans ce cours est appelée « définition monofocale des
coniques », ou « définition par foyer-directrice »(voir la définition 7.1). On verra, avec la « définition bifocale »(voir la
définition 7.17) un autre moyen de définir les coniques propres.
Enfin, on peut voir les coniques comme la famille des courbes du plan d’équation cartésienneax2 +2bx y + c y2 +d x +
e y + f = 0 où a,b,c,d ,e, f ∈ R. On apprendra dans le paragraphe 7.6 à étudier de telles courbes et comment reconnaître
parmi celles-ci les coniques propres.
Les coniques possèdent de nombreuses propriétés géométriques remarquables et on en étudiera quelques unes dans les
exercices de ce chapitre. On les retrouve en mains endroits dans la nature. Kepler au16e siècle a compris que les planètes
décrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deux foyers. Galilée au17e siècle découvre qu’un obus tiré d’un canon
décrit une trajectoire parabolique. La trajectoire d’une comète cyclique est une ellipse et celle d’une comète qui ne revient
jamais est une parabole ou une hyperbole. Dans la vie courante, c’est grâce aux propriétés géométriques des paraboles
que peuvent fonctionner les télescopes et les antennes paraboliques (voir l’exercice 7.3 page 286).
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7.1 Définitions et premières propriétés

7.1.1 Définition monofocale
✎ Notation 7.1 Si A et B sont deux points du plan, on noterad (A,B) la distance deA à B, c’est-à-dire la norme du
vecteur

−→
AB.

DÉFINITION 7.1 ♥ Conique
SoientD une droite du plan,F un point du plan n’appartenant pas àD et e un réel strictement positif. On appelle

coniquedefoyerF, dedirectriceD et d’excentricitée la courbeC formée des pointsM du plan vérifiant :

d(M,F) = e d(M,D)

– Si 0 < e < 1, on dit queC est uneellipse.
– Si e = 1, on dit queC est uneparabole.
– Si e > 1, on dit queC est unehyperbole.
La droite∆ passant parF et orthogonale àD est appelée l’axe focal.

PROPOSITION7.1 ♥
L’axe focal d’une conique est un axe de symétrie de cette conique.

Démonstration

H

H ′

F

M

M ′

D

∆

SoitM un point de la coniqueC de directriceD , de foyerF et d’excentricitée. Soit∆ l’axe focal deC et soitM′ l’image deM par la
réflexion d’axe∆. SoitH etH′ les projetés orthogonaux respectifs deM etM′ surD . Les droitesD et∆ sont perpendiculaires donc
d

(
M′,D

)
= H′M′ = HM = d (M,D) . Comme∆ est la médiatrice du segment

[
MM′] et queF ∈∆, on a aussid

(
M′,F

)
= d (M,F). Par

conséquentd
(
M′,F

)
= d (M,F) = ed (M,D) = ed

(
M′,D

)
ce qui prouve queM′ ∈C .

DÉFINITION 7.2 ♥ Paramètre
SoitC une conique de directriceD , de foyerF et d’excentricitée. Soitd = d(F,D). Le réelp = e d est appeléparamètre
de la coniqueC .

Remarque 7.1 Le paramètre d’une coniqueC correspond à la distance deF à chacun des deux points deC situés sur
la droite passant parF et parallèle àD .

7.1.2 Équation cartésienne d’une conique

K

H

F

M

D

∆

d

~i

~j
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PROPOSITION7.2 ♥ Équation cartésienne d’une conique
Soit C une conique de directriceD , de foyerF et d’excentricitée. Soit d = d(F,D)· Dans un repère orthonormal

(F,
−→
i ,

−→
j ) choisi en sorte queD ait pour équationx =−d (⇐⇒−→

i unitaire normal àD et
−→
j unitaire directeur pourD) C

a pour équation cartésienne :

x2 + y2 = e2(x +d)2

Démonstration Soit K le projeté orthogonal deF sur la directriceD . On rapporte le plan au repèreR
(
F,
−→
i ,

−→
j
)

où
−→
i =

−→
KF∥∥∥−→KF

∥∥∥
et

où
−→
j est directement orthogonal à

−→
i . Remarquons que

−→
j dirige la directriceD . Posonsd = d(F,D)· La directrice, dans ce repère,

admet bien comme équation cartésiennex =−d . SoitM

∣∣∣∣
x

y
. On a :

M∈C ⇐⇒ d(M,F) = e d(M,D)

⇐⇒ d2(M,F) = e2 d2(M,D)

⇐⇒ x2 + y2 = e2 (x +d)2

d’où l’équation cartésienne de la conique dansR.

Remarque 7.2 L’axe focal de la conique passe parF et est dirigé par
−→
i . Son équation dansR esty = 0.

Multimédia : Pour une directrice et un foyer fixés, on trace e n faisant varier e les
différentes coniques correspondantes.

7.1.3 Équation polaire d’une conique

On fixe un repère orthonormal du plan
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.

PROPOSITION7.3 ♥ Équation polaire d’une conique

Soit D la droite d’équation polairer = d

cos(θ−θ0)
avech 6= 0. Alors une équation polaire de la coniqueC de foyerO,

d’excentricitée et de directriceD est :

r = ed

1+e cos(θ−θ0)
.

Démonstration Si θ0 = π [2π] alors la directriceD est perpendiculaire à l’axe des abscisses et d’équationx = −d . On peut
alors utiliser la proposition 7.2 : une équation cartésienne deC estx2 + y2 = e2 (x +d)2. On passe en polaire et on obtientr =
±e (r cosθ+d). La coniqueC est donc l’ensemble des points satisfaisant :

r =− ed

1+e cosθ
ou r = ed

1−e cosθ
.

Mais ces deux équations sont celles d’une même courbe. En effet, si(r,θ) satisfait la première équation alors(−r,θ+π) satisfait la
seconde. Ces deux couples sont les coordonnées polaires d’un même point du plan. Une équation polaire deC est donc donnée par

r = ed

1+e cos (θ−π)
.

Dans le cas général, on effectue une rotation de centreO et d’angleθ0 −π et on trouve pour la conique l’équation polairer =
ed

1+e cos(θ−θ0)
.

Remarque 7.3

– L’équation polaire d’une conique s’écrit aussip = p

1+e cos(θ−θ0)
– L’axe focal de cette conique admet comme équation polaireθ= θ0.

7.2 Étude de la parabole :e = 1

On s’intéresse dans ce paragraphe à une paraboleP de foyerF, de directriceD , de paramètrep > 0. On considère à
nouveau le repèreR(F,

−→
i ,

−→
j ) construit dans la proposition 7.2. Dans ce repère, une équation deP est

x2 + y2 = (x +p)2.

L’axe focal∆, passe parF, est dirigé par
−→
i (et admet donc comme équationy = 0), coupeP en un unique point de

coordonnées(− p
2

,0), ce qui justifie la définition suivante :
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DÉFINITION 7.3 ♥ Sommet d’une parabole
On appellesommetde la paraboleP l’unique point S d’intersection entreP et son axe focal∆. Dans le repère

(F,
−→
i ,

−→
j ), les coordonnées deS sont(− p

2
,0).

Remarque 7.4 Si K est le projeté orthogonal deF surD , S est le milieu de[FK].

PROPOSITION7.4 ♥ Équation réduite d’une parabole
Il existe un repère orthonormal(O,

−→
i ,

−→
j ) dans lequel la paraboleP de paramètrep > 0 admet pour équation carac-

téristique :

Y2 −2 p X = 0

Cette équation est appeléeéquation réduitede la paraboleP.
Réciproquement, une courbe d’équation :Y2−2 p X = 0 dans un repère orthonormal(O,

−→
i ,

−→
j ) est une parabole de foyer

F

∣∣∣∣
p
2
0

et de directrice d’équationD : X =− p
2

.

K
F

M1

M2

p

O

D

∆

p

2

p

2

~i

~j

Démonstration
⇒ SoitP la parabole de paramètrep > 0, de foyerF et de directriceD . Dans le repèreR

(
F,
−→
i ,

−→
j

)
construit dans la proposition

7.2, P admet comme équation cartésiennex2 + y2 = (x +p)2 ou :y2 = 2px +p2. Considérons le pointO
(
− p

2 ,0
)

et le repère

R ′
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
. Calculons les formules de changement de coordonnées du repèreR au repèreR ′. Soit M un point du plan de

coordonnées
(
x, y

)
dansR et de coordonnées(X,Y) dansR ′. On a :

−−→
OM = X

−→
i +Y

−→
j .

Par ailleurs : −−→
OM =−→

OF+−−→
FM =

p

2

−→
i +x

−→
i + y

−→
j =

(
x +

p

2

)−→
i + y

−→
j .

Par identification, on obtient alors : 



X = x + p

2
Y = y

.

L’équation deP : y2 = 2px +p2 devient dansR ′ : Y2 = 2pX. Remarquons queO est le sommet de la parabole.
⇐ Soit C une courbe d’équationY2 −2 p X = 0 dans un repère orthonormal(O,

−→
i ,

−→
j ). Montrons queC est une parabole. Soit

D la droite d’équationX =− p
2 , F

∣∣∣∣
p
2
0

et M

∣∣∣∣
X

Y
un point du plan. Montrons qued (M,F) = d (M,D) si et seulement siM ∈C ce qui

prouvera queC est une paraboleP de foyerF et de directriceD . Remarquons que :

d2 (M,F) =
(
X−

p

2

)2
+Y2 et d2 (M,D) =

(
X+

p

2

)2
.

On a :

M∈P ⇐⇒ d (M,F) = d (M,D)

⇐⇒ d2 (M,F) = d2 (M,D)

⇐⇒
(
X−

p

2

)2
+Y2 =

(
X+

p

2

)2

⇐⇒ Y2 −2 p X = 0

⇐⇒ M ∈C .
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PROPOSITION7.5 ♥ Paramétrage de la parabole
On peut paramétrer la parabole d’équationY2 −2 p X = 0 dans un repère orthonormal(O,

−→
i ,

−→
j ) par





x(t) = p t 2

2
y(t) = p t

: t ∈R

Démonstration Soit R

(
O,

−→
i ,

−→
j
)

le repère construit dans la proposition précédente. Dans cerepère une équation deP est

y2 −2px = 0. SoitM

∣∣∣∣
x

y
un point du plan. On a équivalence entre :

M∈P ⇐⇒ y2 −2px = 0

⇐⇒ ∃t ∈R, y = p t et x =
p t2

2
.

Remarque 7.5 Commelimt→±∞
y(t )
x(t )

= 0, la parabole possède deux branches paraboliques de direction asymptotique
OX (c’est de là que vient l’appellation).

PROPOSITION7.6 ♥ Tangente à la parabole

Dans un repère(O,
−→
i ,

−→
j ), on considère la paraboleP de paramètrep > 0 et paramétrée par

{
x(t) = p t 2

2
y(t)= p t

: t ∈R.

– La tangenteTM0 àP au pointM0 deP de paramètret0 ∈R a pour équation :

x − t0 y +p
t 2

0

2
= 0

– La tangenteTM0 àP au pointM0(x0, y0) a pour équation

y y0 = p(x + x0)

Démonstration Soit T0 la tangente àP au point de paramètret0. Un vecteur directeur à cette tangente a pour coordonnées(
pt0 , p

)
. Le vecteur de coordonnées(t0,1) dirige doncT0. Une équation cartésienne deT0 est donc

∣∣∣∣
t0 x −x (t0)

1 y − y (t0)

∣∣∣∣= 0.

soit t0
(
y −pt0

)
−

(
x − p t 2

0
2

)
= 0 ou encorex − t0 y + p t 2

0
2 = 0. Par ailleurs, commex0 = p t 2

0
2 et quey0 = p t0 , cette équation s’écrit

encorepx − y0 y +px0 = 0.

7.3 Étude de l’ellipse :0 < e < 1

On considère dans tout ce paragraphe une ellipseE de foyerF, de directriceD et d’excentricitée (0 < e < 1).

PROPOSITION7.7 ♥ Équation réduite de l’ellipse

– Il existe un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ) dans lequelE a pour équation

X2

a2
+ Y2

b2
= 1 0 < b < a

Cette équation est appeléeéquation réduite de l’ellipseE .

– Réciproquement : l’équation X2

a2 + Y2

b2 = 1 avec 0 < b < a est l’équation d’une ellipse de foyerF
∣∣∣∣
−c

0
avec

c =
p

a2 −b2 , de directriceD : X =− a2

c
et d’excentricité e = c

a
.
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Démonstration
⇒ D’après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormaldirectR

(
F,
−→
i ,

−→
j
)

dans lequel une équation cartésienne deE est

x2 + y2 = e2 (x +d)2 (⋆)

où d = d (F,D). On a :

(⋆) ⇐⇒
(
1−e2

)
x2 −2e2d x + y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
1−e2

)(
x2 − 2e2d

1−e2
x

)
+ y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
1−e2

)((
x − e2d

1−e2

)2

− e4d2

(
1−e2

)2

)
+ y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
1−e2

)(
x − e2d

1−e2

)2

+ y 2 −e2d2 − e4d2

1−e2
= 0

⇐⇒
(
1−e2

)(
x − e2d

1−e2

)2

+ y 2 −
e2d2

(
1−e2

)
+e4d2

1−e2
= 0

⇐⇒
(
1−e2

)(
x − e2d

1−e2

)2

+ y 2 −e2d2 1−e2 +e2

1−e2
= 0

⇐⇒
(
1−e2

)(
x − e2d

1−e2

)2

+ y 2 − e2d2

1−e2
= 0

⇐⇒
(
1−e2

)2
(

x − e2d

1−e2

)2

+
(
1−e2

)
y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
1−e2

)2

e2d2

(
x − e2d

1−e2

)2

+ 1−e2

e2d2
y 2 −1 = 0

⇐⇒
(

1−e2

ed

)2 (
x − e2d

1−e2

)2

+ 1−e2

e2d2
y 2 −1 = 0

(
⋆′)

Posons alors

a = ed

1−e2
, b = ed√

1−e2
, c = e2d

1−e2
et

{
X = x −c

Y = y
.

Ces quantités sont bien définies car0 < e < 1. Remarquons qu’on aa > b > 0. Le couple(X,Y) représente les coordonnées dans

un repèreR ′
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

d’un point de coordonnées
(
x, y

)
dans le repèreR

(
F,
−→
i ,

−→
j
)

où O est déduit deF par une translation de

vecteur−→u
∣∣∣∣
c

0
. Dans ce nouveau repère,(⋆) s’écrit alors

X2

a2
+ Y2

b2
= 1

qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs biena2 −b2 = c2, c
a = e et d = b2

c . Enfin, une équation de la directriceD

dansR étantx =−d , une équation deD dansR ′ est :X+c =−d , soitX =−d −c. Mais−d −c =−b2 +c2

c
=− a2

c . Une équation

deD dansR ′ est donc :X =− a2

c .

⇐ Réciproquement, soitE une courbe d’équationX
2

a2 + Y2

b2 = 1 dans un repèreR ′
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
.aveca > b > 0. Posons

c =
√

a2 −b2, e =
c

a
et d =

b2

c
.

Par identification avec l’équation
(
⋆′), on reconnait l’ellipse de foyerF

∣∣∣∣
−c

0
de directriceD : X =− a2

c et d’excentricitée.

PROPOSITION7.8 ♥
Soit (O,

−→
i ,

−→
j ) un repère orthonormal dans lequelE a pour équationX

2

a2 + Y2

b2 = 1 avec0< b < a.
– L’origine O est centre de symétrie deE . C’est lecentrede l’ellipse.
– OX et OY sont axes de symétrie deE . OX est appeléaxe focalougrand axe. OY est appeléaxe non focaloupetit axe.
– a est appelédemi-axe focaloudemi-grand axe. b est appelédemi-axe non focaloudemi-petit axe.

– Soitc =
p

a2 −b2. E admet deux foyersF et F′ de coordonnées dans le repère(O,
−→
i ,

−→
j ) : F

∣∣∣∣
−c

0
et F′

∣∣∣∣
c

0
de directrice

associée d’équation, dans ce même repère :D : X =− a2

c
etD ′ : X = a2

c
.

– L’ellipse E coupe les axes du repère(O,
−→
i ,

−→
j ) en quatre pointsA, A′, B, B′ appelés lessommetsde E et on a :

A

∣∣∣∣
−a

0
, A′

∣∣∣∣
a

0
, B

∣∣∣∣
0

−b
, B′

∣∣∣∣
0

b
.
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PROPOSITION7.9 ♥ Paramétrage de l’ellipse
On peut paramétrer l’ellipse d’équationX2

a2 + Y2

b2 = 1 avec0< b < a dans un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ) par

{
x(t) = a cos t

y(t)= b sin t
: t ∈ [−π,π]

Démonstration Soit R

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
le repère construit dans la proposition précédente. Dans cerepère une équation deE est

X2

a2 + Y2

b2 = 1. SoitM

∣∣∣∣
X

Y
un point du plan. On a équivalence entre :

M ∈ E ⇐⇒
X2

a2
+

Y2

b2
= 1

⇐⇒ ∃t ∈ [−π,π], X = a cos t et Y = b sin t

Remarque 7.6 L’ellipse ne possède pas de branche infinie.

~i

~j

K K ′A A′F F ′O

B

B′

∆

D D
′

a b

c

a
2

c

p

PLAN 7.1 : Pour construire une ellipse

1 On trace ses axes focaux et demi-focaux.

2 On place le centreO de l’ellipse puis ses quatre sommetsA, A′,B,B′.

3 On mesure au compas la longueurOA et on place le compas enB.

4 On trace les deux arcs intersectant l’axe focal. On obtient ainsi les pointsF et F′.

DÉFINITION 7.4 ♥ Affinité orthogonale
Soient(O,

−→
i ,

−→
j ) un repère orthonormal. L’affinité orthogonale de base(O,

−→
i ) et de rapportk ∈ R est l’application du

plan dans lui même qui au pointM de coordonnées(x, y) associe le pointM′ de coordonnées(x,k y).

PROPOSITION7.10 ♥ Cercle principal d’une ellipse

L’ellipse E d’équation X2

a2 + Y2

b2 = 1 avec0 < b < a dans un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ) est l’image du cercleC

d’équation cartésienneX2+Y2 = a2 par l’affinité orthogonale de base(O,
−→
i ) et de rapportk = b

a . Le cercleC est appelé
cercle principalde l’ellipseE .

Démonstration Soit M un point deC . Il existet ∈ [−π,π] tel que les coordonnées deM soient(a cos t , a sin t). Soit T l’affinité

orthogonale en question. On aT (M)

∣∣∣∣
a cos t

b sin t
. DoncT (M) ∈E . Réciproquement, tout point deE est image d’un point deC parT.

PROPOSITION7.11 ♥ Équation de la tangente à une ellipse
Dans un repère(O,

−→
i ,

−→
j ), on considère l’ellipseE de demi-grand axea et de demi-petit axeb (0 < b < a) et paramétrée

par
{

x(t) = a cos t

y(t)= b sin t
: t ∈ [−π,π].

– La tangenteTM0 àE au pointM0 deE de paramètret0 ∈R a pour équation :

b x cos t0 +a y sin t0 −ab = 0
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– La tangenteTM0 àE au pointM0(x0, y0) a pour équation

x x0

a2
+ y y0

b2
−1 = 0

Démonstration
– Un vecteur tangent à l’ellipseE en le pointM de paramètret est celui de coordonnées(−a sin t ,b cos t). Une équation de la

tangenteTM àE enM est donc : ∣∣∣∣
−a sin t x −a cos t

b cos t y −b sin t

∣∣∣∣= 0

ce qui donne :b x cos t +a y sin t −ab = 0.
– Si

(
x0, y0

)
sont les coordonnées deM0, cette équation devient :x x0

a2 + y y0

b2 −1 = 0.

PROPOSITION7.12 ♥ L’image d’un cercle dans l’espace par une projection orthogonale est une ellipse
L’image d’un cercleC de l’espace par une projection orthogonale sur un planP non perpendiculaire au plan contenant
C est une ellipse deP.

Démonstration NommonsP ′ le plan contenant le cercleC , r le rayon deC , O′ son centre etO le projeté orthogonale deO′ sur
le planP .
Si les plansP et P ′ sont parallèles alors l’image deC par la projection orthogonale surP est le cercle de même rayon et de
centreO.
On suppose queP ′ est non parallèle àP . On note alorsD la droite formée par leur intersection etα ∈ ]0,π/2[ l’angle non orienté
entre les plansP et P ′. Soit

−→
i un vecteur unitaire dirigeantD . Soit

−→
j un vecteur deP en sorte queR

(
O,

−→
i ,

−→
j
)

soit un repère

orthonormal deP . De la même façon, on considère un vecteur
−→
j ′ en sorte queR ′

(
O′,

−→
i ′,

−→
j ′

)
soit un repère orthonormal deP ′.

θ ∈ R. Par la projection orthogonale surP , le pointM′ ∈ P ′ de coordonnées
(
x, y

)
dansR ′ se transforme en le pointM ∈ P de

coordonnées
(
x, y cosα

)
dansR.

Si M′ est élément deC alors il existeθ ∈R tel quex = r cosθ et y = r sinθ et les coordonnées deM′ sont alors(r cosθ,r sinθcosα).
DoncM′ est élément de l’ellipse de centreO, de demi grand axer et de demi petit axeRcosα. Réciproquement, on vérifie que si
M(r cosθ,r sinθcosα) est élément de cette ellipse alors c’est le projeté orthogonal surP du pointM′ (r cosθ,r sinθ) deP ′.

7.4 Étude de l’hyperbole :1< e

On considère dans tout ce paragraphe une hyperboleH de foyerF, de directriceD et d’excentricitée (e > 1).

PROPOSITION7.13 ♥ Équation réduite de l’hyperbole

– Il existe un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ) dans lequelH a pour équation

X2

a2
−

Y2

b2
= 1 a > 0, b > 0
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Cette équation est appeléeéquation réduite de l’hyperboleH .

– Réciproquement : l’équation X2

a2 − Y2

b2 = 1 aveca > 0, b > 0 est l’équation d’une hyperbole de foyerF
∣∣∣∣
c

0
avec

c =
p

a2 +b2 , de directriceD : X = a2

c et d’excentricité e = c
a .

Démonstration
⇒ D’après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormaldirectR

(
F,
−→
i ,

−→
j
)

dans lequel une équation cartésienne deH est

x2 + y2 = e2 (x +d)2 (⋆)

où d = d (F,D). On a :

(⋆) ⇐⇒
(
1−e2

)
x2 −2e2d x + y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
e2 −1

)
x2 +2e2d x − y 2 +e2d2 = 0

⇐⇒
(
e2 −1

)(
x2 + 2e2d

e2 −1
x

)
− y 2 +e2d2 = 0

⇐⇒
(
e2 −1

)((
x + e2d

e2 −1

)2

− e4d2

(
e2 −1

)2

)
− y 2 +e2d2 = 0

⇐⇒
(
e2 −1

)(
x + e2d

e2 −1

)2

− y 2 +e2d2 − e4d2

e2 −1
= 0

⇐⇒
(
e2 −1

)(
x + e2d

e2 −1

)2

− y 2 +
e2d2

(
e2 −1

)
−e4d2

e2 −1
= 0

⇐⇒
(
e2 −1

)(
x + e2d

e2 −1

)2

− y 2 +e2d2 e2 −1−e2

e2 −1
= 0

⇐⇒
(
e2 −1

)(
x + e2d

e2 −1

)2

− y 2 − e2d2

e2 −1
= 0

⇐⇒
(
e2 −1

)2
(

x + e2d

e2 −1

)2

−
(
e2 −1

)
y 2 −e2d2 = 0

⇐⇒
(
e2 −1

)2

e2d2

(
x + e2d

e2 −1

)2

− e2 −1

e2d2
y 2 −1 = 0

⇐⇒
(

e2 −1

ed

)2 (
x + e2d

e2 −1

)2

− e2 −1

e2d2
y 2 −1 = 0

(
⋆′)

Posons alors

a = ed

e2 −1
, b = ed√

e2 −1
, c = e2d

e2 −1
et

{
X = x +c

Y = y
.

Ces quantités sont bien définies care > 1. Remarquons quea > 0 etb > 0. (X,Y) sont les coordonnées dans un repèreR ′
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

d’un point de coordonnées
(
x, y

)
dans le repèreR

(
F,
−→
i ,

−→
j

)
où O est déduit deF par une translation de vecteur−→

u

∣∣∣∣
−c

0
. Dans ce

nouveau repère,(⋆) s’écrit alors
X2

a2
− Y2

b2
= 1

qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs biena2 +b2 = c2, c
a = e et d = b2

c . DansR ′, on aF

∣∣∣∣
c

0
. Enfin, une équation

de la directriceD dansR étantx =−d , une équation deD dansR ′ estX−c =−d , soitX = c −d . Maisc −d = c2−b2

c = a2

c . Une

équation deD dansR ′ est doncX = a2

c .

⇐ Réciproquement, soitH une courbe d’équationX
2

a2 − Y2

b2 = 1 dans un repèreR ′
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

aveca > 0 et b > 0. Posons

c =
√

a2 +b2, e = c

a
et d = b2

c
.

Par identification avec l’équation
(
⋆′), on reconnait l’hyperbole de foyerF

∣∣∣∣
c

0
de directriceD : X = a2

c et d’excentricitée.

PROPOSITION7.14 ♥
Soit (O,

−→
i ,

−→
j ) un repère orthonormal dans lequel l’hyperboleH a pour équationX

2

a2 − Y2

b2 = 1 aveca > 0, b > 0.
a) L’origineO est centre de symétrie deH . C’est lecentrede l’hyperbole.
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b) OX et OY sont axes de symétrie deH . OX est appeléaxe focalou grand axe. OY est appeléaxe non focalou axe
non transverse.

c) a est appelédemi-axe focaloudemi-grand axe. b est appelédemi-axe non focaloudemi-petit axe.

d) Soitc =
p

a2 +b2. H admet deux foyersF etF′ de coordonnées dans le repère(O,
−→
i ,

−→
j ) : F

∣∣∣∣
c

0
etF′

∣∣∣∣
−c

0
de directrice

associée d’équation, dans ce même repère, :D : X = a2

c etD ′ : X =− a2

c .

e) L’hyperboleH coupe le grand axe en deux pointsA et A′ appelés lessommetsdeH · On aA

∣∣∣∣
a

0
et A′

∣∣∣∣
−a

0

PROPOSITION7.15 ♥ Paramétrage de l’hyperbole
On peut paramétrer l’hyperbole d’équationX2

a2 − Y2

b2 = 1 aveca > 0, b > 0 dans un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ) par

{
x(t) = εa ch t

y(t) = b sh t
: t ∈R, ε=±1

Démonstration Soit R

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
le repère construit dans la proposition précédente. Dans cerepère une équation deH est

X2

a2 − Y2

b2 = 1. SoitM

∣∣∣∣
X

Y
un point du plan. On a équivalence entre :

M∈H ⇐⇒ X2

a2
− Y2

b2
= 1

⇐⇒ ∃t ∈R, Y = b sh t et X =±a ch t

Remarque 7.7 Remarquons que l’hyperbole possède des branches infinies.

PROPOSITION7.16 ♥ Asymptotes à l’hyperbole
Soit H l’hyperbole d’équationX2

a2 − Y2

b2 = 1 aveca > 0, b > 0 dans un repère orthonormal(O,
−→
i ,

−→
j ). H admet deux

asymptotes :δ : b X−a Y = 0 et δ′ : b X+a Y = 0 .

Démonstration Nous allons nous limiter à la branche correspondant àε = 1 et montrer que cette branche admet les deux
asymptotes indiquées. Par symétrie d’axe

(
Oy

)
, on en déduira que la branche de l’hyperbole correspondant àε = −1 admet aussi

ces deux droites comme asymptotes. Commençons par l’étude de la branche infinie quandt tend vers+∞. On a :

y (t)

x (t)
= b sh t

a ch t
= b

a
th t −−−−−→

t→+∞
b

a

De plus :

y (t)−
b

a
x (t) = b (sh t −ch t) =−be−t −−−−−→

t→+∞
0

Par conséquent, la droite d’équationy = b
a x, soit bx −a y = 0 est asymptote à l’hyperbole. De plus :y (t)− b

a x (t) =−be−t < 0. La
courbe est donc en dessous de l’asymptote. On fait de même pour l’asymptote à la branche infinie quandt tend vers−∞. On peut
aussi utiliser la symétrie de l’hyperbole par rapport à l’axe (Ox) et déduire ainsi la seconde asymptote de la première.

A′ AF ′ FO
∆

D
′ D

~i

~j
a

b

c

a
2

c

p
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PLAN 7.2 : Pour construire une hyperbole

1 On trace ses axes focal et demi-focal.

2 On place le centreO de l’hyperbole puis ses deux sommetsA et A′.

3 On trace le cercle de centreO et de rayona .

4 On trace les asymptotes.

5 Pour une de ces deux asymptotes, on considère son intersection avec le cercle. Elle est formée de deux points
P et P′.

6 On trace les perpendiculaires à l’asymptote passant par chacun de ces deux points.

7 L’intersection de chacune de ces deux perpendiculaires avec l’axe focal est constituée des deux foyers de
l’hyperbole.

8 Les directrices de l’hyperbole sont les droites perpendiculaires à l’axe focal et passant parP et P′.

7.5 Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole

PROPOSITION7.17 ♥ Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole

Soienta et c deux réels strictement positifs,F et F′ deux points du plan tels que
∥∥∥
−→
FF′

∥∥∥= 2c.

1. Si a > c, l’ensemble des points du plan tels que

∥∥∥−−→MF
∥∥∥+

∥∥∥
−−→
MF′

∥∥∥= 2a

est l’ellipse de foyersF et F′ et de demi-grand axea

2. Si a < c, l’ensemble des points du plan tels que

∣∣∣
∥∥∥−−→MF

∥∥∥−
∥∥∥
−−→
MF′

∥∥∥
∣∣∣= 2a

est l’hyperbole de foyersF et F′ et de demi-axe focala.

Démonstration Introduisons le pointO milieu de
[
F,F′

]
et

−→
i =−→

OF/
∥∥∥−→OF

∥∥∥. Soit
−→
j un vecteur unitaire directement orthogonal à

−→
i . On forme ainsi un repère orthonormal direct

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
. Dans ce repère, on aF(c,0), F′ (−c,0). Soit M

(
x, y

)
un point de plan.

On calculeMF2 = (x −c)2 + y2 et MF′2 = (x +c)2 + y2 et il s’ensuit que

MF2.MF′2 =
(
(x −c)2 + y2

)(
(x +c)2 + y2

)
=

(
x2 + y2 +c2 −2cx

) (
x2 + y2 +c2 +2cx

)
=

(
x2 + y2 +c2

)2
−4c2 x2

et que

MF2 +MF′2 = (x −c)2 + y2 + (x +c)2 + y2 = 2
(
x2 + y2 +c2

)
.

1. On a alors les équivalences :

MF+MF′ = 2a

⇐⇒ MF2 +MF′2 +2MF.MF′ = 4a2

⇐⇒ 2MF.MF′ = 4a2 −
(
MF2 +MF′2

)

⇐⇒ 4MF2.MF′2 =
(
4a2 −

(
MF2 +MF′2

))2

⇐⇒
(
x2 + y2 +c2

)2
−4c2x2 =

(
2a2 −

(
x2 + y2 +c2

))2

⇐⇒
(
a2 −c2

)
x2 +a2 y2 = a2

(
a2 −c2

)

⇐⇒ b2x2 +a2 y2 = a2b2

⇐⇒
x2

a2
+

y2

b2
= 1

où b2 = a2 −c2 est bien défini cara > c. Donc on aMF+MF′ = 2a si et seulement siM est élément de l’ellipse de centreO,
de demi-grand axea et de demi-petit axeb.
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2. On a les équivalences :

∣∣MF−MF′
∣∣= 2a

⇐⇒ MF2 +MF′2 −2MF.MF′ = 4a2

⇐⇒ 2MF.MF′ =
(
MF2 +MF′2

)
−4a2

⇐⇒ 4MF2.MF′2 =
((

MF2 +MF′2
)
−4a2

)2

⇐⇒
(
x2 + y2 +c2

)2
−4c2x2 =

((
x2 + y2 +c2

)
−2a2

)2

⇐⇒
(
a2 −c2

)
x2 +a2 y2 = a2

(
a2 −c2

)

⇐⇒
(
c2 −a2

)
x2 −a2 y2 = a2

(
c2 −a2

)

⇐⇒ b2x2 −a2 y2 = a2b2

⇐⇒ x2

a2
− y2

b2
= 1

où b2 = c2 −a2 est bien défini cara < c. Donc on a
∣∣MF−MF′

∣∣ = 2a si et seulement siM est élément de l’hyperbole de
centreO, de demi-grand axea et de demi-petit axeb.

Application : Comment dessiner une ellipse avec un crayon et une ficelle.

7.6 Courbes algébriques dans le plan

Le plan est rapporté dans tout ce paragraphe à un repère orthonormal directR
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
. On s’intéresse ici à l’ensemble

C des points du plan dont une équation cartésienne est :

P
(
x, y

)
= ax2 +2bx y +c y2 +d x +e y + f = 0

où
(
a,b,c,d ,e, f

)
∈R6 et où les réelsa, b et c ne sont pas tous nuls (sinonC est une droite affine du plan).

DÉFINITION 7.5 ♥
On appelle discriminant de la courbe du second degré :

C : ax2 +2bx y +c y2 +d x +e y + f = 0

le réel, noté∆ et donné par :∆= ac −b2.

LEMME 7.18 ♥ Élimination du terme en x y

Il existe une rotation de centreO et d’angleθ ∈ R telle que dans le repèreR ′
(
O,

−→
i ′,

−→
j ′

)
déduit du repèreR par cette

rotation, l’équation deC devient :
C : AX2 +CY2 +DX+EY+F= 0.

De plus∆= ac −b2 = AC (et F = f ).

Démonstration On utilise les formules de changement de repère de la proposition 2.5 page 68 :

{
x = cosθX−sinθY

y = sinθX+cosθY

oùθ est un réel à déterminer. On a :

ax2 +2bx y +c y2 +dx +e y + f = 0

⇐⇒
(
a cos2θ+c sin2θ+2b sinθcosθ

)
X2 +

(
a sin2θ+c cos2θ−2b sinθcosθ

)
Y2 +

(
2(c −a) sinθcosθ+2b

(
cos2θ−sin2 θ

))
XY+ (d cosθ+e sinθ) X+ (e cosθ−d sinθ) Y+ f = 0

On chercheθ en sorte que2(c −a) sinθcosθ+2b
(
cos2 θ−sin2θ

)
= 0 ce qui s’écrit aussi(c −a) sin2θ+2b cos 2θ= 0.

– Si a = c alors on peut prendreθ= π/4.
– Si a 6= c alors on peut prendreθ= 1

2 arctan
(

2b
a−c

)
.
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Dans le nouveau repère, l’équation deC est bien de la forme annoncée avecA = a cos2θ+ c sin2θ+2b sinθcosθ , C = a sin2θ+
c cos2 θ−2b sinθcosθ, D = d cosθ+e sinθ, E = e cosθ−d sinθ et F = f .
On remarque queA+C = a +c, queA−C = (a −c) cos2θ+2b sin 2θ et queAC = 1/4

(
(A+C)2 − (A−C)2

)
.

Si a = 0 et doncθ= π/4, on vérifie facilement queac −b2 = AC. Sinon, siθ= 1
2 arctan

(
2b

a−c

)
, alorstan2θ= 2b/(a −c) et

cos2 2θ=
1

1+ tan2 2θ
= (a −c)2

(a −c)2 +4b2

donc

A−C = (a −c) cos2θ

(
1+

2b

a −c
tan2θ

)
= (a −c) cos2θ

(
1+ tan2θ

)
=

a −c

cos2θ

et (A−C)2 = (a −c)2 +4b2 .
Donc

AC =
1

4

(
(A+C)2 − (A−C)2

)
=

1

4

(
(a +c)2 − (a −c)2

)
−b2 = ac −b2 .

LEMME 7.19 ♥ Élimination des termes linéaires
Si ∆ 6= 0 alors il existe un repère orthonormalR ′′

(
Ω,

−→
i ′,

−→
j ′

)
déduit deR ′ par une translation dans lequel une équation

deC est :
Au2 +Cv2 = F′

où F′ ∈R.

Démonstration Le repèreR ′′ est déduit du repèreR ′ par une translation de vecteur
(
α,β

)
∈ R2 à déterminer. On a donc les

formules de changement de repère : {
X = u +α

Y = v +β

et

AX2 +CY2 +DX+EY+F = 0

⇐⇒ Au2 +Cv2 + (2Aα+D) u +
(
2Cβ+E

)
v +Aα2 +Cβ2 +Dα+Eβ+F = 0

On cherche
(
α,β

)
en sorte que {

2Aα+D = 0

2Cβ+E = 0
.

Comme∆= AC 6= 0, ce système admet comme solutionsα=−D/(2A) etβ=−E/(2C). On en déduitF′′ en remplaçantα etβ par ces
valeurs dansAα2 +Cβ2 +Dα+Eβ+F. Dans ce nouveau repère, l’équation deC est bien de la forme annoncée.

On en déduit le théorème de classification des courbes du second degré, dû à Descartes (voir 2.2.1 page 67).

THÉORÈME 7.20 ♥♥ Classification des courbes du second degré
On considère une courbe du second degré d’équation :

C : ax2 +2bx y +c y2 +d x +e y + f = 0

dans un repère orthonormal. On note∆= ac −b2 son discriminant.
– Si∆> 0, la courbeC est une ellipse, un point ou l’ensemble vide.
– Si∆< 0, la courbeC est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.
– Si∆= 0, la courbeC est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou l’ensemble vide.

Démonstration D’après le lemme 7.18, on peut trouver un repère dans lequel une équation deC estAX2 +CY2 +DX+EY+F = 0

où A,C,D,E,F ∈R et où∆= ac −b2 = AC.

1. Si∆= 0 alorsA= 0 ou C = 0.

(a) SiA= 0 et C 6= 0 alorsC : CY2 +DX+EY+F = 0 qui s’écrit aussiC : C (Y+E/(2C))2 +DX+F−E2/(4C) = 0.

i. Si D 6= 0 alors en posantY′ = Y+ E
2C et X′ =− 1

2C

(
X+ F

D − E2

4CD

)
on obtient :C : Y′2 −2DX′ = 0 et on reconnaît

une parabole.

ii. Si D = 0, alors en effectuant le même travail, on montre qu’une équation deC dans un repère convenablement
choisi est de la formeY′2 +F′ = 0. Si F′ > 0, C est l’ensemble vide, siF′ = 0, C est la droite d’équationY′ = 0 et
enfin siF′ < 0, C est la réunion des droites parallèles d’équationsY′ =

p
−F′ et Y′ =−

p
−F′.

(b) Si A 6= 0 et C = 0 alorsC : AX2 +DX+EY+F = 0, on retrouve les mêmes résultats que dans le cas précédent .

(c) Si A= 0 et C = 0 alors la courbe n’est plus du second degré.

2. Si∆ 6= 0, on sait d’après le lemme2 que dans un bon repère,C : AX′2 +CY′2 = F′ avecA,C,F′ ∈R et∆= AC.
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(a) Si∆> 0, alorsA et C sont de même signe et on peut écrire l’équation deC sous la forme :X
′2

A′2 + Y′2

C′2 = ε avecε= 0,1

ou −1 et A′,C′ > 0. Si ε = 0 alorsC est réduit à un point. Siε = −1 alorsC est vide. Enfin, siε = 1 alorsC est une
ellipse.

(b) Si ∆ < 0, alorsA et C sont de signe contraire et on peut écrire l’équation deC sous la forme :X
′2

A′2 − Y′2

C′2 = ε avec

ε= 0,1 ou−1 et A′,B′ > 0. Si ε= 0 alors l’équation s’écrit :
(

X
A′ − Y

C′

)(
X
A′ + Y

C′

)
= 0 etC est la réunion de deux droites

sécantes. Siε=±1, C est une hyperbole.

Remarque 7.8 Ce théorème fournit un algorithme pour déterminer la natured’une courbe

C : ax2 +2bx y +c y2 +d x +e y + f = 0

et préciser son équation réduite.

1. Calculer le discriminant∆ = ac −b2 et T = a + c. Selon le signe de∆, on peut, sans calcul, préciser le type de la
courbe.

2. (a) Si∆ 6= 0, par un changement du centre du repère défini par les formules:

{
x = X+α

y = Y+β

on se débarrasse des termes linéaires enx et y pour aboutir à une équation :

ax2 +2bx y +c y2 = F

Le centre du nouveau repère est, dansR, Ω
∣∣∣∣
α

β
.

(b) On sait qu’on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centreΩ où l’équation
devient :

Ax2 +Cy2 = F

(c) On connaît la somme et le produit deA et deC :

{
A+C = a +c

AC = ac −b2
.

Ils sont par conséquent racines d’un trinôme du second degré.

(d) Ayant déterminéA et C, on peut écrire l’équation réduite de la conique et discuterde sa nature en fonction
du signe deF.

(e) Si l’on veut avoir toutes les informations, il faut déterminer l’angleθ de rotation choisi pour annuler le terme
x y .

3. Si∆= 0, on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centre où l’équation devient :

Ax2 +By2 +Cx +Dy = F

avecA = 0 ou B = 0. On sait alors qu’après une translation, on peut facilementidentifierC .

Exemple 7.2 Réduire la coniqueC d’équationx2 +6x y + y2 +16x −9 = 0.

1 Son discriminant vaut−8 doncC est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

2 On effectue le changement de repère

{
x = X+α

y = Y+β
. On obtient :

X2 +6XY+Y2 + (6β+2α+16)X+ (2β+6α)Y−9+β2 +α2 +16α+6αβ= 0.

On se débarrasse des termes linéaires si {
6β+2α+16 = 0

2β+6α= 0

c’est à dire siα = 1 et β = −3 ce qui nous donneΩ(1,−3) Dans ce nouveau repère, l’équation deC devient :

X2 +6XY+Y2 −1 = 0.
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3 On sait que par rotation des axes on peut se placer dans un repère orthonormé de même centreΩ où l’équation
devient :

Ax2 +Cy2 = 1.

On sait queAC=∆=−8 et queA+C= a+c = 2. Ils sont donc racines du polynômeX2−2X−8 et on trouveA =4 et
C =−2 ou A =−2 et C = 4. On obtient alors dans le nouveau repère pourC une des deux équations4x2 −2y2 = 1

ou −2x2 +4y2 = 1. Ces deux équations sont obtenues dans deux repères différents, l’un étant déduit de l’autre
par une rotation d’angleπ/2. On reconnaît une hyperbole de demi-axes1/2 et

p
2/2 et de centreΩ(1,−3).

Pour mieux faire, il faut déterminer complètement la rotation. En partant de l’équationX2+6XY+Y2−1 = 0,
on effectue le changement de repère {

X = cos(θ)x − sin(θ)y

Y = sin(θ)x +cos(θ)y

et on obtient :

(
6sin(θ)cos(θ)+cos2(θ)+ sin2(θ)

)
x2 +6

(
cos2(θ)− sin(θ)2

)
x y +

(
cos2(θ)−6sin(θ)cos(θ)+ sin2(θ)

)
y2 = 1

ou encore
(3sin(2θ)+1) x2 +6cos(2θ)x y + (1−3sin(2θ)) y2 = 1.

Pour supprimer les termes linéaires, il suffit de prendreθ= π/4 et on obtient dans le nouveau repèreC : 4x2 −
2y2 = 1. On sait donc quea = 1/2, b =

p
2/2 et c =

p
a2 +b2 =

p
3/2. On en déduit quee = c/a =

p
3. De plus,

les équations des directrices dans le repère final sontx =
p

3/6 et x = −
p

3/6. Les coordonnées des foyers sont(p
3/2,0

)
et

(
−
p

3/2,0
)
. On peut alors facilement représenterC .

0,0

−5,0

−10,0

5,0

2,5

−2,5

−7,5

−2,5 5,02,50,0−5,0

Remarque 7.9 Pour le tracé final, on peut s’aider des méthodes 15 page 277 et16 page 281.
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7.7 Exercices

7.7.1 En général

Exercice 7.1 ♥
SoitD une droite du planP et F un point du plan non situé surD . Montrer que par tout pointM du plan non situé sur
D ∪ {F} passe une et une seule coniqueC de foyerF et de directriceD .

Solution : On ad (M,D) > 0 carM 6∈D et d (M,F) > 0 carM 6= F. Par conséquente = d (M,F)

d (M,D)
est un réel positif non

nul. Par construction, la conique de directriceD , de foyerF et de directriceD passe parM.

Exercice 7.2 ♥♥
On considère un cône de révolution de sommetS, d’axeD et on noteα ∈ ]0,π/2[ une mesure de l’angle entre cet axe
et une génératrice du cône. On va étudier l’intersection entre ce cône et un planP de l’espace.

1. Dans un repère orthonormal direct de l’espace fixé, déterminer une équation cartésienne du cône.

2. En choisit un repère orthonormal direct de l’espace en sorte qu’une équation cartésienne deP soit z = 0. Écrire
une équation cartésienne de l’intersectionI du cône et du plan et reconnaître l’équation algébrique d’une
courbe du plan de degré2.

3. On noteβ ∈ ]0,π/2[ l’angle entre le planP et l’axeD du cône. Montrer quecos2β= a2 +b2.

4. Conclure en comparantα etβ.

Solution :

1. On note−→u (a,b,c) un vecteur directeur unitaire deD. Un pointM est élément du cône si et seulement si l’angle
non orienté

(−→
u ,

−−→
SM

)
est égal )α ou π−α, c’est-à-dire si et seulement si

−−→
SM.

−→
u = ±

∥∥∥−−→SM
∥∥∥cosα ce qui amène

l’équation cartésienne :

(
a (x − xS )+b

(
y − yS

)
+c (z − zS)

)2 =
(
(x − xS )2 +

(
y − yS

)2 + (z − zS )2
)

cos2α

où S
(
xS , yS , zS

)
et M

(
x, y, z

)
.

2. Avecz = 0, l’équation précédente devient :

(
a (x − xS )+b

(
y − yS

)
−czS

)2 =
(
(x − sS )2 +

(
y − yS

)2 + z2
S

)
cos2α

et en développant, on trouve une expression de la forme :

(
a2 −cos2α

)
x2 +2abx y +

(
b2 −cos2α

)
y2 +d x +e y + f = 0

où d ,e, f ∈R. On reconnaît l’équation d’une courbe algébrique du plan dedegré2.

3. Notons−→u0 le projeté orthogonal du vecteur−→u sur le planP. Comme−→u = (a,b,c), les coordonnées de−→u0 sont
(a,b,0). Mais−→u .−→u0 =

∥∥−→u
∥∥∥∥−→u0

∥∥cosβ et il vient a2 +b2 =
p

a2 +b2 cosβ d’où l’égalité.

4. On calcule le discriminant de cette équation :

∆=
(
a2 −cos2α

)(
b2 −cos2α

)
−a2b2 = cos2α

(
cos2α−

(
a2 +b2

))
= cos2α

(
cos2α−cos2β

)
.

Commeα etβ sont compris entre0 etπ/2, le signe de∆ est donné parcosα−cosβ.
– Siα< β alorsI est une ellipse, un point ou l’ensemble vide. .
– Siα= β alorsI est une une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou l’ensemble vide.
– Siα> β alorsI est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

7.7.2 Paraboles

Exercice 7.3 ♥
On considère une parabole. Montrer que les rayons parallèles à l’axe réfléchis sur la parabole passent par le foyer.
Application : Le fonctionnement du miroir d’un télescope de Newton est basé sur la propriété de la parabole prouvée
dans la question3. de cet exercice.
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Solution : En paramétrant la paraboleM(t)

∣∣∣∣
t 2/2p

t
, un vecteur normal enM(t) est −→n

∣∣∣∣
−1

t/p
. Calculons

−−−−→
FM(t)

∣∣∣∣
(t 2 −p2)/2p

t
et‖−−−−→FM(t)‖ = t 2 +p2

2p
. On calcule alors

−−−−→
FM(t)

‖−−−−→FM(t)‖
.
−→
n = 1 et en posant

−→
h

∣∣∣∣
−1

0
,
−→
h .

−→
n = 1 ce qui montre

que la droite(FM) et la droite horizontale passant parM sont symétriques par rapport à la normale enM.

Exercice 7.4 ♥
Soit P une parabole de paramètrep > 0 et de directriceD . SoientM un point deP et H son projeté orthogonal sur
D . Montrer que :

1. La tangenteTM àP enM coupe la tangente au sommet deP enI, milieu du segment[FH].

2. La tangenteTM àP enM est la bissectrice principale du triangle isocèleFMH.

3. Le projeté orthogonal du foyer deP sur les tangentes àP décrit la tangente au sommet.

4. Deux tangentes àP perpendiculaires se coupent sur la directriceD deP.

Solution :

b FbO

bMbH

TM

b I
b

TN

bbN

1. D’après le cours, la tangenteTS à la parabole en son sommet admet pour équation cartésienne :x = 0 et TM0

: x − t0 y + p
t 2

0

2
= 0. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées

(
0,

pt0

2

)
qui est bien le milieuI du

segment[FH].

2. Comme le triangleFMH est isocèle, la bissectrice principale de l’angle�HMF est aussi la médiane issue deM. Or,
on vient de prouver que la droite passant parM et par le milieu de[FK] est la tangente enM àP.

3. La droite(MI) est aussi la hauteur du triangleFMH issue deM. Par conséquent, les droites(FH) et TM sont
perpendiculaires enI. Le projeté orthogonal deF surTM est doncI. Il est clair que le pointI, ses coordonnées
étant

(
0,

pt0

2

)
est élément de la tangente au sommet.

4. SoientTM : x − t y + p t 2

2
= 0 et TM′ : x − t ′y + p t ′2

2
= 0 deux tangentes àT en les pointsM de paramètret

et M′ de paramètret ′. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées
(
pt t ′/2, p

(
t + t ′

)
/2

)
et sont or-

thogonales si et seulement si1+ t t ′ = 0. Si c’est le cas, les coordonnées de leur point d’intersection s’écrivent(
−p/2, p (t −1/t) /2

)
. Ce point est bien un point de la directriceD car une équation cartésienne de cette dernière

estx =−p/2.

Exercice 7.5 ♥♥
On considère la parabole d’équationy2 = 2px et un pointA

∣∣∣∣
a2/2p

a
de cette parabole. On considère deux points

distincts de la paraboleM
∣∣∣∣
m2/2p

m
et N

∣∣∣∣
n2/2p

n
. On noteα= m +n etβ= mn.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante surα etβ pour que les droites(AM) et (AN) soient orthogonales.

2. Montrer que lorsqueM, N varient sur la parabole, (avec la condition d’orthogonalité précédente), la droite(MN)

passe par un point fixeQ à déterminer.

3. À chaque pointA de la parabole on peut donc associer le pointQ. Déterminer le lieu deQ lorsqueA varie.

287



Solution :

1. En traduisant
−−→
AM.

−→
AN= 0, on trouve que(m +a)(n+a)+4p2 = 0 c’est-à-dire β+aα+a2 +4p2 = 0 .

2. L’équation cartésienne de la droite(MN) est :

2px −αy +β= 0

et en utilisant la condition d’orthogonalité, cette équation devientα(y +a)−2px+a2 +4p2 = 0. on voit donc que

cette droite passe par le point fixe. Q

∣∣∣∣∣∣

a2 +4p2

2p
−a

.

3. En éliminant le paramètrea, on voit que le pointQ se déplace sur la parabole d’équationy2 = 2p(x −2p) .

c’est-à-dire la parabole initiale translatée du vecteur2p
−→
i .

Exercice 7.6 ♥♥
On considère une parabole d’équation cartésienne

P : 2px = y2

1. Soient deux points distinctsM

∣∣∣∣
t 2/2p

t
et N

∣∣∣∣
t ′2/2p

t ′
de la parabole. Trouver une condition nécessaire et suffisante

pour que la droite(MN) soit normale à la parabole enM.

2. Déterminer la longueur minimale des cordes(MN) vérifiant cette condition.

Solution :

1. Le vecteur
−→
t

∣∣∣∣
t/p

1
dirige la tangente enM. En écrivant

−−→
MN.

−→
t = 0, on trouve quet(t + t ′)+2p2 = 0 .

2. On calcule

‖−−→MN‖2 = (t ′− t)2
[
1+

(t ′+ t)2

4p2

]

Mais en utilisant que

t + t ′ =−2p2

t
et t ′− t = t ′+ t −2t =−2

t
(p2 + t 2)

on exprime

d(M,N)2 = 4

t 4
(p2 + t 2)3

et en étudiant cette fonction,f ′(t) =
8(p2 + t 2)2

t 5
(t 2 −2p2), on en déduit ses variations. Elle admet un minimum

en t =
p

2p et finalement, la distance minimale vaut3
p

3p .

7.7.3 Ellipses

Exercice 7.7 ♥
On considère une ellipse de grand axe(AA′). Soit M0 un point de l’ellipse. La tangente enM0 coupe les tangentes en

A et A′ aux pointsP et P′. Montrer que
−→
AP.

−−→
A′P′ est constant.

Solution : L’ellipse dans un bon repère orthonormé a pour équation réduite

x2

a2
+ y2

b2
= 1

et A

∣∣∣∣
−a

0
, A′

∣∣∣∣
a

0
. Si M0

∣∣∣∣
x0

y0
, l’équation cartésienne de la tangente enM0 est

TM0 :
xx0

a2
+

y y0

b2
= 1
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On trouve alors (il faut queM0 6= A, A′) P

∣∣∣∣∣∣

−a

b2

y0

(
1+ x0

a

) , P′

∣∣∣∣∣∣

a

b2

y0

(
1− x0

a

) et il s’ensuit
−→
AP.

−−→
A′P′ = b2 .

Exercice 7.8 ♥♥
On considère un pointP d’une ellipse de centreO. On lui associe un pointM tel que la tangente enM à l’ellipse soit
parallèle à la droite(OP).

1. Montrer que l’aire du triangleOPM est constante et la calculer.

2. Montrer que
∥∥∥−−→OM

∥∥∥
2
+

∥∥∥−→OP
∥∥∥

2
est constante.

Solution :

1. On rapporte le plan à un repère orthonormal dans lequel l’ellipse est paramétrée par :

{
x (t) = a cos t

y (t) = b sin t
avec

t ∈ [0,2π] et 0 < b < a. La tangente à l’ellipse au pointM0 de paramètreT0 ∈ [0,2π] admet comme équation
cartésienne :b cos T0x + a sinT0 y − ab = 0. On suppose queP est le point de paramètret0 ∈ [0,2π]. Un vecteur

tangent−→v à l’ellipse au pointM de paramètret ∈ [0,2π] est donné par :−→v
∣∣∣∣
−a sin t

b cos t
. Les coordonnées du vecteur

−→
OP sont :

∣∣∣∣
a cos t0

b sin t0
. Le vecteur−→v est colinéaire au vecteur

−→
OP si et seulement si :det

(−→
OP,

−→
v

)
= 0, c’est-à-dire

si et seulement si :cos t cos t0 + sin t sin t0 = 0, ce qui s’écrit encore :cos(t − t0) = 0 et équivaut àt = t0 + π
2

ou

t = t0 − π
2 . Les coordonnées du pointP sont donc :

∣∣∣∣
−a sin t0

b cos t0
ou

∣∣∣∣
a sin t0

−b cos t0
. Dans le premier cas, l’aire du

triangleOPM est : ∣∣∣det
(−→
OP,

−−→
OM

)∣∣∣
2

= 1

2
|
∣∣∣∣
a cos t0 −a sin t0

b sin t0 b cos t0

∣∣∣∣ | =
ab

2

Dans le second cas, l’aire est identique. Cette dernière estdonc bien constante.

2. En appliquant les résultats précédents :

∥∥∥−−→OM
∥∥∥

2
+

∥∥∥−→OP
∥∥∥

2
= a2 +b2

Cette somme est bien constante.

Exercice 7.9 ♥♥
On considère l’ellipse d’équation réduite

x2

a2
+ y2

b2
= 1

À un pointM de l’ellipse différent des sommets, on fait correspondre lepoint M′ symétrique par rapport à l’axe(Ox).
On noteP le point d’intersection de la droite(OM′) avec la normale à l’ellipse enM. Déterminer le lieu du pointP
lorsqueM décrit l’ellipse.

Solution : En paramétrant l’ellipse,M
∣∣∣∣
a cos t

b sin t
, le vecteur

−→
t

∣∣∣∣
−a sin t

b cos t
est tangent enM à l’ellipse et le vecteur−→n

∣∣∣∣
b cos t

a sin t

est donc normal. Une équation cartésienne de la droite(OM′) est :

b sin t x +a cos t y = 0

Puisque le pointP est sur la normale,P = M+λ−→n et puisqueP ∈ (OM′), on trouve queλ=−
2ab

a2 +b2
et enfin





xP =
a(a2 −b2)

a2 +b2
cos t

yP =−b(a2 −b2)

a2 +b2
sin t

On en déduit que le pointP décrit l’ellipse homothétique (privée de ses sommets) de l’ellipse initiale avec un rapport

d’homothétie de
a2 −b2

a2 +b2
.

289



Exercice 7.10 ♥♥
On considère une ellipse de foyersF et F′ et un pointM variable sur cette ellipse. On noteTM la tangente à l’ellipse
au pointM Montrer qued(F,TM)×d(F′,TM) est constante.

Solution : Dans un bon repère orthonormé, l’équation cartésienne de l’ellipse est :

E :
x2

a2
+ y2

b2
= 1

aveca > b > 0. Si M

∣∣∣∣
x0

y0
, l’équation cartésienne de la tangente enM est :

TM :
x0x

a2
+ y0 y

b2
−1 = 0

PuisqueF

∣∣∣∣
−c

0
, F′

∣∣∣∣
c

0
où c2 = a2 −b2, on calcule

d(F,TM)×d(F′,TM) =
|cx0/a2 −1|√
x2

0 /a4 + y2
0 /b4

×
|cx2

0 /a2 +1|
√

x2
0/a4 + y2

0 /b4

=
|c2x2

0 /a4 −1|
x2

0/a4 + y2
0 /b4

=
|x2

0/a2 −b2x2
0 /a4 −1|

x2
0/a4 + y2

0 /b4
carc2 = a2 −b2

=
b2x2

0/a4 + y2
0 /b2

x2
0/a4 + y2

0 /b4
carx2

0/a2 + y2
0 /b2 = 1

= b2

Exercice 7.11 ♥♥
On considère, dans le plan rapporté à un repère orthonormal,deux ellipses :

E :
x2

4a2
+ y2

4b2
= 1

E ′ :
x2

a2
+ y2

b2
= 1

1. On considère une droiteD d’équationux+v y +w = 0. Écrire une condition nécessaire et suffisante pour queD

soit tangente àE ′.

2. On décide de paramétrer l’ellipseE . On considère alors deux points deE de paramètresP(θ) et Q(α). Trouver
une relation entreθ etα pour que la droite(PQ) soit tangente à l’ellipseE .

Solution :

1. Si la droiteD est tangente à l’ellipse, il existe un pointM0

∣∣∣∣
x0

y0
de l’ellipse tel que la droiteD soit la droite

d’équation
xx0

a2
+ y y0

b2
= 1

Les deux équations cartésiennes de droite sont proportionnelles :

a2u

x0
= b2v

y0
=−w

Donc on doit avoir

x0 =−
a2u

w
y0 =−

b2v

w

et comme le pointM0 est sur l’ellipse, une condition nécessaire est que

a2u2 +b2v2 = w2
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Réciproquement, si cette condition est vérifiée, il suffit deposerx0 =−a2u/w et y0 =−b2v/w , de vérifier que ce
point appartient à l’ellipse, et que la tangente à l’ellipseen ce point est la droiteD.

2. Paramétrons l’ellipse : {
x = 2a cosθ

y = 2b sinθ

Soit Mθ

∣∣∣∣
2a cosθ

2b sinθ
et Pα

∣∣∣∣
2a cosα

2b sinα
deux points de l’ellipseE . La droite passant par ces deux points a pour équation

cartésienne ∣∣∣∣
X−2a cosθ 2a(cosα−cosθ)

Y−2b sinθ 2b(sinα− sinθ)

∣∣∣∣= 0

Mais en utilisant la trigonométrie, puisque

cosα−cosθ=−2sin((α+θ)/2)sin((α−θ)/2)

et que
sinα− sinθ= 2sin((α−θ)/2)cos((α+θ)/2)

On trouve en développant ce déterminant

b cos
(
(α+θ)/2

)
X+a sin

(
(α+θ)/2

)
Y−2ab

(
cos

(
(α+θ)/2

)
cosθ+ sin

(
α+θ)/2

)
sinθ

)
= 0

La condition pour que cette droite soit tangente à la petite ellipse s’écrit alors

a2b2 cos2
(
(α+θ)/2

)
+a2b2 sin2

(
(α+θ)/2

)
= 4a2b2 cos2

(
(α−θ)/2

)

et après simplifications, on trouve que ∣∣∣cos
(
(α−θ)/2

)∣∣∣= 1/2

Doncα= θ+2π/3+2kπ ou alorsα= θ−2π/3+2kπ.

7.7.4 Hyperboles

Exercice 7.12 ♥
SoitH l’hyperbole d’équationX2

a2 − Y2

b2 = 1 aveca > 0, b > 0 dans un repère orthonormalR(O,
−→
i ,

−→
j ). Prouver l’équiv-

alence des quatre propriétés suivantes :

1. Les asymptotes deH sont perpendiculaires.

2. a = b

3. H a pour équation réduite :X2 −Y2 −a2 = 0.

4. L’excentricitée est égale à
p

2.

LorsqueH vérifie une de ces 4 propriétés, on dit qu’elle estéquilatère.

Solution :
1 ⇐⇒ 2 On sait que les asymptotesδ et δ′ deH ont pour équations respectives dansR bx − ay = 0 et bx + ay = 0.

Leurs vecteurs normaux respectifs sont donc(b,−a) et (b, a). Elles sont perpendiculaires si et seulement si leurs
vecteurs normaux sont orthogonaux, ce qui est équivalent, grâce au produit scalaire, à écrire queb2 − a2 = 0 ou
encore,a et b étant positifs, àa = b.

2 ⇐⇒ 3 La conditiona = b est clairement équivalente au fait que l’équation réduite de l’ellipse soitX2 −Y2 −a2 = 0.
2 =⇒ 4 Si a = b alorsc =

p
a2 +b2 =

p
2a2 =

p
2a cara > 0 et e = c/a =

p
2.

4 =⇒ 2 Réciproquement, sie =
p

2 alorsc2 = 2a2. Commea2+b2 = c2, il s’ensuit queb2 = a2 et commea et b sont
strictement positifs, on en déduit quea = b.

Exercice 7.13 ♥♥
Prouver qu’un ensembleH du plan est une hyperbole équilatère si et seulement si il existe un repère (pas forcément
orthonormal)(O,

−→
i ,

−→
j ) dans lequelH a une équation de la formeXY = γ oùγ ∈R∗.
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Solution :
=⇒ Supposons queH est une hyperbole. Alors dans un bon repère orthonormal, uneéquation deH estx2/a2 −

y2/b2 = 1 où a,b > 0. Cette équation s’écrit aussi

H :
(
bx −ay

)(
bx +ay

)
= a2b2.

On introduit le changement de repère : {
X = bx −ay

Y = bx +ay
.

Dans ce nouveau repère l’équation deH estH : XY = γ avecγ= a2b2.

⇐= Supposons que dans un repère par forcément orthonormalR

(
O,

−→
i ,

−→
j
)

une équation deH soitXY = γ. Montrons

queH est une hyperbole. Introduisons les vecteurs :−→u ′ =
−→
i∥∥∥−→i

∥∥∥
+

−→
j∥∥∥−→j
∥∥∥

et −→v ′ =
−→
i∥∥∥−→i

∥∥∥
−

−→
j∥∥∥−→j
∥∥∥

puis les vecteurs−→u =
−→
u ′/

∥∥−→u ′∥∥ et −→v = −→
v ′/

∥∥−→v ′∥∥. Le repère
(
O,

−→
u ,

−→
v

)
est orthonormal. De plus, on a les formules de changement de

repère : 



X = 1∥∥∥−→i
∥∥∥

(
x

‖−→u ′‖ + y

‖−→v ′‖
)

Y = 1∥∥∥−→j
∥∥∥

(
x

‖−→u ′‖ − y

‖−→v ′‖
)

et dans le nouveau repère une équation deH est :

1
∥∥∥−→i

∥∥∥
∥∥∥−→j

∥∥∥

(
x2

∥∥−→u ′∥∥2
− y2

∥∥−→v ′∥∥2

)
= γ

qui est de la formex2/a2−y2/b2 = 1 aveca =
√∥∥∥−→i

∥∥∥
∥∥∥−→j

∥∥∥γ
∥∥−→u ′∥∥ etb =

√∥∥∥−→i
∥∥∥
∥∥∥−→j

∥∥∥γ
∥∥−→v ′∥∥ (On peut supposerγ> 0

quitte à permutera et b). DoncH est bien une hyperbole.

Exercice 7.14 ♥♥
Un pointM d’une hyperbole se projette enH et H′ sur les deux asymptotes. Montrer que le produit scalaire

−−→
MH.

−−−→
MH′

est constant.

Solution : Dans le repère orthonormé adéquat, l’équation de l’hyperbole estH :
x2

a2
− y2

b2
= 1 et les deux asymptotes

ont pour équationsy = b/ax et y =−b/ax ou encore :

D1 : bx +ay = 0 D2 : bx −ay = 0

et les vecteurs−→n1

∣∣∣∣
b

a
et−→n2

∣∣∣∣
b

−a
sont normaux à ces droites. Paramétrons un pointM de la branche droite de l’hyperbole :

M

∣∣∣∣
a ch t

b sh t
. En écrivant queH = M+λ−→n1, on trouve queλ=− ab

a2 +b2
e t puis que

−−→
MH =− ab

a2 +b2
e t

∣∣∣∣
b

a
. De la même façon,

on trouve que
−−−→
MH′ =−

ab

a2 +b2
e−t

∣∣∣∣
b

−a
et on calcule finalement

−−→
MH.

−−−→
MH′ =

a2b2
(
b2 −a2

)
(
a2 +b2

)2

qui est bien indépendant det . Par symétrie, on obtient le même résultat siM se trouve sur la branche gauche de
l’hyperbole.

Exercice 7.15 ♥♥
On considère une hyperboleH et un pointM variable sur cette hyperbole. On noteH le projeté orthogonal du foyer
F sur la tangente enM. Montrer que le pointH se trouve sur le cercle tangent à l’hyperbole aux deux sommets.

Solution : Dans un repère orthonormé bien choisi, l’équation de l’hyperbole est

H :
x2

a2
− y2

b2
= 1
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En notantM
∣∣∣∣
x0

y0
, l’équation cartésienne de la tangente enM est :

TM :
xx0

a2
− y y0

b2
= 1

Les coordonnées du foyer sontF

∣∣∣∣
c

0
avecc2 = a2 +b2. Le vecteur−→n

∣∣∣∣
x0/a2

−y0/b2 est normal à la tangente doncH = F+λ−→n

oùλ ∈R. PuisqueH ∈ TM, on trouve queλ=
(
1− cx0

a2

)
/
( x2

0

a4
+

y2
0

b4

)
, puis





xH = c + (1−cx0/a2)x0/a2

x2
0/a4 + y2

0 /b4

yH =− (1−cx0/a2)y0/b2

x2
0 /a4 + y2

0 /b4

et l’on calcule ensuite

x2
H + y2

H = c2 +
(1−cx0/a2)2 +2cx0/a2(1−cx0/a2)

x2
0/a4 + y2

0 /b4

= c2 +
(1−cx0/a2)

(
1+cx0/a2

)

x2
0/a4 + y2

0 /b4

= c2 +
1−c2x2

0/a4

x2
0/a4 + y2

0 /b4

= c2 +
1− x2

0 /a2 −b2x2
0/a4

x2
0 /a4 + y2

0 /b4
carc2 = a2 +b2

= c2 −
b2(y2

0 /b4 + x2
0 /a4)

x2
0 /a4 + y2

0 /b4
carx2

0/a2 − y2
0 /b2 = 1

= c2 −b2 = a2

Exercice 7.16 ♥♥
On considère une hyperboleH de foyersF et F′.

1. Rappeler la définition bifocale deH .

2. Dans un repère orthonormal, on suppose l’hyperbole paramétrée par
−→
f : R → R2. Pour toutt ∈ R, on note

M(t) le point deR2 tel que
−−−−→
OM(t) =

−→
f (t). Calculer la dérivée de la fonctionθ : R 7→ R définie parθ(t) =∥∥∥−−−−→FM(t)

∥∥∥−
∥∥∥
−−−−−→
F′M(t)

∥∥∥.

3. En déduire que siM est un point de l’hyperbole, la normale enM est la bissectrice extérieure des droites(FM)

et (F′M).

4. Que dire de la tangente àH enM ?
Indication 7.2 : On pourra s’aider de l’exercice 2.13 page 91.

Solution :

1. On sait que le pointM est élément de l’hyperbole de grand axea si et seulement si
∣∣∣
∥∥∥−−−−→FM(t)

∥∥∥−
∥∥∥
−−−−−→
F′M(t)

∥∥∥
∣∣∣= 2a.

2. Comme pour toutt ∈ R, M(t) est distinct deF et F′, la fonctionθ est dérivable surR. On utilise la formule de
dérivation de la norme, on obtient, pour toutt ∈R :

θ′ (t) =
〈−−−−→FM(t)|

−→
f ′ (t)〉∥∥∥−−−−→FM(t)

∥∥∥
−
〈
−−−−−→
F′M(t)|

−→
f ′ (t)〉∥∥∥

−−−−−→
F′M(t)

∥∥∥
= 〈−→u (t) |

−→
f ′ (t)〉

avec −→
u (t) =

−−−−→
FM(t)∥∥∥−−−−→FM(t)

∥∥∥
−

−−−−−→
F′M(t)∥∥∥
−−−−−→
F′M(t)

∥∥∥
. Comme |θ| est constante, on sait aussi queθ′ = 0 et il vient que

〈−→u (t) |
−→
f ′ (t)〉 = 0.
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3. Soitt ∈R et soitM le point de l’hyperbole de paramètret . Le vecteur
−→
f ′ (t) dirige la tangente à l’ellipse enM. On

sait d’après la question précédente que−→u (t) est orthogonal à
−→
f ′ (t) et donc il dirige la normale enM à l’hyperbole.

On sait d’après l’exercice 2.13 page 91 qu’il dirige aussi labissectrice extérieure des droites(FM) et (F′M).

4. C’est la bissectrice intérieure des droites(FM) et (F′M).

7.7.5 Coniques et coordonnées polaires

Exercice 7.17 ♥
Construire les coniques d’équation polaire :

1. r = 5

1+ 3
2

cosθ
2. r = 4

2
p

2+cosθ+ sinθ
3. r = 1

1+ sinθ

Solution :

1. On identifie avec la formule donnée dans le cours et on
reconnaît une hyperbole d’excentricitée = 3/2, de foyer
O, d’axe focale d’équation polaireθ = 0 (l’axe des ab-
scisses) et de directrice d’équation polairer = 5

3
2 cosθ

.

Cette droite est donc perpendiculaire à l’axe des ab-
scisses et se trouve à une distance10/3 deO. Les deux
sommets de l’hyperbole sont sur l’axe focal et sont don-
nés parθ= 0 etθ=π. On obtientr = 5/(1+3/2cos 0) =
2 et r = 5/(1+ 3/2cosπ) = −10. Les coordonnées po-
laires des deux sommets sont donc(2,0) et (10,0). Le
centre de l’hyperbole est le milieu du segment formé
par les sommets et il se trouve donc en le point de co-
ordonnées polaire(6,0).

1

2

3

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11−1

O

2. On a

2
p

2+cosθ+sinθ=
p

2

(
2+

p
2

2
cosθ+

p
2

2
cosθ

)
= 2

p
2
(
1+ 1

2
cos(θ− π

4
)
)

donc l’équation s’écrit aussir =
p

2

1+ 1
2 cos(θ− π

4 )
. On

reconnaît une ellipse d’excentricitée = 1/2, de foyerO,
de directrice la droite d’équation polairer = 2

p
2

cos(θ−π
4 )

.

Cette droite est à une distance2
p

2 de O. L’axe focal
est la droite perpendiculaire à la directrice et qui passe
par le foyer. C’est donc la bissectrice principale.

1

−1

−2

1−1−2

O

3. L’équation s’écrit aussir = 1/(1+ cos(θ−π/2)) et on
reconnaît une conique d’excentricitée = 1, c’est-à-dire
une parabole. Son foyer est enO, sa directrice admet
comme équation polairer = 1/cos(θ−π/2). Cette droite
est parallèle à l’axe des abscisses et passe par le point
de coordonnées cartésiennes(0,1). L’axe focal est donc
l’axe des ordonnées et le sommet de la parabole a pour
coordonnées(0,1/2).

1

−1

−2

−3

−4

1 2−1−2−3 O
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7.7.6 Courbes du second degré

Exercice 7.18 ♥
On considère la courbeE d’équation :

x2 +4y2 +4x −8y +4 = 0

Déterminer sa nature et préciser ses éléments géométriques.

Solution : Le discriminant de la courbe vaut4. La courbe est donc une ellipse ou est réduite à un point ou vide. On
effectue un changement d’origine du repère défini par les formules

{
x = X+α

y = Y+β

pour éliminer les termes enx et y . On choisit à cette finα etβ avec

{
2α+4 = 0

8β−8 = 0

c’est-à-direα=−2 etβ= 1. L’origine du nouveau repère estΩ

∣∣∣∣
−2

1
et dans ce nouveau repère l’équation devient

X2

4
+Y = 1

On reconnaît l’équation d’une ellipse de centreΩ et de demi axesa = 2 et b = 1. Dans les nouvelles coordonnées, les

foyers sontF
∣∣∣∣
c

0
et F

∣∣∣∣
−c

0
avecc =

p
a2 −b2. Les directricesD etD′ admettent comme équation respectives :X = a2/c et

X =−a2/c aveca2/c = 4
p

3/3. Enfin l’excentricité de l’ellipse este = c/a =
p

3/2.

−1

10−1−2−3−4−5

0

2

3

1

Exercice 7.19 ♥
On considère la courbeH d’équation :

−9x2 +16y2 +18x −32y −137 = 0

Déterminer la nature deH et préciser ses éléments géométriques : sommets, foyers, directrice, excentricité, asymp-
totes.

Solution : Procédant comme dans l’exercice précédent, on supprime lestermes linéaires dans l’équation cartésienne

deH grâce à un changement de variable

{
x = X+α

y = Y+β
ce qui amène le système

{
−18α+18 = 0

32β−32 = 0
et doncα = β = 1.
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L’origine du nouveau repère est doncΩ

∣∣∣∣
1

1
et l’équation deH s’écrit :

Y2

9
− X2

16
−1 = 0.

On effectue alors une rotation d’angleπ/2 :

{
u = Y

v =−X
et dans ces dernières coordonnées, l’équation deH devient :

u2

9
− v2

16
−1= 0.

La courbeH est donc une hyperbole de demi axesa = 3 etb = 4. Dans les coordonnées(u, v), les foyers deH sontF
∣∣∣∣
c

0

et F

∣∣∣∣
−c

0
avecc =

p
a2 +b2 = 5. Les directricesD etD′ admettent comme équations respectives :X = a2/c et X =−a2/c

aveca2/c = 9/5. Enfin l’excentricité de l’hyperbole este = c/a = 5/3 et ses asymptotes sontδ : y = b
a x etδ′ : y =− b

a x

avecb/a = 4/3.

10

6

2

2

−6

−10

121086

8

4

4

−2

0

0
−2

−4

−8

−4−6−8−10

Exercice 7.20 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

2x2 + y2 +
p

3x y −1 = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.

Solution : Le discriminant de cette courbe est∆= 5/4 > 0. La courbe est une ellipse ou est réduite à un point ou vide.
Il n’y a pas de terme linéaire à éliminer. Afin de faire disparaître le terme enx y , on effectue une rotation d’angleθ et de

centreO :

{
x = cosθX− sinθY

y = sinθX+cosθY
. Le coefficient devantXY est

p
3(cos2θ− sin2θ)−2cosθsinθ =

p
3cos 2θ− sin 2θ

= 2

(p
3

2
cos2θ− 1

2
sin2θ

)

= −2cos
(
2θ+ π

6

)

qui s’annule par exemple pourθ=−π/3. Pour cette valeur deθ, l’équation de la courbe devient

x2

2
+ y2

2

5

−1 = 0
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La courbe est une ellipse de centreO, de demi axesa =
p

2 et b =
p

(2/5), d’excentricitée = 2
p

5/5. Dans le nouveau

repère, l’équation des directrices estX =±
p

10

2
et les foyers ont pour coordonnées :

(
±2

5

p
10,0

)
.

0,4

1,6

−2,4

2,4

2,0

1,2

−0,4

−0,8

−1,2

−1,6

−2,0

1−1 2

0,0

0

0,8

−2

Exercice 7.21 ♥

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

x2 +6x y + y2 +4
p

2x = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.

Solution : Le discriminant de cette courbe est∆=−8 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites

sécantes. On effectue le changement de variable

{
x = X+α

y = Y+β
afin de supprimer les termes linéaires, ce qui amène le

système :

{
3α+β= 0

α+3β+2
p

2= 0
qui admet comme solution :α =

p
2/4 et β= −3

p
2/4. L’équation s’écrit alors dans le

repère de centreω
∣∣∣∣
p

2/4

−3
p

2/4
:

X2 +6XY+Y2 +1 = 0.

Afin de faire disparaître le terme enXY, on effectue une rotation d’angleθ et de centreω :

{
X = cosθu− sinθv

Y = sinθu+cosθv
. Le

coefficient devantuv est

6
(
cos2θ− sin2θ

)
= 6cos (2θ)

qui s’annule par exemple pourθ=π/4. Pour cette valeur deθ, l’équation de la courbe devient

2u2 −4v2 = 1

La courbe est une hyperbole de centreΩ, de demi axesa =
p

2/2 et b = 1/2, d’excentricitée =
p

6/2. Dans le nouveau

repère, l’équation des directrices estX =±
p

3

3
et les foyers ont pour coordonnées :

(
±
p

3

2
,0

)
.
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−3

2

1

−2

0

1−1

−1

20−2

Exercice 7.22 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

x2 +2x y + y2 +4
p

2
(
x − y

)
= 0

Déterminer sa nature (on effectuera une rotation de centreO et d’angle3π/4), puis tracer cette courbe en précisant son
centre et son excentricité.

Solution : On calcule le discriminant∆= 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles
ou l’ensemble vide. Par le changement de coordonnées suggéré, l’équation devient

y2 −4x = 0.

La courbe est donc une parabole de sommetO, de directrice la droite d’équation estX =−1 et de foyerF
∣∣∣∣
1

0
.

210

5

−1

3

4

−3
−1

−3

−5

−5

2

−2

1

0

−2

−4

−4

−6 53 64

Exercice 7.23 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

x2 −4y2 = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.
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Solution : On calcule le discriminant∆=−4 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.
Remarquons quex2−4y2 = (x−2y)(x+2y) et donc que la courbe est la réunion des deux droites sécantesenO x−2y = 0

et x +2y = 0.

Exercice 7.24 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

x2 +3x +4y +1 = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.

Solution : On calcule le discriminant∆= 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles
ou l’ensemble vide. On réduit l’expression

x2 +3x +4y +1 = 0 ⇐⇒
(
x + 3

2

)2
+4

(
y − 5

16

)
= 0

ce qui nous amène à effectuer le changement de variable

{
X = x + 3

2

Y = y − 5
16

.

L’origine du nouveau repère estΩ

∣∣∣∣
− 3

2
5

16

et dans ce nouveau repère l’équation devient

X2 +4Y = 0

On effectue ensuite une rotation des axes d’angle−π
2

définie
{

x =−Y

y = X
.

L’équation devient alors dans ce nouveau repère
y2 −4x = 0

donc c’est une parabole de paramètrep = 2 et de centreΩ. Son foyer estF
∣∣∣∣
1

0
et sa directrice admet comme équation

x =−1.

−2,5

−1

−3

−5

1

0

−2

−4

5,02,50,0−5,0

Exercice 7.25 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

2x2 −3x +2y2 +4y −3 = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.
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Solution : On calcule le discriminant∆ = 4. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide.Par un
changement d’origine du repère défini par les formules

{
x = X+α

y = Y+β

pour éliminer les termes enx et y , on choisitα etβ avec

{
4α−3 = 0

β+1 = 0

c’est-à-direα= 3
4

etβ=−1. L’origine du nouveau repère estΩ

∣∣∣∣
3
4
−1

et dans ce nouveau repère l’équation devient

X2 +Y2 − 49

16
= 0

On reconnaît l’équation d’un cercle de centreΩ et de rayon7
4 .

0,4

−0,4

−2,0

−2,8

−3,6

0,8

0,0

−0,8

−1,2

−1,6

−2,4

−3,2

−4,0

210−1−2

Exercice 7.26 ♥
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

x2 + x y + y2 −1= 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.

Solution : On calcule le discriminant∆ = 12 −
(

1
2

)2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide.
L’équation ne présente pas de termes enx et y . On effectue une rotation des axes d’angleθ définie par les formules de
changement de repère {

x = cosθX− sinθY

y = sinθX+cosθY

et pour annuler le terme enx y , on choisitcos(2θ) = 0, c’est-à-direθ = π/4. L’équation devient alors dans ce nouveau
repère

X2

2
3

+ Y2

2
= 1

c’est une ellipse d’excentricitée =
p

6
2

et de centreO. Dans le nouveau repère les directrices ont pour équation :

X =±
p

3 et les foyers ont pour coordonnées :

∣∣∣∣∣
± 2

p
3

3
0

. On trace sans peine cette ellipse.
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3

2

1

−1

−3

−2

2−1

0

10−2

Exercice 7.27 ♥

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation

25x2 −14x y +25y2 +64x −64y −224 = 0

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisantle centre et l’excentricité.

Solution : On calcule le discriminant∆ = 252 −72 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide.
Par un changement d’origine du repère défini par les formules

{
x = X+α

y = Y+β

pour éliminer les termes enx et y , on choisitα etβ avec

{
25α−7β =−32

−7α+25β = 32

c’est-à-direα=−1 etβ= 1. L’origine du nouveau repère estΩ

∣∣∣∣
−1

1
et dans ce nouveau repère l’équation devient

25x2 −14x y +25y2 = 288

On effectue ensuite une rotation des axes d’angleθ définie par les formules de changement de repère
{

x = cosθX− sinθY

y = sinθX+cosθY

et pour annuler le terme enx y , on choisitcos(2θ) = 0, c’est-à-direθ = π/4. L’équation devient alors dans ce nouveau
repère

X2

42
+ Y2

32
= 1.

C’est une ellipse d’excentricitée =
p

7/4 et de centreΩ. On trace sans peine cette ellipse.
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−1

−2

−2

4

−3 5−4 6−5 4−6

−4

3−7 0

−7

0

−6

5

7

6

3

2

2

1

−1

−5

−3

1

Exercice 7.28 ♥

On considère la courbe d’équation

3x2 +4x y −12x +16 = 0

dans le repère canonique. Montrer (avec le moins de calculs possibles) que cette courbe est une hyperbole dont on
précisera les demi-axes ainsi que le centre.

Solution : Le discriminant vaut∆ = −4 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la réunion de deuxdroites
sécantes. Par un changement d’origine de repère défini par les formules

{
x = X+α

y = Y+β

pour éliminer les termes linéaires, on choisitα etβ vérifiant

{
3α+2β = 6

α = 0

c’est-à-direα = 0 et β = 3. Le centre du nouveau repère a pour coordonnéesΩ

∣∣∣∣
0

3
. Par un changement de repère or-

thonormé (rotation des axes), on sait que l’on peut trouver un angleθ tel que dans le nouveau repère, la courbe ait pour
équation

Ax2 +Cy2 =−16

mais puisque {
AC =∆=−4

A+C = 3

A et C sont racines du trinômeT2 −3T −4 = 0, c’est-à-dire{A,C} = {−1,4}. Les deux équations possibles de la courbe
sont donc

x2

42
− y2

22
= 1 ou − x2

22
+ y2

42
= 1

On reconnait une hyperbole de demi-axes4 et 2 . le centre est le pointΩ
∣∣∣∣
0

3
.
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4 6

10,0

5,0

0,0

3

−5,0

521

7,5

0

2,5

−2,5

−2−3−4 −1−5−6

Exercice 7.29 ♥♥
On considère un polynôme de degré3 :

P = X3 +λX2 +µX+δ

et la courbe formé des pointsM

∣∣∣∣
x

y
d’équation

C : P(y) = P(x)

Montrer que :
a. Siλ2 −3µ< 0, C est une droite à préciser.
b. Siλ2 −3µ> 0, C est la réunion d’une droite et d’une conique. On montrera quel’excentricité de cette conique

est indépendante deP.

Solution : L’équation deC s’écrit en factorisant par(y − x) :

[y − x](x2 + x y + y2 +λ(x + y)+µ) = 0

La courbe contient la droite d’équationy = x (première bissectrice). Intéressons-nous à la courbe du second degré. Par
un changement de repère défini par les formules

{
x = X+α

y = Y+β

on peut annuler les termes enx et y en choisissantα etβ solutions du système
{

2α+β =−λ
α+2β =−λ

c’est-à-direα= β=−λ/3. Dans ce nouveau repère, l’équation devient

X2 +XY+Y2 = λ2 −3µ

3

Si λ2 −3µ < 0, cette courbe est vide. Sinon, on sait que par une rotation des axes, on peut trouver un nouveau repère
dans lequel l’équation devient

AX2 +BY2 =
λ2 −3µ

3

avec∆= AB = 1−1/4 = 3/4 > 0 et A+B = 2. On reconnaît une ellipse.A et B sont racines du trinôme4T2 −8T+3 = 0,
c’est-à-dire{3/2,1/2}. L’équation réduite de l’ellipse s’écrit

x2

a2
+

y2

b2
= 1 avec





a2 =
λ2 −3µ

3A

b2 = λ2 −3µ

3B

Pour avoira > b, on prendA <B. Alors l’excentricité vaute = c/a =
p

1−b2/a2 =
p

1−A/B =
p

2/3 .
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Chapitre 8
Nombres entiers naturels, ensembles finis,
dénombrements

L’administration pénitentiaire dispose,
avec ses quinze mille forçats

de trente mille paires de bras.
Pierre MILLE, L’œuvre coloniale, 21 septembre 1923.

Nos correspondants nous font remarquer que
25×8 = 20000 et non pas25000.
Pourquoi pas ? 26 octobre 1928.

Pour bien aborder ce chapitre

La construction de l’ensembleN des entiers naturels a été formalisée pour la première fois au 19e siècle par le mathémati-
cien italien Giuseppe Peano et le mathématicien allemand Richard Dedekind. Celle-ci s’avère assez aride et délicate aussi
il n’est pas question de l’aborder ici. Nous nous contenterons d’admettre l’existence deN et de supposer qu’il vérifie les
règles suivantes :

1 N est non vide.

2 N est totalement ordonné: pour toutx, y ∈N, on ax É y ou y É x.

3 Toute partie non vide deN possède un plus petit élément: si A ⊂ N est non vide, alors il existea ∈ A tel que
∀x ∈ A, a É x.

4 Toute partie non vide et majorée deN possède un plus grand élément.

Ce sachant qu’une partie non videA ⊂N :
– est majorée s’il existeM ∈N tel que∀x ∈ A, x É M.
– admet un plus grand élément si il existea ∈ A tel que∀x ∈ A, x Ê a.

Des propriétés deN découlent directement, comme nous le verrons, le principe de récurrence. Ces propriétés nous per-
mettront aussi d’introduire la notion très intuitive de cardinal puis de faire quelques premiers pas dans les techniques de
dénombrement.
Le lecteur est invité à reprendre la section A.4 page 1131 de l’annexe A s’il n’est pas à l’aise avec les rudiments de théorie
des ensembles et les notions d’applications injective, surjective et bijective.
Comme indiqué dans le programme officiel, la connaissance des démonstrations des sections 8.1 et 8.2 n’est pas exigible
des étudiants.

8.1 Ensemble des entiers naturels - Récurrence

8.1.1 Ensemble des entiers naturels

Les propriétés suivantes sont conséquences de celles ci dessus :

PROPOSITION8.1 Construction des entiers naturels

1. N possède un plus petit élément, noté0.
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2. N\ {0} possède un plus petit élément, noté1.

On peut ainsi nommer les entiers successifs :

1. Pour toutn ∈N, la partie
{

p ∈N | p > n
}

possède un plus petit élément, appelé successeur den et notén+1.

2. Pour toutn ∈N, la partie
{

p ∈N | p < n
}

possède un plus grand élément, appelé prédécesseur den et notén−1.

Démonstration La proposition est une conséquence directe des règles1 et 3 précédentes.

8.1.2 Principe de récurrence

Il est de règle en Danemark que ce soit un Frédéric qui succèdeà un Christian,
et un Christian qui succèdeà un Frédéric,

quels que soient les prénoms de ses prédécesseurs.
La Petite République, 13 juin 1907.

THÉORÈME 8.2 ♥♥♥ Principe de récurrence
Soit Pn un prédicat surN. On suppose qu’il existe un entiern0 tel que :

H1 Pn0 est vrai.

H2 ∀n Ê n0, Pn =⇒ Pn+1

alorsPn est vrai pour toutn Ê n0.

Démonstration Soit F =
{

k ∈N | k Ê n0 et Pk est fausse
}
. Prouver le théorème revient à montrer queF est un ensemble vide.

Supposons que ce ne soit pas le cas. AlorsF possède un plus petit élémentk0 ∈N. On a nécessairementk0 > n0 et Pk0
est fausse.

De plusk0 − 1 Ê n0 et Pk0−1 est vraie. Mais d’après l’hypothèse2, Pk0
doit aussi être vraie ce qui est une contradiction. Par

conséquentF =∅ et le principe de récurrence est prouvé.

Remarque 8.1 On peut comprendre ce théorème en se représentant les prédicatsPn comme des dominos.
– Montrer que le prédicatP0 est vrai revient à faire tomber le premier domino.
– Affirmer que, pour toutn , le prédicatPn entraine le prédicatPn+1 revient à supposer que si un domino tombe alors il

entraine dans sa chute le suivant.
Si ces deux conditions sont réunies, on fait chuter tous les dominos...

Pour rédiger une récurrence on pourra utiliser le plan suivant.

PLAN 8.1 : Pour rédiger une récurrence

On veut prouver que pour toutn ∈N une propriété donnéePn est vraie.

1 On montre queP0 est vraie.

2 Soit n ∈N.

3 On suppose quePn est vraie. C’est l’hypothèse de récurrence. On montre quePn+1 est vraie.

4 D’après le principe de récurrence, la propriétéPn est vraie pour toutn ∈N.

Exemple 8.1

Montrer par récurrence que :∀n ∈N, 0+1+2+3+ . . .+n = n (n+1)

2
.

1 L’égalité est vraie au rang0 : 0= 0(0+1)

2
.

2 Soit n ∈N.

3 On suppose que0+1+2+3+ . . .+n = n (n+1)

2
.

Montrons que0+1+2+3+ . . .+n+ (n+1) =
(n+1) (n+2)

2
. On a :

0+1+2+3+ . . . +n+ (n+1) = n (n+1)

2
+ (n+1) d’après l’hypothèse de récurrence

= (n+1) (n+2)

2

ce qu’il fallait démontrer.

4 L’égalité0+1+2+ . . .+n = n (n+1)

2
est vraie pour toutn ∈N d’après le théorème de récurrence.
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Il existe des variantes importantes du théorème de récurrence. Citons en deux :

THÉORÈME 8.3 ♥ Récurrence double
Soit Pn un prédicat surN. On suppose qu’il existe un entiern0 tel que :

H1 Pn0 et Pn0+1 sont vrais.

H2 ∀n Ê n0, [Pn et Pn+1] =⇒ Pn+2

alorsPn est vrai pour toutn Ê n0.

THÉORÈME 8.4 ♥ Récurrence forte
Soit Pn un prédicat surN. On suppose qu’il existe un entiern0 tel que :

H1 P0 est vrai.

H2 ∀n Ê 0, [P0,P1, . . . ,Pn] =⇒ Pn+1

alorsPn est vrai pour toutn Ê 0.

Exemple 8.2Les exercices 8.6 et 8.7 page 319 utilisent le principe de récurrence double. La démonstration du théorème
20.15 page 756 se fait par une récurrence forte.

8.1.3 Suite définie par récurrence

Rappels :

– SoitE un ensemble. On appelle suite deE une application deN (ou d’une partie deN) dansE.
– L’image de l’entiern est notéeun .
– La suite est notée(un ).

DÉFINITION 8.1 ♥ Suite définie par récurrence
Une suite peut être construite de la façon suivante :

1. On fixe unecondition initiale u0.

2. On se donne unerelation, ditede récurrence, permettant de déterminer chaque terme de la suite en fonction du
précédent :un+1 = f (un).

Le principe de récurrence permet d’affirmer l’existence et l’unicité d’une suite satisfaisant à ces deux conditions.

On va voir différents exemples de suites définies par récurrence dans les deux prochains paragraphes.

8.1.4 Notations
∑

et
∏

DÉFINITION 8.2 ♥ Notation
∑

Soit (un) une suite à valeurs dans un ensemble muni d’une loi additive.On définit Sn =
n∑

k=0

uk par la relation de

récurrence suivante : {
S0 = u0

∀n ∈N,Sn+1 = Sn +un+1

Exemple 8.3
n∑

k=0

k = 0+1+2+ . . .+n
n∑

k=0

k2 = 02 +12 +22 + . . .+n2

DÉFINITION 8.3 ♥ Notation
∏

Soit (un ) une suite à valeurs dans un ensemble muni d’une loi multiplicative. On définitSn =
n∏

k=0

uk par la relation de

récurrence suivante : {
P0 = u0

∀n ∈N,Pn+1 = Pn ×un+1
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Exemple 8.4 Soit a est un réel :
n∏

k=0

a = a × . . .×a︸ ︷︷ ︸
n facteurs

= an+1

DÉFINITION 8.4 ♥ Factorielle
On définit par récurrence la suite(n!) à valeurs dansN par :

{
0! = 1

∀n ∈N, (n+1)! = n!× (n+1)

Pour un entiern, le nombren! s’appelle lafactorielleden et se lit «n factorielle ».

PROPOSITION8.5 ♥ Écriture développée den!

Pour toutn ∈N∗ :
n! = 1×2×3× . . .× (n−1)×n.

Exemple 8.5

– 0! = 1

– 1! = 1

– 2! = 2

– 3! = 6

– 4! = 24

– 5! = 120

– 6! = 720

– 7! = 5040

8.1.5 Suites arithmétiques et géométriques

DÉFINITION 8.5 ♥ Suite arithmétique
On appellesuite arithmétique de raisonr ∈C la suite donnée par la relation de récurrence :

{
u0 ∈C

∀n ∈N, un+1 = un + r

PROPOSITION8.6 ♥♥♥ Terme général d’une suite arithmétique et somme arithmétique

∀n ∈N, un = u0 +nr et
n∑

k=0

uk = (n+1) u0 +
n (n+1)

2
r

Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. Laseconde a été prouvée dans l’exemple 8.1 page
305.

PLAN 8.2 : Pour montrer qu’une suite(un ) est arithmétique

Pour toutn ∈N, on montre que la différenceun+1 −un est constante.

DÉFINITION 8.6 ♥ Suite géométrique
On appellesuite géométrique de raisonq ∈C la suite donnée par la relation de récurrence :

{
u0 ∈C

∀n ∈N, un+1 = qun

PROPOSITION8.7 ♥♥♥ Terme général d’une suite géométrique et somme géométrique

∀n ∈N, un+1 = u0qn et
n∑

k=0

uk =





u0.
1−qn+1

1−q
si q 6= 1

(n+1) u0 si q = 1
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Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. Pour la seconde on peut faire ainsi. Soitq ∈C\{1}. On
calcule (

1−q
) (

1+q +q2 + . . .+qn
)
=

(
1+q +q2 + . . .+qn

)
−

(
q +q2 +q3 + . . .+qn+1

)
= 1−qn+1

et il s’ensuit que1+q +q2 + . . .+qn =
(
1−qn+1

)
/
(
1−q

)
. Donc

u0 +u1 +u2 + . . .+un = u0 +u0q +u0q2 + . . .+u0qn = u0

(
1+q +q2 + . . .+qn

)
= u0

1−qn+1

1−q
.

Si q = 1, la formule est évidente.

PLAN 8.3 : Pour montrer qu’une suite(un ) est géométrique

Pour toutn ∈N, on montre que le quotientun+1/un est constante.

Remarque 8.2 On appellesuite arithmético-géométriqueune suite vérifiant une relation de récurrence de la forme
un+1 = kun +r . Lorsquek = 1, on a une suite arithmétique et lorsquer = 0, on a une suite géométrique de raisonk. Dans
le cas général, la méthode la plus rapide pour exprimerun en fonction den etu0 consiste à déterminer une suite constante
(α) vérifiant la relation de récurrence :α= kα+r . La suite(vn) = (un −α) vérifie vn+1 = kvn (suite géométrique) et donc
vn = kn v0. On en déduit queun =α+ (u0 −α)kn oùα= r /(1−k).

8.2 Ensembles finis

Cette section aborde les problèmes de dénombrement. Pour être en mesure de la comprendre, il faut être à l’aise avec les
notions d’application, d’injection, de surjection et de bijection. Il faut aussi posséder quelques rudiments en théorie des
ensembles. On pourra consulter à cette fin les sections A.2 page 1129 et A.4 page 1131 de l’annexe A.

8.2.1 Définitions
✎ Notation 8.6 Soit (m,n) ∈N2 tels quem < n. On convient de noter�m,n� l’ensemble des entiers compris entrem et
n :

�m,n� = {k ∈N | m É k É n}

LEMME 8.8 Un premier lemme technique
Soit (m,n) ∈N2. Si il existe une bijection de�1,m� dans�1,n� alorsm = n

Démonstration La démonstration de ce lemme est difficile aussi on l’admettra. On pourra consulter l’exercice 8.13 page 322 qui
lui est consacré.

PROPOSITION8.9 ♥ Ensemble fini,Cardinal
Soit E un ensemble. On dit queE est unensemble finisi :

{
Soit E =∅

Soit il existen ∈N et une bijection entreE et �1,n�

Si un tel entiern existe, il est alors le seul à vérifier cette propriété. On l’appellecardinaldeE et on le noteCard(E) ou
|E| ou encore♯E.
Si E est vide, on dit que son cardinal est nul :Card(E) = 0.
Si un ensemble n’est pas fini alors on dit qu’il estinfini.

Démonstration Supposons queE 6=∅ et supposons qu’il existe deux entiersn et m et deux applications bijectivesϕ : E →�1,n�
etψ : E →�1,m� alorsϕ◦ψ−1 est une bijection de�1,m� dans�1,n� et d’après le lemme précédent, on an = m.

Remarque 8.3 Il ne faut pas être décontenancé par le côté abstrait de cettedéfinition. Quand on dénombre un ensemble
d’objets, on ne fait rien d’autre que de construire une bijection entre cet ensemble et l’intervalle d’entiers�1,n�.

DÉFINITION 8.7 ♥ Ensembles équipotents
Deux ensembles finis sont ditséquipotentssi ils ont même cardinal.

8.2.2 Propriétés des cardinaux
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LEMME 8.10 Un second lemme technique
Soit E un ensemble fini de cardinaln 6= 0 et soita ∈E. L’ensembleE′ = E \ {a} est fini de cardinaln−1.

Démonstration CommeE est de cardinaln > 0, il existe une bijectionϕ : E →�1,n�. Il y a deux possibilités :
• Si ϕ(a) = n alorsϕ|E′ est définie surE′ et à valeurs dans�1,n −1� et est bijective.
• Si ϕ(a) = p < n alors en considérant l’applicationψ : �1,n� → �1,n� qui échangep et n et laisse invariant les autres éléments de

�1,n�, ψ est bijective et il en est de même deψ◦ϕ : E →�1,n�. De plus,ψ◦ϕ(a) = n et on est ramené au cas précédent.

THÉORÈME 8.11 Partie d’un ensemble finie
Si E est un ensemble fini etF une partie deE alors :
– F est un ensemble fini etCard(F) É Card(E).
– Card(F) = Card(E) ⇐⇒ F= E

Démonstration Démontrons la première propriété par récurrence sur le cardinal deE.
• Si Card(E) = 0 alorsE est vide et il en est de même deF. La propriété est donc démontrée au rang0.
• Soit n ∈N. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinaln et montrons là pour un ensembleE de cardinaln +1.

• Si F = E alorsF est fini etCard(F) = Card(E)

• Sinon, il existe un élémenta de E qui n’est pas élément deF. Posons :E′ = E \ {a}. E′ est non vide,F est inclus dansE′ et
par application du lemme précédent,E′ est de cardinalCard(E)−1 = n +1−1 = n. On peut alors appliquer àE′ l’hypothèse
de réccurence :F est un sous ensemble fini deE′, donc deE et Card(F) É Card

(
E′)= Card(E)−1 < Card(E). La propriété est

alors prouvée par application du théorème de récurrence.
Démontrons maintenant la seconde propriété. On sait déjà que siF = E alorsCard(F) = Card(E). Il s’agit de prouver la réciproque.
Par l’absurde, nous supposons queCard(F) = Card(E) mais queF 6= E. Il existe alorsa ∈ E tel queF ⊂ E′ = E \ {a}. Mais, d’après le
lemme précédent,Card

(
E′)= Card(E)−1 et d’après la propriété que nous venons de prouver,Card(F) É Card

(
E′)= Card(E)−1 <

Card(E) ce qui contredit notre hypothèse de départ. Par conséquentE = F.

COROLLAIRE 8.12
Toute partie d’un ensemble fini est finie.

PROPOSITION8.13 Caractérisation des parties finies deN
Une partie deN est finie si et seulement si elle est majorée.

Démonstration
⇒ SoitA une partie finie deE. Nous allons effectuer une démonstration par récurrence sur le cardinaln deA pour prouver qu’elle

est majorée.
• Si n = 0 alorsA est vide et donc majorée par n’importe quel entier.
• Fixonsn ∈N et supposons la propriété vraie pour un ensemble deA de cardinaln.
• SoientA un ensemble de cardinaln +1 et a ∈ A. Alors A \ {a} est un sous-ensemble de cardinaln deN. Il est, par application

de l’hypothèse de récurrence, majoré. Soitb un majorant deA \ {a}. Alors max(a,b) est un majorant deA et A est majoré.
• La propriété est alors prouvée par application du théorème de récurrence.

⇐ Soit A une partie deN majorée. Soitn un majorant deA. Alors A ⊂ �0,n� et par conséquent,A est finie de cardinal inférieur
ou égal àn.

LEMME 8.14 Un troisième et dernier lemme technique

1. Soitn ∈N. Si f est une bijection strictement croissante de�0,n� dansN alors :∀p ∈ �0,n� , f
(
p

)
Ê p.

2. Si f est une application strictement croissante deN dansN alors :∀n ∈N, f (n) Ê n.

Démonstration Nous allons effectuer une récurrence surn.
• Si n = 0 la propriété est trivialement vérifiée.
• Soit n ∈N.
• Supposons la propriété vraie au rangn et prouvons là au rangn +1. f est donc une bijection strictement croissante de�0,n +1�

dansN. Par conséquent,f|�0,n� est une bijection strictement croissante de�0,n� dansN et appliquant l’hypothèse de récur-
rence :∀p ∈ �0,n� , f

(
p

)
Ê p. En particulier,f (n) Ê n. Mais commef est strictement croissante :f (n +1) > f (n) Ê n donc

f (n +1) Ê n +1.
• La propriété est donc prouvée par application du principe derécurrence.
La seconde partie du lemme est une application de la premièreà f|�0,n�.

PROPOSITION8.15
Si P est une partie finie non vide deN de cardinaln alors il existe une et une seule bijection strictement croissante de
l’intervalle �1,n� dansP.

Démonstration
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– Prouvons par récurrence surn l’existence de cette bijection. Sin = 1 alorsP contient un unique élément qu’on notea. L’appli-
cationϕ définie sur le singleton{1} dans le singletonP = {a} qui à 1 associea est une bijection strictement croissante de�1,1�
dansP. Soitn ∈N∗. Supposons que pour un ensembleP de cardinaln il existe une bijection strictement croissante de�1,n� dans
P. SoitP un ensemble de cardinaln +1. CommeP est une partie finie deN, d’après la proposition 8.13,P admet un plus grand
élémenta. Alors P′ = P \ {a} est un ensemble de cardinaln et d’après l’hypothèse de récurrence, il existe une bijection stricte-
ment croissanteϕ : �1,n� → P′. On prolongeϕ à P en posantϕ(n +1) = a. Alorsϕ ainsi prolongée est une bijection strictement
croissante de�1,n +1� dansP cara est le plus grand élément deP. La propriété est alors prouvée par application du principede
récurrence.

– Prouvons maintenant l’unicité de cette bijection. Supposons queϕ1 etϕ2 sont deux bijections strictement croissantes de�1,n�
dansP. Alors ϕ = ϕ−1

2 ◦ϕ1 est une bijection strictement croissante de�1,n� dans lui-même. D’après le lemme précédent,

il s’ensuit que∀p ∈ �1,n� , ϕ
(
p

)
Ê p . Maisϕ−1 =ϕ−1

1 ◦ϕ2 est aussi une bijection strictement croissante de�1,n� dans lui-

même et on aussi que∀p ∈ �1,n� , ϕ−1
(
p

)
Ê p, ce qui s’écrit encore,ϕ étant strictement croissante :∀p ∈ �1,n� , p Êϕ

(
p

)
.

En conclusion,∀p ∈ �1,n� , ϕ
(
p

)
= p et doncϕ= id�1,n�. On a prouvé alors prouvé queϕ1 =ϕ2.

8.2.3 Applications entre ensembles finis

PROPOSITION8.16 Caractérisation des applications injectives entre ensembles finis
SoientE et F deux ensembles finis etf : E → F. On a :

1. Card
(

f (E)
)
É Card(E)

2. f est injective si et seulement siCard
(

f (E)
)
= Card(E)

Démonstration

1. Pour touty ∈ f (E), on choisit un élémentxy ∈ E tel quef
(
xy

)
= y. SoitF =

{
xy ∈ E | y ∈ f (E)

}
. f|F est une bijection deF sur

f (F) = f (E). Par conséquentCard
(

f (E)
)
= CardFÉ CardE.

2. ⇒ Si f est injective alorsf réalise une bijection deE sur f (E) et donc :Card
(

f (E)
)
= Card(E).

⇐ Réciproquement, siCard
(

f (E)
)
= Card(E) alors, avec les notations de la preuve précédente,Card(F) = Card

(
f (E)

)
=

Card(E) et donc tout élément def (E) possède un et un seule antécédent.f est donc injective.

THÉORÈME 8.17 Bijections et ensembles finis
SoientE et F deux ensembles finis de même cardinal etf : E → F. On a équivalence entre :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

Démonstration On a les équivalences :f est injective⇐⇒ Card
(

f (E)
)
= Card(E) ⇐⇒ Card

(
f (E)

)
= CardF ⇐⇒ f est surjective.

D’où l’équivalence des trois propositions.

PROPOSITION8.18 Principe des tiroirs
SoientE et F deux ensembles finis non vides avecCardE > CardF et f : E → F.
On a : f n’est pas injective. Autrement dit, il existe deux élémentsdistinctsi et j deE pour lesquelsf (i )= f ( j ).

Démonstration Par récurrence sur le cardinal deE. Si CardE = 2, alorsCardF= 1 et la proposition est claire.
Si CardE = n +1, alors on ne s’intéresse qu’auxF de cardinalÉ n. Si CardF < n, alors on applique la propriété de récurrence à la
restriction def à une partie deE à n éléments.
Si CardE = n, on considère la restrictioñf de f à une partieE \ {i0} deE à n éléments. Supposons qu’elle soit injective (sinon c’est
gagné), d’après la proposition 8.17, elle est surjective. Donc f (i0) admet un antécédenti1 par f̃ , et par suitef (i0) = f (i1) et f n’est
pas injective.

Remarque 8.4 Cette proposition de bon sens dit que si on range des chaussettes dans une commode, on est assuré
d’avoir au moins un tiroir qui comporte au moins deux chaussettes. Elle permet de résoudre un grand nombre d’exercices.

8.3 Opérations sur les ensembles finis

PROPOSITION8.19 ♥ Cardinal d’une réunion disjointe
SoientA et B deux ensembles finisdisjoints. Alors A∪B est fini et :

Card(A∪B) = Card(A)+Card(B)
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Démonstration Posonsn = Card(A) et m = Card(B). Soitϕ : A→�1,n� etψ1 : B →�1,m� deux bijections. Posons

ψ :

{
B −→ �n +1,n +m�
x 7−→ ψ(x)+n

.

L’applicationψ est encore bijective. Considérons enfin l’application :

θ :





A∪B −→ �1,m +n�

x 7−→
{
ϕ(x) si x ∈ A

ψ(x) si x ∈B

θ est clairement bien définie carA∩B =∅ et est une bijection deA∪B sur �1,m +n� ce qui prouve queCard(A∩B) = m +n =
Card(A)+Card(B).

COROLLAIRE 8.20 ♥ Cardinal du complémentaire
Soit A une partie d’un ensemble finiE alors

Card
(
Ac

)
= Card(E)−Card(A)

où Ac désigne le complémentaire deA dansE.

Démonstration Il suffit d’appliquer la proposition précédente àA et B = Ac .

COROLLAIRE 8.21 ♥ Cardinal d’une réunion finie disjointe
Plus généralement, siA1, . . . , An sontn parties d’un ensemble finiE deux à deux disjointes (c’est à dire telles que, pour
tout i , j ∈ �1,n�, Ai ∩A j =∅ si i 6= j ), alors :

Card(A1 ∪·· ·∪An) = Card(A1)+·· ·+Card(An) .

Démonstration La preuve est laissée en exercice au lecteur. Elle s’effectue par récurrence et la proposition précédente permet
d’initialiser cette récurrence.

COROLLAIRE 8.22 ♥ Lemme des bergers
Plus généralement, siA1, . . . , An sontn parties d’un ensemble finiE qui forment une partition deE (voir ?? p.??). On
suppose de plus que tous les(Ai )1ÉiÉn ont le même cardinal à savoirp. Dans ces conditions :

Card(E) = n×p .

COROLLAIRE 8.23 ♥ Cardinal d’une union
Si A et B sont deux parties d’un ensemble finiE alorsA∪B est fini et :

Card(A∪B)= Card(A)+Card(B)−Card(A∩B) .

Démonstration
On peut partitionnerA∪B de la façon suivante :

A∪B = (A \ (A∩B))∪ (A∩B)∪ (B \ (A∩B)) .

On applique alors la proposition précédente.

PROPOSITION8.24 ♥ Cardinal d’un produit cartésien
SoientE et F deux ensembles finis. AlorsE×F est fini et

Card(E×F) = Card(E)×Card(F) .
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Démonstration

y1 b

...

yl b

...

ym b

x1

b · · ·
xk

b · · · b

xn

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A
B

A×B

{xk }×B Supposons queA= {x1, . . . , xn } où n est le cardinal deA. On a :

A×B = {(a,b) | a ∈ A et b ∈ B} =
n⋃

k=1

({
xk

}
×B

)
(⋆) .

Pour touti ∈ �1,n� l’applicationθi :

{ {
xk

}
×B −→ B(

xi , y
)

7−→ y
est

bijective doncCard
({

xk

}
×B

)
= Card(B). De plus les ensembles

de la réunion(⋆) sont deux à deux disjoints. D’après la proposi-
tion précédente, on a :

Card(A×B) = Card({x1}×B)+ . . .+Card({xn }×B)

= Card(B)+ . . .+Card (B)︸ ︷︷ ︸
n fois

= n.Card (B) = Card(A)Card(B)

COROLLAIRE 8.25 Cardinal d’un produit fini
SoientE un ensemble fini et soitn ∈N∗. Alors En est fini et :

Card
(
En

)
= (Card(E))n

Démonstration Par une récurrence facile.

8.4 Dénombrement

8.4.1 Nombre dep-listes d’un ensemble fini

DÉFINITION 8.8 ♥ p-liste
SoientA un ensemble etp ∈N. On appellep-liste d’éléments deA toutp-uplet d’éléments deA c’est à dire tout élément
deAp .

Exemple 8.7
– (1,4,7,2,7) est une5-liste deN.
– (π,e, i ,−1) est une4-liste deC.
– (i ,e,π,−1) est une4-liste deC différente de la précédente.

PROPOSITION8.26 ♥ Nombre dep-listes d’un ensemble fini
SoientA un ensemble fini de cardinaln et p ∈N. Le nombre dep-listes d’éléments deA est np .

Démonstration On a :Card
(
Ep

)
= (Card(E))p = np .

À méditer :

Exemple 8.8
– Le nombre de codes de4 lettres est264.
– Le nombre de façons de réaliser un collier de30 perles avec3 couleurs de perles est330

– Le nombre de bouquets de10 fleurs quand on choisit ces fleurs parmi5 espèces est510.

8.4.2 Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini
✎ Notation 8.9 Si E et F sont des ensembles, l’ensemble des applications deE dansF est notéF (E,F) ou FE.

PROPOSITION8.27 ♥ Nombre d’application entre deux ensembles finis
Si E et F sont des ensembles sont des ensembles finis de cardinaux respectifsp et n alors :

Card(F (E,F)) = Card(F)Card(E) = np
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Démonstration Supposons queE = {x1, . . . , xn } où n = Card(E). Posons :θ :

{
FE −→ Fp

u 7−→ (u (x1) , . . . ,u (xn ))
. L’application

θ associe à toute fonction deE dansF la p-liste des images des éléments deE. θ est injective et surjective, donc bijective. On en
déduit queCard(F)Card(E) = np

8.4.3 Arrangement

DÉFINITION 8.9 ♥ Arrangement
Soit E un ensemble fini de cardinaln. Soit p ∈N∗. On appellep-arrangement deE une injection de

�
1, p

�
dansE. On

noteA
p
n le nombre dep-arrangements deE

Remarque 8.5
– A1

1 = n.
– Si p > n, A

p
n = 0.

– Si p = 0, l’unique application de l’ensemble vide dansE est injective et donc on écriraA0
n = 1.

Remarque 8.6 Se donner unp-arrangement revient à se donner unep-liste deE sans répétition.

En effet, d’après la définition, unp-arrangement deE est une injectionϕ de
�

1, p
�

dansE. Cette injection est entièrement
caractérisée par lap-liste de ses images :

(
ϕ (1) , . . . ,ϕ

(
p

))
. Il n’y a pas de répétition dans cettep-liste carϕ est injective.

PROPOSITION8.28 ♥ Nombre dep-arrangements d’un ensemble fini
SoientE un ensemble fini de cardinaln et p tels que0 É p É n. Le nombre dep-arrangements deE est :

A
p
n = n!(

n−p
)
!

.

Démonstration NotonsI l’ensemble desp-arrangements deE. CommeI est un sous ensemble deF (E,F) et que ce dernier
est de cardinal fini, il en est de même deI .
Afin de calculer le cardinal deI , nous allons effectuer un raisonnement par récurrence surp.

1. Sip = 0, on a déjà vu queA0
n = 1. La formule est donc vraie pourp = 0.

2. Si p = 1,
�

1, p
�
= {1} est un singleton et une injection de{1} dansE est déterminée par l’image de1 par cette injection.

CommeE compten éléments, il y an images possibles pour1 et cardinal deI estn =
n!

(n −1)!
.

3. Soitp < n ∈N.

4. Supposons la relation vraie au rangp, c’est notre hypothèse de récurrence, et vérifions là au rangp +1 É n. Une injection
ϕ de

�
1, p +1

�
dansE est déterminée par sa restriction à

�
1, p

�
: ϕ|�1,p� et par l’image dep +1 dansE. Par application

de l’hypothèse de récurrence, il y aAn
p possibilités pour le choix deϕ|�1,p� et du coupn −p possibilités pour le choix de

l’image dep +1 parϕ dansE. Au total, cela fait
(
n −p

)
×A

p
n possibilités, soitAp+1

n possibilités etCardI = A
p+1
n

5. Par application du théorème de récurrence, la formule estdémontrée.

COROLLAIRE 8.29 ♥ Nombre de bijections d’un ensemble fini
Si E est un ensemble fini de cardinaln, le nombre de bijections deE dans lui même estn!.

À méditer :

Exemple 8.10
– Le nombre de tiercés possibles quand 15 chevaux sont en course estA153.
– Le nombre de mots de4 lettressans lettre répétéeestA4

26.
– Le nombre de classements possibles dans une course automobile comptant20 voitures est20!.

8.4.4 Combinaison

DÉFINITION 8.10 ♥ Combinaison
Soit E un ensemble fini de cardinaln. Soit p ∈N∗. On appellep-combinaison deE un sous ensemble de cardinalp de

E. On noteC
p
n ou

(
n

p

)
le nombre dep-combinaisons deE
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Exemple 8.11
– {1,4,7,2,7} est une5-combinaison deN.
– {π,e, i ,−1} est une4-combinaison deC.
– {i ,e,π,−1} représente la même4-combinaison que la précédente.

Remarque 8.7

•
(

n

0

)
= 1 car l’ensemble vide est l’unique sous ensemble

deE ayant0 élément.

•
(

n

1

)
= n.

•
(

n

n

)
= n.

• Si p > n,

(
n

p

)
= 0.

PROPOSITION8.30 ♥ Nombre dep-combinaison d’un ensemble fini
SoientE un ensemble fini de cardinaln et p É n. Le nombre dep-combinaisons deE est

C
p
n = A

p
n

p !
= n!(

n−p
)
!p !

Démonstration Se donner unp-arrangement revient à se donner unep-combinaison puis à ordonner les éléments de cette
p-combinaison, c’est à dire à choisir une bijection de cettep-combinaison dans elle même. Le nombre de bijections d’unep-
combinaison deE dans elle même estp !. On a donc :

Nombre dep-arrangements deE =
(
Nombre dep-combinaisons dansE

)
×p !

Soit A
p
n = C

p
n ×p !. Ce qui prouve la propriété.

En résumé :

∀n, p ∈N C
p
n =

(
n

p

)
=





n!

p !
(
n−p

)
!

si p É n

0 si p > n

À méditer :

Exemple 8.12
– Le nombre de tirages possibles au loto est

(49
7

)
.

– Le nombre de mains (c’est à dire de5-uplet de cartes) au poker est
(32

5

)
.

PROPOSITION8.31 ♥ Relation de Pascal
Pour toutn ∈N et p ∈ �0,n� :

1

(
n

p

)
=

(
n

n−p

)

2 Formule de factorisation :

(
n

p

)
= n

p

(
n−1

p −1

)
si p Ê 1

3 Relation de Pascal:

(
n

p

)
+

(
n

p +1

)
=

(
n+1

p +1

)

Cette dernière égalité ainsi que la remarque 8.7 permettentde construire le triangle de Pascal :

COROLLAIRE 8.32 ♥ Triangle de Pascal

314



H
H
H
H
H
H
HH

n

p
0 1 2 3 4 5 6

0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0
4 1 4 + 6 4 1 0 0

5 1 5
q

10 10 5 1 0
6 1 6 15 20 15 6 1

À l’intersection de lape et de lane colonne, on lit le coefficient
(n

p

)
.

PROPOSITION8.33 ♥ Nombre de partie d’un ensemble fini
Soit E un ensemble de cardinaln. L’ensembleP (E) des parties deE a pour cardinal2n et donc :

n∑
p=0

(
n

p

)
= 2n

Démonstration On fait une démonstration par récurrence sur le cardinaln deE :

1. sin = 0 alorsCard(E) = 0 et E =∅. E ne contient donc que la partie vide etCard(E) = 20 = 1. La propriété est donc vraie au
rang0.

2. Soitn ∈N.

3. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinaln. C’est notre hypothèse de récurrence. Prouvons que la propriété
est vraie pour un ensemble de cardinaln +1. SoientE un ensemble de cardinaln +1 et a ∈ E. PosonsE′ = E \ {a}. E′ est de
cardinaln. Il y a deux types de parties dansE :

– Celles qui contiennenta. Ce sont exactement les parties deE′ auxquelles on adjointa. Par application de l’hypothèse de
récurrence, il y a2n parties dansE′ et donc2n parties deE qui contiennenta.

– Celles qui ne contiennent pasa. Ce sont exactement les parties deE′. Toujours par application de l’hypothèse de récur-
rence, on compte2n parties dansE′.

Au total,E est donc constitué de2n +2n = 2n+1 parties. La propriété est donc démontrée pour un ensemble decardinaln+1.

4. Par application du théorème de récurrence, la propriété est démontrée pour tout ensemble de cardinaln ∈N.

THÉORÈME 8.34 ♥♥♥ Formule du binôme de Newton

∀(a,b) ∈C2, ∀n ∈N, (a +b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ak bn−k

Démonstration Soient(a,b) ∈C2. Effectuons une récurrence surn.

1 si n = 0 l’égalité est trivialement vérifiée.

2 Soit n ∈N.

3 Supposons l’égalité vérifiée au rangn, c’est notre hypothèse de récurrence :

(a +b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k bk
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et prouvons la au rangn +1. On a :

(a +b)n+1 = (a +b) (a +b)n

= (a +b)

(
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k bk

)
par application de l’hypothèse de récurrence

= (a +b)

((
n

0

)
bn +

(
n

1

)
abn−1 +

(
n

2

)
a2bn−2 + . . .+

(
n

n −1

)
an−1b +

(
n

n

)
an

)

=
((

n

0

)
abn +

(
n

1

)
a2bn−1 +

(
n

2

)
a3bn−2 + . . .+

(
n

n −1

)
an b +

(
n

n

)
an+1

)

+
((

n

0

)
bn+1 +

(
n

1

)
abn +

(
n

2

)
a2bn−1 + . . .+

(
n

n −1

)
an−1b2 +

(
n

n

)
anb

)

=
(

n

0

)
bn+1 +

((
n

0

)
+

(
n

1

))
abn +

((
n

1

)
+

(
n

2

))
a2bn−1 + . . .+

((
n

n −1

)
+

(
n

n

))
anb +

(
n

n

)
an+1

=
(

n +1

0

)
bn+1 +

(
n +1

1

)
abn +

(
n +1

2

)
a2bn−1 + . . .+

(
n +1

n

)
anb +

(
n +1

n +1

)
an+1

La dernière ligne étant conséquence de la formule de Pascal.Ceci prouve que la formule est vraie au rangn +1.

4 La formule est démontrée par application du théorème de récurrence.

Remarque 8.8 On peut aussi écrire :

∀(a,b) ∈C
2, ∀n ∈N, (a +b)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
an−k bk .

DÉFINITION 8.11 ♥ Coefficients binomiaux
Les nombres

(n
p

)
sont aussi, en raison de cette dernière égalité, appeléscoefficients binomiaux.

BIO 6 Isaac Newton, né le 25 décembre 1642, mort le 19 mars 1727

Mathématicien Anglais. L’enfance d’Isaac Newton n’est pasparticulièrement
heureuse. Il perd son père à trois mois. Sa mère se re-marie quand il a trois ans
et il est alors élevé par sa grand mère. À seize ans, sa mère luienjoint de quitter
l’école afin qu’il devienne fermier. Elle se rend vite comptequ’il est plus doué pour
les mathématiques que pour l’agriculture aussi l’autorise-t-elle à retourner mener
ses études.
À dix-huit ans, il entre au Trinity College de Cambridge où ilest remarqué par
le mathématicien Isaac Barrow. Pendant sept ans, il étudie les mathématiques, la
physique, la philosophie et la théologie. En1665, il a vingt-cinq ans et la peste s’a-
bat sur la ville. Il est alors obligé de suspendre ses études et de retourner pour deux
ans dans son pays natal. C’est à cette période qu’il fera ses découvertes concernant
les lois de la gravitation universelle et à la décompositionde la lumière.
En 1669, il prend la chaire d’Isaac Barrow à Cambridge. Il publie sontraité sur le
calcul infinitésimal. Il fonde ainsi l’analyse moderne.
En 1687, il publie son œuvre majeure `̀Philosophiæ Naturalis Principia Mathe-
maticá´qui marque le début de la mathématisation de la physique etqui contient
tous les fondements de la mécanique.
En parallèle de ses travaux scientifiques, Newton s’initie àla chimie dès1666 et à l’alchimie dès1668. Il fit partie
d’un réseau secret d’alchimistes et se choisit le pseudonyme alchimique Ieoua Sanctus Unus qui signifie en français :
« Jéhovah Unique Saint », qui est aussi l’anagramme d’Isaac Neuutonus. Il garda pendant25 ans le secret sur cette
activité. La citation suivante de Keynes permet de comprendre pourquoi un génie de l’envergure de Newton a pu
s’intéresser à l’alchimie : « Newton n’est pas le premier de l’âge de la Raison. Il est le dernier des Babyloniens et
des Sumériens, le dernier grand esprit qui a contemplé le monde visible et intellectuel avec les mêmes yeux que ceux
qui ont commencé à construire notre héritage intellectuel il y a quelque 10 000 ans. »
Newton avait une personnalité complexe et tourmentée. Il répugnait à publier ses travaux, ce qui lui valut différentes
querelles de paternité pour certaines de ses inventions. De1692 à1693, il souffre d’une grande période de dépression
et vit dans un état de prostration mélangeant paranoïa et hallucinations.
En 1699, il rejoint Londres car il est nommé membre du Conseil et de laRoyal Society. Il en deviendra président
quatre années plus tard. Il est anobli en1705. Il meurt à Kensington à l’âge de84 ans. Il est inhumé en grande pompe
à l’abbaye de Westminster où sont enterrés les rois d’Angleterre.
Il est considéré comme un des plus grands génies de l’humanité.
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Remarque 8.9 La formule du binôme permet de donner une démonstration algébrique de la formule

∀n ∈N,
n∑

p=0

(
n

p

)
= 2n

PROPOSITION8.35 ♥ Factorisation dean −bn

Soient(a,b) ∈C2 et n ∈N. On a :

an −bn = (a −b)
n−1∑

k=0

an−k−1bk

Démonstration Il suffit de développer la partie de droite de cette égalité etde remarquer que les termes de la somme se télescopent.

En résumé

A l’issue de ce chapitre, il convient de bien savoir effectuer un raisonnement par récurrence et d’être à l’aise avec sa
rédaction.
La connaissance desp-listes, desp-arrangements et desp-combinaisons permet de résoudre des problème de combina-
toire. Une des difficultés principales est de choisir le bon outil parmi ces trois. Le tableau qui suit devrait vous être d’une
certaine aide.

Tableau récapitulatif

Ordre important Répétitions possibles Calcul Exemple

p-liste oui oui np code
p-arrangement oui non A

p
n tiercé

p-combinaison non non C
p
n loto

La formule du binôme est un résultat essentiel qu’on étendraaux anneaux dans le chapitre 19. On pourra ainsi l’utiliser
dans le cadre du cours d’algèbre linéaire avec des endomorphismes ou des matrices.
Enfin, afin d’être à l’aise avec les manipulations et les calculs de sommes ou de produits et avant de vous lancer dans les
exercices, lisez le paragraphe B.2 page 1158 de l’annexe B.
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8.5 Exercices

8.5.1 Principe de récurrence

Exercice 8.1 ♥

1. Montrer par récurrence que :

∀n ∈N∗,
n∑

k=1

k2 = n (n+1) (2n+1)

6

2. Calculer le nombre de carrés que l’on peut dessiner sur un échiquier8×8, (les cotés sont parallèles aux bords
de l’échiquier et les sommets sont des sommets de cases de l’échiquier). Généraliser avec un échiquiern×n.

Solution :

1. L’égalité est vraie au rang1 : 12 = 1×2×3
6 . Soitn ∈N∗. Supposons la vraie au rangn et montrons la au rangn+1 :

n+1∑

k=1

k2 =
n∑

k=1

k2 + (n+1)2

= n (n+1) (2n+1)

6
+ (n+1)2 d’après l’hypothèse de récurrence

=
(

n (2n+1)

6
+ (n+1)

)
(n+1)

= (n+1)
2n2 +7n+6

6

= (n+1)
(n+2) (2n+3)

6

et la formule est encore vraie au rangn+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

2. Il y a 64 carrés1×1, c’est bien connu. Il y a49 carrés2×2. Il suffit pour cela de repérer la position du sommet en

haut à gauche. Cela revient à compter sur un échiquier7×7. etc. On trouve au total82+72+ . . .+12 =
8×9×17

6
=

4×3×17 = 204. Cet exercice fait l’objet d’une blague en anglais (How manysquares on a chessboard) basée sur
le double entendresquare = case (de l’échiquier) et square = carré.

Sur un échiquiern×n, il y a
n (n+1) (2n+1)

6
tels carrés.

Exercice 8.2 ♥
Montrer par récurrence que :

∀n ∈N
∗,

n∑

k=1

k3 =
(

n (n+1)

2

)2

Solution : L’égalité est vraie au rang1 : 12 = (1×2)2

2
. Soitn ∈N∗. Supposons la vraie au rangn et montrons la au rang

n+1 :

n+1∑

k=1

k3 =
n∑

k=1

k3 + (n+1)2

=
(

n (n+1)

2

)2

+ (n+1)3 d’après l’hypothèse de récurrence

=
(
n2 +4n+1

) (n+1)2

4

= (n+2)2 (n+1)2

22

ce qui prouve la propriété au rangn+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

Exercice 8.3 ♥
Montrer par récurrence que pour toutn ∈N, n

(
n2 +5

)
est divisible par6.
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Solution : La propriété est clairement vraie au rang0 ce qui nous permet d’initialiser la récurrence. Soitn ∈ N. On
suppose que6 divisen

(
n2 +5

)
. Montrons que6 divise(n+1)

(
(n+1)2 +5

)
. Mais :

(n+1)
(
(n+1)2 +5

)
= n

(
n2 +5

)
+3n2 +3n+6 = n

(
n2 +5

)
+3n (n+1)+6

et :
– n

(
n2 +5

)
est divisible par6 d’après l’hypothèse de récurrence.

– 3n (n+1) est divisible par6 car l’un des deuxn ou n+1 est pair donc divisible par2.
Donc(n+1)

(
(n+1)2 +5

)
est divisible par6 et la propriété est prouvée par récurrence.

Exercice 8.4 ♥
Montrer par récurrence que pour toutn ∈N, 7 divise32n+1 +2n+2.

Solution : On vérifie facilement la propriété au rang0. Soitn ∈N. Supposons la propriété vraie au rangn et prouvons
la au rangn+1. Il s’agit de montrer que32n+3 +2n+3 est divisible par7. Mais :

32n+3 +2n+3 = 32n+1 ×9+22n+2 ×2 = 32n+1 ×7+
(
32n+1 +22n+2

)
×2

et d’après l’hypothèse de récurrence, il est clair que7 divise ce nombre. La propriété est alors prouvée par récurrence.

Exercice 8.5 ♥

Montrer que :∀n ∈N∗, cos
( π

2n+1

)
= 1

2

√
2+

√
. . .+

p
2

︸ ︷︷ ︸
n radicaux

.

Solution : La propriété est vraie au rang1. Soit n ∈ N∗. Supposons que la propriété est vraie au rangn et prouvons
la au rangn +1. Remarquons au préalable que pour toutx ∈ [0,π/2], commecos2 x = (cos(2x)+1)/2, on peut écrire

cos(x/2) =
√

cos x+1
2

et

cos
( π

2n+2

)
= cos

(
1

2

( π

2n+1

))

=
√

1

2

(
cos

( π

2n+1

)
+1

)

=

√√√√√√√
1

2
×




1

2

√
2+

√
. . .+

p
2

︸ ︷︷ ︸
n radicaux

+1


 d’après l’hypothèse de récurrence

= 1

2

√
2+

√
. . .+

p
2

︸ ︷︷ ︸
n+1 radicaux

On prouve ainsi la propriété par récurrence.

Exercice 8.6 ♥
Soit (un ) la suite donnée par :





u0 = 2

u1 = 3

∀n ∈N, un+2 = 3un+1 −2un

Montrer que∀n ∈N, un = 2n +1.

Solution :
Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs0 et 1. Soit n ∈ N. On suppose qu’elle est vraie au
rangn et au rangn+1. On la montre au rangn+2 :

un+2 = 3un+1 −2un = 3
(
2n+1 +1

)
−2

(
2n +1

)
= 3×2n+1 −2×2n +1 = 6×2n −2×2n +1 = 4×2n +1 = 2n+2 +1

La propriété est ainsi prouvée par application du principe de récurrence.
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Exercice 8.7 ♥
Soit (un ) la suite donnée par : 




u0 = 1

u1 = 2

∀n Ê 2, un = u2
n−1

un−2

Prouver que :∀n ∈N, un = 2n .

Solution :
Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs0 et 1. Soit n ∈ N. On suppose qu’elle est vraie au
rangn et au rangn−1. On la montre au rangn :

un =
u2

n−1

un−2
= 22(n−1)

2n−2
= 2n

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence.

Exercice 8.8 ♥
Montrer que

∀n ∈N\ {0,1} , 1+ 1

22
+ . . .+ 1

n2
> 3n

2n+1

Solution :
Effectuons une preuve par récurrence, pourn É 2, la propriétéPn : 1+ 1

22 +. . .+ 1
n2 > 3n

2n+1
. La propriétéP2 est clairement

vraie. Soitn É 2. On suppose la propriétéPn vraie et on va prouver qu ePn+1 est vraie. On applique l’hypothèse de
récurrence et il vient :

1+ 1

22
+ . . .+ 1

n2
+ 1

(n+1)2
> 3n

2n+1
+ 1

(n+1)2

Il faut alors chercher si 3n
2n+1 + 1

(n+1)2 É 3(n+1)
2(n+1)+1 = 3(n+1)

2n+3 . Il suffit de former la différence des deux termes de cette

inégalité et après avoir mis au même dénominateur, l’inéquation est équivalente à : n(n+2)

(2n+1)(n+1)2(2n+3)
Ê 0 qui est vraie.

La propriété est alors prouvée au rangn+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

Exercice 8.9 ♥♥
Soit une fonctionf : N 7→Z. Montrez qu’il existe une suite d’entiers relatifs(αk ) telle que

∀n ∈N, f (n) =
n∑

k=0

αk

(
n

k

)

Solution : Pour toutn ∈N, notonsP (n) la propriété :

P (n) : ∃(α1, . . . ,αn ) ∈N
n : ∀p ∈ �0,n� ,

p∑

k=0

αk

(
p

k

)
= f (p).

Effectuons une récurrence surn. La propriétéP (0) est vraie : il suffit de poserα0 = f (0). Soit ni nN. Montrons que
P (n) =⇒ P (n+1). Si P (n) est vraie, il existe(α0, . . . ,αn ) ∈Nn vérifiant l’hypothèse. Définissonsαn+1 par

αn+1 = f (n+1)−
n∑

k=0

αk

(
n+1

k

)
.

On vérifie alors facilement que pour toutp ∈ �0,n�, f
(
p

)
=∑p

k=0
αk

(
p

k

)
. De plus, par construction :

f (n+1) =
n∑

k=0

αk

(
n+1

k

)
+αn+1

(
n+1

n+1

)
=

n+1∑

k=0

αk

(
n1

k

)
.

La propriété est alors conséquence du théorème de récurrence.

Exercice 8.10 ♥♥
Démontrer que∀n ∈N, il existe un entier multiple de2n qui ne s’écrit qu’avec des "1" et des "2".
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Solution : Soit n ∈N, on considère la propositionHn : il existe un entierMn multiple de2n qui ne s’écrit qu’avec des
"1" et des "2". De plus pourn Ê 1, Mn peut être choisi avecn chiffres.
H0,H1,H2,H3 sont vraies, il suffit de prendreM0 = 1,M1 = 2,M2 = 12,M3 = 112.
Montrons queHn =⇒Hn+1.
On chercheMn+1 sous la formeMn+1 = Mn + k10n aveck ∈ {1,2}. Mn+1 a bienn + 1 chiffres. D’aprèsHn on peut
écrireMn = m2n . Si p est pair,p = 2p ′, alors on choisitMn+1 = Mn +2×10n+1 = 2p ′2n +5n 2n+1 =

(
p ′+5n+1

)
2n+1. Si

p est impair,p = 2p ′+1, alors on choisitMn+1 = Mn +10n = (2p ′+1)2n +5n 2n =
(
2p ′+1+5n

)
2n . Or 2p ′+1+5n est

pair en tant que somme de deux nombres impairs, on peut donc l’écrire2p ′+1+5n = 2q avecq ∈N et donc on a bien
Mn+1 = q2n+1.

Remarque : Si on prend un chiffre pair et un chiffre impair, par exemple3 et 6, on peut toujours trouver un entierMn

multiple de2n qui ne s’écrit qu’avec des "3" et des "6" et ce pour tout entiern.

Exercice 8.11 ♥♥
Soit n Ê 2, x1, x2, . . . , xn ∈ [0;1]. Démontrer que

x1

1+ x2.x3. . . . .xn
+ x2

1+ x1.x3. . . . .xn
+ . . .+ xn

1+ x1.x2. . . . .xn−1
É n−1.

Solution : On pose

F(x1; x2; . . . ; xn ) =
x1

1+ x2.x3. . . . .xn
+ x2

1+ x1.x3. . . . .xn
+ . . .+ xn

1+ x1.x2. . . . .xn−1
.

Commex1 É 1 on ax1.x2.x3. . . . .xn É x2.x3. . . . .xn donc
x1

1+ x2.x3. . . . .xn
É x1

1+ x1.x2.x3. . . . .xn
De même pour les autres

quotients et on a alors

F(x1; x2; . . . ; xn ) É
x1 + x2 + . . .+ xn

1+ x1.x2.x3. . . . .xn
.

On démontre ensuite par récurrence que pour tout entiern Ê 2, la propriété :Hn pour tousx1; x2; . . . ; xn ∈ [0;1] , x1 +
x2 +·· ·+ xn É (n−1)(1+ x1 x2 . . . xn)

La propriété est vraie pourn = 2 :
(1− x1)(1− x2) Ê 0, soit1− x1 − x2 + x1x2 Ê 0 soit 1+ x1 x2 Ê x1 + x2

Supposons qu’elle soit vraie pour l’entiern−1. On fixex1, x2, . . . , xn−1 ∈ [0;1], et on considère la fonction affine

G(xn ) = x1 + x2 +·· ·+ xn − (n−1)(1+ x1 x2 . . . xn ).

Elle prend son maximum sur[0;1] en0 ou en1.
G(0) = x1 + x2 +·· ·+ xn−1 − (n−1) É 0

G(1) = x1 + x2 +·· ·+ xn−1 +1− (n−1)(1+ x1 x2 . . . xn−1)

É x1 + x2 +·· ·+ xn−1 − (n−2)(1+ x1 x2 . . . xn−1)︸ ︷︷ ︸
É0 (Hn−1)

+1− (1+ x1x2 . . . xn−1)

É 0+1−1− x1 x2 . . . xn−1

É−x1x2 . . . xn−1

É 0

donc pour toutxn ∈ [0;1],G(xn ) É 0. CQFD.
Pour finir, on obtient, en divisant par1+ x1x2 . . . xn :

x1 + x2 + . . .+ xn

1+ x1.x2.x3. . . . .xn
É n−1.

Exercice 8.12 ♥♥♥
Montrer que∀n Ê 1,

n∑

k=1

kk! = (n+1)!−1
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Montrer que tout entierN Ê 1 se décompose de façon unique sous la forme

N=
n∑

k=1

ak k!, 0 É ak É k, an 6= 0

Solution : On a∀k ∈ N,(k +1)!−1− (k!−1) = k!(k +1−1) = kk! En sommant ces égalités, la somme se télescope en
n∑

k=1

kk! = (n+1)!−1.

Unicité : On considère deux écrituresN =
n∑

k=1

ak k! =
m∑

k=1

bk k!. Quitte à rajouter desak ou desbk nuls, on peut supposer

n = m. On suppose que les deux suites sont distinctes et on appellep le plus grand entier pour lequelan 6= b −n. Pour

fixer les idées,ap < bp . On a doncp !É (bp −ap )p ! =
p−1∑

k=1

(ak −bk )k! É
p−1∑

k=1

kk! = p !−1 puisqueak −b −k É k pour tout

entierk. On a bien une contradiction.
Existence : Par récurrence surN. On a bien1 = 11! doncn = 1 et a1 = 1. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang
N−1. La suite(n!)n∈N∗ est strictement croissante et tend vers+∞ donc on peut trouver un (unique) entiern tel que
n! É N < (n +1)! On écrit la division euclidienne deN par n! : N = ann!+ r avec0 É r < n! É N. On aan É n, sinon
on auraitN Ê (n +1)n! ce qui ne convient pas. Sir = 0, on a une écriture (ak = 0 pour k ∈ �1,n−1�), sinon on écrit

r =
p∑

k=1

ak k! d’après la propriété de récurrence. On ap É n−1, sinon on auraitr Ê n!. On a donc une écriture en prenant,

le cas échéant,ak = 0 pourk = p +1, . . . ,n−1.

Exercice 8.13 ♥♥♥
Démontrer lepremier lemme technique:
Soit (m,n) ∈N2. Si il existe une bijection de�1,m� dans�1,n� alorsm = n.

Solution : Quitte à considérer la bijection réciproque, on peut toujours supposern É m.
On démontre par récurrence la propriété
Hn : ∀m ∈N,n É m, pour toute bijection de�1,m� dans�1,n� on am = n.

H0 est vraie, c’est immédiat certes lorsqu’on sait travailleravec l’ensemble vide...Formellement, on peut se passer de la
vérification deH1 qui suit.
H1 est vraie. Soitf une bijection de�1,m� dans�1,1� = {1}. ∀k ∈ �1,m�, f (k) = 1. Supposons l’espace d’un instant que
m > 1, on aurait alorsf (1) = f (2) et f ne serait pas injective. Doncm = 1, ce qu’il fallait démontrer.
Soit n ∈N. Démontrons queHn =⇒Hn+1. Pour cela, supposonsHn .

Soit f une bijection de�1,m� dans�1,n+1�. Premier cas :f (m) = m +1.
On considèref1 �1,m −1� −→ �1,n� défini par f1(k) = f (k) pour k ∈ �1,m −1�. C’est la (double) restriction def à
f1 �1,m −1� et en�1,n�.
• f1 est bien une application.
• on a bien∀k ∈ �1,m −1�, f1(k) ∈ �1,n�.
• f1 est bien une surjection.
• f1 est bien une injection.
Vérifications immédiates. Doncf1 est une bijection. D’aprèsHn , on en déduit quem −1 = n et donc quem = n +1.
Deuxième cas :f (m)< n+1.
Posonsa = f −1(n + 1) ∈ �1,m +1� et b = f (m) ∈ �1,n+1�. On définit f1 �1,m −1� −→ �1,n� par f1(a) = b et
f1(k) = f (k) pourk ∈ �1,m −1� ,k 6= a.

• f1 est bien une application.
• on a bien∀k ∈ �1,m −1�, f1(k) ∈ �1,n�.
• f1 est bien une surjection. Soity ∈ �1,n�. Si y = b, alorsy = f1(a). Sinon, commef est une surjection de�1,m� sur

�1,n+1�, ∃k ∈ �1,m�, tel quef (k) = y . On ne peut pas avoirk = a puisquef (a) = n +1 6= y et on ne peut pas avoir
k = m +1 puisquef (m +1) = b 6= y . Donc f (k) = f1(k) = b.

• f1 est bien une injection. Supposonsf1(k) = f1(ℓ) aveck,ℓ ∈ �1,n−1�.
Supposonsk = a et doncf1(k) = f1(ℓ) = f1(a) = b. On aℓ 6= a impossible, car alorsf1(ℓ) = f (ℓ) = b. Comme on a
aussif (m +1) = b, f ne serait plus une injection de�1,m� dans�1,n�. Contradiction. Donc on a bienℓ= k = a.
Prenons le cas qui reste,k,ℓ ∈ �1,n−1� \ {a}. On a doncf1(k) = f (k) = f (ℓ) = f1(ℓ). Commef est injective, on en
déduit quek = ℓ, ce qu’il fallait démontrer.

Donc f1 est une bijection. D’aprèsHn , on en déduit quem −1= n et donc quem = n+1. On a bienHn+1.
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Exercice 8.14 ♥♥♥
On se propose de démontrer la propriétéPn : ∀(a1, a2, . . . , an ) ∈ Rn

+,
( a1 +a2 + . . .+an

n

)n

Ê a1.a2. . . . .an . Il existe de

nombreuses démonstrations de cette inégalité (arithmético-géométrique). Celle-ci, due à Cauchy, utilise la récurrence
de façon peu ordinaire.

1. démontrerPn lorsque l’un au moins desak est nul. Par la suite on supposera que tous lesak sont strictement
positifs.

2. DémontrerP2.

3. Par récurrence, démontrerPn lorsquen est une puissance de deux.

4. DémontrerPn en toute généralité. L’idée de Cauchy est de compléter la suite ak par des termes tous égaux à la
moyenne arithmétique desak , afin d’avoir un nombre de termes égal à une puissance de deux.

Solution :

1. Le produita1.a2. . . . .an alors que
a1 +a2 + . . .+an

n
est positif ainsi que ses puissances.

2. 0Ê (
p

a1 −
p

a2)2 = a1 +a2 −2
p

a1a2. Donc
a1 +a2

2
Ê a1a2 d’où le résultat en élevant au carré.

3. On démontre queP2m =⇒P2m+1 . Soit donca1, a2, . . . , a2m+1 , 2m+1 nombres (strictement) positifs.

( a1 +a2 + . . .+a2m+1

2m+1

)2m+1

=







a1 +a2 + . . .+a2m

2m
+

a2m+1 +a2m+2 + . . .+a2m+1

2m

2




2



2m

Ê
( a1 +a2 + . . .+a2m

2m
×

a2m+1 +a2m+2 + . . .+a2m+1

2m

)2m

Ê
( a1 +a2 + . . .+a2m

2m

)2m

×
( a2m+1 +a2m+2 + . . .+a2m+1

2m

)2m

Ê a1.a2. . . . .a2m ×a2m+1.a2m+2. . . . .a2m+1

Ce qu’il fallait vérifier. On a utiliséP2 puis deux foisP2m .

4. L’idée de Cauchy : Soitn un entier, et2m Ê n. On poseM = a1 +a2 + . . .+an

n
soit a1 + a2 + . . .+ an = nM et on

considère la suitebk définie parbk = ak pourk É n et bk = M sinon. On ab1 +b2 + . . .+b2m = b1 +b2 + . . .+bn +
(2m −n)M = nM+(2m −n)M = 2m M. Résultat prévisible : on ne change pas la moyenne arithmétique en rajoutant
des termes égaux à cette moyenne arithmétique.
D’aprèsP2m on aM2m Ê b1.b2. . . . .bn ×M2m−n donc en divisant parM2m−n > 0 puisque lesak sont strictement
positifs,Mn Ê a1.a2. . . . .an ce qu’il fallait vérifier.

8.5.2 Sommes

Exercice 8.15 ♥
Simplifier, pourn ∈N∗, les sommes suivantes :

1.
∑n+1

k=1
k −∑n

l=0
l

2.
∑n

k=0
(2k +1)

3.
∑n

k=1
k (k −1)

4.
∑n

k=1
k (k +1) (k +2)

Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra utiliser les résultats desexercices 8.1 et 8.2.

Solution :

1.
∑n+1

k=1
k −∑n

l=0
l =∑n

k=0
(k −k)+n+1 = n+1 .

2.
∑n

k=0
(2k +1) = 2

∑n
k=0

k +n+1 = 2
n (n+1)

2
+n+1 = (n+1)2 .

3.
∑n

k=1
k (k −1) =

∑n
k=1

k2 −∑n
k=1

k = n (n+1) (2n+1)

6
− n (n+1)

2
= n (n+1) (n−1)

3

4.
∑n

k=1
k (k +1) (k +2) =∑n

k=1

(
k3 +3k2 +2k

)
=∑n

k=1
k3+3

∑n
k=1

k2+2
∑n

k=1
k =

(
n (n+1)

2

)2

+3
n (n+1) (2n+1)

6
+

2
n (n+1)

2
= n (n+1) (n+2) (n+3)

4
.
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Exercice 8.16 ♥
Simplifier, pourn ∈N∗, les sommes suivantes :

1.
∑n

k=1

(
1

k
− 1

k +1

)
.

2.
∑n

k=1
ln

(
1+ 1

k

)
3.

∑n
k=1

k

(k +1)!

4.
∑n

k=0
(k.k!)

Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra écrire le terme général de la somme comme une différence.

Solution :

1.
∑n

k=1

(
1

k
− 1

k +1

)
=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+1

)
= 1− 1

n+1
par télescopage.

2.
∑n

k=1
ln

(
1+ 1

k

)
= ln

∏n
k=1

(
1+ 1

k

)
= ln

∏n
k=1

k +1

k
= ln

(
2

1
×

3

2
× . . .×

n+1

n

)
= ln(n+1) par télescopage.

3.
∑n

k=1

k

(k +1)!
=∑n

k=1

(k +1)−1

(k +1)!
=∑n

k=1

(
1

k!
− 1

(k +1)!

)
= 1− 1

(n+1)!
par télescopage.

4.
∑n

k=0
(k.k!) =∑n

k=0
(((k +1)−1) .k!) =∑n

k=0
((k +1) k!−k!) =∑n

k=0
((k +1)!−k!) = (n+1)!−1 par télescopage.

Exercice 8.17 ♥
Soit n Ê 1. On considère les deux sommes

Sn =
n∑

k=1

(2k −1)3 = 13 +33 +53 + . . .+ (2n−1)3

S̃n =
n∑

k=1

1

k (k +1)
= 1

1×2
+ 1

2×3
+ 1

3×4
+ . . .+ 1

n× (n+1)

1. (a) CalculerS1, S2 et S3.

(b) Démontrer par récurrence que :∀n Ê 1, Sn = 2n4 −n2

2. (a) Déterminer deux réelsα etβ tels que :∀p ∈N∗,
1

p
(
p +1

) = α

p
+ β

p +1
.

(b) En déduire une expression simple deS̃n .

(c) Retrouver ce résultat en effectuant un raisonnement parrécurrence.

Solution :

1. (a) S1 = 1, S2 = 28 et S3 = 153.

(b) La formule est vraie au rang1. Soit n ∈N∗. Supposons la formule vraie au rangn +1 et démontrons là au
rangn+1. En appliquant l’hypothèse de récurrence, on calcule queSn+1 = Sn +(2n+1)3 = 2n4−n2+8n3+
12n2+6n+1 = 2n4+8n3+11n2+6n+1. Par ailleurs2(n+1)4−(n+1)2 = 2n4+8n3+11n2+6n+1 et donc
Sn+1 = 2(n+1)4 − (n+1)2. La propriété est prouvée par récurrence.

2. (a) Après mise au même dénominateur et identification, on trouve :α= 1 etβ=−1.

(b) On en déduit que :

S̃n =
1

1×2
+

1

2×3
+

1

3×4
+ . . .+

1

n× (n+1)

=
(

1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . .+

(
1

n
− 1

n+1

)

= 1− 1

n+1

par télescopage

(c) La propriété est vraie au rang1. Soit n ∈N∗. Supposons la formule vraie au rangn+1 et démontrons là au
rangn+1. Appliquant l’hypothèse de récurrence :

S̃n+1 = S̃n +
1

(n+1)× (n+2)
= 1−

1

n+1
+

1

n+1
−

1

n+2
= 1−

1

n+2

et la formule est prouvée par récurrence.
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8.5.3 Produit

Exercice 8.18 ♥
Calculer pour toutn ∈N∗, les produits suivants :

1.
n∏

k=1

2k

2.
n∏

k=1

k

k +1

3.
n∏

k=1

(
1+ 1

k

)

4.
n∏

k=2

(
1−

1

k2

)

Solution : Pour toutn ∈N∗ :

1.
n∏

k=1

2k = 2nn!

2.
n∏

k=1

k

k +1
= 1

2
× 2

3
× . . .× . . .

k +1
× k +1

. . .
× . . .× n

n+1
= 1

n+1
par télescopage.

3. Par télescopage ou en reconnaissant l’inverse du produitprécédent :
n∏

k=1

(
1+ 1

k

)
=

n∏

k=1

k+1

k
= n+1

4.
n∏

k=2

(
1−

1

k2

)
=

n∏

k=2

k2 −1

k2
=

n∏

k=2

(k −1) (k +1)

k2
=

1×3

22
×

2×4

32
×

3×5

42
× . . .× (n−1)× (n+1)

n2
=

n+1

2n
encore par

télescopage.

Exercice 8.19 ♥
Le but de cet exercice est de calculer, pour toutx ∈R et n ∈N∗, le produit

P (x) =
n∏

k=0

cos
(
2k x

)

1. Traiter le cas oùx = 0 [π]

2. Pourx 6= 0 [π] simplifier sin (x)P (x) et calculerP (x).

Solution : Soit n ∈N∗.

1. Si x = 0 [2π], il est clair queP (0) = 1. Sinon, six =π [2π] alors, pour toutk ∈N∗, 2k x =π [2π] et P (x) =−1.

2. Soitx 6= 0 [π]. On a, grâce aux formules de trigonométrie :

sin xP (x) = sin x.cos x.cos (2x) . . . . .cos
(
2n x

)

= 1

2
sin (2x) .cos(2x) . . . . .cos

(
2n x

)

=
1

22
sin

(
22x

)
.cos

(
22x

)
. . . . .cos

(
2n x

)

= 1

2n
sin

(
2n x

)
cos

(
2n x

)

= 1

2n+1
sin

(
2n+1x

)

Commex 6= 0 [π] : P (x) =
sin

(
2n+1x

)

2n+1 sin x

Exercice 8.20 ♥
On veut calculer pour touta ∈R et n ∈N le produitP =

n∏

k=0

(
1+a2k

)
.

1. CalculerP quanda = 1.

2. Calculer(1−a)P quanda 6= 1 et en déduire la valeur deP.

Solution :

1. Si a = 1, P = 2n+1.
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2. Supposonsa 6= 1.

(1−a) P = (1−a) (1+a)
(
1+a2

)(
1+a22

)(
1+a23

)
. . .

(
1+a2n

)

=
(
1−a2

)(
1+a2

)(
1+a22

)(
1+a23

)
. . .

(
1+a2n

)

=
(
1−a22

)(
1+a22

)(
1+a23

)
. . .

(
1+a2n

)

=
...

=
(
1−a2n

)(
1+a2n

)

= 1−a2n+1

On en déduit queP = 1−a2n+1

1−a

8.5.4 Factorielles

Exercice 8.21 ♥
Soit n ∈N∗. Exprimer à l’aide de factorielles :

1. 2×4× . . .× (2n)

2. 1×3× . . .× (2n−1)

3. le terme général de la suite(un ) donnée par la relation de récurrence :u0 = 1 et∀n ∈N, un+1 =
2n+1

n+1
un .

Solution :

1. 2×4× . . .× (2n) = 2n n!

2. 1×3× . . .× (2n−1) =
1×2×3× . . .× (2n−1)× (2n)

2×4× . . .× (2n)
= (2n)!

2n n!

3. On aun = 2n−1

n
× 2n−3

n−1
× . . .× 5

2
× 3

1
×1 = 1×3× . . .× (2n−1)

n!
= (2n)!

2n (n!)2
.

Exercice 8.22 ♥♥
Résoudre l’inéquation4n É n! pourn ∈N.

Solution : Considérons la suite(un) de terme général4n /n!. Soitn ∈N. On vérifie facilement queun+1/un = 4/(n+1).
Donc la suite est strictement décroissante dés quen Ê 4. On calcule alors les premières valeurs de la suite. On trouve :

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9

1 4 8 32/3 32/3 128/15 256/45 1024/315 512/315 2048/2835

donc l’ensemble solution de l’inéquation est�9,+∞�

Exercice 8.23 ♥♥
Montrer que

∀n Ê 2, n! É
(

n+1

2

)n

.

Solution : Soit n Ê 2. On a :

n! É
(

n+1

2

)n

⇐⇒ n! É
(

n (n+1)

2

)n 1

nn
⇐⇒ n! É

(
1+2+ . . .+n

n

)n

⇐⇒ n
p

n! É 1+2+ . . .+n

n

Mais par comparaison entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique, voir 1 page 485, on sait que la dernière
inégalité est valide. Il en est alors de même de la première.

8.5.5 Coefficients binomiaux, calculs de somme

Exercice 8.24 ♥
Calculer rapidement les expressions suivantes oùn ∈N∗ :
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1.

(
n

1

)

2.

(
n

n−2

)
où n Ê 2

3.

(
p +n

n

)
où p ∈N.

4. 993

5. 10012

6. (1− x)5 où x ∈R.

7. (2a −b)4 aveca,b ∈C.

8. (1+ i )2012

Solution :

1.

(
n

1

)
= n

2.

(
n

n−2

)
=

(
n

2

)
= n (n−1)

2

3.

(
p +n

n

)
=

(n+1) . . .
(
n+p

)

p !

4. 993 = (100−1)3 = 1003 −3×1002 +3×100−1 = 1000000−30000+300−1 = 970299

5. 10012 = (1000+1)2 = 1000000+2000+1 = 1002001

6. (1− x)5 = 1−5x +10x2 −10x3 +5x4 − x5.

7. (2a −b)4 = 16a4 −32a3b +24a2b2 −8ab3 +b4.

8. 1+ i =
p

2ei π4 et donc(1+ i )2012 = 21006ei503π =−21006

Exercice 8.25 ♥
Pourn ∈N, calculer les sommes suivantes :

1.
∑n

k=0

(n
k

)
3k

2.
∑n

k=0

(n
k

)
4k+1

3.
∑n

k=0

(n
k

)
(−1)k 51−k

4.
∑n

k=0

(n
k

)
(−1)k+1 23k

Solution : On applique à chaque fois la formule du binôme.

1.
∑n

k=0

(n
k

)
3k =∑n

k=0

(n
k

)
3k ×1n−k = (1+3)n = 4n

2.
∑n

k=0

(n
k

)
4k+1 = 4

∑n
k=0

(n
k

)
4k ×1n−k = 4×5n

3.
∑n

k=0

(n
k

)
(−1)k 51−k = 5

∑n
k=0

(n
k

)
1n−k

(−5)k = 5

(
1− 1

5

)n

= 4n

5n−1

4.
∑n

k=0

(n
k

)
(−1)k+1 23k =−∑n

k=0

(n
k

)
(−1)k 8k =−(−8+1)n = −(−7)n .

Exercice 8.26 ♥
Soit

(
p,n

)
∈N2 avecp ∈ �0,n�.

1. Montrer que :p
(n

p

)
= n

(n−1
p−1

)
.

2. En déduire que :
n∑

p=0

p

(
n

p

)
= n2n−1

Solution :

1.

p

(
n

p

)
=

p.n!(
n−p

)
!p !

=
n (n−1)!(

n−1−
(
p −1

))
!
(
p −1

)
!
= n

(
n−1

p −1

)

2.
n∑

p=0

p

(
n

p

)
=

n∑
p=1

n

(
n−1

p −1

)
= n

n∑
p=1

(
n−1

p −1

)
= n

n−1∑
p=0

(
n−1

p

)
= n2n−1

Exercice 8.27 ♥
Soit

(
p,n

)
∈N2 avecp ∈ �0,n�. Montrer que

(
n+k

k

)(
n

p

)
=

(
n+k

p +k

)(
p +k

k

)
.
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Solution : On a d’une part : (
n+k

k

)(
n

p

)
= (n+k)!

n!k!

n!(
n−p

)
!p !

= (n+k)!(
n−p

)
!p !k!

et d’autre part : (
n+k

p +k

)(
p +k

k

)
= (n+k)!(

n−p
)
!
(
p +k

)
!

(
p +k

)
!

p !k!
= (n+k)!(

n−p
)
!p !k!

d’où l’égalité.

Exercice 8.28 ♥
Calculer pour toutn ∈N∗ :

1. An =
n∑

k=0

(
n

k

)

2. Bn =
n∑

k=0

k

(
n

k

)

3. Cn =
n∑

k=0

k2

(
n

k

)

4. Dn =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)

5. En =
n∑

k=0

(
2n

2k

)

6. Fn =
n−1∑

k=0

(
2n

2k +1

)

7. Gn =
n∑

k=0

(−1)k k

(
n

k

)

8. Hn =
n∑

k=1

(−1)k

k +1

(
n

k

)

Solution : Soit n ∈N∗. Pour toutx ∈R, par application de la formule du binôme de Newton, on a l’égalité :

(⋆) : (1+ x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk .

1. En utilisant(⋆) avecx = 1, on obtient :An = 2n .

2. En dérivant les deux membres de l’égalité(⋆), on obtientn (1+ x)n−1 = nxn−1 +
(n

1

)
(n−1) xn−2 + . . .+

( n
n−1

)
et

donc, avecx = 1 il vient Bn = n2n−1 .

3. En dérivant une seconde fois les deux membres de l’égalité(⋆), on obtient : n (n−1) (1+ x)n−2 =∑n
k=0

k (k −1)
(n

k

)
xk−2 et donc, six = 1, on a n (n−1) 2n−2 = ∑n

k=0

(
k2 −k

) (n
k

)
= Cn − Bn . On obtient alors

Cn = n (n−1) 2n−2 +n2n−1 = n (n+1) 2n−2

4. En appliquant(⋆) avecx =−1, on obtient Dn = 0 .

5. On a l’égalitéEn = A2n+D2n

2 et donc En = 22n−1 .

6. On a aussiEn +Fn = A2n ce qui amèneFn = 22n−1 .

7. On remplacex par−x dans(⋆). On obtient :

(⋆⋆) : (1− x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k xk .

Puis on dérive les deux membres de cette égalité et on trouve

−n (1− x)n−1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k kxk−1

de quoi on tire Gn = 0 .

8. Intégrons maintenant les deux membres de(⋆⋆) entre0 et 1, on trouve

[
− (1− x)n+1

n+1

]1

0

=
[

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k xk+1

k +1

]1

0

et on obtient Hn = 1

n+1
.

328



Exercice 8.29 ♥
Démontrer que :

∀k ∈N,

(2k
k

)

k +1
∈N.

Solution : On peut utiliser la propriété bien connue ( ?) Si
a

b
= c

d
alors (lorsqueb 6= d)

a

b
= c

d
= a −c

b −d
:

(
2k

k

)

k +1
= (2k)!

k!(k +1)!
=

(
2k

k +1

)

k
=

(
2k

k

)
−

(
2k

k +1

)

k +1−k
∈N.

Exercice 8.30 ♥♥

1. Montrer par récurrence l’inégalité de Bernoulli :∀x Ê 0, ∀n ∈N, 1+nx É (1+ x)n .

2. Re-démontrer cette inégalité en utilisant la formule du binôme de Newton.

Solution :

1. Soitx Ê 0. Si n = 0 l’inégalité est clairement vérifiée. Soitn ∈N. Supposons que l’inégalité est vraie au rangn et
prouvons la au rangn+1. Par application de l’hypothèse de récurrence :

1+ (n+1) x = 1+nx + x É (1+ x)n + x É (1+ x)n + x (1+ x)n = (1+ x)n+1

car 1+ x > 0. La formule est alors prouvée par application du théorème derécurrence. Remarquons que cette
démonstration est encore valable six >−1.

2. Soientn ∈N et x Ê 0. En appliquant la formule du binôme :

(1+ x)n =
(

n

0

)
+

(
n

1

)
x + . . .+

(
n

n−1

)
xn−1 +

(
n

n

)
xn

︸ ︷︷ ︸
Ê0

Ê
(

n

0

)
+

(
n

1

)
x

Ê 1+nx

Exercice 8.31 ♥
Résoudre

x2 −
(

n+1

p +1

)
x +

(
n

p

)(
n

p +1

)
= 0

Solution : On utilise les relations coefficients -racines. La somme desracines du polynôme vaut

(
n+1

p +1

)
et le produit

(
n

p

)(
n

p +1

)
. D’après la formule d’additivité,

(
n

p

)
+

(
n

p +1

)
=

(
n+1

p +1

)
, les deux racines sont

x1 =
(

n

p

)
et x2 =

(
n

p +1

)

Exercice 8.32 ♥
Soit x ∈R et n ∈N. Développer de deux façons

(1+ x)2n(1− x)2n .

Calculer le coefficient dex2n et en déduire une propriété des coefficients binomiaux.
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Solution : On écrit (x + 1)2n (x − 1)2n = (x2 − 1)2n . En utilisant la formule du binôme, le coefficient dex2n vaut

(−1)n

(
2n

n

)
. Si on développe(1+ x)2n et (1− x)2n avec le binôme, on obtient que :

(1+ x)2n(1− x)2n =
(

2n∑

k=0

(
2n

k

)
xk

)(
2n∑

p=0

(
2n

p

)
(−1)p xp

)

Le coefficient dex2n dans ce produit s’obtient en choisissant des produits de coefficients dexp par les coefficients de
xk avecp +k = 2n. Par conséquent,

(−1)n

(
2n

n

)
=

∑

k+p=2n

(−1)p

(
2n

p

)(
2n

k

)
=

2n∑

k=0

(−1)k

(
2n

n

)2

Exercice 8.33 ♥♥
Soientn,m ∈N avecm É n.

1. Vérifier que
n∑

k=0

(
k

m

)
=

(
n+1

m +1

)

2. Interpréter cette formule dans le triangle de Pascal.

Solution :

1. On effectue une récurrence surn. Si n = 0 alorsm = 0 et comme
(0

0

)
=

(1
1

)
= 1 la formule est vérifiée au rang0.

Soitn ∈N. Supposons que pour toutm ∈ �0,n�, on a
∑n

k=0

(
k

m

)
=

(
n+1

m +1

)
. Prouvons la formule au rangn+1. Soit

m ∈ �0,n�. On a :

n+1∑

k=0

(
k

m

)
=

(
m

m

)
+

(
m +1

m

)
+ . . .+

(
n

m

)
+

(
n+1

m

)

=
(

n+1

m +1

)
+

(
n+1

m

)
d’après l’hypothèse de récurrence

=
(

n+2

m +1

)
d’après la relation de Pascal

Si m = n+1 alors la formule est trivialement vraie. On a donc prouvé quepour toutm ∈ �0,n+1�,
∑n+1

k=0

(
k

m

)
=

(
n+2

m +1

)
. Le résultat découle alors du théorème de récurrence.

2. On considère un le terme diagonale du triangle de Pascal à l’intersection de lam +1èmeligne et de lam +1ème

colonne. Il s’agit de
(m

m

)
. On lui additionne lesk −1 termes juste en dessous (k ∈N∗). Cette somme est égale au

coefficient situé à l’intersection de lam +2èmecolonne et de lam +k +2èmeligne, c’est-à-dire à
(m+k+1

m+1

)
.

Exercice 8.34 ♥
Calculer pour(p, q)∈N2 :

S =
p∑

k=0

(
p +q

k

)(
p +q −k

p −k

)

Solution : On trouve en écrivant les coefficients binomiaux à l’aide de factorielles,
(

p +q

k

)(
p +q −k

p −k

)
= (p +q)!

(p −k)!q !k!
= (p +q)!

p !q !

(
p

k

)

Donc

S =
(

p +q

p

)
p∑

k=0

(
p

k

)
=

(
p +q

p

)
2p
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Pour une interprétation combinatoire simple de cette identité on compte de deux manières différentes, le nombre de

façons de choisirp étudiants parmip + q d’en peindrek en rouge et de peindre les autresp −k en vert. Il y a

(
p +q

p

)

possibilités de choisirp étudiants parmip +q. Pour chaque choix, il y a2p répartition des coloris.
Maintenant on s’intéresse aux étudiants peints en rouge. Oncommence par en choisirk (0 É k É p) parmi p + q ce

qui fait

(
p +q

k

)
choix. Ensuite on choisit lesp −k étudiants peints en vert parmi lesp + q −k qui restent, ce qui fait

(
p +q −k

p −k

)
choix. En sommant on trouve le résultat.

Exercice 8.35 ♥
En utilisant la fonction définie par

f (x) = (1+ x)2n + (1− x)2n

calculer la somme

Sn =
n∑

p=0

p2

(
2n

2p

)2

Solution : En développant avec le binôme,

f (x) =
2n∑

k=0

(
2n

k

)
[1+ (−1)k ]xk =

n∑
p=0

(
2n

2p

)
x2p

En dérivant, en multipliant parx et en re-dérivant, on trouve

[x f ′]′(x) = 8
n∑

p=1

p2

(
2n

2p

)

et doncSn = [x f ′]′(1) c’est-à-dire :

n∑
p=0

p2

(
2n

2p

)2

= (n+1) 22n .

Exercice 8.36 ♥♥

1. Pour toutn ∈N∗, établir que : (
2n+2

n+1

)
= 2× 2n+1

n+1
×

(
2n

n

)

2. Montrer que pour toutn ∈N∗ :
4n+1

2
p

n+1
É 2× 2n+1

n+1
× 4n

2
p

n

3. Déduire grâce à un raisonnement par récurrence que :

4n

2
p

n
É

(
2n

n

)
.

4. De la même façon, montrer que pour toutn ∈N∗ :
(

2n

n

)
É

4n

3
p

n

5. On considère la suite(un ) de terme général :un =
(2n

n

)

4n
. Montrer que(un) converge et déterminer sa limite.

Solution : Soit n ∈N∗.

1.
(2n+2

n+1

)
= (2n+2)!

((n+1)!)2
= (2n+2) (2n+1) (2n)!

(n+1)2 (n!)2
= 2× 2n+1

n+1
×

(2n
n

)
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2. On a :

4n+1

2
p

n+1
É 2× 2n+1

n+1
× 4n

2
p

n

⇐⇒
2

p
n+1

É
2n+1

n+1
×

1
p

n

⇐⇒ 4

n+1
É (2n+1)2

(n+1)2
× 1

n

⇐⇒ 4n (n+1) É (2n+1)2

⇐⇒ 4n2 +4n É 4n2 +4n+1

⇐⇒ 0 É 1

La dernière inégalité étant vraie, il en est de même de la première.

3. Effectuons, comme proposé, une récurrence. La propriétéest trivialement vérifiée sin = 1. Soitn ∈N∗. Supposons

que :
4n

2
p

n
É

(2n
n

)
. Montrons que l’inégalité est encore vraie au rangn+1. Il faut montrer que :

4n+1

2
p

n+1
É

(2n+2
n+1

)
.

Appliquant l’hypothèse de récurrence et les questions précédentes :
(

2n+2

n+1

)
= 2× 2n+1

n+1
×

(
2n

n

)
Ê 2× 2n+1

n+1
× 4n

2
p

n
Ê 4n+1

2
p

n+1
.

L’inégalité est donc vérifié au rangn+1 et la propriété est prouvée par récurrence.

4. Raisonnons à nouveau par récurrence. Au rang1 l’inégalité est trivialement vérifiée. Soitn ∈N∗. Supposons que
(2n

n

)
É 4n

3
p

n
et montrons que

(2n+2
n+1

)
É 4n+1

3
p

n+1
. En appliquant l’hypothèse de récurrence et le résultat de la première

question, on a : (
2n+2

n+1

)
= 2× 2n+1

n+1
×

(
2n

n

)
É 2× 2n+1

n+1
× 4n

3
p

n
.

Il faut donc montrer que :2×
2n+1

n+1
×

4n

3
p

n
É

4n+1

3
p

n+1
. On a la série d’équivalences :

2× 2n+1

n+1
× 4n

3
p

n
É 4n+1

3
p

n+1

⇐⇒
(

2n+1

n+1

)3

É 8n

n+1

⇐⇒ (2n+1)3 É 8n (n+1)2

⇐⇒ 8n3 −12n2 +6n+1 É 8n3 +16n2 +8n

⇐⇒ 0 É 4n2 +2n−1

La dernière inégalité est vraie dés quen Ê 1. Il en est donc de même de la première et la propriété est prouvée par
récurrence.

5. On applique les résultats précédents et le théorème des gendarmes, on en déduit queun −−−−−→
n→+∞

0.

8.5.6 Dénombrement

Exercice 8.37 ♥
Avec les chiffres0, 1, 2, 3, 4, combien peut-on écrire d’années au-delà de2000 en utilisant une seule fois le même
chiffre ?

Solution : Il y a deux cas possibles :
– Si l’année compte4 chiffres, alors il faut choisir son premier chiffre dans l’ensemble�2,4� et les trois autres dans

�0,4� en ne reprenant pas celui qui a déjà été choisi en premier, ce qui fait 3×A3
4 possibilités.

– Si l’année en compte5, le premier chiffre ne peut pas être0. Il y a donc4 possibilités pour le choisir. Il y aA4
4

possibilités pour les4 chiffres suivants.

Le nombre d’années possibles est donc :3×A3
4 +4×A4

4 .
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Exercice 8.38 ♥
Dans une course de10 voitures, déterminer le nombre de classements possibles dans les cas suivants :

1. Toutes les voitures sont arrivées et il n’y a pas d’ex-aequo.
2. Toutes les voitures sont arrivées et il y a exactement deuxex-aequo.

3. Toutes les voitures sont arrivées et il y a deux ex-aequo à la première place (pas d’ex-aequo par ailleurs).
4. Trois voitures ne sont pas arrivées et il n’y a pas d’ex-aequo.

5. Trois voitures ne sont pas arrivées et il y a exactement deux ex-aequo

Solution :

1. 10!

2. Il faut choisir les2 ex-aequo ainsi que leur rang et classer les8 autres voitures, ce qui donneC2
10 × 9 ××8!

classements possibles.

3. Même raisonnement que dans la question précédente si ce n’est que le rang des ex-aequo est fixé. Il y aC2
10 ×8!

classements possibles.

4. Il faut choisir les3 voitures qui ne sont pas arrivées et classer les7 autres. Au total, cela faitC3
10 ×7! classements

possibles.

5. On combine les raisonnements précédents. On trouveC3
10 ×C2

7 ×6×5! classements possibles.

Exercice 8.39 ♥
Au bridge, les mains comptent13 cartes prises dans un jeu de52 cartes. Combien de mains comportent :

1. Un seul roi.
2. Aucun roi
3. Au moins un roi

4. Les4 rois

5. Que des piques

Solution :

1. On choisit le roi puis on choisit12 cartes parmi48, ce qui fait4×C12
48 mains possibles.

2. Il faut choisir13 cartes parmi48, il y a C4
48 possibilités.

3. On choisit un roi puis12 cartes parmi51, ce qui fait4×C12
51 mains possibles.

4. Il faut compléter la main par9 cartes prises parmi48, ce qui faitC9
48 possibilités.

5. Il n’y a qu’une main ne contenant que des piques.

Exercice 8.40 ♥
Au poker, on distribue des mains de5 cartes provenant d’un jeu de32 cartes.Déterminer le nombre de mains qui
comporte exactement :

1. Exactement une paire (c’est-à-dire deux cartes de
même hauteur).

2. Deux paires (mais pas un carré ni un brelan).

3. Un brelan (c’est-à-dire trois cartes de même hauteur
mais pas un full).

4. Un full (c’est-à-dire un brelan et une paire).

5. Un carré (c’est-à-dire cinq cartes de même hauteur)

6. Une couleur (c’est-à-dire quatre cartes du même
signe).

Solution :
1. Il y a 8 possibilités pour la hauteur de la paire et il faut choisir2 cartes dans cette hauteur. Pour les3 cartes

manquantes, il faut les choisir en sorte de ne pas reformer depaire, c’est-à-dire dans des hauteurs différentes et il
faut choisir une couleur pour chacune des ces hauteurs. On trouve alors :8×C2

4 ×C3
7 ×43.

2. Il faut choisir les hauteurs des2 paires ce qui faitC2
8 possibilités. On forme ensuite les deux paires. Il faut enfin

choisir la cinquième carte dans les6 hauteurs restantes. Au total, il y aC2
8 ×C2

4 ×C2
4 ×24 mains possibles.

3. Pour former un brelan, on choisit une hauteur puis3 cartes dans cette hauteur. On complète la main par2 cartes
prises dans les7 hauteurs restantes mais dans des hauteurs différentes, ce qui correspond àC2

7 ×42 possibilités. Il
y alors8×C3

4 ×C2
7 ×42 mains contenant des brelans.

4. Il y a 8×C3
4 possibilités pour former le brelan. Pour la paire, on choisit une hauteur parmi les7 restantes et on

choisit deux couleurs parmi4. Il y a donc8×C3
4 ×7×C2

4 full possibles.

5. De manière analogue, il y a8×28 mains contenant un carré.
6. On choisit une couleur puis5 cartes dans cette couleur. Cela donne4×C5

8 mains possibles.
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Exercice 8.41 ♥
Soit un ensemble finiE de cardinaln > 0. Calculer la somme

∑

X∈P (E)

|X|

Solution : Il y a

(
n

k

)
partiesX ⊂ E de cardinalk. La somme cherchée vaut donc

S =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
=

n∑

k=1

k
n

k

(
n−1

k −1

)
= n

n−1∑
p=0

(
n−1

p

)
= n2n−1

Exercice 8.42 ♥
Soit n Ê 3. On considère un polygone convexe àn côtés.

1. Déterminer le nombre de diagonales joignant les sommets .

2. Déterminer le nombre d’intersections entre les diagonales si l’on suppose que2 diagonales ne sont jamais
parallèles et que3 diagonales ne sont jamais concourantes.

Solution :

1. On se donne une diagonale du polygône dés qu’on se donne deux sommets non consécutifs. Le nombre de choix
possibles est donc

(n
2

)
−n = n(n−3)/2 diagonales (il faut enlever lesn arêtes).

2. On se donne une intersection dés qu’on choisit2 diagonales parmi lesn(n−3)/2 du polygône ce qui fait
(n(n−3)/2

2

)

choix possibles.

Exercice 8.43 ♥♥
SoientE un ensemble fini de cardinaln et A une partie deE qui contientp éléments (p É n).

1. Quel est le nombre de parties àk éléments deE contenant un et un seul élément deA ?

2. Quel est le nombre de parties àk éléments deE contenant au moins un élément deA ?

Solution :

1. SoitP une telle partie. Il y ap choix pour l’élément deA et
(n−p

k−1

)
choix pour lesk −1 autres éléments deP, donc

le nombre recherché estp ×
(n−p

k−1

)
.

2. En s’inspirant de la question précédente, le nombre de parties àk éléments deE contenant au moins un élément de
A est égal au nombre de parties deA contenant exactement un élément deA, auquel on ajoute le nombre de parties
deA contenant exactement2 éléments deA, .... On trouve au final :p×

(n−p
k−1

)
+

(p
2

)
×

(n−p
k−2

)
+

(p
3

)
×

(n−p
k−3

)
+. . .+

(p
k

)
×1.

On peut aussi remarquer qu’il y a exactement
(n−p

k

)
partie deE à k éléments ne contenant aucun élément deA et

le nombre cherché est
(n

k

)
−

(n−p
k

)
. On a prouvé au passage la formule :

∑k
r=1

(p
r

)( n
k−r

)
=

(n
k

)
−

(n−p
k

)
.

Exercice 8.44 ♥♥
Montrer que pour toutp, q,n ∈N

n∑

k=0

(
p

k

)(
q

n−k

)
=

(
p +q

n

)

Solution : Cherchons une interprétation combinatoire à cette somme. On considère deux ensembles disjointsE et F

de cardinaux respectifsp et q. Soit n ∈N. On veut compter le nombre d’ensembles àn éléments qu’on peut former en
allant chercher les éléments dansE et F. Cela revient à prendre des parties deE∪F à n éléments. Il y en a

(p+q
n

)
. On

peut les former aussi ainsi. Pour toutk ∈ �0,n�, on prendk éléments dansE et n−k éléments dansF, ce qui correspond
à

(p
k

)( q
n−k

)
possibilités. On peut ainsi former au total

∑n
k=0

(p
k

)( q
n−k

)
parties deE∪F et l’égalité est prouvée.

Exercice 8.45 ♥♥
Soientn, p,k ∈N∗ tels quep É k É n. Dénombrez les parties àp +1 éléments de l’intervalle entier[|1, . . . ,n+1|] dont
le plus grand élément estk +1. En déduire la valeur de la somme :

n∑

k=p

( k

p

)

Voir l’exercice 8.33 pour une preuve de cette formule par récurrence.
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Solution : Le plus grand élément étant fixé, il suffit de choisirp éléments dans l’intervalle�1,k�. Il y a pour cela
(k

p

)

possibilités. Si l’on considère une partieX quelconque de l’intervalle�1,n+1�, àp+1 éléments, son plus grand élément
k est compris entrep +1 et n +1. On peut alors faire un partage des parties àp +1 éléments en classesCp+1, . . . Cn

disjointes, oùCk désigne l’ensemble des parties de�1,n+1� dont le plus grand élément vautk. Donc d’après le lemme
des bergers, le cardinal de l’ensemble des parties àp +1 éléments vaut :

|Cp+1|+ · · · + |Cn+1|

Mais on sait également qu’il y a
(n+1

p+1

)
parties àp +1 éléments dans�1,n+1�. Par conséquent :

(
n+1

p +1

)
=

n∑

k=p

(
k

p

)

Exercice 8.46 ♥♥
Montrer que∀n Ê 0, ∀( j ,k) ∈N2 tels que0 É j +k É n,

(
n

j +k

)
É

(
n

j

)(
n− j

k

)

On donnera une démonstration par le calcul et une démonstration combinatoire.

Solution :

1. Par le calcul, comme
(

n

j

)(
n− j

k

)
= n!

j !k!
(
n− j −k

)
!

et

(
n

j +k

)
= n!(

j +k
)
!
(
n− j −k

)
!
,

il suffit de démontrer quej !k! É ( j +k)!, ce qui est vrai, car( j +1)( j +2) . . . ( j +k) Ê 1×2×·· ·×k.

2. Prouvons l’inégalité par une démonstration combinatoire. Soit A une partie de cardinalj + k de �1,n�. On lui
associe le couple(A1, A2) de parties suivantes.A1 est la partie formée desj plus petits éléments deA. Si β est le
plus grand élément deA1 et siB est l’ensemble desk éléments suivants deA alorsA2 est donné par :

A2 =
{
α−β | α ∈B

}
.

Il est clair queB⊂
�

1,n− j
�
. On peut donc définir l’application

ϕ :

{
Pn, j+k −→ Pn, j ×Pn− j ,k

A 7−→ (A1, A2)

où Pn, j+k désigne l’ensemble des parties de�1,n� de cardinalj + k, Pn, j l’ensemble des parties de�1,n� de
cardinalj et Pn− j ,k l’ensemble des parties de�1,n� \

Cette applicationϕ est injective, par construction de(A1, A2) et donc|Pn, j+k | É |Pn, j ||Pn− j ,k | d’où l’inégalité
souhaitée.

Exercice 8.47 ♥♥
Soit n ∈N∗. Déterminez le nombre de surjections de l’intervalle d’entiers�1,n+1� vers l’intervalle d’entiers�1,n�.

Solution : Soit une surjectionf : �1,n+1� 7→ �1,n�. Exactement deux élémentsn1 et n2 doivent avoir la même image
k par f . Il y a

(n+1
2

)
choix possibles pour ces deux éléments, etn choix possibles pourk. Ensuite, la restriction de

f de �1,n+1� \ {n1,n2} 7→ �1,n� \ {k} est une bijection et il y en a(n − 1)!. Le nombre total de surjections est donc
(n+1

2

)
n(n−1)! = n(n+1)!

2

Exercice 8.48 ♥♥
Pour toutn ∈N∗, on notean le nombre d’entiersk ∈ �1,n� divisibles à la fois par3 et par4. Calculeran et trouver un
équivalent dean lorsquen →+∞.
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Solution : Soit p ∈ �1,n� divisible par3 et 4. Alors p = 22a3b c où a,b,c Ê 1. Par conséquentp = 12min(a,b) ×d et donc
p est divisible par12. Réciproquement, un entier divisible par12 est divisible par3 et4. an est donc le nombre d’entiers
p = 12k aveck Ê 1 avecp ∈ �1,n�. Mais

1 É 12k É n ⇐⇒ 1É k É E(
n

12
)

On a donc an = E( n
12

) .

Puisque n
12

É an É n
12

+ 1 =⇒ 1 É 12an

n
É 1 + 12

n
, d’après le théorème des gendarmes,

12an

n
−−−−−→
n→+∞

1 et donc

an ∼
n→+∞

n

12
.

Exercice 8.49 ♥♥
Soit E un ensemble fini de cardinaln ∈N. Dénombrer les couples(X,Y) ∈P (E)2 vérifiant

X∩Y =∅

Solution : Soit p ∈ �0,n� et soitX ∈P (E) fixé de cardinalp. Il y a 2n−p partiesY ∈P (E) vérifiantX∩Y =∅. Comme
il y a

(n
p

)
partiesX de cardinalp, il y a donc

n∑
p=0

(
n

p

)
2n−p

couples(X,Y) de parties disjointes, c’est-à-dire3n .

Exercice 8.50 ♥♥
Soit E un ensemble fini de cardinaln ∈N. Dénombrer les couples(X,Y) ∈P (E)2 vérifiant

X ⊂ Y

Solution : FixonsX de cardinalp ∈ �0,n�. Se donner une partieY ∈P (E) telle queX ⊂ Y revient à se donner la partie
Y \ X. Il y a 2n−p choix possibles pourY. Comme il y a

(n
p

)
partiesX de cardinalp, il y a donc

n∑
p=0

(
n

p

)
2n−p = 3n

couples(X,Y) tels queX ⊂ Y.

Exercice 8.51 ♥♥
Soit E un ensemble fini de cardinaln ∈N. Montrer qu’il y a autant de partiesX ∈P (E) de cardinal pair que de parties
deE de cardinal impair.

Solution : On démontre ce résultat par le calcul en remarquant que (voirl’exercice 8.28)

n∑

p=0,ppair

(
n

p

)
= 2n−1 et

n∑

p=0,p impair

(
n

p

)
= 2n−1

Montrons ce résultat de façon combinatoire. Considérons unélémenta ∈E et introduisons l’application

f :





P (E) −→ P (E)

X 7−→
{

X∪ {a} si a 6∈X

X \ {a} si a ∈X

.

On vérifie facilement quef est involutive, c’est-à-dire quef ◦ f = id. Donc f est bijective. Il est de plus clair quef
envoie une partie de cardinal pair deE sur une partie deE de cardinal impair. Il y a donc autant de parties deE de
cardinal pair que de parties deE de cardinal impair.

Exercice 8.52 ♥♥
Soit E un ensemble fini de cardinaln Ê 3 et (a,b) ∈ E2. Soit 2 É p É n. Dénombrer les parties deE à p éléments
contenanta et b, contenanta uniquement,b uniquement, nia ni b. En déduire une relation sur les coefficients
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binomiaux. Re-démontrer cette relation par le calcul :
(

n

p

)
=

(
n−2

p −2

)
+2

(
n−2

p −1

)
+

(
n−2

p

)

Solution : Choisir une partie deE à p éléments contenanta et b revient à choisirp −2 éléments parmin −2. Il y a
donc

(n−2
p−2

)
choix possibles. De la même façon, il y a

(n−2
p−1

)
choix possibles pour une partie deE à p éléments contenant

a et pasb (ou contenantb et pasa). Et il y a
(n−2

p

)
choix possibles pour une partie deE à p éléments ne contenant nia

ni b.
Il y a par ailleurs

(n
p

)
choix possibles pour une partie deE à p éléments. Mais pour choisir une partie deE à p éléments,

on peut choisir une partie :
– contenanta et b

– ou alors une partie deE contenanta et pasb

– ou alors une partie deE contenantb et pasa

– ou alors une partie deE ne contenant nia ni b

ce qui amène :
(n

p

)
=

(n−2
p−2

)
+2

(n−2
p−1

)
+

(n−2
p

)
. Prouvons cette égalité par le calcul :

(
n−2

p −2

)
+2

(
n−2

p −1

)
+

(
n−2

p

)
= (n−2)!(

p −2
)
!
(
n−p

)
!
+2

(n−2)!(
p −1

)
!
(
n−p −1

)
!
+ (n−2)!

p !
(
n−p −2

)
!

=
p

(
p −1

)(
p −2

)
!+2p

(
n−p

)
(n−2)!+

(
n−p

)(
n−p −1

)
(n−2)!

p !
(
n−p

)
!

=
(
n2 −n

)
(n−2)!

p !
(
n−p

)
!

=
(

n

p

)

Exercice 8.53 ♥♥♥
Montrer que pour1 < p < n,

A
p
n = pA

p−1
n−1+A

p
n−1

Retrouver ce résultat de façon combinatoire.

Solution : Par le calcul, en utilisant queAp
n = p !

(
n

p

)
et l’additivité des coefficients binomiaux :

pA
p−1
n−1 +A

p
n−1 = p

(
p −1

)
!

(
n−1

p −1

)
+p !

(
n−1

p −1

)
= p !

(
n

p

)
= A

p
n .

De façon combinatoire :Ap
n est le nombre d’injections deIp = [[1, p]] versIn = [[1,n]]. On partitionne les injections en

deux ensembles :
A1 = { f ∈I (Ip , In) |n ∈ f (Ip )} et A2 = { f ∈I (Ip , In) |n 6∈ f (Ip )}

On montre queA2 ≡ I
(
Ip , In−1

)
et donc que|A2| = A

p
n−1. On partitionne ensuiteA1 en classesBk = { f ∈ A1 | f (k) = n}

disjointes oùk ∈
�

1, p
�
. On montre queBk ≡I (Ip−1, In−1) et donc que|Bk | = A

p−1
n−1. Comme il y ap classesBk , il vient

d’après le lemme des bergers que|A1| = pA
p−1
n−1 d’où le résultat.

Exercice 8.54 ♥♥♥
Soientp,n ∈N∗ tels quep É n. Déterminez le nombre d’applications de�1,n� vers

�
1, p

�
telles quef (1) = 1 et

∀i ∈ �1,n−1� , f (i )É f (i +1) É f (i )+1

Solution : Dénombrons d’abord le nombre de telles applications avecf (n) = k. Puisquef (n) É n, il faut quek É n

pour qu’il en existe une. Une telle application est entièrement déterminée en se donnant les entiersi ∈ �1,n� tels que
f (i ) < f (i +1), c’est-à-dire les entiers en lesquels la fonction change devaleur. Commef (n) = k, il y a exactementk
« sauts », c’est-à-direk changements de valeur. Choisir une telle fonction revient alors à choisir cesk entiers dans�1,n�
et il y a

(n
k

)
choix possibles. Le nombre cherché vaut donc :

p∑

k=1

(
n

k

)
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Exercice 8.55 ♥♥♥
Soit E un ensemble fini de cardinaln ∈N∗. Calculer

∑

(X,Y)∈P (E)2

|X∪Y|

Solution : Soit k ∈ �0,n�. Déterminons le nombre de paires(X,Y) telles que|X∪Y| = k. Il y a
(n

k

)
choix possibles pour

l’ensembleX∪Y. Une foisZ = (X∪Y) fixé, il y a
(n

p

)
choix possibles pour la partieX ⊂ Z de cardinal fixép ∈ �0,k�.

Une fois la partieX fixée, la partieY doit contenirZ \ X. Il y a autant de partiesY possibles que de choix de parties deX,
c’est-à-dire2p .
Au total, il y a

∑k
p=0

(k
p

)
2p = 3k choix possibles pour le couple(X,Y) tel queX∪Y = Z.

La somme cherchée vaut donc

S =
n∑

k=0

k

(
n

k

)
3k = 3n×4n−1

Exercice 8.56 ♥♥♥
Soientn, p,k ∈ N. On considère un quadrillage à coordonnées entières etA = (0,n), B = (p,k) deux points de ce
quadrillage. Déterminer le nombre de trajets deA versB avec réflexion sur l’axe(Ox), c’est-à-dire que :

1. pour aller deA vers l’axe(0x), on peut avancer d’un cran vers la droite ou d’un cran vers le bas.

2. Pour aller de l’axe(0x) versB, on peut avancer d’un cran vers le haut ou d’un cran vers la droite.

Solution : Soit i ∈
�

0, p
�
. Pour aller deA vers vers le point de coordonnées(i ,0), il faut descendren fois et avanceri

fois vers la droite et donc au total parcourirn+ i segments. Un tel chemin est entièrement déterminé dés qu’ona choisi
les i segments horizontaux. Le nombre de trajets deA vers(i ,0) vaut donc

(n+i
i

)
. Pour aller ensuite de(0, i ) à B, il y a(p+k−i

k

)
chemins. Et donc pour aller deA versB, il y a

p∑

i=0

(
n+ i

i

)(
p +k − i

k

)

chemins possibles.

Exercice 8.57 ♥♥♥
On considère un échiquier de8×8 cases.

1. De combien de façons peut-on disposer8 tours sur l’échiquier sans qu’elles soient en prise ?

2. Si l’on a placé les8 tours ainsi, montrer qu’il y a un nombre pair de tours placéessur des cases blanches.

Solution :

1. Il est clair que chaque colonne de l’échiquier doit contenir une et une seule tour. Une configuration des tours
correspond alors à une application def : �1,8� → �1,8�. Soit i ∈ �1,8�. Notonsf (i ) la rangée où est placée la tour
de la colonnei . L’hypothèse que les tours ne soient pas en prise se traduit en disant quef est bijective. Il y donc
8! placements possibles.

2. Remarquons que si on permute des lignes sur l’échiquier, si les tours ne sont pas en prises au départ, elles ne
sont pas en prises après ces permutations (les tours restentsolidaires de leur ligne) . Il se produit la même chose
si on permute des colonnes. Par de telles permutations, on peut arriver à disposer les tours sur la diagonale
de l’échiquier. Chaque tour reste évidemment sur une case dela même couleur que celle de départ. Remarquons
qu’après permutations de lignes ou de colonnes, le nombre decase de couleur blanche sur la diagonale est toujours
pair. Par suite, si aucune tour n’est en prise au départ, elles sont nécessairement en nombre pair à être sur des cases
blanches.
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Chapitre 9
CorpsR des nombres réels

Le réel, c’est quand on se cogne.
Jacques Lacan.

Pour bien aborder ce chapitre

Les mathématiciens de l’antiquité pensent pouvoir mesurern’importe quelle grandeur comme un quotient de deux entiers,
c’est-à-dire comme un rationnel. Les pythagoriciens vont même plus loin en affirmant que « tout est nombre », c’est à dire
que chaque chose peut s’exprimer comme un entier ou un quotient de nombres entiers. Ils ne se relèveront jamais de la
découverte qu’ils feront que la diagonale d’un carré de côté1 est incommensurable (voir la proposition 9.1).
Plus récemment, au17e siècle, des mathématiciens comme Mercator, Gregory, Leibniz ou les frères Bernoulli découvrent
que certaines sommes infinies admettent des limites qui ne sont pas rationnelles. C’est le cas par exemple de la série de
Mercator qui converge versln 2 1 :

1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . .

Toujours au17e, Newton et Leibniz inventent le calcul infinitésimal, qu’onappelle maintenant l’analyse. Leur construction
cependant manque de rigueur et le formalisme qu’ils emploient est très compliqué car ils ne disposent que des fractions
pour parler des infiniment petits et la notion de limite est loin d’être formalisée.
Il faut attendre le19e siècle pour que, grâce à Cauchy, cette notion commence à êtrebien comprise et ce n’est que
vers la seconde moitié de ce siècle que les premières constructions des nombres réels apparaissent. On les doit aux
mathématiciens Cantor, Méray et Dedekind.
L’adjectif « réel »apparaît pour la première fois au17e siècle sous la plume de Descartes comme un rétronyme au terme
« imaginaire »qui qualifie des nombres dont le carré est négatif (voir l’introduction du chapitre 1). C’est Georg Cantor qui
introduisit en1883 le terme de nombre réel.
Le cœur de ce premier chapitre d’analyse de la seconde période. est constitué de l’axiome de la borne supérieure duquel
découleront des théorèmes fondamentaux en analyse (propriété d’Archimède, théorème de la limite monotone, construc-
tion de l’intégrale . . .)
Un des enjeux de cette seconde période est l’apprentissage de la démonstration. Il est vivement conseillé de consulter
dans un premier temps l’annexe A. On y apprendra à utiliser les quantificateurs ainsi que des rudiments de théorie des
ensembles qui seront utilisés en permanence.

9.1 Introduction

PROPOSITION9.1
Le nombre

p
2 ne peut s’écrire comme quotient de deux entiers.

Démonstration Remarquons tout d’abord que le carré d’un nombre pair est un nombre pair. De même, le carré d’un nombre
impair est un nombre impair. Autrement dit, un nombre entierest pair si et seulement si son carré est pair.
Supposons qu’il existe deux entiers non nulsp et q tels que

p
2 = p/q. On peut supposer que la fractionp/q est irréductible. On

a donc2 = p2/q2 ou encorep2 = 2q2. Nécessairement2 divise p2. Ceci n’est possible, d’après ce qu’on vient d’expliquer, que si
2 divise p. Il existe doncp ′ ∈N tel quep = 2p ′ et alors4p ′2 = 2q2 ou encore2p ′2 = q2. On peut alors affirmer de la même façon
que précédemment que2 diviseq2 et donc que2 diviseq. L’entier 2 est donc un diviseur commun àp et q ce qui vient contredire
le fait que la fractionp/q est irréductible. La proposition est ainsi prouvée par l’absurde.

1. Voir l’exercice 13.100 page 586
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Remarque 9.1 Il existe donc des nombres irrationnels. L’ensembleQ ne contient pas tous les nombres, d’où la nécessité
d’introduire un nouvel ensembleR de nombres, lesréels.

9.2 Le corps des réels

BIO 7 Georg Cantor, né le 3 mars 1845 Saint-Pétersbourg , mort le 6janvier 1918 à Halle

Mathématicien Allemand. Les parents de Georg Cantor appartenaient à un mi-
lieu aisé, tant financièrement qu’intellectuellement. Sonpère était homme d’af-
faire et sa mère était issue d’une famille de musicien. Il jouait du violon de
manière remarquable. Il reçut une excellente éducation et se montra très tôt doué
en particulier pour les activités manuels. Mais son père rêve qu’il devienne in-
génieur aussi il part faire ses études supérieures à Berlin.Il obtient son doctorat
de mathématiques en 1867.
Les premiers travaux qu’il mène après sa thèse lui sont suggérés par Heine. Ils
concernent l’unicité de la décomposition d’une fonction périodique d’une vari-
able réelle comme série de fonctions trigonométriques (lesfameuses séries de
Fourier que vous découvrirez en deuxième année). Il parvient à prouver cette
propriété pour les fonctions continues alors qu’elle échappait à des mathémati-
ciens de la classe de Lejeune Dirichlet, Lipschitz, Riemannet Heine lui-même.
Afin de résoudre ce problème, il est amené à définir et étudier l’ensemble des
points de discontinuité de ces fonctions. C’est alors qu’ilcommence à étudier
des ensembles de cardinal infini et cela le conduit en 1872 à définir rigoureuse-
ment ce qu’est un nombre réel.
Il est le premier à comprendre que l’ensemble des réelsR n’est pas dénombrable, autrement dit qu’il n’existe pas de
bijection entreN et R. Il y a beaucoup plus de réels que d’entiers et tous les ensembles infinis n’ont pas le même
nombre d’éléments ...
Ces découvertes soulèvent évidemment des contestations, en particulier celles de Poincaré et Kronecker. Ce dernier
n’hésita pas à bloquer non seulement les articles de Cantor mais aussi sa carrière.
Cantor est frappé de sa première dépression en 1884. Les attaques de Kronecker à son sujet n’y sont sûrement pas
étrangères. Il ne retrouva plus alors sa puissance intellectuelle. En 1899 il perd son plus jeune fils et commence à
souffrir de dépression chronique et de schizophrénie. Il est affecté à un poste administratif le dispensant de cours. Il
prend sa retraite en 1913 et meurt dans la pauvreté en 1918.

PROPOSITION9.2 (R,+) est un groupe commutatif.
L’addition dansR vérifie les propriétés suivantes :
• Elle est associative :∀x, y, z ∈R,

(
x + y

)
+ z = x +

(
y + z

)
.

• Elle possède un élément neutre0 : ∀x ∈R, x +0 = 0+ x = x.
• Chaque réel possède un opposé :∀x ∈R, ∃y ∈R : x + y = y + x = 0. Le nombrey opposé àx est noté−x.
• Elle est commutative :∀x, y ∈R, x + y = y + x.
Pour résumer ces4 propriétés, on dit que(R,+) est un groupe commutatif.

PROPOSITION9.3 (R∗,×) est un groupe commutatif.
La multiplication dansR vérifie les propriétés suivantes :
• Elle est associative :∀x, y, z ∈R∗,

(
x × y

)
× z = x ×

(
y × z

)
.

• Elle possède un élément neutre1 : ∀x ∈R∗, x ×1 = 1× x = x.
• Chaque réel possède un inverse :∀x ∈R∗, ∃y ∈R∗ : x × y = y × x = 1. Le nombrey , inverse dex est notéx−1 ou

encore1/x.
• Elle est commutative :∀x, y ∈R∗, x × y = y × x.
Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que(R∗,×) est un groupe commutatif.

PROPOSITION9.4 (R,+,×) est un corps.
La multiplication dansR est distributive relativement à l’addition :∀x, y, z ∈R, x×

(
y + z

)
= x×y+x×z. Pour résumer

toutes ces propriétés, on dit que(R,+,×) est un corps.

Dans la suite, nous noteronsx y à la place dex × y .
Considérons surR la relation d’ordre usuelleÉ.
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PROPOSITION9.5 (R,+, .) est un corps totalement ordonné.

• La relation d’ordreÉ est totale :∀x, y ∈R, x É y ou y É x

• La relation d’ordreÉ est compatible avec l’addition :∀x, y, z ∈R, x É y =⇒ x + z É y + z

• La relation d’ordreÉ est compatible avec la multiplication :∀x, y ∈R, x É 0 et y É 0 =⇒ x y Ê 0.
Pour résumer toutes ces propriétés, on dit que(R,+,×,É) est un corps totalement ordonné.

Remarque 9.2 (Q,+,×,É) est aussi un corps totalement ordonné.

9.3 Valeur absolue

DÉFINITION 9.1 Valeur absolue
Soit x ∈R. On définit la valeur absolue dex comme étant le nombre réel positif, noté|x| donné par :

|x| =
{

x si x Ê 0

−x si x < 0

✎ Notation 9.1 Si x, y ∈R, on notemax
(
x, y

)
le plus grand de ces deux nombres.

PROPOSITION9.6

Soientx, y ∈R et r ∈R∗
+. On a :

1. |x| = max(x,−x)

2. |x| Ê 0

3. |x| = 0 ⇐⇒ x = 0

4.
∣∣y − x

∣∣É r ⇐⇒ x − r É y É x + r

5.
∣∣x y

∣∣= |x|
∣∣y

∣∣, |−x| = |x|

6.
p

x2 = |x|

7.
∣∣x + y

∣∣É |x|+
∣∣y

∣∣

8.
∣∣ |x|−

∣∣y
∣∣ ∣∣É

∣∣x + y
∣∣

Les deux dernières inégalités sont appeléesinégalités triangulaireset sont fondamentales en analyse.

Démonstration

1 Il suffit d’étudier les casx Ê 0 et x < 0.

4 Puisque|y −x| É r , d’après(1), y −x É r et x − y É r d’où l’encadrement souhaité.

7 Utilisons les propriétés(1), (5) et(6), |x+y | =
√

(x + y)2 =
√

x2 +2x y + y2 É
√

|x|2 +|y |2 +2|x||y | =
√

(|x|+ |y |)2 = |x|+|y |.
On remarque qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement six y = |x y |, c’est-à-dire lorsquex et y sont de même
signe.

8 Utilisons(7) et (5) : |x| = |x + y + (−y)| É |x + y |+ |−y | = |x + y |+ |y |. Par conséquent,|x|− |y | É |x + y |. En inversant le rôle
dex et y, on obtient également|y |− |x| É |x + y | d’où finalement (d’après(1)),

∣∣|x|− |y |
∣∣ É |x + y |.

Les autres preuves sont laissées en exercice.

PROPOSITION9.7
Pour tout réelx, en notantx+ = max{x,0} et x− = max{−x,0}, on a :

• |x| = x++ x−

• x = x+− x−
• x+ =

1

2
(|x|+ x)

• x− = 1

2
(|x|− x)

Démonstration
• Si x Ê 0 alors|x| = x, x+ = x et x− = 0.
• Si x < 0 alors|x| =−x, x+ = 0 et x− =−x.
Dans les deux cas, il est clair que|x| = x++x− et quex = x+−x−. En additionnant et soustrayant ces deux relations, on obtient les
deux dernières.

DÉFINITION 9.2 Distance entre deux réels
Soit

(
x, y

)
un couple de réels. On appelle distance dex à y la quantité, notéed

(
x, y

)
et donnée par :d

(
x, y

)
=

∣∣x − y
∣∣.
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9.4 Majorant, minorant, borne supérieure

DÉFINITION 9.3 Plus grand élément, plus petit élément
Soit A une partie deR (ou deQ) et un réela. On dit quea est :

• le plus grand élémentdeA si et seulement sia ∈ A et∀x ∈ A, x É a.
• le plus petit élémentdeA si et seulement sia ∈ A et∀x ∈ A, a É x.
S’il existe, le plus grand élément deA est unique. Nous le noteronsmax(A). De même, s’il existe, le plus petit élément
deA est unique et nous le noteronsmin (A).

Démonstration Supposons quea et a′ soient deux plus grands éléments deA. Commea est un plus grand élément deA et que
a′ ∈ A, on doit avoira′ É a. De façon symétrique, on a aussia′ É a. Il s’ensuit quea = a′.

Exemple 9.2
– N, Q, R n’ont pas de plus grand élément.
– N possède un plus petit élément (0) mais pasQ ni R.
– [0,1] possède un plus grand et un plus petit élément.
– ]0,1[ ne possède ni de plus grand ni de plus petit élément.
– X =

{
x ∈Q | x2 É 2

}
ne possède pas de plus grand élément dansQ mais il en possède un dansR qui vaut

p
2.

DÉFINITION 9.4 Majorant, minorant
Soit A une partie deR (ou deQ) et soita ∈R. On dit quea est
• un majorant deA si et seulement si∀x ∈ A, x É a.
• un minorant deA si et seulement si∀x ∈ A, a É x.

Remarque 9.3 Un majorant n’est pas unique. Le plus grand élément d’une partie, s’il existe, est un majorant de la
partie qui, de plus, appartient à cette partie.

Exemple 9.3
– La partie[0,1] possède par exemple comme majorants2 et 3 et comme minorants−1 et 0.
– La partieX =

{
x ∈Q | x2 É 2

}
admet par exemple5 comme majorant.

DÉFINITION 9.5 Borne supérieure
Soit A une partie deR (ou deQ)
• La borne supérieuredeA est, si elle existe, le plus petit élément de l’ensemble des majorants deA. On la notesup(A).
• La borne inférieuredeA est, si elle existe, le plus grand élément de l’ensemble des minorants deA. On la noteinf (A).

Exemple 9.4
– 0 est la borne inférieure de[0,1] ou de]0,1[.
– 1 est la borne supérieure de[0,1] ou de]0,1[.
– X =

{
x ∈Q | x2 É 2

}
ne possède pas de borne supérieure dansQ. X possède une borne supérieure dansR qui vaut

p
2.

PROPOSITION9.8 Unicité de la borne supérieure
Si une partieA deR possède une borne supérieure alors celle-ci est unique.

Démonstration Nous avons montré que le plus petit élément d’un ensemble (ici les majorants deA) était unique.

Axiome de la borne supérieure

Toute partie non videet majorée deR possède une borne supérieure.

Remarque 9.4 Cette propriété distingueR deQ. En effet, la partieX = {x ∈Q | x2 < 2} n’admet pas de borne supérieure
dansQ.

THÉORÈME 9.9 ♥♥♥ Caractérisation de la borne supérieure
SoientX une partie deR et a un nombre réel. Il y a équivalence entre :

1 a est la borne supérieure deX.

2 ∀x ∈X, x É a et ∀ε> 0, ∃x ∈ X, x ∈ ]a −ε, a]
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FIGURE 9.1 – Caractérisation de la borne supérieure

Démonstration
⇒ Supposons quea est la borne supérieure deX. Par définition de celle ci,a est un majorant deX et la première affirmation de

(2) est prouvée. Soitε> 0, si a−ε était un majorant deX, on auraita É a−ε ce qui est faux. Puisquea−ε n’est pas un majorant
deX, il existex ∈X tel quea −ε< x.

⇐ Supposons maintenant que(2) est vraie et montrons quea est la borne supérieure deX. Il est clair quea est un majorant deX.
Il faut montrer que c’est le plus petit des majorants deX. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors un réela′ qui majore
X et qui est plus petit quea. On a donc :

∀x ∈ X, x É a′ < a

Posonsε= a −a′ > 0. En appliquant(2), on peut affirmer qu’il existe un élémentx ∈X tel quex ∈ ]a −ε, a] =
]
a′, a

]
. Mais alors

a′ < x et a′ ne peut être un majorant deX ce qui prouve la seconde implication par l’absurde.

Remarque 9.5 Une erreur commise fréquemment dans la démonstration précédente : le réela − ε n’appartient
pas nécessairement à la partieA. Si l’on considère la partieA = [0,1[∩(R\Q), elle possède une borne supérieure
sup A = 1 et pour tout entier non nuln, avec ε = 1/n, 1 − ε 6∈ A. Cette erreur provient du fait que l’on fait
souvent des dessins avec des partiesA qui sont des intervalles ouverts lorsqu’on raisonne sur lespropriétés de
la borne supérieure.Multimédia : représenter une partie A “à trous”, faire glisser a−ε

et colorer un point x ∈ A tel que sup A−εÉ x É sup A.

Il est conseillé de lire l’appendice C.3 page 1201 où l’on étudie une technique classique pour manipuler les bornes
supérieures.

9.5 Droite numérique achevéeR

DÉFINITION 9.6 Droite numérique achevée
On appelle droite numérique achevée l’ensemble, notéR obtenu en ajoutant deux éléments àR : R=R∪ {−∞,+∞}

✎ Notation 9.5 On prolonge la relation d’ordreÉ surR en posant :

∀x ∈R, x É+∞ et −∞É x

Remarque 9.6 R possède un plus grand élément :+∞ et un plus petit élément :−∞.

✎ Notation 9.6 Si X est une partie non vide deR, par convention, on pose :
• sup X =+∞ si X n’est pas une partie majorée deR.
• inf X =−∞ si X n’est pas une partie minorée deR.
Avec ces notations, on a :

PROPOSITION9.10
Toute partienon videdeR possède une borne supérieure et une borne inférieure.

Démonstration Soit X une partie non vide deR. Si supX 6= +∞ alorsX est une partie majorée deR et lui appliquant la propriété
de la borne supérieure, elle possède une borne supérieure. Si supX =+∞ alors la borne supérieure deX est+∞.

On prolonge de même àR les opérations surR :
✎ Notation 9.7

La somme, le produit et le quotient de deux réels étendus sontdéfinis d’après les tables suivantes. Une case noire corre-
spond à uneforme indéterminée.

x + y −∞ y ∈R +∞
−∞ −∞ −∞
x ∈R −∞ x + y +∞
+∞ +∞ +∞
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x × y −∞ y ∈R∗
− 0 y ∈R∗

+ +∞
−∞ +∞ +∞ −∞ −∞

x ∈R∗
− +∞ x y 0 x y −∞

0 0 0 0

x ∈R∗
+ −∞ x y 0 x y +∞

+∞ −∞ −∞ +∞ +∞

x 1/x

x ∈R⋆ 1/x

−∞ 0

+∞ 0

0

9.6 Intervalles deR

DÉFINITION 9.7 Segment
Soienta et b deux réels. On appellesegment[a,b] l’ensemble des réels compris, au sens large, entrea et b :
– Si a < b, [a,b]= {t ∈R | a É t É b}.
– Si a = b, [a, a]= {a}.
– Si b < a, [a,b]= {t ∈R | b É t É a}.

DÉFINITION 9.8 Intervalle
Soit I une partie deR. On dit queI est un intervalle deR si et seulement si∀x, y ∈ I,

[
x, y

]
⊂ I.

PROPOSITION9.11 Caractérisation des intervalles deR
Soit I une partie deR. Il y a équivalence entre :

1 I est un intervalle deR.

2 ∀x, y ∈ I, ∀t ∈ [0,1] , (1− t) x + t y ∈ I

Remarque 9.7 Nous verrons plus tard que cela signifie que les intervalles deR sont les partiesconvexes.

Démonstration
⇒ Supposons queI est un intervalle deR. Soientx, y ∈ I tels quey > x et soitt ∈ [0,1]. Posonsz = (1− t) x + t y. Montrons que

z ∈ I. On a :
z −x = (1− t) x + t y −x = t

(
y −x

)
Ê 0

Par conséquentz Ê x. De même :
y −z = y − (1− t) x − t y = (1− t)

(
y −x

)
Ê 0

doncy Ê z. Ceci prouve quex É z É y et quez ∈
[
x, y

]
. CommeI est un intervalle,z ∈ I.

⇐ Supposons que(2) est vraie et montrons queI est un intervalle. Soientx, y ∈ I. Il faut montrer que :
[
x, y

]
⊂ I. Si x = y alors[

x, y
]
= {x} et il est clair quex ∈ I. Si x 6= y, on peut supposerx < y. Considéronsz ∈

[
x, y

]
. On a :x É z É y. Posons

t =
z −x

y −x
. Il est clair quet ∈ [0,1] et que

z = (1− t) x + t y.

Par conséquentz ∈ I. Ceci étant vrai pour toutz ∈
[
x, y

]
on peut affirmer que

[
x, y

]
⊂ I.

PROPOSITION9.12
Les intervalles deR sont de la forme :

• R

• [a,+∞[ = {x ∈R | a É x}

• ]a,+∞[ = {x ∈R | a < x}

• ]−∞,b] = {x ∈R | x É b}

• ]−∞,b[ = {x ∈R | x < b}

• [a,b] = {x ∈R | a É x É b}

• ]a,b[ = {x ∈R | a < x < b}

• [a,b[ = {x ∈R | a É x < b}

• ]a,b]= {x ∈R | a < x É b}

• ]a, a[=∅

où a,b ∈R

Démonstration Admis...

9.7 Propriété d’Archimède

THÉORÈME 9.13 R est un corps archimèdien

L’ensembleR vérifie la propriété suivante, dite d’Archimède: ∀x ∈R∗
+, ∀y ∈R, ∃n ∈N : nx Ê y .
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Démonstration Supposons que la propriété d’Archimède ne soit pas vraie. Celle ci sera prouvée si on aboutit à une contradiction.
Alors il existex ∈ R∗

+ et y ∈ R tels que∀n ∈N, nx < y. Définissons la partie deR suivante :A = {nx | n ∈N}. Elle est non vide et
majorée pary. D’après l’axiome de la borne supérieure,A possède une borne supérieurea ∈R. En particulier :∀n ∈N, nx É a

ce qui s’écrit aussi∀n ∈N, (n +1) x É a. On en déduit que∀n ∈N , nx É a−x. Mais alorsa−x est un majorant deA et comme
x > 0, a−x < a. Le réela n’est donc pas le plus petit des majorants deA ce qui est en contradiction avec le fait que ce soit la borne
supérieure deA .

9.8 Partie entière

PROPOSITION9.14 ♥♥♥ Partie entière d’un réel
Soit x ∈R. Il existe un unique entier relatifp tel que :

p É x < p +1 .

Cet entier est appelé lapartie entièredex et est noté[x] ou E (x)

Démonstration Soit x ∈R.
Analyse Supposons qu’un tel entier relatifp existe alorsp est le plus grand élément de l’ensembleA = {n ∈Z | n É x}. Récipro-

quement, sip est le plus grand élément de cet ensemble, il vérifiep É x < p +1 et c’est la partie entière dex.
Synthèse Montrons que la partie entièrep dex existe. Cela revient à montrer que l’ensembleA possède un plus grand élément.

On a :
• A 6= ∅ : en effet, six est positif ou nul alors0 É x et donc0 ∈ A . Sinon, six est strictement négatif alors−x ∈ R∗

+. En
appliquant la propriété d’Archimède àY =−x et X = 1, on peut affirmer qu’il existeN ∈N tel queN.X Ê Y c’est-à-dire tel que
N.1 Ê−x ou x Ê−N. On a donc−N ∈A .

• L’ensembleA est majoré parx et il existe, d’après la propriété d’Archimède un entier plus grand quex. Par conséquenta est
une partie majorée deZ.

Nous verrons plus tard qu’un axiome des entiers permet d’affirmer queA possède un plus grand élément.

x
b b b b b

E (x) E (x)+1

FIGURE 9.2 – Partie entière d’un réel

Remarque 9.8 Les deux majorations suivantes sont souvent utiles dans lesexercices :

∀x ∈R, E (x) É x < E (x)+1 et x −1 < E (x) É x

9.9 Densité deQ dansR

DÉFINITION 9.9 Partie dense
Soit A une partie deR. On dit queA est dense dansR si et seulement si :

∀x ∈R, ∀ε> 0, ∃a ∈ A tel que|x −a| É ε

Remarque 9.9 Une partieA deR est dense dansR si on peut approché tout réel aussi près que l’on veut par un élément
deA.

THÉORÈME 9.15 ♥♥♥ Q est dense dansR
L’ensembleQ des nombres rationnels est dense dansR.

Démonstration Soit x ∈R et soitε> 0. Considérons un entierq > 0 tel que1/q É ε. Posonsp = E(qx), on ap É qx < p +1 d’où
p/q É x < (p +1)/q. Posonsr = p/q, le nombrer est bien rationnel et puisque0 É x − r < 1/q É ε, on a bien|x − r | É ε.
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THÉORÈME 9.16 R \Q est dense dansR
L’ensembleR \Q formé des nombres irrationnels est dense dansR.

Démonstration Soit x ∈R et ε> 0.
– si x est irrationnel, il suffit de poserθ= x ∈R \Q et on a bien|x −θ| = 0 É ε.
– si x ∈Q est rationnel, on montre facilement par l’absurde que pour tout entierq > 0, le réelθq = x+

p
2/q est irrationnel. Puisque

|x −θq | =
p

2/q, il suffit de choisir un entierq suffisamment grand pour que
p

2/q É ε.

En résumé

Les points suivants doivent être parfaitement connus :

1 l’axiome de la borne supérieure

2 la caractérisation de la borne supérieure

3 les inégalités triangulaires

Pour se familiariser avec les raisonnements d’analyse, il sera très profitable de passer du temps à comprendre et à refaire
les démonstrations des théorèmes 9.9, 9.15.
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9.10 Exercices

9.10.1 Inégalités

Exercice 9.1 ♥♥
Soientx1, x2, ...,xn , n réels strictement positifs. Montrer que

(x1 + x2 + ...+ xn )
(
x−1

1 + x−1
2 + ...+ x−1

n

)
Ê n2

Indication 9.7 : On montrera au préalable que :∀x ∈R∗
+, x + 1

x
Ê 2.

Solution : Soit x ∈R∗
+. On a :

x +1/x Ê 2⇐⇒ x2 −2x +1 Ê 0 ⇐⇒ (x −1)2 Ê 0

et donc on a toujoursx +1/x Ê 2. Par ailleurs :

(x1 + x2 + ...+ xn )
(
x−1

1 + x−1
2 + ...+ x−1

n

)
=

∑

1Éi< jÉn

(
xi

x j
+

x j

xi

)
+n

La somme
∑

1Éi< jÉn (xi /x j + x j /xi ) contientn2/2−n termes et d’après l’inégalité précédente, on peut affirmer que
chacun de ces termes estÊ 2. Il vient donc :

(x1 + x2 + ...+ xn )
(
x−1

1 + x−1
2 + ...+ x−1

n

)
Ê 2

(
n2

2
−n

)
+n = n2 −n Ê n2

Exercice 9.2 ♥♥
Montrer que :

1. ∀(a,b) ∈R2
+,

p
a +b É

p
a +

p
b. Étudier dans quel cas on a égalité.

2. ∀(a,b) ∈R2,
∣∣∣
p
|a|−

√
|b|

∣∣∣É
√
|a −b|.

Indication 9.7 : Aidez-vous de la preuve de l’inégalité triangulaire page 341.

Solution :

1. Soient(a,b)∈R2
+. On a :

(p
a +

p
b
)2

= a +2
p

ab +b Ê a +b

et donc
p

a +b É
p

a +
p

b. On a égalité si et seulement si
p

ab = 0, c’est-à-dire si et seulement sia ou b est nul.

2. Soient(a,b)∈R2. En utilisant la première inégalité, on trouve que :

√
|a| =

√
|a −b +b| É

√
|a −b|+ |b| É

√
|a −b|−

√
|b|

donc
p
|a|−

√
|b| É

√
|a −b|. On montre de même que

√
|b| É

√
|a −b|−

p
|a| et on en déduit que

√
|b|−

p
|a| É√

|a −b|. En résumé :
∣∣∣
p
|a|−

√
|b|

∣∣∣É
√

|a −b|

Exercice 9.3 ♥♥
Majorer et minorer pourn Ê n0 (à déterminer), les suites suivantes par des suites de la forme c.np (avec le même
exposant pour la majoration et la minoration).

1. un = 2n5 −n4 +n2 −1

n2 +n−1
2. un = n2 + (n2 −1)/(n+1)

n+ (n3 −1)(n+1)

Solution :

1. Pourn Ê 1, on an5 −n4 Ê 0 et n2 −1 Ê 0 donc2n5 −n4 +n2 −1 = n5 +
(
n5 −n4

)
+

(
n2 −1

)
Ê n5. Par ailleurs, on

a−n4 +n2 É 0 et donc2n5 −n4 +n2 −1 É 2n5. On s’occupe maintenant du dénominateur. Sin Ê 1, n −1 Ê 0 et
n2 +n−1 Ê n2. De même, sin Ê 1, n2 Ê n et doncn2 +n−1 É 2n2 −1 É 2n2. En conclusion, sin Ê 1 :

n3

2
=

n5

2n2
É

2n5 −n4 +n2 −1

n2 +n−1
É

2n5

n2
= 2n3.
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2. On remarque que pour toutn ∈ N, un = n2 +n−1

n4 +n3 −1
. D’après la première question, sin Ê 1, on sait quen2 É

n2 +n−1 É 2n2. On montre facilement que sin Ê 1, n4 É n4 +n3 −1 É 2n4 donc il vient pourn Ê 1 :

1

2n2
É n2 +n−1

n4 +n3 −1
É 2

n2
.

9.10.2 Borne supérieure

Exercice 9.4 ♥
SoitA une partie non vide et majorée deR. On suppose que la borne supérieureM deA vérifieM = sup(A)> 0. Montrer
qu’il existe un élément deA strictement positif.

Solution : CommeM > 0 alorsM/2 > 0. D’après la propriété de caractérisation de la borne supérieure appliquée à
ε= M/2, il existea ∈ A tel quea ∈ ]M−ε,M[. Le réela est strictement positif.

Exercice 9.5 ♥
Soit a un réel positif. Montrer que

∀ε> 0, a É ε =⇒ a = 0

Solution : Par l’absurde : supposonsa > 0 et posonsε = a/2 > 0. Il vient alorsa É a/2 ce qui n’est possible que si
a = 0.

Exercice 9.6 ♥♥♥
Soit f une application croissante de[0,1] dans lui même. On considère l’ensemble

E =
{

x ∈ [0,1], f (x) Ê x
}

1. Montrer queE possède une borne supérieureb.

2. Montrer quef (b)= b.

Indication 9.7 : On pourra étudier les deux cas :f (b)> b et f (b) < b)

Solution :

1. E est une partie majorée deR. En effet :∀x ∈ E, x É 1. E est une partie non vide deR : f (0) Ê 0 donc0 ∈ E. Par
l’axiome de la borne supérieure, on peut affirmer queE admet une borne supérieureb.

2. – Si f (b) > b alors, commef est croissante,f
(

f (b)
)
Ê f (b) et doncf (b) ∈ E. Mais, commef (b) > b et queb

est la borne supérieure deE, on aboutit à une contradiction. On ne peut donc avoir :f (b) > b.
– Supposons maintenant quef (b) < b . Posonsη= b− f (b) > 0. Commeb est la borne supérieure deE, il existe

c ∈ E tel que :b −η < c < b. Par conséquent :f (c) Ê c > b −η= b −b + f (b) = f (b), c’est-à-diref (c) > f (b).
Mais f est croissante et cette inégalité est impossible.

Par conséquentf (b) = b.

Exercice 9.7 ♥♥
On considère la partie deR suivante :

A =
{

x2 +2

x2 +1
| x ∈R

}
.

Déterminer, s’ils existent,sup A,inf A,min A,max A.

Solution : Soit x ∈R. On écrit :
x2 +2

x2 +1
= 1+ 1

x2 +1

Alors on obtient immédiatement queA est minorée par1. Soit ε> 0. Il existex ∈ R tel que
1

x2 +1
É ε. Il suffit en effet

de choisirx Ê
p

1/ε−1 si εÉ 1 et x = 0 si ε> 1. Alors

1É
x2 +2

x2 +1
É 1+ε
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et par conséquent,inf A =1. De plusA ne possède pas de plus petit élément carinf A 6∈ A. En effet, si1 ∈ A alors il existe
x ∈R tel quex2 +2 = x2 +1 ce qui n’est pas le cas.
Majorons ensuite pourx ∈R,

1+ 1

x2 +1
É 1+1 É 2

(on a minoré le dénominateur carx2 Ê 0). Par conséquent,A possède une borne supérieure et c’est le plus grand élément
deA (il suffit de prendrex = 0). En définitive,sup A =max A =2.

Exercice 9.8 ♥♥
On considère la partie deR suivante :

A =
{

(−1)n + 1

n
| n ∈N∗

}
.

Déterminersup A et inf A.
Indication 9.7 : Faire un dessin représentant les points deA.

Solution :

A =
{

0,
3

2
,−

2

3
,

3

4
,−

4

5
, . . .

}
.

On montre facilement que

max A = sup A =
3

2
.

En effet, c’est un majorant deA qui appartient àA.
Montrons queinf A =−1 en utilisant la propriété de caractérisation de la borne supérieure :

1. −1 est un minorant deA : Soit n ∈N∗, on a(−1)n + 1

n
Ê (−1)n Ê−1.

2. Soit ε > 0. Soit n ∈ N∗ tel quen est impair et
1

n
É ε. Posonsxε = (−1)n + 1

n
= −1+ 1

n
. On a bienxε ∈ A et

−1É xε É−1+ε.

Exercice 9.9 ♥
Soit un intervalleI ⊂R et deux applications bornéesf : I −→R , g : I−→R. Montrez que :

∣∣sup
x∈I

f (x)− sup
x∈I

g (x)
∣∣É sup

x∈I
| f (x)− g (x) |

Indication 9.7 : Montrez quesup
I

f − sup
I

g É sup
I

∣∣ f − g
∣∣ et dans un deuxième temps quesup

I
g − sup

I
f É sup

I

∣∣ f − g
∣∣.

Soit x ∈ I, écrire f (x) = f (x)− g (x)+ g (x) et majorerf (x) É
∣∣ f (x)− g (x)

∣∣+ g (x). Utiliser ensuite le raisonnement de
passage à la borne supérieure.

Solution : Soit x ∈ I. Majorons :

f (x) = f (x)− g (x)+ g (x)É
∣∣( f (x)− g (x))+ g (x)

∣∣É
∣∣ f (x)− g (x)

∣∣+
∣∣g (x)

∣∣É sup
I

∣∣( f − g )
∣∣+ sup

I

∣∣g
∣∣

Comme le membre de droite est un majorant indépendant dex, par passage à la borne sup, on en déduit que

sup
I

f É sup
I

∣∣( f − g )
∣∣+ sup

I

∣∣g
∣∣

En écrivant de même

g (x) = g (x)− f (x)+ f (x) É
∣∣ f (x)− g (x)

∣∣+
∣∣ f (x)

∣∣É sup
I

∣∣( f − g )
∣∣+ sup

I

∣∣ f
∣∣

on en déduit par passage à la borne supérieure que

sup
I

g É sup
I

∣∣( f − g )
∣∣+ sup

I

∣∣ f
∣∣

et alors
∣∣supx∈I f (x)− supx∈I g (x)

∣∣É supx∈I| f (x)− g (x) |.

Exercice 9.10 ♥♥
Soient deux parties deR, A ⊂R etB ⊂R non-vides et majorées. Montrez quesup(A∪B) existe et l’exprimer en fonction
desup A et sup B.
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Solution : A∪B est une partie deR non-vide. Montrons qu’elle est majorée. PuisqueA est majorée, il existeMA ∈R tel
que∀a ∈ A, a É MA. De même, il existeMB ∈ R un majorant deB. Posons alorsM = max(MA,MB). Alors si x ∈ A∪B,
x É M. En effet, six ∈ A, x É MA É M et six ∈B, x É MB É M.
Montrons quesup(A∪B) = max(sup A,supB).
On suppose quesup A É supB. Montrons alors quesup(A∪B)= supB. Utilisons pour cela la propriété de caractérisation
de la borne supérieure :

1. supB est un majorant deA∪B : Soit x ∈ A∪B : Si x ∈ B, alorsx É supB. Si x ∈ A, x É sup A É sup B.

2. Soitε> 0. En utilisant la caractérisation desupB, il existexε ∈ B tel que

sup B−εÉ xε É supB

Et xε ∈ A∪B. On montre ainsi quesupB est la borne supérieure deA∪B.
Si supB É sup A, on montre de la même façon quesup A∪B = sup A. En résumé, on a :
sup(A∪B) = max(sup A,supB) .

Exercice 9.11 ♥
Soit f : R 7→R une application croissante etA ⊂R une partie non-vide majorée.

1. Montrez quesup f (A)É f (sup A).

2. Trouvez un exemple où l’inégalité est stricte.

Solution : Il suffit de montrer quef (sup A) est un majorant def (A). Soit y ∈ f (A). Il existe x ∈ A tel quey = f (x).
Mais puisquex É sup A et quef est croissante,

f (x) É f (sup A)

Par conséquent,f (A) est majorée, admet donc une borne supérieure etsup f (A)É f (sup A).

Exercice 9.12 ♥♥
On considère une partieA ⊂ R non-vide. On suppose qu’il existe(α,β) ∈ R2 tels que∀x ∈ A, 0 < α É x É β. Montrer

que la partieA′ = {
1

x
; x ∈ A} possède une borne supérieure et une borne inférieure et exprimersup A′, inf A′ en fonction

desup A et inf A.

Solution : On vérifie queA′ est majorée par1/α et minorée par1/β, doncsup A′ et inf A′ existent. Montrons que
sup A′ = 1/inf A.

Ï sup A′ É 1

inf A
. Soit y ∈ A′, il existe x ∈ A tel que y = 1

x
. Puisquex Ê sup A, y É 1

inf A
. Par passage à la borne

supérieure, on en déduit quesup A′ É 1/inf A.

Ï sup A′ Ê 1

inf A
. Montrons queinf A Ê 1

sup A′ . Soit x ∈ A. Écrivonsx = 1
1
x

. Puisque1/x ∈ A′, on a1/x É sup A′ et donc

x Ê 1

sup A′ . Par passage à la borne inférieure,inf A Ê 1

sup A′ .

On montre de la même façon queinf A′ = 1

sup A
.

9.10.3 Rationnels, irrationnels, densité

Exercice 9.13 ♥
Soientx et y deux rationnels tels que

p
x et

p
y soient irrationnels. Démontrer que

p
x +p

y est irrationnel.

Indication 9.7 : Introduire la différence :
p

x −p
y

Solution : On a :
p

x−p
y = x − y

p
x +p

y
. Si

p
x+p

y était rationnel alors il en serait de même de
p

x−p
y . Mais comme

p
x =

(p
x −p

y
)
+

(p
x +p

y
)

2
, on aurait que

p
x est rationnel.
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Exercice 9.14 ♥
On définit la fonction

f :





R −→ R

x 7−→
{
|x| si x ∈R \Q

|x|+1 si x ∈Q

Déterminezinfx∈R f (x).

Solution : Montrons que0 est la borne inférieure deIm f .
– 0 est clairement un minorant deIm f .
– Soitε> 0. CommeR \Q est dense dansR, il existex ∈R \Q tel que0 < x < ε et f (x) = |x| = x. Doncx ∈ Im f .
On applique alors la propriété de caractérisation de la borne inférieure et0 = inf

x∈R
f (x) .

Exercice 9.15 ♥♥♥
Soit f : R+ 7→R une fonction non-nulle vérifiant :

(⋆) ∀(x, y) ∈R2, f (x + y) = f (x)+ f (y)

(⋆⋆) ∀(x, y) ∈R2, f (x y) = f (x) f (y)

1. Montrez quef (1) = 1 et f (0) = 0.

2. Montrez que∀n ∈N, f (n) = n.

3. Montrez que∀r ∈Q+, f (r )= r .

4. Montrez que∀x ∈R+, f (x) Ê 0.

5. Montrez quef est une fonction croissante.

6. Montrez que∀x ∈ R+, f (x) = x. (On raisonnera par l’absurde, en supposant par exemple quex < f (x) et on
introduira un rationnelr tel quex < r < f (x)).

Solution :

1. Commef n’est pas la fonction nulle, il existeα ∈R+ tel quef (α) 6= 0. Alors, puisque

f (α) = f (1.α) = f (1). f (α)

on en déduit que
f (α)

[
f (1)−1

]
= 0

et puisquef (α) 6= 0, on obtient quef (1) = 1.
Puisque d’après(⋆),

f (0) = f (0+0) = f (0)+ f (0)

on obtient quef (0) = 0.

2. Montrons la propriété par récurrence surn.
P (n) : f (n) = n

P (0) est vraie d’après a).
P (n) =⇒ P (n+1) : en utilisant(⋆) etP (n) :

f (n+1) = f (n)+ f (1) = f (n)+1 = n+1

3. Soitr ∈Q+. Il existe(p, q)∈Q2 (p Ê 0, q > 0) tels que

r = p

q

Alors, en utilisant(⋆⋆) :

q f

(
p

q

)
= f (q). f

(
p

q

)
= f (p) = p

On en tire donc que

f

(
p

q

)
= p

q
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4. Soitx ∈R+. Écrivons en utilisant(⋆⋆) :

f (x) = f
(p

x.
p

x
)
=

[
f

(p
x
)]2 Ê 0

5. Soit(x, y) ∈R+2, tels quex É y . Commey − x Ê 0, d’après d), on en déduit que

f (y − x) Ê 0

et d’après(⋆) que
f (y) = f (y − x + x) = f (y − x)+ f (x) Ê f (x)

Donc f est croissante.

6. Par l’absurde, sif 6= idR+, il existeraitx ∈R+ tel quef (x) 6= x. Distinguons les deux cas possibles :

(a) x < f (x) : CommeQ est dense dansR, il exister ∈Q vérifiant

x < r < f (x)

Comme d’après c),f (r )= r , on aurait puisquef est croissante :

f (x) É f (r )

et donc
x < r < f (x) É f (r ) = r

ce qui est absurde.

(b) f (x) < x : ce cas se traite de la même façon.

Exercice 9.16 ♥♥♥ Sous-groupes de(R,+)

SoitG un sous-groupe de(R,+) non réduit à{0}. L’objet de cet exercice est de montrer queG est soit discret dansR de
la formeaZ où a ∈R∗

+, soit dense dansR.

1. Montrer queG∩R∗
+ est non vide.

2. En déduire queG∩R∗
+ admet une borne inférieurea Ê 0.

3. On suppose dans cette partie quea > 0.
(a) Montrer quea ∈ G.

Indication 9.7 : On pourra faire un raisonnement par l’absurde en montrant que sia n’appartient pas àG
alors il existe des élémentst1 et t2 deG tels quea < t2 < t1 < 2a et en déduire une contradiction.

(b) Prouver queG = aZ.
4. On suppose maintenant quea = 0. Montrer queG est dense dansR.

Solution :

1. CommeG n’est pas réduit à{0}, il existex ∈ G tel quex 6= 0. Si x est positif, il est clair queG∩R∗
+ est non vide.

Sinon, six est négatif,G étant un groupe,−x est élément deG et est positif. Pas suite,G∩R∗
+ est non vide.

2. G∩R∗
+ est donc une partie non vide deR. Elle est minorée par0. En appliquant l’axiome de la borne supérieure,

elle admet une borne inférieurea Ê 0.

3. (a) Supposons quea n’est pas élément deG. En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure,
il existe t1, t2 ∈ G tels que0 < a < t2 < t1 < 2a. Mais alors0 < t1 − t2 < a car t1 > 0. De plus,t1 − t2 ∈ G.
Donca ne peut alors être la borne inférieure deG ce qui est en contradiction avec notre hypothèse de départ.
a est donc nécessairement élément deG.

(b) a étant élément deG, il est clair queaZ⊂ G. Montrons l’inclusion inverse. Soitx ∈ G. Quitte à considérer
−x plutôt quex, on peut supposer quex est positif. D’après la propriété d’Archimède, il existen ∈N tel que
n.a > x. Notonsn0 le plus petit entier vérifiant cette propriété. On a :(n0 −1) .a É x < n0.a ce qui amène :
0 É x − (n0 −1) .a É a. Mais alorsx − (n0 −1) .a est un élément positif deG plus petit quea. Commea est
la borne inférieure deG, ceci n’est possible que six − (n0 −1) .a = 0 c’est-à-dire que six = (n0 −1) .a. On
prouve ainsi queG ⊂ aZ. Finalement :G = aZ.

4. Soit x < y ∈ R. Il faut montrer que
[
x, y

]
∩G 6= ∅. Comme précédemment, on peut supposer quex est positif.

Posons :ε = y − x > 0. D’après la propriété de caractérisation de la borne inférieure, il existeg ∈ G tel que
0< g É ε. Il existe un couple

(
q,r

)
∈N×R∗

+ tel que :y = qg +r et0 É r < g . Doncx = y −
(
y − x

)
= y −εÉ y −g É

y − r É qg É y . Doncqg ∈
[
x, y

]
et commeqg ∈G, G est dense dansR.
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9.10.4 Partie entière

Exercice 9.17 ♥

1. Montrer que

∀n ∈N∗,
p

n+1−
p

n < 1

2
p

n
<
p

n −
p

n−1

2. En déduire la partie entière de
1

2

(
1+ 1

p
2
+ ...+ 1

p
10000

)

Solution :

1. On a :
p

n+1−
p

n =
(p

n+1−
p

n
)(p

n+1+
p

n
)

p
n+1+

p
n

= 1
p

n+1+
p

n
< 1

2
p

n
.

On montre de même que :
1

2
p

n
<
p

n−
p

n−1.

2. On en déduit que
10000∑

i=1

p
i +1−

p
i < 1

2

(
1+ 1

p
2
+ ...+ 1

p
10000

)
<

10000∑

i=1

p
i −

p
i −1.

Mais les deux sommes extrêmes sont télescopiques et on trouve :

p
10001−1 < 1

2

(
1+ 1

p
2
+ ...+ 1

p
10000

)
<
p

10000

Soit aussi :

99 < 1

2

(
1+ 1

p
2
+ ...+ 1

p
10000

)
< 100.

On en déduit queE

(
1

2

(
1+

1
p

2
+ ...+

1
p

10000

))
= 99
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Chapitre 10
Suites de nombres réels

On dit qu’une grandeur est la limite d’une autre grandeur, quand la seconde peut s’approcher de la pre-
mière plus près que d’une grandeur donnée, si petite qu’on puisse la supposer...

D’Alembert.

Pour bien aborder ce chapitre

Nous allons définir dans ce chapitre et le suivant une des notions les plus fondamentales en analyse, celle delimite.
Si on se pose les questions suivantes :
– Qu’est ce qu’une dérivée ?
– Qu’est ce qu’une intégrale ?
– Qu’est ce qu’une somme infinie ?
La réponse est la même : une limite.
Bien que les mathématiciens utilisent ces différents objets depuis la renaissance, ce n’est que vers la fin du18e siècle et
le début du19e siècle que la notion de limite, grâce à D’Alembert (voir 51 page 778) et à Cauchy (voir 11 page 200),
commence à être formalisée. Le cours d’analyse de Cauchy, alors qu’il professait à l’École Polytechnique, allait d’ailleurs
devenir une référence pour tout travail en analyse au19e siècle. Malgré la grande rigueur de son contenu, il subsistait
des lacunes, comme une preuve, fausse, que la limite d’une série de fonctions continues est continue. Le mathématicien
allemand Karl Weierstrass vers1860 (voir 24 page 366) et ses élèves formalisèrent définitivement la notion de limite
et parachevèrent l’œuvre de Cauchy. La forme actuelle de la définition d’une limite est exactement celle donnée par
Weierstrass.
Il vous faudra prendre le temps dans ce chapitre de bien comprendre les nouvelles notions, de faire et refaire les démon-
strations. Il fallut plusieurs siècles pour que les mathématiciens formalisent ces concepts correctement. Il est alors naturel
que cela vous demande un travail approfondi. Vous êtes en train de préparer les fondations sur lesquelles seront construites
toute votre connaissance en analyse.

10.1 Définitions

10.1.1 Vocabulaire

DÉFINITION 10.1 Suite réelle
Unesuite réelleest une applicationu : N→ R. On note cette application sous forme indicielle(un )n∈N ou encore(un ).
L’ensemble des suites réelles est notéS (R).

Remarque 10.1
– On appellera aussi suite réelle une applicationu définie à partir d’un certainn0 ∈ N, u : {n ∈N | n Ê n0} → R. On la

note :(un)nÊn0 .
– Attention aux notations : la notation(un) désigne une suite, alors queun désigne letermede rangn de la suite(un ).

On adoptera une des visualisations suivantes pour une suite:

10.1.2 Opérations sur les suites
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R

N

u0u1 u2u3
u4

R

FIGURE 10.1 – Représentations d’une suite réelle

DÉFINITION 10.2 Opérations sur les suites
On définit les lois suivantes sur l’ensemble des suitesS (R). Soient(un ), (vn) ∈S (R) etλ ∈R,
– Addition : (un )+ (vn)= (un + vn )

– Multiplication par un scalaire :λ(un ) = (λ un )

– Multiplication de deux suites :(un)× (vn) = (un .vn)

Remarque 10.2
– S (R) muni de l’addition et de la multiplication précédemment définies a une structure d’anneau commutatif (que l’on

verra plus tard).
– Élément neutre de l’addition : la suite nulle.
– Élément neutre de la multiplication : la suite constante égale à1.

– S (R) muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire précédemment définies a une structure d’espace vec-
toriel que l’on verra plus tard.

DÉFINITION 10.3 Suite majorée, minorée, bornée
On dit qu’une suite réelle(un ) est :
– majoréelorsque le sous-ensemble{un | n ∈N} est majoré dansR, c’est à dire lorsque :

∃M ∈R : ∀n ∈N, un É M

– minoréelorsque le sous-ensemble{un | n ∈N} est minoré dansR, c’est à dire lorsque :

∃m ∈R : ∀n ∈N, un Ê m

– bornéesi et seulement si elle est à la fois majorée et minorée.

PROPOSITION10.1
Une suite(un ) ∈S (R) est bornée si et seulement si la suite(|un |) est majorée :

∃M ∈R, ∀n ∈N, |un | É M

Démonstration
⇒ Supposons que la suite(un ) est bornée. Alors il existem,M ∈R tels que∀n ∈N, m É un É M. En notantK = max(|m|, |M|),

on a pour toutn ∈N, |un | É K. La suite|un | est majorée par le réelK.
⇐ Si la suite(|un |) est majorée, il existeM ∈ R tel que∀n ∈ N, |un | É M et donc∀n ∈N, −M É un É M ce qui prouve que la

suite(un ) est bornée.

DÉFINITION 10.4 Suite croissante, décroissante, monotone
On dit qu’une suite réelle(un ) est
– croissantesi et seulement si :

∀n ∈N, un É un+1

– décroissantesi et seulement si :
∀n ∈N, un+1 É un

– monotonesi et seulement si elle est croissante ou décroissante.
On dit que(un ) eststrictement croissante, strictement décroissanteoustrictement monotonesi et seulement si l’inégalité
correspondante est stricte.

DÉFINITION 10.5 Suite constante
Une suite(un ) ∈S (R) est diteconstantelorsqu’il existe un réelα ∈R tel que∀n ∈N, un =α.
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DÉFINITION 10.6 À partir d’un certain rang
On dit qu’une propriétéP(n) est vérifiée à partir d’un certain rangN ∈N si et seulement s’il existe un entierN ∈N tel
que∀n Ê N, la propriétéP(n) est vraie.

10.2 Convergence d’une suite

10.2.1 Suites convergentes, divergentes

DÉFINITION 10.7 ♥♥♥ Limite, suite convergente, suite divergente
On dit qu’une suite réelle(un ) convergevers un réell ∈R si et seulement si

∀ε> 0, ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N ⇒|un − l | É ε

c’est-à dire, pour tout epsilon strictement positif, il existe un entier N qui dépend de epsilontel que pour toutn plus
grand queN, un est à une distance plus petite queε del .
On dit alors quel est lalimite de la suite(un ) et on noteun −−−−−→

n→+∞
l ou encore lim

n→+∞
un = l .

– S’il existe un tell , on dit que la suite(un ) estconvergente.
– S’il n’existe pas de réell vérifiant cette propriété, on dit que la suite(un ) estdivergente.

Remarque 10.3 Pour comprendre cette définition, étudiez le premier dessinde la figure ci-dessous. Imaginez qu’une
clé à molette est centrée sur l’axe(Oy) en l . Vous pouvez choisir l’ouverture2ε à votre guise aussi petite que vous le
souhaitez. Chaque ouverture détermine une bande[l −ε, l +ε]. Si la suite converge versl , on peut trouver un rangN à
partir duquel tous les termes de la suite sont dans la bande[l −ε, l +ε]. Une autre façon de comprendre cette définition
consiste à interprétern comme un temps. À l’instantn, on allume un point sur l’axe(Ox) d’abscisseun . Pour toutε> 0,
à partir de l’instantN, tous les points allumés seront dans l’intervalle[l −ε, l +ε].

N R

l
l +ε
l −ε

R

u0 u1u2 u3u4

l

2ε

Multimédia : un pied à coulisse où l’on choisit ε avec le rang N à partir duquel tous
les termes sont dans la bande [l −ε, l +ε]

PLAN 10.1 : Pour montrer queun −−−−−→
n→+∞

l

On utilise le plan

1 Soitε> 0.

2 On cherche à partir de quelle valeurN, on a|uN − l | É l en sorte de vérifier le point3 . Cela se ramène la
plupart du temps à la résolution d’inéquations.C’est souvent la partie la partie la plus difficile de la preuve

3 PosonsN = ....

4 Vérifions : soitn Ê N, on a bien|un − l | É ε.

5 Doncun −−−−−→
n→+∞

l .

Exemple 10.1

Montrons que la suite(1/n)n∈N∗ converge vers0 en utilisant le plan ci-dessus.

1 Soit ε> 0.

2 On chercheN tel que1/N É ε. On obtientNÊ 1/ε.

3 On pose alorsN = E (1/ε)+1.

4 Vérifions. Soitn Ê N. On an Ê NÊ 1/ε ce qui s’écrit aussi1/n É ε ou encore|1/n−0| É ε.

5 Donc1/n −−−−−→
n→+∞

0.
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PROPOSITION10.2 On peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de convergence
Une suite(un) converge vers une limitel ∈R si et seulement si

∀ε> 0, ∃N ∈N, ∀n ∈N, n Ê N =⇒ |un − l | < ε

Démonstration
⇐ est évidente puisqu’une inégalité stricte est à fortiori large.
⇒ soit ε> 0. Posonsε′ = ε/2 > 0. Puisqueun −−−−−→

n→+∞
l , il existe un rangN ∈N à partir duquel|un − l | É ε′ et à partir de ce rang,

on a|un − l | É ε′ < ε.

Remarque 10.4 Nous allons voir cette année plusieurs définitions d’analyse faisant intervenir des inégalités. Par
défaut, nous utiliserons des inégalités larges. On peut souvent remplacer dans les définitions ces inégalités larges par des
inégalités strictes au besoin en utilisant l’idée de la démonstration précédente.

THÉORÈME 10.3 ♥♥♥ Unicité de la limite
La limite d’une suite réelle, si elle existe, est unique.

Démonstration ♥ Supposons que(un ) possède deux limitesl1, l2 ∈R et montrons par l’absurde quel1 = l2.
Supposonsl1 6= l2 et posonsε = |l1 − l2|/2 > 0. Puisqueun −−−−−→

n→+∞
l1, il existe un rangN1 ∈ N à partir duquel|un − l1| < ε et

puisqueun −−−−−→
n→+∞

l2, il existe un rangN2 à partir duquel|un − l2| < ε. Considérons l’entiern = max(N1,N2) supérieur à la fois à

N1 et N2. On a|un − l1| < ε et |un − l2| < ε mais alors, en utilisant l’inégalité triangulaire,

|l1 − l2| = |(l1 −un )+ (un − l2)| É |un − l1|+ |un − l2| < 2ε= |l1 − l2|

ce qui est absurde.

THÉORÈME 10.4 La valeur absolue d’une suite convergente est convergente
Soit (un ) une suite convergeant versl ∈R. Alors |un | −−−−−→

n→+∞
|l |

Démonstration Soit ε> 0, puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rangN ∈N à partir duquel|un − l | É ε. Alors pourn Ê N, en vertu

de la minoration de l’inégalité triangulaire voir 9.6 page 341,
∣∣ |un |− |l |

∣∣É |un − l | É ε.

THÉORÈME 10.5 ♥ Une suite convergente est bornée
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration ♥♥♥ Posonsε = 1. Puisque(un ) converge, il existel ∈ R et N ∈ N tel que∀n Ê N, |un − l | É ε. Donc pour
n Ê N, en vertu de la minoration de l’inégalité triangulaire,|un |− |l | É |un − l | É 1 et donc|un | É 1+|l |. Les premiers termes sont
en nombre fini, donc on peut poserM = max(|u0|, . . . , |uN−1 |,1+|l |). Alors,∀n ∈N, |un | É M ce qui montre que la suite est bornée.

On se sert souvent du résultat suivant pour transformer l’hypothèse sur une limite en inégalité à partir d’un certain rang.

THÉORÈME 10.6 ♥♥♥ Transformation de limite en inégalités
Soit (un ) une suite etk,k ′ ∈R.. On suppose que

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ∈R

H2 k < l < k ′.

Alors, il existe un rangN ∈N tel que∀n Ê N, k É un É k ′.

Démonstration ♥ Posonsε= min(l −k,k′ − l ) > 0. Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rangN à partir duquel|un − l | É ε. Alors,

si n Ê N,
• un − l É εÉ k′− l d’où un É k′,
• l −un É εÉ l −k d’où un Ê k.
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10.3 Opérations sur les limites

10.3.1 Opérations algébriques sur les limites

Les démonstrations de ce paragraphe sont très instructivespour comprendre ce qu’est une preuve d’analyse. Nous les
avons rédigées en deux étapes. La première étape (qui se faitau brouillon) consiste à comprendre l’idée de l’approx-
imation. La deuxième étape consiste à rédiger rigoureusement une preuve qui s’appuie sur le plan de démonstration
correspondant aux définitions. Étudiez en particulier l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans ces
preuves.

PROPOSITION10.7
Soit (un) une suite réelle etl un réel. La suite(un ) converge versl si et seulement si la suite(un − l) converge vers0.

Démonstration Il suffit d’écrire |un − l | = |(un − l )−0| dans la définition.
Pour montrer qu’une suite converge vers une limitel , il suffit donc de majorer|un −l | comme le montre le résultat suivant.

PROPOSITION10.8 Théorème de majoration
Soit (un) une suite réelle etl ∈R. On suppose qu’il existe une suite réelle(αn) et un rangN1 ∈N tel que

H1 ∀n Ê N1, |un − l | Éαn ,

H2 αn −−−−−→
n→+∞

0.

alorsun −−−−−→
n→+∞

l

Démonstration

Soitε> 0.

Puisqueαn −−−−−→
n→+∞

0, il existe un rangN2 ∈N tel que∀n Ê N2, |αn | É ε.

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n Ê N. Puisquen Ê N1 et n Ê N2,
|un − l | Éαn É ε

THÉORÈME 10.9 La somme de suites convergentes est convergente
Soient(un ) et (vn) deux suites. On suppose que

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

l ′.

Alors un + vn −−−−−→
n→+∞

l + l ′.

Démonstration ♥♥♥ Nous devons majorer|(un +vn )−(l +l ′)| à partir d’un certain rang. Notre hypothèse permet de majorer les
quantités|un − l | et |vn − l ′| par un réelε′ > 0 arbitraire à partir d’un certain rang. Faisons donc apparaître ces groupements avant
d’utiliser l’inégalité triangulaire :

|(un +vn )− (l + l ′)| = |(un − l )+ (vn − l ′)| É |un − l |+ |vn − l ′| É 2ε′

Il ne reste plus qu’à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plan de démonstration.

Soitε> 0.

Posonsε′ = ε/2 > 0. Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rangN1 ∈N à partir duquel|un − l | É ε′. De même, il existe un rang

N2 ∈N à partir duquel|vn − l ′| É ε′.

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n Ê N, commen Ê N1 et n Ê N2,

|(un +vn )− (l + l ′)| É |(un − l )+ (vn − l ′)| É |un − l |+ |vn − l ′| É 2ε′ = ε

THÉORÈME 10.10 ♥ Combinaison linéaire de suites convergentes
Soient deux suites(un ) et (vn) convergentes :un −−−−−→

n→+∞
l et vn −−−−−→

n→+∞
l ′. Alors pour tous réelsα,β ∈R,

αun +βvn −−−−−→
n→+∞

αl +βl ′
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Démonstration Similaire à la preuve précédente et laissée en exercice. Utiliser ε′ = ε/(|α|+ |β|) lorsqueα et β ne sont pas tous
les deux nuls.

THÉORÈME 10.11 ♥ Produit de suites convergentes
On considère deux suites(un ) et (vn) convergentes :

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ∈R,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

l ′ ∈R.

Alors un vn −−−−−→
n→+∞

l l ′.

Démonstration ♥♥♥ Nous devons estimer la quantité|un vn − l l ′| et utiliser notre hypothèse,|un − l | É ε′ et |vn − l ′| É ε′.
Faisons donc apparaître ces groupements à l’intérieur des valeurs absolues avant de majorer grâce à l’inégalité triangulaire :

|un vn − l l ′| = |un (vn − l ′)+ l ′(un − l )| É |un ||vn − l ′|+ |l ′||un − l | É (|un |+ |l ′|)ε′

Il reste |un | qu’il nous faut majorer. Nous savons qu’une suite convergente est bornée, donc|un | É M et alors|un vn − l l ′| É
(|l ′|+M)ε′. Reste à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plande démonstration.

Soitε> 0.

Puisque la suite(un ) converge, elle est bornée. Il existeM> 0 tel que∀n ∈N, |un | É M.

Posonsε′ = ε/(|l ′|+M) > 0. Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existeN1 ∈N tel que∀n Ê N1, |un − l | É ε′. Puisquevn −−−−−→
n→+∞

l ′, il

existeN2 ∈N tel que∀n Ê N2, |vn − l ′| É ε′.

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n ∈N tel quen Ê N, on a

|un vn − l l ′| = |un (vn − l ′)+ l ′(un − l )| É |un ||vn − l ′|+ |l ′||un − l | É (M+|l ′|)ε′ = ε

PROPOSITION10.12 Inverse d’une suite convergente
Soit (un) une suite etl ∈R. On suppose que

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ∈R,

H2 l 6= 0.

Alors
1

un
−−−−−→
n→+∞

1

l
.

Démonstration ♥♥♥ Nous devons estimer la quantité|1/un −1/l | en utilisant l’hypothèse|un − l | É ε′. Écrivons
∣∣∣∣

1

un
− 1

l

∣∣∣∣=
|un − l |
|l ||un |

É ε′

|l ||un |
Il reste|un | au dénominateur qu’il nous faut minorer. Comme|un | −−−−−→

n→+∞
|l |, et quek = |l |/2 < |l |, d’après la proposition 10.6, à

partir d’un certain rang,|1/un −1/l | É 2ε′/|l |2. Il nous reste à rédiger rigoureusement cette idée en suivant le plan :

Soitε> 0.

Posonsε′ = |l |2ε/2.

Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rangN1 à partir duquel|un − l | É ε′.

Puisque d’après la proposition 10.4,|un | −−−−−→
n→+∞

|l |, en utilisant la proposition 10.6 aveck = |l |/2 < |l |, il existe un rang

N2 ∈N tel que∀n Ê N2, |un | Ê |ł|/2.

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n Ê N, ∣∣∣∣
1

un
− 1

l

∣∣∣∣=
|un − l |
|l ||un |

É ε′

|l |2/2
= ε

THÉORÈME 10.13 Quotient de suites convergentes
On considère deux suites(un ) et (vn) et on fait les hypothèses suivantes.

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

l ′,

H3 l ′ 6= 0.

Alors
un

vn
−−−−−→
n→+∞

l

l ′
.

359



Démonstration Il suffit d’appliquer les théorèmes 10.12 puis 10.11.

Remarque 10.5 Les théorèmes précédents s’appellent lesthéorèmes générauxsur les suites.

10.3.2 Limites et relations d’ordre

Nous allons voir dans ce paragraphe les liens entre limites et inégalités. Ces résultats sont particuliers aux suites réelles et
ne s’étendront pas aux suites complexes (il n’y a pas de relation d’ordre naturelle dansC !).

PROPOSITION10.14 ♥♥♥ Passage à la limite dans une inégalité
Soit (un) une suite réelle etk ∈R. On suppose que :

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ∈R,

H2 À partir d’un certain rang,un É k.

Alors l É k.

Démonstration Montrons le résultat par l’absurde. Supposonsl > k et posonsε = l −k > 0. Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existe un

rangN1 ∈N à partir duquel|un − l | < ε (on peut utiliser une inégalité stricte dans la définition dela limite). D’après la deuxième
hypothèse, il existe un rangN2 ∈ N à partir duquelun É k. Considérons l’entiern = max(N1,N2). On devrait avoir d’une part
l −un < l −k d’où un > k et d’autre partun É k ce qui est absurde.

Remarque 10.6 Attention aux hypothèses de ce théorème important : onsupposeque la suite converge. En aucun cas
un passage à la limite ne permet de justifier l’existenced’une limite. On obtient évidemment le théorème correspondant
en remplaçant l’inégalitéÉ parÊ.

PROPOSITION10.15 ♥♥♥ Passage à la limite dans les inégalités
Soient deux suites(un ) et (vn). On suppose que :

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

l ′,

H3 À partir d’un certain rang,un É vn .

Alors l É l ′.

Démonstration Il suffit d’utiliser le résultat précédent avec la suite(wn) = (un −vn ) et k = 0.

Multimédia : Une suite cv vers l . On choisit une barre de hauteur k < l et on obtient
le rang à partir duquel un Ê k

THÉORÈME 10.16 ♥♥♥ Théorème des gendarmes

On considère trois suites :(un ), (vn) et (wn) . On suppose que :

H1 À partir d’un certain rang,vn É un É wn ,

H2 Les deux suites encadrantes(vn) et (wn) convergent vers unemême limitel ∈R.

Alors la suite(un) converge versl .

Démonstration ♥
Soitε> 0.

Puisquevn −−−−−→
n→+∞

l , il existeN2 ∈N tel que∀n Ê N2, |vn − l | É ε. De même, il existeN3 ∈N tel que∀n Ê N3, |wn − l | É ε.

D’après la première hypothèse, il existeN1 ∈N tel que∀n Ê N1, vn É un É wn

PosonsN= max(N1,N2,N3).

Soit n Ê N. On aun − l É wn − l É ε et l −un É l −vn É ε. Par conséquent,|un − l | É ε.

Remarque 10.7 Contrairement au passage à la limite dans les inégalités, lethéorème des gendarmes garantit l’existence
de la limite de(un ). Bien distinguer les deux théorèmes.
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THÉORÈME 10.17 ♥ Caractérisation séquentielle de la borne supérieure
On considère une partieX non vide et majorée deR. Elle possède une borne supérieuresupX. Soit un réell ∈ R. Les
deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. l = supX.

2. l est un majorant deX et il existe une suite(xn ) d’éléments deX qui converge versl .

Démonstration ♥ La preuve illustre bien l’utilisation des deux théorèmes précédents.
⇒ On sait quesupX est un majorant de la partieX. Nous allons utiliser pour la première fois une technique importante en analyse :

la construction d’une suite à partir d’une propriété à quantificateurs de la forme∀ε> 0, ∃x . . . . Utilisons la caractérisation àε de
la borne supérieure (théorème 9.9 page 342).

∀ε> 0, ∃x ∈ X, supX−εÉ x É supX

Soit n ∈N⋆, en prenantε = 1/n > 0 dans la propriété ci-dessus, il existe un réelxn ∈ X vérifiant supX−1/n É xn É supX. On
construit ainsi une suite de points(xn ) deX qui converge verssupX d’après le théorème des gendarmes.

⇐ Montrons quel est le plus petit des majorants de la partieX. SoitM un majorant deX, on a∀x ∈X, x É M d’où

∀n ∈N, xn É M

Mais puisquexn −−−−−→
n→+∞

l , par passage à la limite dans les inégalités, on en déduit quel É M.

Multimédia : illustrer cette construction séquentielle

10.3.3 Limites infinies

Nous allons étendre la notion de limite d’une suite àR.

DÉFINITION 10.8 ♥ Suite divergeant vers+∞ ou −∞

Soit (un ) une suite réelle.
– On dit que(un ) diverge (ou tend)vers+∞ si et seulement si

∀M ∈R, ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N ⇒un Ê M

On note alorsun −−−−−→
n→+∞

+∞.

– On dit que(un ) diverge (ou tend)vers−∞ si et seulement si

∀m ∈R, ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N ⇒un É m

On note alorsun −−−−−→
n→+∞

−∞.

PLAN 10.2 : Pour montrer queun −−−−−→
n→+∞

+∞

On utilise le plan :

1. SoitM ∈R.

2. PosonsN = ...

3. Vérifions : soitn Ê N, on a bienun Ê M

Remarque 10.8 Attention, il existe des suites divergentes qui ne tendent pas vers±∞, par exemple la suite de terme
général(−1)n . . .

On étend les théorèmes généraux aux suites qui divergent vers l’infini. Par exemple :

PROPOSITION10.18
Soient(un ) et (vn) deux suites. On suppose que

H1 un −−−−−→
n→+∞

l ∈R,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

+∞.

Alors un + vn −−−−−→
n→+∞

+∞.
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Démonstration On veut minorerun +vn à partir d’un certain rang. Avec nos hypothèses, à partir d’un certain rang,un Ê l −1 et
vn Ê M′ (avecM′ aussi grand que l’on veut). Alors à partir d’un certain rang,un +vn Ê M′+l−1. Il suffit de rédiger rigoureusement
cette idée :

Soit M ∈R.

PosonsM′ = M− l +1.

Puisquevn →+∞, il existeN1 ∈N tel que∀n Ê N1, vn Ê M′.

Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l et quek = l −1 < l , d’après le théorème 10.6, il existeN2 ∈N tel que∀n Ê N2, un Ê l −1.

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n Ê N, un +vn Ê l −1+M′ = M.

Plus généralement, on dispose des théorèmes généraux suivants qui utilisent les opérations surR vues dans les tables 9.7
page 343.

THÉORÈME 10.19 Théorèmes généraux étendus àR
On considère deux suites(un ) et (vn). On suppose que :

H1 un → l ∈R,

H2 vn → l ′ ∈R

Alors,
– un + vn −−−−−→

n→+∞
l + l ′ sauf si(l + l ′) est une forme indéfinie.

– un vn −−−−−→
n→+∞

l l ′ sauf si(l l ′) est une forme indéfinie.

– un /vn −−−−−→
n→+∞

l/l ′ sauf sil/l ′ est une forme indéfinie.

On utilise souvent la variante suivante du théorème des gendarmes :

THÉORÈME 10.20 ♥♥♥ Théorème des gendarmes étendu àR
Soient deux suites(un ) et (vn). On suppose que

H1 À partir d’un certain rang,vn É un ,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

+∞.

Alors un −−−−−→
n→+∞

+∞.

De même, si

H1 À partir d’un certain rang,un É vn ,

H2 vn −−−−−→
n→+∞

−∞,

alorsun −−−−−→
n→+∞

−∞.

Démonstration

Soit M ∈N.

Puisquevn −−−−−→
n→+∞

+∞, il existe un rangN1 ∈N tel que∀n Ê N1, vn Ê M.

D’après la première hypothèse, il existe un rangN2 ∈N tel que∀n Ê N2, vn É un .

PosonsN= max(N1,N2).

Soit n Ê N, un Ê vn Ê M.

10.4 Suite extraite d’une suite

DÉFINITION 10.9 Suite extraite
On dit qu’un suite(vn) estune suite extraiteou une sous suited’une suite(un ) s’il existe une applicationϕ : N→ N

strictement croissantetelle que
∀n ∈N, vn = uϕ(n)
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LEMME 10.21 ♥
Soitϕ : N→N strictement croissante. Alors

∀n ∈N, ϕ(n)Ê n

Démonstration Par récurrence :

Si n = 0 alors commeϕ est à valeurs dansN, on a bienϕ(0) Ê 0.

Soit n ∈N.

On suppose queϕ(n) Ê n. Montrons queϕ(n + 1) Ê n + 1. Commeϕ est strictement croissante, on a nécessairement
ϕ(n +1) >ϕ(n) Ê n. Par conséquentϕ(n +1) Ê n +1. (Si pour deux entiersx, y, on ax > y alorsx Ê y +1).

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence.

PROPOSITION10.22 ♥♥♥ Une suite extraite d’une suite convergente est convergente
Toute suite extraite d’une suite(un ) convergeant vers une limitel est une suite convergeant versl

Démonstration Soitϕ : N 7→N une application strictement croissante. On suppose queun −−−−−→
n→+∞

l . Montrons queuϕ(n) −−−−−→
n→+∞

l .

Soitε> 0.

Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , il existeN ∈N tel que∀n Ê N, |un − l | É ε.

Soit n Ê N. D’après le lemme précédent,ϕ(n) Ê n Ê N et donc|uϕ(n) − l | É ε.

COROLLAIRE 10.23 ♥ Critère de divergence d’une suite
Soit (un ) une suite réelle. On suppose qu’il existe deux suites extraitesuϕ(n) et uϕ̃(n) telles que :

H1 uϕ(n) −−−−−→
n→+∞

l1 ∈R,

H2 uϕ̃(n) −−−−−→
n→+∞

l2 ∈R,

H3 l1 6= l2.

Alors la suite(un ) est divergente.

Démonstration Par l’absurde, s’il existaitl ∈R tel queun −−−−−→
n→+∞

l , d’après le théorème précédent, on auraituϕ(n) −−−−−→
n→+∞

l et

uϕ̃(n) −−−−−→
n→+∞

l . Par unicité de la limite, on aurait alorsl1 = l = l2 ce qui est absurde.

Exemple 10.2 La suite(un ) = ((−1)n ) est divergente. En effet, la suite extraite(u2n ) converge vers1 alors que la suite
extraite(u2n+1) converge vers−1.

PROPOSITION10.24 Critère de convergence d’une suite

Soit (un ) une suite etl ∈R. On suppose que :

H1 u2n −−−−−→
n→+∞

l

H2 u2n+1 −−−−−→
n→+∞

l

alorsun −−−−−→
n→+∞

l .

Démonstration

Soitε> 0.

Commeu2n −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rangN1 ∈N tel que∀p Ê N1,
∣∣u2p − l

∣∣ É ε. Puisqueu2n+1 −−−−−→
n→+∞

l , il existe un rang

N2 ∈N tel que∀p Ê N2,
∣∣u2p+1 − l

∣∣É ε.

PosonsN= max(2N1,2N2 +1).

Soit n Ê N. Il y a deux possibilités.
• Si n est pair,n = 2p avec2p Ê NÊ 2N1 d’où p Ê N1 et alors

∣∣u2p − l
∣∣É ε.

• Si n est impair,n = 2p +1 avec2p +1 Ê NÊ 2N2 +1 d’où p Ê N2 et alors
∣∣u2p+1 − l

∣∣É ε.
Dans les deux cas, on a vérifié que|un − l | É ε.

10.5 Suites monotones

10.5.1 Théorème de la limite monotone
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THÉORÈME 10.25 ♥♥♥ Théorème de la limite monotone
Soit (un ) une suitecroissante. On a les deux possibilités suivantes.

1 Si la suite(un ) est majorée alors elle converge vers une limite finiel ∈R donnée parl = sup{un | n ∈N}.

2 Si la suite(un ) n’est pas majorée alors elle diverge vers+∞.

Démonstration ♥♥♥
1 Supposons que(un ) soit une suite croissante et majorée par un réelM. L’ensembleA = {un | n ∈N} est une partie non vide

et majorée deR. En appliquant la propriété de la borne supérieure 9.4, cet ensemble possède une borne supérieurel ∈ R.
Montrons queun −−−−−→

n→+∞
l .

Soitε> 0.

D’après la caractérisation de la borne supérieure, il existe x ∈A tel quel −εÉ x É l . Il existeN ∈N tel quex = uN et
on al −εÉ uN É l .

Soit n Ê N. Puisque la suite(un ) est croissante,uN É un et commel est un majorant deA , un É l . D’où l −εÉ uN É
un É l . Mais alors−εÉ un − l É 0 ce qui montre que|un − l | É ε.

2 Supposons que(un ) est croissante mais non majorée. SoitA ∈ R. Comme(un ) n’est pas majorée, il existeN ∈ N tel que
uN Ê A. Comme(un ) est croissante, on a∀n Ê N, un Ê uN Ê A. Par conséquentun −−−−−→

n→+∞
+∞.

Remarque 10.9
– Ce théorème dit que toute suite croissante possède une limite dansR.
– La première partie de ce théorème est souvent formulée sousla forme suivante qu’il faut impérativement retenir :

Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.

– Si une suite(un ) croissante converge versl , on a∀n ∈N, un É l .
– Si un suite(un ) décroissante converge versl , on a∀n ∈N, l É un .

COROLLAIRE 10.26
Soit (un ) une suitedécroissante. On a les deux possibilités suivantes.

1. Si (un ) est minorée alors(un ) converge vers une limite finiel ∈R donnée parl = inf {un | n ∈N}.

2. Si (un ) n’est pas minorée alors elle diverge vers−∞.

Démonstration Il suffit d’appliquer la propriété précédente à la suite(−un ).

Remarque 10.10 Le théorème de la limite monotone permet de justifier l’existenced’une limite sans la connaître
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse.

10.5.2 Suites adjacentes

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

FIGURE 10.2 – Suites adjacentes

DÉFINITION 10.10 Suites adjacentes
Soient(un ) et (vn) deux suites réelles. On dit que(un ) et (vn) sontadjacentessi et seulement si

1 (un ) est croissante

2 (vn) est décroissante

3 vn −un −−−−−→
n→+∞

0
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THÉORÈME 10.27 Théorème de convergence des suites adjacentes
Soient(un ) et (vn) deux suites réelles. On suppose que

H1 les suites(un ) et (vn) sont adjacentes.

Alors ces deux suites sont convergentes et convergent vers la même limitel ∈R. De plus,

∀n ∈N, un É l É vn

Démonstration

1 Remarquons tout d’abord que pour toutn ∈N, un É vn . En effet, si ce n’était pas le cas, il existeraitN ∈N tel queuN−vN >
0. Mais alors, comme(un ) est croissante et(vn ) est décroissante, il vient pour toutn Ê N, un −vn Ê uN −vN > 0 ce qui est
en contradiction avec le fait queun −vn −−−−−→

n→+∞
0. On en déduit en particulier que pour toutn ∈N, un É vn É v0 car (vn)

est décroissante etvn Ê un Ê u0 car(un ) est croissante.

2 (un ) est croissante et majorée parv0. En vertu du théorème de la limite monotone 10.25,(un ) converge vers une limite
l1 ∈R et :∀n ∈N, un É l1.

3 (vn) est décroissante et minorée paru0. En appliquant à nouveau le théorème de la limite monotone 10.25, (vn ) converge
donc vers une limitel2 ∈R et :∀n ∈N, vn Ê l2.

4 Enfin : 0 = lim
n→+∞ (vn −un ) = lim

n→+∞
vn − lim

n→+∞
un = l2 − l1. Par conséquentl1 = l2.

Les deux suites convergent donc vers une même limitel = l1 = l2.

10.5.3 Approximation décimale des réels

Dans tout ce paragraphex est un nombre réel. Pour toutn ∈N, on pose

pn = E
(
10n x

)

Par définition de la partie entière d’un réel, on apn É 10n x < pn +1. Cette inégalité est équivalente à
E (10n x)

10n
É x <

E (10n x)+1

10n
.

Posons, pour toutn ∈N,

an =
E (10n x)

10n
et bn =

E (10n x)+1

10n

Remarque 10.11
– ∀n ∈N, bn −an = 10−n .
– Pour toutn ∈N, an et bn sont des rationnels :an ,bn ∈Q.

DÉFINITION 10.11 Valeur décimale approchée
Soit n ∈N. Les rationnelsan et bn sont appelés respectivementvaleurs décimales approchéesdex à 10−n près respec-
tivementpar défautet par excès.

Exemple 10.3

n an bn erreur= 10−n

1 1 <
p

2< 2 1 2 1

2 1.4 <
p

2< 1.5 1.4 1.5 0.1

3 1.41 <
p

2< 1.42 1.41 1.42 0.01

4 1.414 <
p

2< 1.415 1.414 1.415 0.001

THÉORÈME 10.28
Les suites(an ) et (bn) sont adjacentes et leur limite commune estx.

Démonstration Soit n ∈N. Rappelons quepn É 10n x < pn +1 où pn = E
(
10n x

)
. En multipliant par10 chaque membre de cette

inégalité, on obtient
10pn É 10n+1x < 10

(
pn +1

)
.

Or pn+1 est le plus grand entier inférieur à10n+1x et 1+pn+1 est le plus petit entier supérieur à10n+1x. Par conséquent, on a

• 10pn É pn+1 ce qui donne
pn

10n
É pn+1

10n+1
et doncan É an+1. La suite(an ) est croissante.

365



• 1+pn+1 < 10
(
pn +1

)
ce qui s’écrit aussi :

1+pn+1

10n+1
É

pn +1

10n
. La suite(bn ) est décroissante.

Commebn −an = 10−n , on a bienbn −an −−−−−→
n→+∞

0 et on a prouvé que les deux suites(an ) et (bn ) sont adjacentes. Elles sont

donc convergentes et convergent vers une même limitel ∈R. Comme∀n ∈N, pn É 10n x < pn +1, on a nécessairementl = x par
passage à la limite dans les inégalités

10.5.4 Segments emboités et théorème de Bolzano-Weierstrass

COROLLAIRE 10.29 Théorème des segments emboîtés
Soit (In)n∈N une suite de segments,In = [an ,bn ] tels que

H1 Ils sont emboîtés :∀n ∈N, In+1 ⊂ In ;

H2 Leur diamètre tend vers0 : (bn −an) −−−−−→
n→+∞

0.

Alors il existe un réell ∈R tel que
⋂

n∈N In = {l}.

Démonstration Soit n ∈ N. Puisque[an+1,bn+1] ⊂ [an ,bn ], on aan É an+1 et bn+1 É bn ce qui montre que la suite(an ) est
croissante et la suite(bn ) décroissante. La deuxième hypothèse montre que ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers
la même limitel ∈R. Montrons par double inclusion que

⋂
n∈N In = {l }.

⊃ Montrons quel appartient à l’intersection des intervallesIn . Puisque les suites(an ) et (bn ) sont adjacentes et convergent vers
l , on sait que∀n ∈N, an É l É bn et donc∀n ∈N, l ∈ In ce qui montre quel ∈⋂

n∈N In .
⊂ Soit x ∈ ⋂

n∈N In . Montrons quex = l . Par définition de l’intersection d’une famille (voir l’appendice 1.12),∀n ∈ N, x ∈ In

d’où
∀n ∈N, an É x É bn

Par passage à la limite dans les inégalités, on en tire quel É x É l d’où l = x.

BIO 8 Karl Weierstrass, né le 31 octobre 1815 à Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 février 1897 à Berlin

Mathématicien Allemand. Karl Weierstrass est considéré comme le
père de l’analyse moderne. Après des études secondaires brillantes,
son père le force à étudier le droit à l’université de Bonn. Ilne
fréquente guère les amphithéâtres et préfère s’adonner à l’escrime,
aux mathématiques et à la boisson ... Tant et si bien qu’au bout de
quatre ans il n’a toujours aucun diplôme. Son père consent à lui
financer deux années supplémentaires afin qu’il décroche un poste
d’enseignant dans le secondaire. Il rencontre alors Guddermann qui
va le former aux mathématiques. Ce n’est qu’à 40 ans et alors qu’il
enseigne dans le secondaire depuis une quinzaine d’année qu’il pub-
lie un article dans le fameux journal de Crelle sur les travaux qu’il
a mené de façon isolée depuis plusieurs années. Il accède aussitôt à
la célébrité et obtient rapidement un titre de docteur et unechaire à
l’université de Berlin. Il s’est intéressé, entre autres aux fonctions an-
alytiques et aux fonctions elliptiques. On lui doit le formalisme actuel
en analyse.

THÉORÈME 10.30 ♥♥♥ Théorème de Bolzano-Weierstrass
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration Vous pouvez la sauter en première lecture. Nous allons uniquement donner une idée de la construction en ne
rédigeant pas les récurrences complètes.
Considérons une suite(un ) bornée. Il existea0,b0 ∈ R tels que∀n ∈ N, a0 É un É b0. Nous allons utiliser un procédé standard
d’analyse, ladichotomiepour construire une suite extraite de(un ) qui va converger.
– Posonsc0 = (a0 +b0)/2 et G0 = {n ∈ N | un ∈ [a0,c0]}, D0 = {n ∈ N | un ∈ [c0,b0]}. PuisqueG0 ∪D0 = N, l’un de ces deux

ensembles est infini.
– Si G0 est infini, puisqueG0 est une partie non vide deN, elle possède un plus petit élémentn0 (c’est un axiome des entiers

que nous verrons prochainement). Posonsa1 = a0, b1 = c0, c1 = (a1 +b1)/2, G1 = {n > n0 | un ∈ [a1,c1]}, D1 = {n > n0 | un ∈
[c1,b1]}.

– SiG0 est fini, alorsD0 est infini et possède un plus petit élémentn0. On pose alorsa1 = c0, b1 = b0, G1 = {n > n0 | un ∈ [a1,c1]},
D1 = {n > n0 | un ∈ [c1,b1]}.

Dans les deux cas,G1 ∪D1 est un ensemble infini. On construit par récurrence une suited’entiers(nk )k∈K et deux suites réelles
(an), (bn ) vérifiant : n0 < n1 < ·· · < nk < . . . , a0 É a1 É ·· · É ak É ·· · É bk É ·· · É b1 É b0 et ak É unk

É bk . Puisque(bk −ak ) =
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(b0 −a0)/2k , on vérifie facilement que ce sont deux suites adjacentes. Elles convergent donc vers la même limitel ∈R. On définit
alors l’application

ϕ :

{
N −→ N

k 7−→ nk

qui est strictement croissante. Puisqueak É unk
É bk , d’après le théorème des gendarmes, la suite extraiteuϕ(k) converge versl .

Multimédia : Animation qui explique cette construction.

10.6 Suites géométriques

THÉORÈME 10.31 ♥♥♥♥ Convergence d’une suite géométrique
Considérons la suite géométrique(kn ) de raisonk ∈R et de premier terme1.
– Si k > 1, la suite(kn ) diverge vers+∞.
– Si k = 1, la suite(kn ) est constante et tend vers1.
– Si |k| < 1, la suite(kn) converge vers0.
– Si k É−1, la suite(kn ) diverge.
En résumé la suite géométrique(kn) converge si et seulement si|k| < 1 ou bienk = 1.

k−1 1

CVDV DV

Démonstration
• Supposonsk > 1. Nous allons utiliser l’inégalité suivante, dite de Bernoulli et qui se prouve aisément par récurrence (voir

l’exercice 8.30 page 329) :
∀x Ê 0, ∀n ∈N, (1+x)n Ê 1+nx.

Commek > 1, on ak −1 > 0 et donc, pour toutn ∈N, kn = (1+ (k −1))n Ê 1+n (k −1). Commek −1 > 0, n (k −1) −−−−−→
n→+∞

+∞.

Par le théorème des gendarmes, on en déduit quekn −−−−−→
n→+∞

+∞.

• Si k = 1, trivialementkn −−−−−→
n→+∞

1.

• Si |k| < 1, alors en supposant quek est non nul et en posantb = 1/|k|, on ab > 1. D’après le premier point, on peut affirmer que
bn −−−−−→

n→+∞
+∞ et alors la suite|k|n −−−−−→

n→+∞
0 et donckn −−−−−→

n→+∞
0. Si a = 0, le résultat est évident.

• Si k É−1, on peut extraire deux sous-suites de la suite
(
kn

)
, les suites(k2n ) et (k2n+1). Si k <−1, la première sous-suite diverge

vers+∞ et la seconde diverge vers−∞ et sik =−1, la première sous-suite converge vers1 et la seconde converge vers−1. Dans
les deux cas, appliquant le théorème 10.23, on peut affirmer que

(
kn

)
est divergente.

DÉFINITION 10.12 Série géométrique
Soit k ∈ R. On définit laprogression géométrique(ou série géométrique) de raisonk comme étant la suite de terme

général

Sn = 1+k +k2 + ...+kn =
n∑

i=0

ki

THÉORÈME 10.32 ♥♥♥♥ Convergence d’une série géométrique

– On sait calculer une somme géométrique :

Sn = 1+k +k2 + ...+kn =





1−kn+1

1−k
si k 6= 1

n+1 si k = 1

– Si |k| < 1, la suite(Sn) converge vers le réel
1

1−k
et si |k| Ê 1, la suite(Sn) diverge.

Démonstration Si |k| < 1, puisquekn −−−−−→
n→+∞

0, Sn = 1−kn+1

1−k
−−−−−→
n→+∞

1

1−k
. Si k = 1, Sn = n +1 −−−−−→

n→+∞
+∞ et donc(Sn)

diverge. Pour|k| Ê 1 etk 6= 1, puisque(1−k)Sn = 1−kn+1, on tirekn = (1−(1−k)Sn )/k. Si la suite(Sn) convergeait versl , d’après
les théorèmes généraux, la suite(kn ) convergerait vers(1− (1−k)l )/k ce qui est faux d’après le théorème précédent.
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Remarque 10.12 Le dessin suivant permet de visualiser la limite de la somme géométrique dans le cas où0 < k < 1.
On place les uns après les autres des cubes de côtéki . Multimédia : Faire varier k et la valeur de
la somme

1
1 k k2

S0 S1 Sn 1/(1−k)

y = 1− (1−k)x

Remarque 10.13 Les suites et séries géométriques sont très utilisées en analyse. On essaie souvent de majorer des
suites par des suites géométriques dont on connaît bien le comportement.

10.7 Relations de comparaison

10.7.1 Introduction

Bien que deux suites puissent avoir la même limite, elles peu-
vent avoir des comportement très différents en l’infini. On
s’en convaincra en observant les graphes des suites(n), (2n )

et (n!/10). Une idée simple pour comparer le comportement
asymptotique de deux suites(un ) et (vn) est d’étudier la na-
ture de la suite quotient(un /vn). Cette idée est à la base des
notions dedomination, prépondéranceet équivalenceque
nous allons développer maintenant. Ainsi, on dira que(vn)

est prépondérante devant(un ) si un /vn −−−−−→
n→+∞

0. On dira

aussi que(un ) et (vn) sont équivalentes siun /vn −−−−−→
n→+∞

1.

On verra que cette façon de comparer le comportement
asymptotique des suites aura des conséquences utiles sur les
méthodes de calcul de limites.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

FIGURE 10.3 –× (100n) - � (2n ) - •(n!/10)

10.7.2 Suite dominée par une autre

DÉFINITION 10.13 Suite dominée par une autre
Soient(un ) et (vn) deux suites. On dit que(un ) estdominéepar (vn) si et seulement si il existe une suite(Bn) et un

rangN ∈N tels que :

1 (Bn) est une suite bornée.

2 ∀n Ê N, un = Bn vn

On note alors :un = O
n→+∞

(vn)

PROPOSITION10.33 Transitivité de la relation O

Le relationO est transitive, ce qui signifie que si(un ), (vn) et (wn) sont trois suites, alors :
[

un = O
n→+∞

(vn) et vn = O
n→+∞

(wn)
]

=⇒ un = O
n→+∞

(wn)

Démonstration Commeun = O
n→+∞

(vn) et vn = O
n→+∞

(wn), il existe des suites bornées
(
B′

n

)
et

(
B′′

n

)
telles que à partir

d’un certain rangN′ et d’un certain autreN′′, on a :∀n Ê N′, un = B′
n vn et∀n Ê N′′, vn = B′′

n wn . PosonsN = max
(
N′,N′′) et

pour toutn Ê N, posonsBn = B′
n .B′′

n . La suite(Bn )nÊN est bornée et :

∀n Ê N, un = B′
n vn = B′

n B′′
n wn = Bn wn .

Par conséquent,un = O
n→+∞

(wn).
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THÉORÈME 10.34 Une suite est dominée par une autre si et seulement si le quotient de la première par la
deuxième est borné

Soit (un ) et (vn) deux suites. Si à partir d’un certain rang(vn) ne s’annule pas alors :

un = O
n→+∞

(vn) ⇐⇒
(

un

vn

)
est bornée

Démonstration Supposons que(vn ) ne s’annule pas à partir du rangN ∈ N. La suite
(

un

vn

)

nÊN
est donc bien définie. On peut

supposer que(vn) ne s’annule jamais (et donc queN = 0). Dire que :un = O
n→+∞

(vn) revient à dire qu’il existe un rangN ∈N et

une suite bornée(Bn) tels que :∀n Ê N, un = Bn vn , ce qui est équivalent à dire que :∀n Ê N,
un

vn
= Bn et donc que

(
un

vn

)
est

bornée.

10.7.3 Suite négligeable devant une autre

DÉFINITION 10.14 Suite négligeable devant une autre
Soient(un ) et (vn) deux suites réelles. On dit que(un ) estnégligeabledevant(vn) si et seulement si il existe une suite

(εn) et un rangN tels que

1 εn −−−−−→
n→+∞

0

2 ∀n Ê N, un = εn vn

On note alors :un = o
n→+∞

(vn).

Remarque 10.14 Écrire queun = o
n→+∞

(1) revient à dire queun −−−−−→
n→+∞

0.

PROPOSITION10.35 Transitivité de la relation o

La relationo est transitive, ce qui signifie que si(un ), (vn) et (wn) sont trois suites réelles, alors :
[

un = o
n→+∞

(vn) et vn = o
n→+∞

(wn)
]

=⇒ un = o
n→+∞

(wn)

Démonstration Identique à la démonstration de la transitivité deO.

THÉORÈME 10.36 Une suite est négligeable devant une autre si et seulement sile quotient de la première par la
deuxième tend vers0.

Soit (un ) et (vn) deux suites réelles. Si à partir d’un certain rang(vn) ne s’annule pas alors :

un = o
n→+∞

(vn) ⇐⇒ un

vn
−−−−−→
n→+∞

0

Démonstration Identique à la démonstration du théorème 10.34.

Remarque 10.15 Vous rencontrerez deux façons d’utiliser la notationo.
– La première est celle de la définition. Par exemple, on peut écrire ln n = o

n→+∞
(n), ce qui signifie quelnn/n −−−−−→

n→+∞
0.

– Mais vous rencontrerez aussi des écritures comme :

1

n−1
= 1

n
+ 1

n2
+ 1

n3
+ o

n→+∞

(
1

n3

)

qui signifie que1/(n −1)−
(
1/n+1/n2 +1/n3

)
est négligeable devant1/n3 quandn → +∞. Autrement dit :1/n +

1/n2 +1/n3 est une approximation de1/(n−1) quandn →+∞ et l’erreur commise est un o
n→+∞

(
1

n3

)
c’est-à-dire est

négligeable devant1/n3 quandn →+∞.
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10.7.4 Suites équivalentes

DÉFINITION 10.15 Suite équivalentes
Soient(un ) et (vn) deux suites réelles. On dit que(un ) estéquivalenteà (vn) si et seulement si :

un − vn = o
n→+∞

(vn)

PROPOSITION10.37
La relation « est équivalente à »est une relation d’équivalence sur l’ensemble des suites.Soient(un ), (vn) et (wn) trois
suites réelles. On a :
• ∼ est réflexive :un ∼

n→+∞
un .

• ∼ est symétrique :un ∼
n→+∞

vn ⇐⇒ vn ∼
n→+∞

un .

• ∼ est transitive :un ∼
n→+∞

vn et vn ∼
n→+∞

wn =⇒ un ∼
n→+∞

wn .

Démonstration Montrons que siun ∼
n→+∞

vn , alorsvn ∼
n→+∞

un . Puisqueun ∼
n→+∞

vn , à partir d’un certain rangN, un −vn =
vnεn où εn −−−−−→

n→+∞
0. On en tireun = (1+εn )vn . Puisqueεn −−−−−→

n→+∞
0, à partir d’un rangN2 Ê N, 1−εn 6= 0. Alors pourn Ê N2,

vn −un =−εn /(1−εn)vn . Définissons la suite(en) paren =−εn /(1+εn). On aen −−−−−→
n→+∞

0 ce qui montre quevn −un = o(un )

d’où vn ∼
n→+∞

un . Les autres preuves sont laissées en exercice.

THÉORÈME 10.38 Une suite est équivalente à une autre si et seulement si le quotient de la première par la
deuxième tend vers1.
Soient(un ) et (vn) deux suites réelles. Si(vn) ne s’annule pas à partir d’un certain rang, alors

un ∼
n→+∞

vn ⇐⇒ un

vn
−−−−−→
n→+∞

1

PLAN 10.3 : Pour montrer queun ∼
n→+∞

vn

on peut au choix, montrer que

1
un

vn
−−−−−→
n→+∞

1

2 À partir d’un certain rang,un = (1+εn )vn avecεn −−−−−→
n→+∞

0.

3 À partir d’un certain rang,un = vn +εn avecεn = o
n→+∞

(vn).

THÉORÈME 10.39 Équivalents et limites
Soit (un ) et (un ) deux suites réelles . Alors :
– Si un ∼

n→+∞
vn et sivn −−−−−→

n→+∞
l ∈R alorsun −−−−−→

n→+∞
l .

– Si un −−−−−→
n→+∞

l ∈R avec l 6= 0 , alors un ∼
n→+∞

l .

Démonstration
– Commeun ∼

n→+∞
vn , il existe une suite(εn) telle que, à partir d’un certain rang :un = (1+ εn )vn et εn −−−−−→

n→+∞
0. Comme

vn −−−−−→
n→+∞

l ∈R, par opération sur les limites :un −−−−−→
n→+∞

l .

– Dire que :un −−−−−→
n→+∞

l ∈R∗ revient à dire que :
un

l
−−−−−→
n→+∞

1 et doncun ∼
n→+∞

l .

Attention 10.4 Écrireun ∼
n→+∞

0 revient à dire qu’à partir d’un certain rang, les termes de lasuite(un ) sont tous nuls.

PROPOSITION10.40 Un équivalent simple permet de connaître le signe d’une suite
Si (un ) et (vn) sont deux suites réelles équivalentes alors, il existe un rang à partir duquel elles sont de même signe

un ∼
n→+∞

vn =⇒ [∃N ∈N : ∀n Ê N, un vn Ê 0]
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Démonstration Commeun ∼
n→+∞

vn il existe une suite(εn) telle que, à partir d’un certain rang :un = (1+εn )vn etεn −−−−−→
n→+∞

0.

Le signe de(1+εn )vn est donc donné, à partir d’un certain rang, par celui devn . Par conséquent, à partir d’un certain rang, les
deux suites(un ) et (vn) sont de me signe.

THÉORÈME 10.41 Produits, quotients, puissances d’équivalents
Soit (an), (bn), (un ), (vn) des suites vérifiant :

un ∼
n→+∞

an et vn ∼
n→+∞

bn .

Alors :

1 un vn ∼
n→+∞

anbn

2 Si (vn) et (bn) ne s’annulent pas à partir d’un certain rang :
un

vn
∼

n→+∞
an

bn
.

3 Si (un ) et (an) sont strictement positives à partir d’un certain rang :uα
n ∼

n→+∞
aα

n oùα ∈R.

Démonstration Démontrons le premier équivalent. Les autres se prouvent demême. Commeun ∼
n→+∞

an et vn ∼
n→+∞

bn ,

il existe des suites(αn) et
(
βn

)
toutes deux convergeant vers1 telles que à partir d’un certain rang :un = αn an et vn = βnbn . Par

conséquent, à partir d’un certain rang :un .vn = (αn an) .
(
βn bn

)
=αnβn .an bn et par opération sur les limitesαnβn −−−−−→

n→+∞
1. On

a donc bien :un vn ∼
n→+∞

an bn .

Remarque 10.16 Attention, il ne faut pas

1 Sommer des équivalents.

2 Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas
• Prendre des logarithmes d’équivalents.
• Prendre des exponentielles d’équivalents.

Exemple 10.5Par exemple :
– n+1 ∼

n→+∞
n et−n ∼

n→+∞
−n+2 mais cela n’a pas de sens d’écrire :1 ∼

n→+∞
2.

– 2n +n ∼
n→+∞

2n mais par contree2n+n n’est pas équivalent àe2n
.

10.8 Comparaison des suites de référence

PROPOSITION10.42 Comparaison logarithmique

1. Si (un ) et (vn) sont deux suites à termesstrictement positifset si, à partir d’un certain rang,

un+1

un
É vn+1

vn

alors un = O
n→+∞

(vn) .

2. Soit(un ) est une suite à termesstrictement positifs. On a :

(a)
un+1

un
−−−−−→
n→+∞

l < 1 =⇒ un −−−−−→
n→+∞

0 .

(b)
un+1

un
−−−−−→
n→+∞

l > 1 =⇒ un −−−−−→
n→+∞

+∞ .

Démonstration

1. Si à partir d’un certain rang :
un+1

un
É

vn+1

vn
alors, à partir d’un certain rang, on a :

un+1

vn+1
É

un

vn
et donc la suite

(
un

vn

)
est

décroissante à partir de ce rang. Comme(un ) et (vn) sont à termes strictement positifs, cette suite est minoréepar 0. On
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peut donc appliquer le théorème de la limite monotone 10.25,la suite
un

vn
converge vers une limitel Ê 0. Par application du

théorème 10.5, on peut affirmer que
un

vn
est bornée et donc queun = O

n→+∞
(vn).

2. Posonsl = lim
n→+∞

un+1

un
.

(a) Sil < 1 alors on peut trouver un réelr ∈ ]l ,1[ (par exempler = (l +1)/2). D’après le théorème 10.6 page 357, à partir

d’un certain rangN ∈N, on a
un+1

un
É r . Par conséquent, sin Ê N,

un+1

uN
=

un+1

un

un

un−1
. . .

uN+2

uN+1

uN+1

uN
É r . . . .r︸ ︷︷ ︸

n+1−N fois

= r n+1−N.

Doncun É r n+1−NuN et comme0 É r < 1, la suite géométrique(r n) converge vers0. On en déduit queun −−−−−→
n→+∞

0.

(b) Si l > 1 alors en prenantr ∈ ]1, l [, à partir d’un certain rangN ∈N, on a
un+1

un
Ê r . La démonstration se termine comme

la précédente.

THÉORÈME 10.43 Comparaison des suites de référence
Soienta > 1, α> 0 etβ> 0.

(lnn)β = o
n→+∞

(
nα

)
nα = o

n→+∞

(
an

)
an = o

n→+∞
(n!) n! = o

n→+∞

(
nn

)

Démonstration

• Soit (un ) la suite de terme généralun = (lnn)β

nα
. Pour toutn ∈N, on aun =




β

α


lnn

α

β




n

α

β




β

. Mais
ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0. Par conséquent

lnn

α

β

n

α

β

−−−−−→
n→+∞

0 et doncun −−−−−→
n→+∞

0 ce qui prouve que(lnn)β = o
n→+∞

(
nα

)
.

• Considérons maintenant la suite(vn) de terme généralvn =
nα

an
. Soitn ∈N. On a

vn+1

vn
= 1

a

(
1+ 1

n

)a

−−−−−→
n→+∞

1

a

En appliquant le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer, puisque0 < 1

a
< 1, que vn −−−−−→

n→+∞
0 et donc que

nα = o
n→+∞

(
an

)
.

• Considérons la suite(wn ) de terme généralwn = an

n!
. On a

wn+1

wn
= a

n +1
−−−−−→
n→+∞

0

En appliquant à nouveau le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer quevn −−−−−→
n→+∞

0 et donc quean = o
n→+∞

(n!).

– Pour la dernière relation, sin Ê 1 on vérifie facilement que :

n!

nn
= 1×2×3× . . . ×n

n ×n ×n × . . . ×n
É 1

n
−−−−−→
n→+∞

0.

On peut aussi appliquer le critère de comparaison logarithmique à la suite(xn ) de terme généralxn =
n!

nn
. On a :

xn+1

xn
=

( n

n +1

)n
=

(
1+

1

n

)−n

−−−−−→
n→+∞

1

e
∈ ]0,1[ .

372



THÉORÈME 10.44 Équivalents usuels
Soit (un ) une suite telle queun −−−−−→

n→+∞
0 .

1 sin un ∼
n→+∞

un

2 tanun ∼
n→+∞

un

3 ln (1+un ) ∼
n→+∞

un

4 [1−cos un ] ∼
n→+∞

u2
n

2

5 [eun −1] ∼
n→+∞

un

6 sh un ∼
n→+∞

un

7 [(1+un )α−1] ∼
n→+∞

αun (α ∈R∗).

Démonstration

1 La première équivalence est une conséquence de la limite usuelle
sin x

x
−−−→
x→0

1.

2
tanun

un
=

sinun

un

1

cosun
−−−−−→
n→+∞

1.

3 La troisième équivalence est une conséquence de la limite usuelle
ln(1+x)

x
−−−→
x→0

1.

4 Par application des formules de trigonométrie,1−cosun = 1−cos
(
2

un

2

)
= 2sin2 un

2
∼

n→+∞
2

u2
n

4
=

u2
n

2
par produit d’équiv-

alents.

5 La cinquième équivalence est une conséquence de la limite usuelle
ex −1

x
−−−→
x→0

1.

6 (1+un )α−1 = eα ln(1+un)−1 =α ln (1+un ) par application de la formule5 carα ln (1+un ) −−−−−→
n→+∞

0. Donc, en appliquant

la formule3, (1+un )α−1 ∼
n→+∞

αun .

En conclusion à ce chapitre et avant d’aborder les exercices, il est vivement conseillé de prendre connaissance du para-
graphe C.4 de l’annexe C. On y apprendra différentes méthodes permettant de calculer des équivalents. Il sera aussi très
profitable de (re-)lire le paragraphe C.1 de cette même annexe.

En résumé

Les différents théorèmes et les différentes définitions de ce chapitre doivent être parfaitement compris et appris. Il faut
pouvoir les illustrer par des dessins et savoir refaire les démonstrations marquées avec des♥ . Pour la plupart, ces
théorèmes et définitions seront re-formulés dans le cadre duprochain chapitre sur les fonctions réelles.
En accompagnement des exercices de ce chapitre, lisez la partie C.1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration
et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents. Le tout se trouve dans l’annexe C.
Enfin, en complément à ce chapitre, il faudra vous consacrer au paragraphe C.5 page 1219 toujours dans l’annexe C. On
y traite des suites définies par récurrence un thème .... récurrent... dans les concours.
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10.9 Exercices

10.9.1 Avec les définitions

Exercice 10.1 ♥
Soit (un ) une suite réelle. Traduire à l’aide de quantificateurs :

1. La suite (un) est constante à partir d’un certain
rang.

2. La suite(un ) est croissante à partir d’un certain
rang.

3. (un ) ne converge pas vers 0.

4. la suiteun n’est pas croissante à partir d’un certain
rang.

Solution :

1. ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N =⇒ un = un+1

2. ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N =⇒ un É un+1

3. ∃ε> 0 : ∀N ∈N, ∃n ∈N : n Ê N et |un | Ê ε

4. ∀N ∈N, ∃n ∈N : n Ê N et un Ê un+1

Exercice 10.2 ♥
En utilisant les définitions 10.7 et 10.8, montrer que :

1. ( 1
n

)n∈N∗ converge vers0·

2. ( 1
n2 )n∈N∗ converge vers0·

3. ( 1
2n )n∈N converge vers0·

4. (n2)n∈N tend vers+∞.

5. (
p

n)n∈N tend vers+∞.

6. (ln n)n∈N∗ tend vers+∞.

Solution :

1. Voir l’exemple 10.1 page 356.

2. Soitε> 0. On cherche un rangN ∈N∗ tel que sin Ê N alors1/n2 É ε ou de manière équivalente1/n É
p
ε. Posons

N= E
(
1/
p
ε
)
+1. On a1/N É

p
ε. Soitn ∈N tel quen Ê N. On a bien :1/n2 É 1/N2 É ε et donc1/n2 −−−−−→

n→+∞
0.

3. Soit ε > 0. On cherche un rangN ∈ N∗ tel que sin Ê N alors1/2n É ε ou de manière équivalenten Ê lnε
ln(1/2)

.

PosonsN = E
(

− lnε
ln(1/2)

)
+1 (on peut supposerε ∈ ]0,1[. Soit n ∈N∗ tel quen Ê N. Alors 1/2n É 1/2N < ε et donc

1
2n −−−−−→

n→+∞
0

4. SoitM ∈ R. On peut choisirM positif sans que cela ne particularise la démonstration. Oncherche un rangN ∈N

tel que sin Ê N alorsn2 Ê M ou de manière équivalenten Ê
p

M. PosonsN = E
(p

M
)
+1. On aN2 Ê M. Soit

n ∈N tel quen Ê N. On a bien :n2 Ê N2 Ê M et la suite tend donc vers+∞.

5. SoitM ∈ R. On cherche un rangN ∈N tel que sin Ê N alors
p

n Ê M ou de manière équivalenten Ê M2. Posons
N= E

(
M2

)
+1. On a

p
NÊ M. Soitn ∈N tel quen Ê N. On a bien :

p
n Ê

p
N Ê M et la suite tend donc vers+∞.

6. SoitM ∈ R. On cherche un rangN ∈N tel que sin Ê N alorslnn Ê M ou de manière équivalenten Ê eM. Posons
N= E

(
eM

)
+1. On alnN Ê M. Soitn ∈N tel quen Ê N. On a bien :lnn Ê ln N Ê M et la suite tend donc vers+∞.

Exercice 10.3 ♥♥
On considère une suite(un ) qui converge vers0. On définit la suite(vn) de terme général :

vn = 1

n2

n∑

k=1

kuk

Montrer que(vn) converge vers0.

Solution : Soit ε > 0. Comme(un ) converge vers0, il existe un rangN1 ∈ N tel que sin Ê N1 alors |un | É ε/2. Par
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application de l’inégalité triangulaire, on peut écrire :

|vn | = 1

n2

∣∣∣∣∣
N1∑

k=1

kuk +
n∑

k=N1+1

kuk

∣∣∣∣∣

É 1

n2

N1∑

k=1

k |uk |+
1

n2

n∑

k=N1+1

k
ε

2

É 1

n2

N1∑

k=1

k |uk |+
ε

2

car
∑n

k=N1+1
k É n2. De plus, par opérations sur les limites,

1

n2

∑N1

k=1
k |uk | −−−−−→

n→+∞
0. Il existe donc un rangN2 ∈N∗ tel

que sin Ê N2 alors
1

n2

∑N1

k=1
k |uk | É ε/2. PosonsN = max (N1,N2). Soit n Ê N. On a alors|vn | É ε/2+ε/2 = ε, ce qui

prouve quevn −−−−−→
n→+∞

0.

Exercice 10.4 ♥♥
Soit une suite réelle(un ) telle que∀n ∈ N, un ∈ Z. Montrer que si la suite(un) converge, alors elle est constante à
partir d’un certain rang.
Indication 10.5 : On pourra envisager la suite(vn) définie parvn = un+1 −un .

Solution : La suite(vn) définie parvn = un+1 −un converge vers0. On poseε = 1
2
. Il existeN ∈ N tel que pour tout

n Ê N,

−1

2
É vn É+1

2
.

Mais alors, pourn Ê N, vn = 0, puisque zéro est le seul entier compris entre−1/2 et et1/2. La suite(un) est donc
constante à partir du rangN.

Exercice 10.5 ♥♥♥
Soit un réelα ∈]0,1[ et une suite(un ) convergeant vers une limitel ∈R. Étudier la suite de terme général

vn =
n∑

k=0

αk un−k

Solution : Étudions d’abord le cas où(un ) est constante :∀n ∈N, un = a où a ∈ R. On obtient alors facilement que

pour toutn ∈N, vn = a
1−αn+1

1−α
et vn −−−−−→

n→+∞
a

1−α
. Ce cas particulier nous invite à conjecturer que que si(un ) converge

versl , la suite(vn) converge versl/(1−α). Écrivons pour toutn ∈N, un = l +εn avecεn −−−−−→
n→+∞

0. Alors pourn ∈N,

vn = l
1−αn+1

1−α
+

n∑

k=0

αkεn−k

Définissons la suite de terme général

θn =
n∑

k=0

αkεn−k

et montrons queθn −−−−−→
n→+∞

0. Cela montrera que la suite(vn) converge versl/(1−α).

Coupons, pourn ∈N, la somme en deux sous-sommes :

|θn | É
n−N∑

k=0

|αkεn−k |+
n∑

k=n−N+1

|αkεn−k |

Soit ε> 0. Posons̃ε= ε(1−α) /2 > 0. Commeεn −−−−−→
n→+∞

0, il existeN ∈N, tel que∀k Ê N, |εk | É ε̃.

Donc pour la première somme, sin Ê N :

n−N∑

k=0

|αkεn−k | É ε̃
1−αn−N+1

1−α
É ε̃

1−α
.

En posantM = max(|ε0|, . . . , |εN−1|), on majore la deuxième somme :

n∑

k=n−N+1

|αkεn−k | É M
n∑

k=n−N+1

αk = M

αN−1
αn 1−αN

1−α
É M

αN−1(1−α)
αn
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carα ∈ ]0,1[. La suite
(

M

αN−1
αn

)
converge vers0 (car c’est une suite géométrique de raisonα ∈ ]0,1[) donc il existe

N′ ∈N tel que∀n Ê N′,
Mαn

αN−1
É ε̃. PosonsN1 = max(N,N′) et soitn > N1.

Il vient finalement,

|θn | É
ε̃

1−α
+ ε̃

1−α
= ε.

10.9.2 Convergence, divergence de suites

Exercice 10.6 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = sin n
n

2. un = n2

n(n−1)
+ (0.7)n

3. un = n3 +2n2 −5n+1

4. un = 3n −n22n

5. un = (−1)n

6. un =
p

n2 +n−
p

n

Solution :

1. Pour tout réelx, −1 É sin x É 1, donc pour toutn ∈ N∗, − 1
n É sinn

n É 1
n . D’après le théorème des gendarmes :

un −−−−−→
n→+∞

0.

2. Soitn ∈N∗. n2

n(n−1)
= n2

n2
1

1
(
1− 1

n

) −−−−−→
n→+∞

1 et (0.7)n −−−−−→
n→+∞

0 car il s’agit d’une suite géométrique de raison0.7 ∈

]−1,1[. Donc par opérations sur les limitesun −−−−−→
n→+∞

1.

3. un = n3 +2n2 −5n+1 = n3
(
1+ 2

n
− 5

n2 + 1
n3

)
−−−−−→
n→+∞

+∞ par opérations sur les limites.

4. un = 3n −n22n = 3n

(
1−

n2

(
3
2

)n

)
−−−−−→
n→+∞

+∞ par application des relations de comparaisons et par opérations sur

les limites.

5. u2n = 1 −−−−−→
n→+∞

1 et u2n+1 =−1 −−−−−→
n→+∞

−1. On a ainsi extrait deux suites de la suiteun qui admettent des limites

différentes. Donc(un ) diverge.

6. un =
p

n2 +n −
p

n =

(p
n2 +n−

p
n

)(p
n2 +n+

p
n

)

p
n2 +n+

p
n

= n2 +n−n
p

n2 +n+
p

n
= n2

n
1√

1+ 1
n + 1p

n

−−−−−→
n→+∞

+∞ par opéra-

tions sur les limites.

Exercice 10.7 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = (−3)n +3n

2. un = 22n+n3n

22n−n3n

3. un = an+bn

an−bn où a,b ∈R et 0 < a < b.

4. un = 3n−4
3n+2

5. un = cosn
n

6. un = −n2+1
n2+3

Solution :

1. u2n = 32n +32n −−−−−→
n→+∞

+∞ et u2n+1 =−32n+1+32n+1 −−−−−→
n→+∞

0. On a ainsi extrait deux suites de la suite(un ) qui

ne tendent pas vers une même limite. Par conséquent,(un ) diverge.

2. un = 22n+n3n

22n−n3n = 4n+n3n

4n−n3n = 4n

4n

1+ n(
4
3

)n

1− n(
4
3

)n

. Par croissances comparéesn(
4
3

)n −−−−−→
n→+∞

0. Donc :un −−−−−→
n→+∞

1.

3. un = an+bn

an−bn = bn

bn

1+
(

a
b

)n

−1+
(

a
b

)n −−−−−→
n→+∞

−1 car
(

a
b

)n est le terme général d’une suite géométrique de raisona
b
∈ ]−1,1[.

4. un = 3n−4
3n+2

= 3n

3n

1− 4
3n

1+ 2
3n

−−−−−→
n→+∞

1 par opérations sur les limites.
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5. Pour tout réelx, −1 É cos x É 1, donc pour toutn ∈ N∗, − 1
n É cos n

n É 1
n . D’après le théorème des gendarmes :

un −−−−−→
n→+∞

0.

6. un = −n2+1
n2+3

= n2

n2

−1+ 1
n2

1+ 3
n2

−−−−−→
n→+∞

−1 par opérations sur les limites.

Exercice 10.8 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = n2−n ln n
n2+n(lnn)2

2. un =
p

n2 +3n −n

3. un = n sin n
n2+1

4. un = 4n −3n +1

5. un =
(

1
3

)n −
(

1
2

)n

6. un = an − (−a)n où a ∈R.

Solution :

1. un = n2−n lnn
n2+n(lnn)2 = n2

n2

1− ln n
n

1+ (lnn)2

n

−−−−−→
n→+∞

1 par application des relations de comparaisons et par opérations sur les

limites.

2. un =
p

n2 +3n−n =

(p
n2 +3n −n

)(p
n2 +3n +n

)

p
n2 +3n +n

=
3n

p
n2 +3n +n

= n
n

3√
1+ 3

n
+1

−−−−−→
n→+∞

3
2 par opérations sur

les limites.

3. On a, pour toutn ∈N∗, − n

n2+1
É n sinn

n2+1
É n

n2+1
et n

n2+1
−−−−−→
n→+∞

0 donc par application du théorème des gendarmes,
un −−−−−→

n→+∞
0.

4. un = 4n −3n +1 = 4n
(
1−

(
3
4

)n +
(

1
4

)n
)
−−−−−→
n→+∞

+∞ par opérations sur les limites.

5. un =
(

1
3

)n −
(

1
2

)n −−−−−→
n→+∞

0 par opérations sur les limites et car
((

1
3

)n
)

et
((

1
2

)n
)

sont des suites géométriques de

raison élément de]−1,1[.

6. u2n = 0−−−−−→
n→+∞

0 etu2n+1 = 2a2n+1. Si a 6∈ ]−1,1[, (u2n+1) diverge et les deux suites extraites(u2n) et(u2n+1) sont

de natures différentes donc(un ) diverge. Sia ∈ ]−1,1[, u2n+1 −−−−−→
n→+∞

0. Les suites(u2n ) et (u2n+1) convergent

toutes deux vers0. D’après le cours,un −−−−−→
n→+∞

0.

Exercice 10.9 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = e−n cos2 n

n+1

2. un =
p

n2 −n −
p

n2 +1

3. un = sin(n2)
n

4. un =
p

n4 +n2 −n2 −n

5. un = 2+4(−1)n

n

6. un = sin( nπ
2

)

Solution :

1. Pour toutn ∈ N, −n É −n cos2 n É 0 et donc :
e−n

n+1
É e−n cos2 n

n+1
É 1. Mais lim

n→+∞
e−n

n+1
= 0. Par application du

théorème des gendarmes,un −−−−−→
n→+∞

0.

2. un =
p

n2 −n −
p

n2 +1 =

(p
n2 −n −

p
n2 +1

)(p
n2 −n +

p
n2 +1

)

p
n2 −n+

p
n2 +1

= −
n+1

p
n2 −n+

p
n2 +1

=

−n
n

1+ 1
n√

1− 1
n
+

√
1+ 1

n2

−−−−−→
n→+∞

− 1
2

par opérations sur les limites.

3. Pour toutn ∈N∗, − 1
n
É sin(n2)

n
É 1

n
donc par application du théorème des gendarmes,un −−−−−→

n→+∞
0.

4. un =
p

n4 +n2 −n2 −n =

(p
n4 +n2 −n2 −n

)(p
n4 +n2 +n2 +n

)

p
n4 +n2 +n2 +n

= −2n3

p
n4 +n2 +n2 +n

= n3

n2
−2√

1+ 1
n2 +1+ 1

n

−−−−−→
n→+∞

−∞ par opérations sur les limites.
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5. Pour toutn ∈ N∗, − 2
n
É 2+4(−1)n

n
É 6

n
et lim

n→+∞
− 2

n
= lim

n→+∞
6

n
= 0. Par application du théorème des gendarmes,

un −−−−−→
n→+∞

0.

6. Pour toutn ∈N, u2n = sin(nπ) = 0 etu2n+1 = (−1)n . On extrait ainsi de(un ) deux suites de nature différentes. Par
conséquent,(un ) diverge.

Exercice 10.10 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = n cos n+n2

2. un =
(
1+ 1

n

)n
où n > 0.

3. un = lnnp
n+1

4. un = 3n+cos n
n−1 , n Ê 2

5. un = n3+5n

5n3+cos n+ 1
n2

où n > 0.

6. un =
n∑

k=1

1

2k

Solution :

1. Pour toutn ∈N, un = n cosn+n2 Ê n2−n etn2−n −−−−−→
n→+∞

+∞ donc par application du théorème des gendarmes,
un −−−−−→

n→+∞
+∞.

2. un =
(
1+ 1

n

)n = e
n ln

(
1+ 1

n

)
. Maisn ln

(
1+ 1

n

)
=

ln
(
1+ 1

n

)

1
n

et ln(1+x)
x

−−−→
x→0

1 doncn ln
(
1+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

1 etun −−−−−→
n→+∞

e1 = e par opérations sur les limites.

3. un = lnnp
n+1

= ln np
n

1√
1+ 1

n

−−−−−→
n→+∞

0 par croissances comparées (voir le théorème 10.42 page 371)et opérations sur

les limites.

4. Pour toutn Ê 2, 3n−1
n−1

É 3n+cos n
n−1

É 3n+1
n−1

et 3n−1
n−1

= n
n

3− 1
n

1− 1
n
−−−−−→
n→+∞

3, 3n+1
n−1

= n
n

3+ 1
n

1− 1
n
−−−−−→
n→+∞

3 donc par application

du théorème des gendarmes,un −−−−−→
n→+∞

3.

5. un = n3+5n

5n3+cos n+ 1
n2

= n3

n3

1+ 5
n2

5+ cos n
n3 + 1

n5

−−−−−→
n→+∞

1
5

par opérations sur les limites.

6. un =
n∑

k=1

1

2k
=

1− 1
2n+1

1− 1
2

−1 −−−−−→
n→+∞

1 car on a affaire à une somme géométrique de raison1
2 ∈ ]−1,1[ (Attention à

l’indice de départ de la somme qui n’est pas0).

Exercice 10.11 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un =
(
1+ a

n

)n où a ∈R et n > 0.

2. un =
(

1
2
+ 1

n

)n
où n > 0.

3. un = sin 2nπ
3

4. un = 4.(0.5)n−2
(0.5)n+3

5. un = n5

5n

6. un = 2n sin π
2n

Solution :

1. un =
(
1+ a

n

)n = en ln
(
1+ a

n
)
. Mais n ln

(
1+ a

n

)
= a

ln
(
1+ a

n

)

a
n

et ln(1+x)
x

−−−→
x→0

1 donc : n ln
(
1+ a

n

)
−−−−−→
n→+∞

a et

un −−−−−→
n→+∞

ea .

2. un =
(

1
2
+ 1

n

)n = e
n ln

(
1
2+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

0 par opérations sur les limites et carln
(

1
2
+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

ln 1
2
< 0.

3. un = sin 2nπ
3

=





0 si 3|n
−

p
3

2 si 3|n+1p
3

2
si 3|n+2

. On peut donc extraire de(un ) trois sous-suites qui convergent vers des valeurs

différentes. Par conséquent,(un ) diverge.

4. un = 4.(0.5)n−2
(0.5)n+3

−−−−−→
n→+∞

− 2
3

par opérations sur les limites et car(0.5n ) est une suite géométrique de raison0.5 ∈
]−1,1[.
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5. un = n5

5n −−−−−→
n→+∞

0 par croissances comparées (voir le théorème 10.42 page 371).

6. On asinx
x

−−−→
x→0

1 et π
2n −−−−−→

n→+∞
0 doncun = 2n sin π

2n =π
sin π

2n

π
2n

−−−−−→
n→+∞

π

Exercice 10.12 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un = 2n+(−1)n

5n+(−1)n+1

2. un = ln(n+1)
lnn

où n > 0

3. un = ln (n+1)− ln n où n > 0.

4. un =
n sin

(
1
n

)

2−cos
(

1
n

) où n > 0.

5. un = n− 1
n

n+ 1
n

où n > 0.

6. un = ln(en +1)−n

Solution :

1. un = 2n+(−1)n

5n+(−1)n+1 = n
n

2+ (−1)n

n

5+ (−1)n+1

n

−−−−−→
n→+∞

2
5

2. un = ln(n+1)
ln n

=
ln

(
n

(
1+ 1

n

))

lnn
= 1+

ln
(
1+ 1

n

)

ln n
−−−−−→
n→+∞

1 par opérations sur les limites.

3. un = ln (n+1)− ln n = ln n+1
n

= ln
(
1+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

0 par opérations sur les limites.

4. On a déjà montré quen sin
(

1
n

)
−−−−−→
n→+∞

1 donc, commecos
(

1
n

)
−−−−−→
n→+∞

cos0 = 1, un =
n sin

(
1
n

)

2−cos
(

1
n

) −−−−−→
n→+∞

1

5. un = n− 1
n

n+ 1
n
= n

n

1− 1
n2

1+ 1
n2

−−−−−→
n→+∞

1 par opérations sur les limites.

6. un = ln (en +1)−n = ln (en (1+e−n ))−n = ln (1+e−n ) −−−−−→
n→+∞

0 par opérations sur les limites.

Exercice 10.13 ♥
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général :

1. un =
(

sinn
3

)n

2. un = tan
(
π
2 − 2

n

)
où n > 0

3. un =
p

1−3n+n2 où n > 2.

4. un = sinn

n+(−1)n+1

5. un = n
p

2+ (−1)n

6. un = n−(−1)n

n+(−1)n

Solution :

1. Pour toutn ∈ N∗, 0 É
(
|sinn|

3

)n
É

(
1
3

)n
et lim

n→+∞

(
1

3

)n
= 0 donc par application du théorème des gendarmes,

un −−−−−→
n→+∞

0.

2. un = tan
(
π
2
− 2

n

)
−−−−−→
n→+∞

+∞ par opérations sur les limites.

3. un =
p

1−3n+n2 = n
√

1
n2 − 3

n +1 −−−−−→
n→+∞

+∞ par opérations sur les limites.

4. Pour toutn > 1, − 1
n+1

É sinn
n+1

É sin n
n+(−1)n+1 É sinn

n−1
É 1

n−1
et lim

n→+∞
1

n+1
= lim

n→+∞
1

n−1
= 0 donc par application du

théorème des gendarmesun −−−−−→
n→+∞

0.

5. Pour toutn Ê 0, n
p

1 É un = n
p

2+ (−1)n É n
p

3 et n
p

3 = e
ln3
n −−−−−→

n→+∞
e0 = 1 donc par application du théorème des

gendarmesun −−−−−→
n→+∞

1.

6. Pour toutn Ê 2, n−1
n+1 É un = n−(−1)n

n+(−1)n É n+1
n−1 et lim

n→+∞
n+1

n−1
= lim

n→+∞
n−1

n+1
= 1 donc par application du théorème des

gendarmesun −−−−−→
n→+∞

1.

Exercice 10.14 ♥♥
Soient(un) et (vn) deux suites réelles telles queu2

n +un vn + v2
n −−−−−→

n→+∞
0.

Démontrer que(un) et (vn) convergent vers0.
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Solution : Soit n ∈N. Commeu2
n +un vn + v2

n = (un + vn)2 −un vn = (un − vn)2 +3un vn , la limite des deux dernières
quantités existent et vaut0. Par conséquent :un vn = 1

4

((
(un + vn)2 +3un vn

)
−

(
(un + vn)2 −un vn

))
−−−−−→
n→+∞

0. On en

déduit queu2
n + v2

n −−−−−→
n→+∞

0 ce qui n’est possible que siun −−−−−→
n→+∞

0 et vn −−−−−→
n→+∞

0.

Exercice 10.15 ♥♥♥
Montrer que la suite(cos(n)) diverge.

Solution : Supposons que(cos n) converge vers une limiteℓ ∈R. La sous-suite(cos(2n)) converge donc vers la même
limite ℓ. Or∀n ∈N, cos2n = 2cos2 n−1, donc en passant à la limite, on obtient :ℓ= 2ℓ2−1. Donc on a nécessairement
ℓ=−1/2 ou ℓ= 1. D’autre part,∀n ∈N, cos (n+1)+cos (n−1) = 2cos n cos 1. Un nouveau passage à la limite donne
cette fois :2ℓ= 2cos 1.ℓ doncℓ= 0, puisquecos1 6= 1. On a donc d’une partℓ=−1/2 ou ℓ= 1 et d’autre partℓ= 0. Ces
deux conditions sont incompatibles, donc l’hypothèse de départ, à savoir(cosn) converge, ne tient pas.

10.9.3 Relations de comparaison

Exercice 10.16 ♥
Soient deux suites(un), (vn) telles que

1 ∀n ∈N,0 É un É 1 2 ∀n ∈N, vn É 1 3 un vn −−−−−→
n→+∞

1

Montrer que(un ) et (vn) convergent vers1.

Solution : Soit n ∈ N. On aun vn É un É 1. On peut alors affirmer , grâce au théorème des gendarmes, que(un )

converge vers1. De même pour(vn) qui est positive à partir d’un certain rang.

Exercice 10.17 ♥
Étudier la suite(un ) définie pourn Ê 1 par :

un =
2n∏

k=1

(
2− k

2n

)

Solution : Pour toutk ∈ �1,n�, on a :2−
k

2n
Ê

3

2
et pour toutk ∈ �n+1,2n�, on a :2−

k

2n
Ê 1. Par conséquent,

un Ê
(

3

2

)n

.

Comme(3/2)n −−−−−→
n→+∞

+∞, par le théorème de majoration, on peut affirmer queun −−−−−→
n→+∞

+∞ .

Exercice 10.18 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

p
k

Solution : On a, pour toutn Ê 1, un Ê
p

n et
p

n −−−−−→
n→+∞

+∞ donc par comparaison,un −−−−−→
n→+∞

+∞ .

Exercice 10.19 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

1

n2+k2

Solution : Pour toutn Ê 1 :

0 É
n∑

k=1

1

n2+k2
É

n∑

k=1

1

2n2
= n

n2
= 1

n

et 1
n
−−−−−→
n→+∞

0 donc par application du théorème des gendarmes,un −−−−−→
n→+∞

0 .
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Exercice 10.20 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

1
p

k

Solution : Pour toutn Ê 1 :
n∑

k=1

1
p

k
Ê

n∑

k=1

1
p

n
=

n
p

n
=
p

n

et
p

n −−−−−→
n→+∞

+∞ donc par comparaison,un −−−−−→
n→+∞

+∞ .

Exercice 10.21 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

n

n2+k

Solution : Pour toutn Ê 1 :
n2

n2+n
=

n∑

k=1

n

n+n2
É

n∑

k=1

n

n2+k
É

n∑

k=1

n

n2
= 1

et n2

n2+n
−−−−−→
n→+∞

1 donc un −−−−−→
n→+∞

1 par application du théorème des gendarmes.

Exercice 10.22 ♥
Étudiez la suite de terme général

un =
n∑

k=1

k

n+k

Solution : Soit k ∈ �1,n�. Puisquek É n,
k

n+k
Ê k

2n
et donc

un Ê 1

2n

n∑

k=1

k = n+1

4
→+∞

Donc par application du théorème des gendarmesun →+∞ .

Exercice 10.23 ♥
Étudiez la suite de terme général

un =
2n∑

k=n

k
p

n2 +k2

Solution : Soit n Ê 1 et k ∈ �1,n�.
k

p
n2 +k2

Ê
n

p
n2 +4n2

=
1
p

5
d’où un Ê

n
p

5
. La suite(un ) diverge donc vers+∞

d’après le théorème des gendarmes.

Exercice 10.24 ♥♥
Étudier la suite de terme général

un =
n2∑

k=1

k
p

n9 +k

Solution : Pour toutn Ê 1 :

0 É
n2∑

k=1

k
p

n9 +k
É

n2∑

k=1

k
p

n9
= n2(n2+1)

2
p

n9
= n4

2n
9
2

(
1+ 1

n2

)
−−−−−→
n→+∞

0

donc par application du théorème des gendarmes,un −−−−−→
n→+∞

0 .
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Exercice 10.25 ♥♥
Étudier la suite de terme général

un =
n2∑

k=1

k2

n3 +k2

Solution : Pour toutk ∈
�

1,n2
�
,

k2

n3 +k2
Ê

k2

n3 +n4
donc

1

n3 +n4

n2∑

k=1

k2 É un .

Mais d’après l’exercice 8.1,
∑n2

k=1
k2 = n2(n2+1)(2n2+1)

6 donc

un Ê
n2(n2 +1)(2n2 +1)

6(n3 +n4)
−−−−−→
n→+∞

+∞.

On en déduit grâce au théorème des gendarmes queun −−−−−→
n→+∞

+∞ .

Exercice 10.26 ♥♥
Soit x ∈R∗. Étudiez les suites de terme général

un = E(nx)

n
et vn = E(nx)

x

Solution : Pour toutn ∈N, on a :E(nx) É nx < E(nx)+1 ce qui amène :nx−1 < E(nx) É nx. Alors, pour toutn ∈N∗,
on obtient l’encadrement suivant deun :

x − 1

n
< un É x.

On conclut grâce au théorème des gendarmes que(un) converge versx. L’étude de(vn) est similaire, mais il faut
distinguer deux cas :

1. Si x > 0, alors

vn > n−
1

x

et donc(vn) diverge vers+∞ d’après le théorème des gendarmes.

2. Si x < 0, alors

E(nx) É nx =⇒ E(nx)

x
Ê n

(on change les inégalités en les multipliant par un réel négatif !) Ici aussi, (vn) diverge vers+∞.

Exercice 10.27 ♥♥
Soit x un réel, étudier la suite de terme général

un = 1

n2

n∑

k=1

E(kx) avecn Ê 1.

Solution : Soitn Ê 1. De la même façon que dans l’exercice 10.26, on montre que pour toutk ∈ �1,n�, kx−1 É E (kx) É
kx. Il vient alors que :

1

n2

n∑

k=1

(kx −1) É
1

n2

n∑

k=1

E(kx) É 1

n2

n∑

k=1

kx

ce qui s’écrit aussi, en reconnaîssant des sommes arithmétiques :

n (n+1)

2n2
x − 1

n
É 1

n2

n∑

k=1

E(kx) É n (n+1)

2n2
x

On montre facilement que
n (n+1)

2n2
x −−−−−→

n→+∞
x

2
. Par application du théorème des gendarmes, on montre que

un −−−−−→
n→+∞

x
2

.
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Exercice 10.28
On considère deux suites à termes strictement positifs,(an) et (bn) qui convergent vers0. Étudiez la suite de terme
général

un =
a2

n +b2
n

an +bn

Solution : Soit n ∈N. Majorons

un =
a2

n

an +bn
+

b2
n

an +bn
É

a2
n

an
+

b2
n

bn
= an +bn

Comme∀n ∈N, |un | = un É an +bn , par le théorème de majoration, il vient que la suite(un ) converge vers0.

Exercice 10.29 ♥♥

1. Montrer que :∀x > 0, x − x2

2
< ln(1+ x) < x.

2. En déduire la limite de la suite de terme général

un =
n∏

k=1

(
1+ k

n2

)

Solution :

1. L’inégalité se montre en étudiant les deux fonctionsf et g données parf (x) = ln(1+ x)− x et g (x) = ln(1+ x)−

x + x2

2
sur]0,+∞[.

2. Puisque∀n ∈N, un > 0, introduisons la suite(vn) de terme généralvn = ln un . Alors

vn =
n∑

k=1

ln

(
1+ k

n2

)

et en utilisant l’encadrement construit dans la première question,

n∑

k=1

(
k

n2
− k2

2n4

)
É vn É

n∑

k=1

k

n2

et donc, comme
∑n

k=1
k = n(n+1)

2
et que

∑n
k=1

k2 =
(

n(n+1)(2n+1)
6

)
(voir exercice 8.1 page 318), il vient que :

(n+1)

2n
− (n+1)(2n+1)

12n3
É vn É (n+1)

2n

On conclut en appliquant le théorème des gendarmes,vn → 1

2
et donc un →

p
e .

Exercice 10.30 ♥
On considère la suite(un ) donnée par :

∀n ∈N∗, un = 1

n
+ 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . .+ 1

np

où p est un entier strictement positif fixé.

1. Montrer que :

∀x ∈ ]0,1[ , 1+ x É ex É 1

1−x
.

2. En déduire que :

∀x > 1, ln
x +1

x
É 1

x
É ln

x

x −1

3. En déduire la limite de(un ) puis qu’elle est convergente et donner sa limite.

Solution :

1. Il suffit d’étudier les fonctionsf :

{
]0,1[ −→ R

x 7−→ ex − (1+ x)
et g :

{
]0,1[ −→ R

x 7−→ (1− x) ex −1
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2. Soitx > 1. On a donc1
x ∈ ]0,1[ et, par application de l’inégalité précédente, il vient que:

1+ 1

x
É e

1

x É 1

1− 1

x

⇐⇒ x +1

x
É e

1

x É x

x −1

⇐⇒ ln
x +1

x
É ln e

1

x = 1

x
É ln

x

x −1

3. Pour toutk ∈
�

0,np −n
�
, en appliquant l’inégalité précédente àx = n+k Ê 1, on obtient :

ln
n+k +1

n+k
É 1

n+k
É ln

n+k

n+k −1

ce qui s’écrit aussi :

ln (n+k +1)− ln (n+k) É
1

n+k
É ln (n+k)− ln (n+k −1)

Sommons maintenant ces inégalités pourk variant de0 à np −n. On reconnaît des sommes télescopiques et on
obtient :

ln
(
np +1

)
− ln n É un É ln np − ln(n−1)

Mais ln
(
np +1

)
− ln n = ln

(
p + 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

ln p et ln np − ln (n−1) = ln
np

n−1
= ln

n

n

p

1− 1

n

−−−−−→
n→+∞

ln p. Enfin, par

application du théorème des gendarmes, on obtient :un −−−−−→
n→+∞

ln p

Exercice 10.31 ♥♥♥
On considère une suite(un ) vérifiant :

∀k ∈N
⋆, ∀n ∈N

∗, 0 É un É k

n
+ 1

k

Montrez que la suite(un ) est convergente, et déterminez sa limite.

Solution : Soit n ∈N∗. Posonsk = E(
p

n). D’après l’énoncé, on obtient l’encadrement

0 É un É
E(
p

n)

n
+

1

E(
p

n)

Mais puisqueE(
p

n)É
p

n < E(
p

n)+1, on obtient l’encadrement

p
n −1 < E(

p
n) É

p
n

Donc, on a l’encadrement suivant pourun valable pourn Ê 2 :

0 É un É
p

n

n
+ 1
p

n−1

Si n Ê 4,
p

n −1 Ê
p

n/2 et donc,

∀n Ê 4, 0 É un É 3
p

n

Puisque la suite(3/
p

n) converge vers0, et que∀n Ê 4, |un | É 3/
p

n, par le théorème de majoration, on en déduit que la
suite(un) converge vers0.

10.9.4 Suites monotones et bornées

Exercice 10.32 ♥
En utilisant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général :
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un =
(
1− 1

3

)(
1− 1

5

)
. . .

(
1− 1

2n+1

)

Solution : Soit n ∈N. un+1

un
=

(
1− 1

2(n+1)+1

)
< 1 donc(un ) est décroissante. De plus(un ) est positive et donc minorée

par0. Par application du théorème de la limite monotone,(un ) est convergente et sa limite est positive.

Exercice 10.33 ♥
Étudier la convergence de la suite de terme général :

un =
n∑

k=1

1

n+k
.

Solution : Soit n ∈N∗. Calculons

un+1 −un =
(

1

n+2
+·· ·+ 1

2n
+ 1

2n+1
+ 1

2n+2

)
−

(
1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

2n

)
= 1

2(2n+1)(n+1)
> 0

Par conséquent,(un ) est croissante. De plus

un =
1

n+1
+

1

n+2
+·· ·+

1

2n
É

n

n
= 1

donc(un ) est minorée par1. Cette suite converge d’après le théorème de la limite monotone.

Exercice 10.34 ♥♥
En utilisant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général

un =
n∑

k=1

1

kn

Solution : Soit n ∈N∗. On a :

un+1 −un = 1

n+1
+ 1

2(n+1)
+ . . .+ 1

(n+1) (n+1)
−

(
1

n
+ 1

2n
+ . . .+ 1

n.n

)

=
(

1

n+1
− 1

n

)(
1+ 1

2
+ . . .+ 1

n

)
+ 1

(n+1)2

=
(
1+ 1

2
+ . . .+ 1

n

) −1

n (n+1)
+ 1

(n+1)2

É − 1

n (n+1)
+ 1

(n+1)2

É −
1

n(n+1)2

É 0

car1+ 1

2
+ . . .+ 1

n
Ê 1. Donc(un ) est décroissante. Elle est minorée par0 et donc elle converge d’après le théorème de

la limite monotone.

Exercice 10.35 ♥
Étudiez la suite de terme général

un =
n∏

k=1

2k −1

2k

Solution : Majorons pourn ∈N∗,
un+1

un
= 2n+1

2n+2
< 1

Par conséquent, la suite(un ) est décroissante. Comme elle est minorée par0, elle converge d’après le théorème de la
limite monotone.

Exercice 10.36 ♥
Étudier la convergence de la suite de terme général :

un =
1!+2!+...+n!

n!
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Solution : Soit n ∈N.

un+1 −un = 1!+2!+...+n!+(n+1)!

(n+1)!
− 1!+2!+...+n!

n!
= (n+1)n!−n(1!+...+n!)

(n+1)!
= n!−n(1!+...+(n−1)!)

(n+1)!
= −n(1!+...+(n−2)!)

(n+1)!
É 0

donc(un ) est décroissante. De plus(un ) est positive et donc minorée par0. Par application du théorème de la limite
monotone,(un ) est convergente et sa limite est positive.

Exercice 10.37 ♥
Soit (un ) la suite de terme général :un = (1+a)

(
1+a2

)
. . . (1+an) avec0 < a < 1.

1. Étudier les variations de cette suite.
2. Prouver l’inégalité :

∀x ∈R, 1+ x É ex

3. En déduire que la suite(un ) est convergente.

Solution :

1. Soitn ∈N∗. On a : un+1

un
=

(
1+an+1

)
> 1 donc(un ) est croissante.

2. Il suffit d’étudier la fonctionf :

{
R −→ R

x 7−→ ex − (1+ x)
.

3. Appliquantn fois l’inégalité précédente avec succssivementx = a, x = a2, ...,x = an on obtient :

un = (1+a)
(
1+a2

)
. . .

(
1+an

)
< eaea2

ea3

. . . ean

= e
a 1−an

1−a É e
a

1−a

La suite(un ) est donc majorée et en appliquant le théorème de la limite monotone, on en déduit que(un ) converge.

Exercice 10.38 ♥♥♥ Moyennes de Cesáro
Soit (un ) une suite croissante de limitel ∈R. Pour toutn Ê 1, on pose

vn = u1 +u2 + ....+un

n
.

1. Montrer que(vn) est croissante.

2. Montrer que(vn) est majorée et en déduire que(vn) est convergente vers un réelL.

3. Établir que∀n Ê 1, v2n Ê un + vn

2
.

4. En déduire quel = L.

La suite(vn) s’appelle la suite desmoyennes de Cesárode la suite(un ) et on vient de prouver lethéorème de Cesáro
dans le cas particulier où la suite(un ) est croissante.

Solution :
1. Soitn ∈N∗.

vn+1 − vn = nun+1 − (u1 +u2 + . . .+un )

n (n+1)
= (un+1 −un )+ (un+1 −un−1)+ . . .+ (un+1 −u2)+ (un+1 −u0)

n (n+1)

Mais la suite(un ) est croissante, et doncun+1 Ê un Ê un−1 Ê . . . Ê u2 Ê u1. Il s’ensuit que :(un+1 −un ) +
(un+1 −un−1)+ . . .+ (un+1 −u2)+ (un+1 −u1) Ê 0. Enfin : vn+1 − vn Ê 0 et (vn) est bien croissante.

2. La suite(un ) est croissante de limitel ∈R. Doncl majore(un ). Il vient alors, pour toutn ∈N∗ :

vn = u1 +u2 + ....+un

n
É nl

n
= l .

(vn) est donc majorée et comme elle est croissante, par application du théorème de la limite monotone, elle
converge vers un réelL É l .

3. Soitn Ê 1.

v2n = u1 + . . .+un +un+1 + . . .+u2n

2n
= u1 + . . .+un

2n
+ un+1 + . . .+u2n

2n
= vn

2
+ un+1 + . . .+u2n

2n

Mais comme(un ) est croissante, pour touti ∈ �1,n�, un+i Ê un et donc :

un+1 + . . .+u2n

2n
Ê

un + . . .+un

2n
=

nun

2n
=

un

2
.

Finalement, on a bien :v2n Ê
un + vn

2
.
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4. Par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on obtient : L Ê L+l
2

ce qui amèneL Ê l et comme on sait que
L É l alorsL = l .

Exercice 10.39 ♥♥
Soit (un) une suite réelle et pour toutn ∈N∗, on considèrevn = u1 +·· ·+un

n
. La suite(vn) est la suite des moyennes

de Césaro de la suite(un ) (voir l’exercice 10.38).

1. On suppose que(vn) converge. Est-ce que(un ) converge?

2. Si on suppose que(un) est croissante, montrer que(un ) converge si et seulement si(vn) converge.

Solution :

1. Considérons la suite(un ) de terme généralun = (−1)n . Alors, pour toutn ∈N∗ :

vn =





0 si n est pair

− 1

n
si n est impair

.

Il est clair que(vn) converge. Pourtant(un) ne converge pas. La convergence de(vn) n’implique donc pas celle
de(un ).

2. Le sens direct consiste en le théorème de Cesáro (voir l’exercice 10.38). Prouvons la réciproque. Supposons que
(vn) converge vers une limiteL ∈R.
Comme(un ) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, il n’y a que deux possibilités :

(a) Si la suite(un) est majorée, alors on sait que(un) converge vers une limite finiel ′ ∈ R. Mais d’après le
théorème de Cesáro,(vn) converge également versl ′. Par unicité de la limite,l = l ′ et donc(un ) converge
versl .

(b) Par l’absurde, si la suite(un ) n’est pas majorée, alors(un ) diverge vers+∞. A partir d’un certain rang la
suite(vn) est donc positive. Mais d’après l’exercice10.38, à partir d’un certain rang, on a :

v2n Ê un + vn

2
Ê un

2
.

Doncv2n −−−−−→
n→+∞

+∞ par application du théorème des gendarmes et nécessairement : vn −−−−−→
n→+∞

+∞ ce qui

vient contredire notre hypothèse, donc(un ) ne peut être majorée.

Exercice 10.40 ♥
On pose, pour toutn ∈N∗,

un = 1×3×5× ...× (2n−1)

2×4×6× ...× (2n)
.

1. Montrer que(un) converge.

2. On considère, pour toutn ∈N∗, la suite(vn) de terme général :vn = (n+1)u2
n . Montrer que(vn) converge.

3. En déduire la limite de(un ).

Solution :

1. Soitn ∈N∗. On vérifie facilement que
un+1

un
=

2n+1

2n+2
É 1

par conséquent
un+1

un
< 1 et (un ) est donc décroissante.(un ) est de plus positive et donc minorée par0. Il s’ensuit

d’après le théorème de la limite monotone, que(un ) est convergente.

2. Soitn ∈N∗.
vn+1

vn
= n+2

n+1

(
un+1

un

)2

= n+2

n+1

(2n+1)2

22 (n+1)2
= 4n3 +12n2 +9n+2

4n3 +12n2 +12n+4
É 1

et (vn) est décroissante. Elle est aussi minorée par0 et comme précédemment, on peut alors affirmer qu’elle est
convergente.

3. En partant de l’égalitévn = (n+1)u2
n , on obtient queun =

√
vn

n+1
. Comme(vn) converge, il en est de même de

(un ) et limun = 0 .
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Exercice 10.41 ♥♥
Etudier la suiteun = th 1+ th 2+ . . .+ th n− ln ch n.

Solution : On commence par remarquer quex 7−→ ln ch x est une primitive deth x. La suiteun est croissante :

un+1 − un = thn + 1− ln chn + 1 + ln chn = th n + 1 −
∫n+1

n
th x dx. Or x 7−→ th x est croissante sur[n,n + 1] donc

∀x ∈ [n,n+1], th x É th n+1 donc
∫n+1

n
th x dx É

∫n+1

n
th n+1dx soit un+1 −un Ê 0 : la suite(un) est croissante.

Pour les mêmes raisons,th k É
∫k+1

k
th x dx donc en sommant pourk variant de1 à n,

n∑

k=1

th k É
∫n+1

1
th x dx soit

un É ln
(

chn+1
chn

)
− ln ch1. La suite

chn+1

chn
converge verse, donc la suiteln

(
chn+1

chn

)
− ln ch 1 converge vers1− ln ch1.

Elle est donc majorée. La suiteun est donc croissante et majorée, elle est convergente.

Exercice 10.42 ♥♥
On considère une suite d’entiers(qn) strictement croissante avecq0 Ê 1. On définit la suite(un ) de terme général

un =
n∑

k=0

k∏

j=0

1

q j
.

Montrer que(un ) converge.

Solution : On vérifie que la suite est croissante. Pour toutn ∈N, on a :

un+1 −un =
n+1∏

j=0

1

q j
> 0.

Ensuite, comme(qn) est strictement croissante, on peut affirmer que pour toutk Ê 1, on aqk Ê 2. Par conséquent,

un É
n∑

k=0

1

2k
= 1− (1/2)n+1

1−1/2
É 2

La suite(un ) est croissante et majorée, elle converge d’après le théorème de la limite monotone.

Exercice 10.43 ♥♥♥
Soit une suite(un ) bornée vérifiant :

∀n ∈N∗, 2un É un+1 +un−1

On définit une suite(vn) en posant pourn ∈ N, vn = un+1 −un . Montrez que la suite(vn) converge et calculez sa
limite.
Indication 10.5 : Montrez que la suite(vn) est croissante et majorée. Montrez ensuite par l’absurde que sa limite vaut
0. (on pourra sil > 0 minorer(un) à partir d’un certain rang par une suite qui diverge vers+∞).

Solution : On calcule pourn Ê 1,
vn − vn−1 = un+1 −2un +un−1 Ê 0

et donc la suite(vn) est croissante. On suppose de plus que(un ) est bornée :

∃M ∈R : ∀n ∈N, −M É un É M

Donc
∀n ∈N, vn = un+1 −un É M+M É 2M

La suite(vn) est donc croissante et majorée par2M.
D’après le théorème de la limite monotone, la suite(vn) converge vers une limite finiel ∈R.
Montrons par l’absurde quel = 0. Supposons quel 6= 0 et étudions les deux cas suivants :

1. Si l > 0, en posantk =
l

2
, puisquek < l , il existeN ∈N tel que pour toutn Ê N, vn Ê

l

2
. Mais alors pourn Ê N+1,

on a :

un Ê un−1 +
l

2
Ê un−2 +2

l

2
Ê ·· · Ê uN + (n−N)

l

2

On a alorswn = uN −N
l

2
+n

l

2
→+∞ et doncun −−−−−→

n→+∞
+∞, ce qui est impossible car on a supposé que la suite

(un) était bornée.

2. Si l < 0, on montre qu’à partir d’un certain rang,vn É − l

2
. Mais on majore alors(un ) par une suite qui diverge

vers−∞ ce qui est impossible.
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Multimédia : animation avec un exemple pour illustrer les su ites de cet exercice
précédent

Exercice 10.44 ♥♥♥
Soient deux réelsa0 > 0 et b0 > 0. On définit deux suites(an) et (bn) par les relations de récurrence :

∀n ∈N, an+1 =
√

anbn bn+1 =
an +bn

2

1. Montrer que∀n ∈N∗, an É bn .

2. Montrer que(an) et (bn) sont monotones à partir du rang 1, qu’elles convergent et qu’elles ont la même limite.

Solution :

1. On montre par récurrence que :∀n ∈N, an > 0 et bn > 0, ce qui montre quean et bn sont définis pour toutn ∈N.
De plus :

∀n ∈N, an+1 =
p

an

√
bn É 1

2
(
p

an
2 +

√
bn

2
) = bn+1

ce qui montre que :∀n ∈N∗, an É bn .

2. Soitn Ê 1. Calculons
an+1

an
=

√
bn

an
Ê

√
an

an
= 1 et bn+1 −bn = an −bn

2
É 0

(on a utilisé quean É bn). Donc∀n Ê 1, an+1 Ê an etbn+1 É bn . On a alors prouvé que(an) est croissante et(bn)

décroissante. Puisque
a1 É ·· · É an−1 É an É bn É bn−1 É . . . b1

La suite(an) est croissante et majorée parb1. Donc elle converge versl ∈ R. De même, la suite(bn) est décrois-
sante et minorée para1, et donc elle converge versl ′ ∈ R. De plus, la suite(an+1) est extraite de(an) et elle
converge donc versl . De même, la suite extraite(bn+1) converge versl ′. En passant à la limite dans les relations
de récurrence, on obtient :

l =
p

l l ′ et l = l + l ′

2

De la deuxième, on tire quel = l ′.
Les deux suites convergent donc vers la même limite.

Remarque 10.17 Cette exercice peut être aussi traîté en montrant que les suites(un ) et (vn) sont adjacentes.

10.9.5 Sommes géométriques

Exercice 10.45 ♥
Étudier la convergence de la suite de terme général

un =
1

n

(
1+1+

1

n
+

(
1+

1

n

)2

+ . . .+
(

1+
1

n

)n−1)
.

Solution : Soit n ∈N∗. On a :

un = 1

n

(
1+1+ 1

n
+

(
1+ 1

n

)2

+ . . .+
(
1+ 1

n

)n−1)
= 1

n

1−
(

1+
1

n

)n

1−
(

1+ 1

n

) =
(
1+ 1

n

)n

−1

mais
(
1+ 1

n

)n

−−−−−→
n→+∞

e (voir exercice 2) et doncun −−−−−→
n→+∞

e −1 .

Exercice 10.46
Soit (a,b) ∈R2. On considère la suite(un ) donnée par :

{
u0 = a, u1 = b

un+2 = 1
2 (un+1 +un )

Pour toutn ∈N, posons de plus :vn = un+1 −un .
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1. Montrer que(vn) est une suite géométrique.

2. Calculer, en fonction den, la sommeSn =∑n−1
k=0

vk .

3. En déduire, pour toutn ∈N, un en fonction den ainsi que la limite de(un ).

Solution :

1. Soitn ∈N. On a :
vn+1

vn
= un+2 −un+1

un+1 −un
=

1

2
(un+1 +un )−un+1

un+1 −un
=−1

2
. La suite(vn) est donc une suite géométrique

de raison−1

2
. Son premier terme estv0 = u1 −u0 = b −a.

2. On en déduit que pour toutn ∈N, vn = (b −a)

(
−1

2

)n

. Soitn ∈N. On calcule :

Sn = (b −a)
1−

(
− 1

2

)n

1+ 1

2

= 2(b −a)

3

(
1−

(
−1

2

)n)
.

3. Par télescopage, on a aussiSn = ∑n−1
k=0

vk = un −u0 et doncun = 2(b −a)

3

(
1−

(
−1

2

)n−1)
+ a. On en déduit que

un −−−−−→
n→+∞

a +2b

3
.

10.9.6 Suites adjacentes

Exercice 10.47
Montrer que les suites suivantes(un ) et (vn), données par leur terme général, sont adjacentes :

1. un =
n∑

i=0

1

i !
et vn = un + 1

n!

2. un =
n∑

i=0

1

i !
et vn = un + 1

n n!

Solution :

1. La suite(un ) est clairement croissante etun −vn −−−−−→
n→+∞

0. Il reste à montrer que(vn) est décroissante. Soitn ∈N.

On a
vn+1 − vn = un+1 −un + 1

(n+1)!
− 1

n!
= 2

1

(n+1)!
− 1

n!
= 1−n

(n+1)!
< 0

dés quen > 1 et donc(vn) est décroissante.

2. La suite(un ) est clairement croissante etun −vn −−−−−→
n→+∞

0. Montrons que(vn) est décroissante. Soitn ∈N. On a :

vn+1 − vn = un+1 −un + 1

(n+1) (n+1)!
− 1

n.n!
= 1

(n+1)!
+ 1

(n+1) (n+1)!
− 1

n.n!
= n (n+1)+n− (n+1)2

n (n+1) (n+1)!

=− 1

n (n+1) (n+1)!
< 0.

Exercice 10.48 ♥
Montrer que les suites de terme général

un = 1+
n−1∑

k=1

1

k2(k +1)2

vn = un + 1

3n2

sont adjacentes.

Solution : La suite(un ) est clairement croissante. Montrons que(vn) est décroissante. Soitn ∈N∗.

vn+1 − vn = un+1 −un + 1

3(n+1)2
− 1

3n2
= 1

n2(n+1)2
+ 1

3(n+1)2
− 1

3n2
= 3+n2 − (n+1)2

3n2 (n+1)2
= 2

(−n+1)

3n2 (n+1)2

et cette quantité est négative ou nulle dés quen Ê 1. Par suite(vn) est décroissante. Il est de plus clair quevn −un =
1

3n2
−−−−−→
n→+∞

0 et les deux suites sont donc bien adjacentes.
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Exercice 10.49 ♥♥♥ Constante d’Euler et développement asymptotique de la série harmonique

Pour toutn ∈N∗, on considère le terme généralHn de lasérie harmonique

Hn =
n∑

k=1

1

k
.

1. Montrer que∀n ∈N∗, H2n −Hn Ê 1

2
.

2. En déduire queHn −−−−−→
n→+∞

+∞.

3. Prouver l’inégalité :∀t ∈ ]−1,+∞[ , ln (1+ t) É t .

4. On introduit les suites de terme général, pour toutn ∈N∗ :

un = Hn − ln (n+1) et vn = Hn − ln n

Montrer que(un ) et (vn) sont adjacentes.

5. Montrer qu’il existe un réelγ ∈ ]0,1[ tel que :

Hn = ln n+γ+ o
n→+∞

(1)

Le réelγ est appeléconstante d’Euleret cette égalité donne les deux premiers termes dudéveloppement asymp-
totiquede la série harmonique.

Solution :

1. Soitn ∈N∗.
H2n −Hn = 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . .+ 1

2n
Ê 1

2n
+ . . .+ 1

2n
= n

2n
= 1

2

2. La suite(Hn) est clairement croissante. Par application du théorème de la limite monotone, on peut affirmer que
soit elle converge vers un réell soit elle tend vers+∞. Si (Hn) convergeait vers un réell alors il en serait de
même de toute suite extraite et doncH2n −−−−−→

n→+∞
l . Par opérations sur les limites, on aurait alors :

0= l − l = lim
n→+∞

H2n −Hn Ê 1

2

ce qui est absurde. Par conséquent(Hn) diverge.

3. Il suffit d’étudier la fonctionf :

{
]−1,+∞[ −→ R

t 7−→ ln (1+ t)− t
.

4. Soitn ∈N∗.

un+1 −un = Hn+1 − ln (n+2)−Hn + ln (n+1) =
1

n+1
− ln

n+2

n+1
= 1

n+1
− ln

(
1+ 1

n+1

)
Ê 1

n+1
− 1

n+1
= 0

donc(un ) est croissante. De la même façon :

vn+1 − vn =
1

n+1
+ ln

n

n+1
=

1

n+1
+ ln

(
1−

1

n+1

)
É

1

n+1
−

1

n+1
É 0

et (vn) est décroissante. De plus :

vn −un = ln
n+1

n
= ln

(
1+ 1

n

)
É 1

n
−−−−−→
n→+∞

0

Les deux suites sont donc bien adjacentes et elles convergent vers une même limiteγ ∈R.

5. Commeu1 = 1− ln(2) > 0 et v1 = 1− ln 1 = 1, on a nécessairementγ ∈ ]0,1[. Par ailleurs, comme(vn) admetγ
comme limite, pour toutn ∈N∗,

Hn − ln n−γ= vn −γ−−−−−→
n→+∞

0

et donc : Hn = ln n+γ+ o
n→+∞

(1) .
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Exercice 10.50 ♥♥
On considère la suite de terme général

un = 1− 1

2!
+ 1

4!
−·· ·+ (−1)n

(2n)!

Montrez que les deux suites(u2n ) et (u2n+1) sont adjacentes. En déduire que la suite(un ) converge.

Solution : Soit n ∈N∗. On a :

un =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
.

Donc

u2(n+1) −u2n = u2n+2 −u2n = (−1)2n+2

(2(2n+2))!
+ (−1)2n+1

(2(2n+1))!
= 1

(4n+4)!
− 1

(4n+2)!
É 0

et (u2n ) est alors décroissante. De même :

u2(n+1)+1 −u2n+1 = u2n+3 −u2n+1 =
(−1)2n+3

(2(2n+3))!
+ (−1)2n+2

(2(2n+2))!
= 1

(4n+4)!
− 1

(4n+6)!
Ê 0

et (u2n+1) est croissante. De plus :

u2n+1 −u2n = (−1)2n+1

(2(2n+1))!
−−−−−→
n→+∞

0.

Les deux suites(u2n ) et (u2n+1) sont donc bien adjacentes et elles convergent donc vers une même limite. D’après le
cours, on en déduit que(un ) converge aussi vers cette limite.

Exercice 10.51 ♥♥
1. Montrez que les deux suites de terme général

un =
n∑

k=1

1
p

k
−2

p
n+1

vn =
n∑

k=1

1
p

k
−2

p
n

sont convergentes de même limite.

2. En déduire un équivalent simple de la suite de terme général

Sn =
n∑

k=1

1
p

k

Solution :

1. On calcule pourn ∈N∗ :

un+1 −un = 1
p

n+1
−2

p
n+2+2

p
n+1 = 1

p
n+1

− 2
p

n+1+
p

n+2

et puisque
p

n+2 Ê
p

n+1, il vient queun+1 −un Ê 0. Donc(un) est croissante. On montre de même que(vn)

est décroissante. On calcule

0 É dn = vn −un = 2(
p

n+1−
p

n) = 2
p

n+1+
p

n

et donc(dn ) converge vers0. Les deux suites(un) et (vn) sont donc adjacentes et convergent donc vers la même
limite l ∈R.

2. Puisque∀n ∈N∗, Sn = vn +2
p

n = 2
p

n

(
1+ vn

2
p

n

)
, il vient que Sn ∼

n→+∞
2
p

n . En effet, comme(vn) est con-

vergente, on sait que
vn

2
p

n
→ 0.

Exercice 10.52 ♥♥
1. Montrer que les suites de terme général

un =
n∑

k=1

1

n+k
, vn =

2n∑

k=n

1

k

sont adjacentes.
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2. Montrer que :∀n ∈N∗,
1

n+1
É ln

n+1

n
É 1

n
.

3. En déduire que :∀n ∈N∗, un É ln 2 É vn .

4. Que peut-on en conclure?

Solution :

1. Soitn ∈N∗. Calculons :

un+1 −un =
(

1

n+1+1
+ 1

n+1+2
+ . . .+ 1

n+1+n−1
+ 1

n+1+n
+ 1

n+1+n+1

)
−

(
1

n+1
+ 1

n+2
+ . . .+ 1

n+n

)

=
1

2n+2
+

1

2n+1
−

1

n+1

= 1

(n+1) (2n+2)

donc(un ) est croissante. De même :

vn+1 − vn =
(

1

n+1
+ . . .+ 1

2n
+ 1

2n+1
+ 1

2n+2

)
−

(
1

n
+ . . .+ 1

2n

)

=
1

2n+1
+

1

2n+2
−

1

n

= − 3n+2

2n (n+1) (2n+1)

et (vn) est décroissante. Enfin :vn −un = 1/n −−−−−→
n→+∞

0. Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers

une même limite.

2. Soitn ∈N∗. On sait que∀x >−1, ln (1+ x) É x. Donc :ln
n+1

n
= ln

(
1+ 1

n

)
É 1

n
. De même

ln
n+1

n
=− ln

n

n+1
=− ln

n+1−1

n+1
=− ln

(
1− 1

n+1

)
Ê 1

n+1
.

3. On utilise les inégalités précédentes :

un = 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . .+ 1

n+n
É ln

n+1

n
+ ln

n+2

n+1
+ . . .+ ln

n+n

n+n−1
= ln

(
n+1

n
× n+2

n+1
× . . .× n+n

n+n−1

)
= ln

2n

n

= ln 2.

vn =
1

n
+

1

n+1
+ . . .+

1

2n
Ê ln

n+1

n
+ ln

n+2

n+1
+ . . .+ ln

2n+1

2n
= ln

(
n+1

n
×

n+2

n+1
× . . .×

2n+1

2n

)
= ln

2n+1

n
Ê ln 2

4. Notonsl la limite commune aux deux suites. Pour toutn ∈N∗, on a :un É ln 2 É vn donc par passage à la limite
l É ln 2 É l et doncl = ln2.

Exercice 10.53 ♥♥♥

1. Étudiez les suites de terme général

un =
n∑

k=1

1

kk!

vn = un +
1

n2n!

2. Montrez que leur limite commune est irrationnelle.

Solution : Soit n ∈N∗.

1. La suite(un ) est clairement croissante. On montre de plus que :

vn+1 − vn == 1

(n+1) (n+1)!
+ 1

(n+1)2 (n+1)!
− 1

n2n!
=− n2 +3n+1

(n+1)2(n+1)!n2
.

Donc(vn) est décroissante. Commevn−un = 1/(n2n!) −−−−−→
n→+∞

0, les deux suites sont adjacentes. Elles convergent

donc vers la même limitel ∈R.
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2. Remarquons que commeu2 = 5/4, v2 = 11/8, et que5/4 É l É 11/8, l ne peut être un entier. Sil était rationnelle,

notons la
p

q
où p, q ∈ N, q Ê 2, on auraituq <

p

q
< vq et en multipliant parqq !, il viendrait qq !uq < pq ! <

qq !uq + 1

q
, ce qui est une absurdité carpq ! est un entier.

10.9.7 Suites extraites

Exercice 10.54 ♥
Soit (un ) une suite croissante.

1. On suppose qu’il existe une suite extraite de(un ) qui diverge. Montrer que(un ) diverge.

2. On suppose qu’il existe une suite extraite de(un ) qui converge. Montrer que(un ) converge.

Solution :

1. Si (un ) convergeait alors il en serait de même de toute suite extraite, donc(un ) diverge.

2. Comme(un ) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, soit elle converge, soit elle tend vers+∞.
Si (un ) tend vers+∞, alors toute suite extraite de(un ) tend vers+∞ (cette propriété se démontre aisément à l’aide
de la définition de la divergence d’une suite vers+∞), ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc(un ) converge.

Exercice 10.55 ♥
La suite définie par0 < u0 < 2 et un+1 =

p
2+ (−1)n un est-elle convergente?

Solution : Supposons que oui et appelonsλ la limite. On a lim
n→∞

u2n = λ et lim
n→∞

u2n+1 = λ . D’ou λ =
p

2+λ et

λ=
p

2−λ. De
p

2+λ=
p

2−λ on tireλ= 0, ce qui contreditλ=
p

2+λ. La suiteun n’est pas convergente.

Exercice 10.56 ♥♥
Soit une suite(un) telle que les suites extraites(u2n ), (u2n+1) et (u3n) convergent. Montrez que la suite(un) converge.

Solution : Il existe (l , l ′, l ′′) ∈ R3 tels queu2n −−−−−→
n→+∞

l , u2n+1 −−−−−→
n→+∞

l ′ et u3n −−−−−→
n→+∞

l ′′. Montrons quel = l ′ = l ′′.

Comme la suite(u6n) est extraite de la suite(u2n), elle converge versl (toute suite extraite d’une suite convergente
est convergente de même limite). Mais la suite(u6n ) est également extraite de la suite(u3n) et elle converge donc vers
l ′′. Par unicité de la limite,l = l ′′. Considérons la suite(u6n+3). Comme elle est extraite de(u2n+1) et de(u3n), par le
même raisonnement, on obtient quel ′ = l ′′. Par conséquent, les suites(u2n ) et (u2n+1) convergent vers la même limite,
et d’après le cours, on en déduit que la suite(un ) converge.

Exercice 10.57 ♥♥ Vrai ou Faux
Soit une suite(un ) telle que∀k Ê 2 les suites extraites(ukn) convergent.
Est-il vrai que la suite(un ) converge?

Solution : Faux : On considère la suite(un ) définie parun = 1 si n est premier etun = 0 sinon. Toutes les suites
extraites(ukn) convergent vers0 mais la suite(un) n’a pas de limite puisqu’il y a une infinité de nombres premiers. Ce
que nous verrons à la proposition 20.16 p. 757.

Exercice 10.58 ♥
Etudiez la suite de terme général :

un =
n∑

k=0

(−1)k

k!

Indication 10.5 :Étudier les suites extraites(u2n) et (u2n+1) et montrer qu’elles sont adjacentes.

Solution : Soit n ∈N. Posons :

αn = u2n =
2n∑

k=0

(−1)k

k!
et βn = u2n+1 =

2n+1∑

k=0

(−1)k

k!
.

La suite(αn) est décroissante. En effet :

αn+1 −αn =
2n+2∑

k=0

(−1)k

k!
−

2n∑

k=0

(−1)k

k!
= (−1)2n+1

(2n+1)!
+ (−1)2n+2

(2n+2)!
= (−1)2n+1 2n+1

(2n+2)!
=− 2n+1

(2n+2)!

394



et
(
βn

)
est croissante :

βn+1 −βn =
2n+3∑

k=0

(−1)k

k!
−

2n+1∑

k=0

(−1)k

k!
= (−1)2n+2

(2n+2)!
+ (−1)2n+3

(2n+3)!
= (−1)2n+2 2n+2

(2n+3)!
= 2n+2

(2n+3)!
.

De plus,βn −αn = (−1)2n+1

(2n+1)!
−−−−−→
n→+∞

0. Les deux suites sont donc adjacentes. Elles convergent alors vers la même limite

l ∈R et donc, d’après le cours comme(u2n ) et (u2n+1) ont la même limitel , la suite(un ) converge versl .

Exercice 10.59 ♥♥

1. Montrer que la suite de terme général

Sn =
n∑

k=1

(−1)k

p
k

converge vers une limite finiel ∈R.
Indication 10.5 :Étudier les suites extraites(S2n ) et (S2n+1) et montrer qu’elles sont adjacentes.

2. Calculer une valeur approchée del à 10−1 près.

Solution :

1. Définissons les deux suites extraites(un) = (S2n ) et (vn) = (S2n+1). On calcule pourn ∈N∗ :

un+1 −un = 1
p

2n+2
− 1
p

2n+1
É 0

vn+1 − vn =
1

p
2n+2

−
1

p
2n+3

Ê 0

donc(un) est décroissante et(vn) croissante. Si(dn ) = (un − vn),

dn = 1
p

2n+1
−−−−−→
n→+∞

0

Les deux suites(S2n) et S2n+1) sont adjacentes et convergent donc vers la même limite finiel .

2. Pour toutn ∈N∗, l est toujours compris entreSn et Sn+1. Il vient donc que

|Sn − l | É |Sn −Sn+1| =
1

p
n+1

Pour queSn soit une valeur approchée del à 10−1 près, il suffit que
1

p
n+1

É 10−1, c’est-à-dire n Ê 99 .

On calcule alorsS99 =−0.6.

10.9.8 Suites équivalentes

Exercice 10.60 ♥
Soient(un ), (an) et (bn ) des suites réelles telles que :

∀n ∈N, un = an +bn et bn = o
n→+∞

(an)

Montrer queun ∼
n→+∞

an .

Solution : Commebn = o
n→+∞

(an), il existe une suite(εn) tel que à partir d’un certain rangbn = εn an et tel que

εn −−−−−→
n→+∞

0. Donc, à partir d’un certain rang,un = (1+εn ) an . Comme(1+εn ) −−−−−→
n→+∞

1, on a bienun ∼
n→+∞

an .

Exercice 10.61 ♥
Donner des équivalents simples lorsquen tend vers+∞ pour les suites de terme général :
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1. un = n
1
n −1

2. un =
sin 1

n
+1

tan 1
n2

3. un = ln
(
n+

p
n2 +1

)

4. un = (n+3ln n)e−(n+1)

5. un = n!+en

2n +3n

6. un = 1
p

n−1
− 1
p

n+1

Solution :

1. un = n
1
n −1= e

lnn
n −1 ∼

n→+∞
lnn

n
par application des formules usuelles sur les équivalents et car lnn

n −−−−−→
n→+∞

0.

2. un =
sin 1

n +1

tan 1
n2

∼
n→+∞

sin 1
n +1

1
n2

= n2
(
sin 1

n
+1

)
∼

n→+∞
n2 carsin 1

n
+1−−−−−→

n→+∞
1.

3. un = ln
(
n+

p
n2 +1

)
= ln n+ ln

(
1+

√
1+ 1

n2

)
mais

ln
(
1+

√
1+ 1

n2

)

ln n
−−−−−→
n→+∞

0

doncln
(
1+

√
1+ 1

n2

)
= o

n→+∞
(ln n) et donc d’après l’exercice 10.60,un ∼

n→+∞
ln n .

4. un = (n+3ln n)e−(n+1) = ne−(n+1)
(
1+3 ln n

n

)
∼

n→+∞
ne−(n+1) car1+3 ln n

n
−−−−−→
n→+∞

1

5. un =
n!+en

2n +3n
=

n!

3n

1+ en

n!

1+
(

2
3

)n ∼
n→+∞

n!

3n
car

1+ en

n!

1+
(

2
3

)n −−−−−→
n→+∞

1

6. un = 1
p

n−1
− 1
p

n+1
=

p
n+1−

p
n−1

p
n2 −1

= 2
p

n2 −1
(p

n+1+
p

n−1
)

= 1

n
p

n

2
√

1− 1
n2

(√
1+ 1

n
+

√
1− 1

n

) ∼
n→+∞

1

n
p

n
car

2
√

1− 1
n2

(√
1+ 1

n
+

√
1− 1

n

) −−−−−→
n→+∞

1.

Exercice 10.62 ♥♥
Donner des équivalents simples lorsquen tend vers+∞ pour les suites de terme général :

1. un = 1

n−1
− 1

n+1

2. un =
p

n+1−
p

n−1

3. un = ln(n+1)− ln n

tan 1
n

4. un = ln(n2 +1)

n+1

5. un = n sin 1
n2

6. un =
(
sin 1

n

)sin 1
n −1

(
tan 1

n

)tan 1
n −1

Solution :

1. un = 1
n−1

− 1
n+1

= 2
(n−1)(n+1)

= 2
n2

1(
1− 1

n

)(
1+ 1

n

) ∼
n→+∞

2

n2
car 1(

1− 1
n

)(
1+ 1

n

) −−−−−→
n→+∞

1.

2. un =
p

n+1−
p

n−1 =
(p

n+1−
p

n−1
)(p

n+1+
p

n−1
)

p
n+1+

p
n−1

= 2p
n+1+

p
n−1

= 2
p

n

(√
1+ 1

n +
√

1− 1
n

) ∼
n→+∞

1
p

n
car

2√
1+ 1

n +
√

1− 1
n

−−−−−→
n→+∞

1.

3.
ln(n+1)− ln n

tan 1
n

∼
n→+∞

ln(n+1)− ln n
1
n

= n ln
(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
1 par quotient et produit d’équivalents.

4. un = ln(n2 +1)

n+1
=

ln n2 + ln
(
1+ 1

n2

)

n+1
= lnn2

n

1+
ln

(
1+ 1

n2

)

ln n2

1+
1

n

∼
n→+∞

2ln n

n
car ln

(
1+ 1

n2

)
∼

n→+∞
1

n2 et donc

1+
ln

(
1+ 1

n2

)

ln n2

1+ 1

n

−−−−−→
n→+∞

1 .

5. un = n sin 1
n2 ∼

n→+∞
n 1

n2 = 1

n
par produit d’équivalents.
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6. Considérons

an =
(
sin

1

n

)sin 1
n −1 = esin 1

n lnsin 1
n −1.

Comme x ln x −−−→
x→0

0 et que sin 1
n −−−−−→

n→+∞
0, il vient que : sin 1

n ln sin 1
n −−−−−→

n→+∞
0 et donc

an ∼
n→+∞

sin 1
n

ln sin 1
n

∼
n→+∞

ln sin 1
n

n
. On montre de même que

bn =
(
tan

1

n

)tan 1
n −1 ∼

n→+∞

ln tan 1
n

n
.

Commeun = an/bn , il vient :

un ∼
n→+∞

lnsin 1
n

ln tan 1
n

=
ln sin 1

n

lnsin 1
n
− ln cos 1

n

= 1

1−
lncos 1

n

ln sin 1
n

∼
n→+∞

1 .

Exercice 10.63 ♥♥
Donner des équivalents simples lorsquen tend vers+∞ pour les suites de terme général :

1. un =
p

n+1−
p

n

2. un =
√

en2+n −1−en

3. un =
(

en

1+e−n

)n

4. un = n3 −
p

n2 +1

ln n−2n2

5. un = ln(n!+nn +3n )

6. un =
(

n

p

)
avecp ∈ �0,n�

Solution :

1. un =
p

n+1−
p

n =
p

n
(√

1+ 1
n
−1

)
∼

n→+∞

p
n

2n
∼

n→+∞
1

2
p

n
.

2. un = e
n2+n

2

(√
1−e−n−n2 −e

n−n2

2

)
∼

n→+∞
e

n2+n
2 car

(√
1−e−n−n2 −e

n−n2

2

)
−−−−−→
n→+∞

1.

3. un =
(

en

1+e−n

)n
= en2

(1+e−n )−n = en2
e−n ln(1+e−n) mais n ln (1+e−n ) ∼

n→+∞
ne−n −−−−−→

n→+∞
0 donc

e−n ln(1+e−n) −−−−−→
n→+∞

1 et un ∼
n→+∞

en2

.

4. un =
n3 −

p
n2 +1

ln n−2n2
=−

n3

2n2

1−
√

1
n4 + 1

n6

− lnn
2n2 +1

∼
n→+∞

−
n

2
car

1−
√

1
n4 + 1

n6

− ln n
2n2 +1

−−−−−→
n→+∞

1.

5. un = ln(n! + nn + 3n ) = ln
(
nn

(
1+ n!

nn + 3n

nn

))
= n ln n + ln

(
1+ n!

nn + 3n

nn

)
∼

n→+∞
n ln n car

ln
(
1+ n!

nn + 3n

nn

)
∼

n→+∞
n!
nn + 3n

nn −−−−−→
n→+∞

0.

6. un =
(

n

p

)
=

n (n−1) . . .
(
n−p +1

)

p !
= np

p !

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− p−1

n

)
∼

n→+∞
np

p !
car

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− p−1

n

)
−−−−−→
n→+∞

1

Exercice 10.64 ♥♥
Donner des équivalents simples lorsquen tend vers+∞ pour les suites de terme général :

1. un = ln (n+1)− ln n

2. un = 2n3−lnn+1
n2+1

3. un = (n+1)α− (n−1)α avecα ∈R.

4. un = n2 +n ln(1−e−n )

n2 +1

5. un =
p

n2 +n+1
3
p

n2 −n+1

6. un =
e2n +n2 + 1

n

en2
tan 1

n

(√
1+ ln

(
1+ sh 1

n

)
−1

)

Solution :

1. un = ln (n+1)− ln n = ln
n+1

n
= ln

(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
1
n
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2. un = 2n3−lnn+1
n2+1

= 2n3

n2

1− lnn

2n3 + 1
2n3

1+ 1
n2

∼
n→+∞

2n car
1− ln n

2n3 + 1
2n3

1+ 1
n2

−−−−−→
n→+∞

1.

3. un = (n+1)α − (n−1)α = (n−1)α
((

n+1

n−1

)α
−1

)
= (n−1)α

((
1+

2

n−1

)α
−1

)
∼

n→+∞
(n−1)α

2α

n−1
=

2α(n−1)α−1 . Remarquons que si on factorise ainsi :un = (n+1)α
(
1−

(
n−1

n+1

)α)
, on trouve que

un ∼
n→+∞

2α(n+1)α−1 qui est bien entendu équivalent à l’équivalent trouvé avant.

4. un = n2 +n ln(1−e−n )

n2 +1
=

1+ ln(1−e−n )
n

1+ 1
n2

∼
n→+∞

1 car
ln(1−e−n)

n
∼

n→+∞
−e−n

n
−−−−−→
n→+∞

0

5. un =
p

n2+n+1
3p

n2−n+1
= n

n
3
2

√
1+ 1

n
+ 1

n2

3

√
1− 1

n + 1
n2

∼
n→+∞

n
1
3 car

√
1+ 1

n
+ 1

n2

3

√
1− 1

n + 1
n2

−−−−−→
n→+∞

1.

6. En appliquant les formules usuelles pour les équivalents:
(√

1+ ln
(
1+ sh 1

n

)
−1

)
∼

n→+∞
1

2n
.

Par conséquent :un =
e2n +n2 + 1

n

en2
tan 1

n

(√
1+ ln

(
1+ sh 1

n

)
−1

)
∼

n→+∞
1

2n

e2n +n2 + 1
n

en2
tan 1

n

∼
n→+∞

1
2n

e2n +n2 + 1
n

en2 1
n

=

e2n−n2

2

(
1+

n2

e2n
+

1

ne2n

)
∼

n→+∞
e2n−n2

2
car1+

n2

e2n
+

1

ne2n
−−−−−→
n→+∞

1.

Exercice 10.65 ♥♥
Donner des équivalents simples lorsquen tend vers+∞ pour les suites de terme général :

1. un = 2n4
(
1−cos 1

n

)
ln

(
1+ 1

n

)
tan

(
1

n2

)

2. un = ln(5+n2 +n)− ln(n2 −n+3)

3. un = 1+(−1)n n

n+
p

n

4. un =
√

n+
p

n2 +1−
√

n+
p

n2 −1

5. un =
(

n+k

k

)
, (k ∈N)

6. un = esin

√
ln n

n −cos
1

4
p

n

Solution :

1. un = 2n4
(
1−cos 1

n

)
ln

(
1+ 1

n

)
tan

(
1

n2

)
∼

n→+∞
2n4 × 1

2n2 × 1
n
× 1

n2 = 1
n

par applications des formules usuelles.

2. Écrivons en utilisant les propriétés du logarithme :

un = ln
n2 +n+5

n2 −n+3
= ln

n2 −n+3+2n+2

n2 −n+3
= ln

(
1+ 2n+2

n2 −n+3

)
∼

n→+∞
2n+2

n2 −n+3

car
2n+2

n2 −n+3
= 2n

n2

1+1/n

1−1/n+3/n2
∼

n→+∞
2

n
−−−−−→
n→+∞

0 et on peut utiliser l’équivalent usuelln(1+ vn ) ∼
n→+∞

vn

lorsquevn → 0. Finalementun ∼
n→+∞

2

n

3. un = 1+ (−1)n n

n+
p

n
= (−1)n n

n

1+ 1
(−1)n n

1+ 1p
n

∼
n→+∞

(−1)n car
1+ 1

(−1)n n

1+ 1p
n

−−−−−→
n→+∞

1.

4. En utilisant deux fois les quantités conjuguées, écrivons :

un = 2(√
n+

p
n2 +1+

√
n+

p
n2 −1

)(p
n2 +1+

p
n2 −1

) = 2

vn wn

Ensuite, on cherche un équivalent de chaque facteur du produit. En factorisant les termes dominants dans les
sommes, écrivons

vn =
p

n




√

1+
√

1+
1

n2
+

√

1+
√

1−
1

n2




Comme le crochet tend vers2
p

2, il est équivalent à cette limite non-nulle et finalementvn ∼
n→+∞

2
p

2n.
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De la même façon,

wn = n

[√
1+ 1

n2
+

√
1− 1

n2

]
∼

n→+∞
2n

et finalement,un ∼
n→+∞

1

2n
p

2n
.

5. un =
(

n+k

k

)
= (n+k)!

k!n!
= (n+k) (n+k −1) . . . (n+2) (n+1)

k!

=
nk

k!

(
1+ k

n

)
×

(
1+ k−1

n

)
×. . .×

(
1+ 2

n

)
×

(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
nk

k!
car

(
1+ k

n

)
×

(
1+ k−1

n

)
×. . .×

(
1+ 2

n

)
×

(
1+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

1.

6. Écrivons d’abord

un =
(
eθn −1

)
+

(
1−cos

1
4
p

n

)
= an +bn

Comme
ln n

n
−−−−−→
n→+∞

0,

θn = sin

√
ln n

n
∼

n→+∞

√
lnn

n
−−−−−→
n→+∞

0

et d’après l’équivalent classique de l’exponentielle,an ∼
n→+∞

√
ln n

n
. En utilisant l’équivalent classique du cos-

inus,bn ∼
n→+∞

1

2
p

n
. Mais puisque

bn

an
∼

n→+∞
1

2
p

ln n
→ 0, bn = o

n→+∞
(an) et donc, par application du résultat

prouvé dans l’exercice 10.60 :

un ∼
n→+∞

an ∼
n→+∞

√
ln n

n

Exercice 10.66 ♥
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pourétudier la convergence des suites suivantes.

1. un = 5n−n4

n!

2. un = n sin ln
(
1+ 1

n

)

3. un =
(
e1/n

)n ln
(

cos(1/n)
)

4. un = n
1

lnn

5. un = n
(p

1+ sin(1/n)−cos(1/n)
)

6. un = n2 sinn
n

Solution :

1. Comme5n = o
n→+∞

(n!) et n4 = o
n→+∞

(n!), on a :un −−−−−→
n→+∞

0 .

2. ln
(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
1
n

et donc :ln
(
1+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

0, ce qui permet d’écrire :

un = n sin ln
(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
n ln

(
1+ 1

n

)
∼

n→+∞
n
n
= 1 et un −−−−−→

n→+∞
1 .

3. un =
(
e1/n

)n ln
(

cos(1/n)
)
= e ln(cos(1/n)) = cos(1/n) −−−−−→

n→+∞
1 .

4. un = n
1

lnn = e
lnn
lnn = e.

5. Ecrivons
un = n (an +bn )

avec
an =

√
1+ sin(1/n)−1 ∼

n→+∞
1

2n

et
bn = 1−cos(1/n) ∼

n→+∞
1

2n2

Donc puisquebn = o
n→+∞

(an), , par application du résultat prouvé dans l’exercice 10.60,

bn +an ∼
n→+∞

an ∼
n→+∞

1

2n
. Par conséquentun ∼

n→+∞
1

2
et doncun → 1

2
.
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6. un = n2 sinn
n = e2 sinn

n lnn mais pour toutn > 0, − ln n
n

É sin n lnn
n

É lnn
n

(car sin est à image dans[−1,1] et que
lnn/n Ê 0 si n Ê 1 ) et lnn

n −−−−−→
n→+∞

0 car ln n = o
n→+∞

(n). Donc par application du théorème des gendarmes,

sinn ln n
n −−−−−→

n→+∞
0. Par composition,un −−−−−→

n→+∞
e0 = 1 .

Exercice 10.67 ♥
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pourétudier la convergence des suites suivantes.

1. un =
(
1+ sin 1

n

)n

2. un = (5n+1)2 ln
(
1+ 1

3n2

)

3. un = n2

√
ln

(
1+ 1

n4+n2+1

)

4. un = 5n tan
(
π

5n

)

5. un = n
p

n

6. un = n ln

√
n+1

n−1

Solution :

1. un =
(
1+ sin 1

n

)n = e
n ln

(
1+sin 1

n

)
maissin 1

n
−−−−−→
n→+∞

0 et

n ln
(
1+ sin

1

n

)
∼

n→+∞
n sin

1

n
∼

n→+∞
n× 1

n
= 1

Par conséquentun −−−−−→
n→+∞

e .

2. un = (5n+1)2 ln
(
1+ 1

3n2

)
∼

n→+∞
(5n+1)2

3n2 = n2

n2

(
5+ 1

n

)2

3 −−−−−→
n→+∞

25

3

3. un = n2

√
ln

(
1+ 1

n4+n2+1

)
∼

n→+∞
n2

p
n4+n2+1

−−−−−→
n→+∞

1

4. un = 5n tan
(
π

5n

)
∼

n→+∞
5n π

5n = π doncun −−−−−→
n→+∞

π .

5. un = n
p

n = e
lnn

n maislnn = o
n→+∞

(n) donc lnn
n

−−−−−→
n→+∞

0 et par compositionun −−−−−→
n→+∞

e0 = 1 .

6. Écrivons pourn ∈N :

un = n

2
ln

(
1+ 2

n−1

)

Comme
2

n−1
−−−−−→
n→+∞

0, ln(1+ 2

n−1
) ∼

n→+∞
2

n−1
∼

n→+∞
2

n
et doncun −−−−−→

n→+∞
1 .

Exercice 10.68 ♥
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pourétudier la convergence des suites suivantes.

1. un = n2
(√

1− 1
n2 −1

)

2. un =
( n

n− x

)n
où x ∈R.

3. un =
(
1+ a

n

)n où a ∈R.

4. un =
(

2n−1
2n+1

)n

5. un =
√

n+
√

n+
p

n −
p

n

6. un = 2n+4−5n+4

2n−5n

Solution :

1. un = n2
(√

1− 1
n2 −1

)
= n2

((
1− 1

n2

) 1
2 −1

)
∼

n→+∞
n2 × −1

2n2 −−−−−→
n→+∞

− 1

2

2. La suite est définie à partir d’un certain rang (n Ê E(x)+1). Écrivons-la sous forme exponentielle :

un = e
n ln

( n

n− x

)

= e
−n ln

( n− x

n

)

= e
−n ln

(
1−

x

n

)

Comme
x

n
→ 0, on peut utiliser les équivalents classiques et alors−n ln

(
1−

x

n

)
∼

n→+∞
x et doncun −−−−−→

n→+∞
ex .

3. un =
(
1+ a

n

)n = en ln
(
1+ a

n
)

maisn ln
(
1+ a

n

)
∼

n→+∞
n a

n
= a doncun −−−−−→

n→+∞
ea .

4. Pour toutn Ê 1,

un =
(

2n−1

2n+1

)n

= e
n ln 2n−1

2n+1 = e
n ln

(
1− 2

2n+1

)
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maisn ln
(
1− 2

2n+1

)
∼

n→+∞
−

2n

2n+1
−−−−−→
n→+∞

−1 doncun −−−−−→
n→+∞

1/e .

5. En utilisant les quantités conjuguées, puis en factorisant en haut et en bas par
p

n, on trouve que∀n > 0,

un =

√
1+ 1p

n√
1+

√
1
n
+ 1

n3/2 +1

−−−−−→
n→+∞

1

2

6. un = 2n+4−5n+4

2n−5n = 5n+4

5n

(
2
5

)n+4
−1

(
2
5

)n
−1

mais
((

2
5

)n
)

et
((

2
5

)n+4
)

sont des suites géométriques de raison2
5
∈ ]−1,1[ et donc

elles convergent vers0. On obtient alorsun −−−−−→
n→+∞

54 .

Exercice 10.69 ♥
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pourétudier la convergence des suites suivantes.

1. un = n
(
esin

(π
n

)
−1

)
+ (ln n)

1
n

2. un =
p

n4 +4−n2

3. un = 4
p

n4 +4−n

4. un = cosn−n2

2n +n sin n

5. un =
(

1−1/n

cos(1/n)

)n

6. un =
(
1+

√
1+ 1

n

)n

Solution :

1. D’une part,n
(
esin

( π
n

)
−1

)
∼

n→+∞
n sin

(
π
n

)
∼

n→+∞
n π

n = π. D’autre part :(lnn)
1
n = e

ln(lnn)
n et ln(lnn)

n = ln n
n

ln(lnn)
lnn

−−−−−→
n→+∞

0. Finalement(ln n)
1
n −−−−−→

n→+∞
e0 = 1 et : un −−−−−→

n→+∞
π+1 .

2. Pour toutn ∈N :

un =
√

n4 +4−n2 =

(p
n4 +4−n2

)(p
n4 +4+n2

)

p
n4 +4+n2

= 4
p

n4 +4+n2
−−−−−→
n→+∞

0

3. Pour toutn ∈N :

un = 4
√

n4 +4−n =

(
4
p

n4 +4−n
)(

4
p

n4 +4+n
)

4
p

n4 +4+n
=

p
n4 +4−n2

4
p

n4 +4+n
.

En utilisant la question précédente, le numérateur tend vers 0 et il est facile de montrer que le dénominateur tend
vers+∞. La suite tend donc vers0 .

4. un = cos n−n2

2n +n sin n
= n2

2n

cosn

n2
−1

1+ n sin n

n2

. Mais, en utilisant le théorème des gendarmes et les croissances comparées,

on montre facilement quecosn

n2 −−−−−→
n→+∞

0 et n sinn

n2 −−−−−→
n→+∞

0. Par conséquent, commen2 = o
n→+∞

(2n ), il est clair

queun −−−−−→
n→+∞

0 .

5. Écrivonsun = ean avec

an = n ln




1− 1

n

cos
1

n


= n ln


1+

1− 1

n
−cos

1

n

cos
1

n




et comme1−cos
1

n
∼

n→+∞
1

2n2
= o

n→+∞

(
− 1

n

)
, il vient que

1−
1

n
−cos

1

n

cos
1

n

∼
n→+∞

− 1

n
−−−−−→
n→+∞

0

Et par conséquent,
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an ∼
n→+∞

1 et un →
1

e

6. un =
(
1+

√
1+ 1

n

)n

= e
n ln

(
1+

√
1+ 1

n

)

et 1+
√

1+ 1
n
−−−−−→
n→+∞

2 donc n ln
(
1+

√
1+ 1

n

)
−−−−−→
n→+∞

+∞ et il en est de

même deun .

Exercice 10.70 ♥♥
1. Soit la suite de terme général

un =
n∑

k=0

ek2

.

Montrez queun ∼
n→+∞

en2
.

2. Trouvez un équivalent devn =∑n
k=0

k!.

Solution :

1. On meten2
en facteur dans la somme :

un =
n∑

k=0

ek2

= en2
(
e−n2

+e1−n2

+e22−n2

+ . . .+e(n−1)2−n2

+1
)

.

Mais
0 É e−n2

+e1−n2

+e22−n2

+ . . .+e(n−1)2−n2

É ne(n−1)2−n2

= ne−2n+1 −−−−−→
n→+∞

0

donc un ∼
n→+∞

en2

2. On écrit :
n∑

k=0

k! = n!

(
1+

n−1∑

k=0

k!

n!

)
.

Mais pour toutk ∈ �0,n−2� ,
(n−k)!

n!
= 1

n(n−1) . . . (n−k +1)
< 1

n(n−1)
donc

n−1∑

k=0

k!

n!
= 0!

n!
+ . . .+ (n−2)!

n!
+ (n−1)!

n!
É n−1

n (n−1)
+ 1

n
= 2

n

et d’après le théorème des gendarmes,
∑n−1

k=0
k !
n!

−−−−−→
n→+∞

0. En conclusionun ∼
n→+∞

n! .

Exercice 10.71 ♥♥
Trouver un équivalent de

un =
√p

n+1−
p

n +
√

1

n+1
− 1

n+2

Solution : Écrivons
un = an +bn

avecan =
√p

n+1−
p

n et bn =
√

1

n+1
− 1

n+2
. On trouve les équivalents

bn =
√

1

(n+1)(n+2)
∼

n→+∞
1

n

an = n
1
4

(
(1+ 1

n
)

1
2 −1

) 1
2

∼
n→+∞

1
p

2n
1
4

car
(
(1+ 1

n
)

1
2 −1

)
∼

n→+∞
1

2n
.

Doncun = an +bn avecbn = o
n→+∞

(an) et il vient queun ∼
n→+∞

an ∼
n→+∞

1
p

2n
1
4

.
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Exercice 10.72 ♥♥
On considère une suite(un ) définie paru0 > 0 et

∀n ∈N, un+1 =
un

1+un

En étudiant la suite(1/un ), montrez queun ∼
n→+∞

1/n.

Solution : La suite(vn) de terme général1/un est arithmétique puisque pour toutn ∈N, vn+1 = vn +1. On a donc pour
tout n ∈N, vn = v0 +n et il vient quevn ∼

n→+∞
n. En prenant l’inverse, on obtient que :un ∼

n→+∞
1/n .

Exercice 10.73 ♥♥
On considère la suite définie par :

Sn = 1+11+·· · +11. . . 1︸ ︷︷ ︸
n fois

Trouver un équivalent simple de(Sn ) lorsquen →+∞.

Solution : On calcule pour1 É p É n,

11. . . 1︸ ︷︷ ︸
p fois

= 1+10+102 +·· ·+10p−1 = 10p −1

9

Par conséquent, pourn Ê 1,

Sn = 1

9

n∑
p=1

10p − n

9
= 10

9

10n −1

10−1
− n

9

Finalement,

Sn ∼
n→+∞

10n+1

92

Exercice 10.74 ♥♥♥
Trouver un équivalent simple de la suite de terme général

un =
[

tan

(
π

3
+ 1

n

)]n

Solution : Sous forme exponentielle :

un = e
n ln

(
tan

(
π
3 + 1

n

))

puis avec les formules d’addition :

un = e

n ln

p
3+ tan

(
1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)
= e

n ln



p

3
1+

p
3

3 tan
(

1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)


= en ln

p
3e

n ln




1+
p

3
3 tan

(
1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)


=

(p
3
)n

e

n ln


1+

4
p

3
3 tan

(
1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)



.

On cherche alors la limite dean = n ln


1+

4
p

3
3 tan

(
1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)


. Avec les équivalents usuels :

an ∼
n→+∞

n
4
p

3
3

tan
(

1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

) ∼
n→+∞

4n

p
3

3

1

n
= 4

p
3

3

doncan −−−−−→
n→+∞

4
p

3/3. Il vient alors par composition de limite :

e

n ln


1+

4
p

3
3 tan

(
1
n

)

1−
p

3tan
(

1
n

)


−−−−−→
n→+∞

e

p
3

3

donc

un ∼
n→+∞

p
3)ne

4
p

3
3
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Exercice 10.75 ♥♥♥
Soient(an) et (bn) deux suites à termes strictement positifs. On noteAn =

n∑

k=0

ak et Bn =
n∑

k=0

bk . Si an ∼
n→+∞

bn et si

la série
∑

bk diverge, montrer queAn ∼
n→+∞

Bn .

Solution : Puisquean ∼
n→+∞

bn , an/bn −−−−−→
n→+∞

1. Soitε> 0. Il existe alors un rangN0 ∈N tel que pourn Ê N0, on a :

∣∣∣∣
an

bn
−1

∣∣∣∣É ε

et donc puisque(bn) est strictement positive :

(1−ε)bn É an É (1+ε)bn .

Donc :

(1−ε)
n∑

k=N0

bk É
n∑

k=N0

ak É (1+ε)
n∑

k=N0

bk ,

ce qui s’écrit aussi :
(1−ε)

(
Bn −BN0−1

)
É An −AN0−1 É (1+ε)

(
Bn −BN0−1

)

ou encore (
1−ε−

(1−ε)BN0−1 −AN0−1

Bn

)
Bn É An É

(
1+ε−

(1+ε) BN0−1 −AN0−1

Bn

)
Bn

Mais commeBn −−−−−→
n→+∞

+∞, lim
n→+∞

(1−ε) BN0−1 −AN0−1

Bn
= lim

n→+∞
(1+ε) BN0−1 −AN0−1

Bn
= 0. Il existe alors des rangs

N1,N2 ∈N tels que

n Ê N1 =⇒ −εÉ (1−ε)BN−1 −AN−1

Bn
É ε et n Ê N2 =⇒ −εÉ (1+ε)BN−1 −AN−1

Bn
É ε.

PosonsN = max (N0,N1,N2). On a alors, pourn Ê N :

(1−2ε) Bn É An É (1+2ε) Bn

ce qui prouve queAn ∼
n→+∞

Bn .

Exercice 10.76 ♥♥♥
Soit (un ) une suite qui converge vers0 et telle queun +u2n ∼

n→+∞
1

n
. Trouver un équivalent deun .

Indication 10.5 :

– Si un = l

n
, et vérifie l’hypothèse, que vautl?.

– On fera intervenir une somme télescopique.

Solution : Soit ε > 0. Commeun +u2n ∼
n→+∞

1

n
, il existe un rangN ∈ N tel que sin Ê N alors

(1−ε)

n
É un +u2n É

(1+ε)

n
. Pour toutp ∈N, on peut alors écrire :

(1−ε)

2p n
É u2p n +u2p+1n É (1−ε)

2p n
.

Donc :
p∑

k=0

(−1)k (1−ε)

2k n
É

p∑

k=0

(−1)k
(
u2k n +u2k+1n

)
É

p∑

k=0

(−1)k (1+ε)

2k n

ce qui amène :
(1−ε)

n

p∑

k=0

(−1)k

2k
É un + (−1)p u2p+1n É (1+ε)

n

p∑

k=0

(−1)k

2k
.

En utilisant queun −−−−−→
n→+∞

0 et en prenant la limite quandp tend vers+∞ dans les inégalités précédentes, on obtient :

2(1−ε)

3n
É un É 2(1+ε)

3n

et donc un ∼
n→+∞

2

3n
.
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Exercice 10.77 ♥♥♥ Formule de Stirling

1. Étudier les variations de la fonctionf (x) =
(
x + 1

2

)
ln

(
1+ 1

x

)
pourx > 0.

2. Étudier la fonction définie parg (x) =
(
x + 1

2

)
. ln

(
1+ 1

x

)
− 1

12x(x+1) pourx Ê 1.

Indication 10.5 :(On pourra, pour étudier le signe de la dérivée seconde, introduiret = (x +1).x )

3. Démontrer que les deux suitesun = nn+1/2

enn!
et vn = un .exp

(
1

12n

)
sont adjacentes. On appelleℓ la limite com-

mune.

4. On posewn =
∫π/2

0
cosn x dx. Démontrer que la suite(wn)n∈N est décroissante. Trouver une relation entrewn et

wn+2. Calculerwn . Démontrer que∀n ∈ N,
(2.4. . . . .2n)2

(3.5. . . . .(2n−1))2(2n+1)
É π

2
É (2.4. . . . .(2n−2))22n

(3.5. . . . .(2n−1))2
En déduire

l’existence deL = lim
n→∞

24n(n!)4

n [(2n)!]2
, et calculerL.

5. Calculerℓ.

6. En déduire un encadrement den! pourn Ê 1

7. En déduire un équivalent simplezn den!. Donner des valeurs approchées pour1000! et pourz1000

8. Démontrer quewn ≃ wn+1.

9. Calculer(n+1).wn .wn+1 pourn ∈N.

10. Donner un équivalent dewn .

Solution :

1. Pourx > 0, f ′(x) = ln
(
1+ 1

x

)
+

(
x + 1

2

)
×

(
− 1

x2

)
× 1

1+ 1
x

= ln
(
1+ 1

x

)
−

x + 1
2

x(x +1)
= ln

(
1+ 1

x

)
− 1

2x
− 1

2(x +1)
.

f ′′(x) = − 1

x2
+ 1

2x2
+ 1

2(x +1)2
= − 1

x(x +1)
+ 1

2x2
+ 1

2(x +1)2
= −2x(x +1)+ (x +1)2 + x2

2x2(x +1)2
= (x +1− x)2

2x2(x +1)2
=

1

2x2(x +1)2
> 0.

On en déduit quef ′ est croissante sur]0,+∞[. Comme lim
x→∞

f ′(x) = 0, on en déduit que∀x > 0, f ′(x) < 0 et par

suite quef est décroissante sur]0,+∞[.
De plus, on a en+∞ f (x) ∼ (x + 1

2 ). 1
x ∼ 1. Donc lim

x→∞
f (x) = 1. En particulier,∀x > 0, f (x) > 1.

2. On a∀x > 0, g ′(x) = f ′(x)+
2x +1

12x2(x +1)2
= f ′(x)+

1

12x(x +1)2
+

1

12x2(x +1)
.

g ′′(x) = f ′′(x)− 1

12x2(x +1)2
− 2

12x(x +1)3
− 1

12x2(x +1)2
− 2

12x3(x +1)

= 1

6

(
2

x2(x +1)2
− 1

x(x +1)3
− 1

x3(x +1)

)
= 1

6

2x(x +1)− (x +1)2 − x2

x3(x +1)3
=− 1

6x3(x +1)3
< 0.

On en déduit queg ′ est décroissante sur]0,+∞[. Comme lim
x→∞

g ′(x) = 0, on en déduit que∀x > 0, g ′(x) > 0 et par

suite queg est croissante sur]0,+∞[.
Comme lim

x→∞
g (x) = 1. En particulier,∀x > 0, g (x) < 1.

3. On a, pourn Ê 1,
un+1

un
= (n+1)n+3/2

en+1(n+1)!

enn!

nn+1/2
= (n+1)n+1/2

e
.

Doncln

(
un+1

un

)
= f (n)−1 > 0. Donc

un+1

un
> 1 et donc la suite(un)nÊ1 est croissante.

On a, pourn Ê 1,
vn+1

vn
=

(n+1)n+3/2

en+1(n+1)!

enn!

nn+1/2

exp
(

1
12(n+1)

)

exp
(

1
12n

) =
(n+1)n+1/2

e
exp

(
1

12(n+1) −
1

12n

)
. Doncln

(
un+1

un

)
=

f (n)−1− 1
12n(n+1)

= g (n)−1< 0. Donc
vn+1

vn
< 1 et donc la suite(vn)nÊ1 est décroissante.

Soit enfinℓ= lim
n→∞

vn , puisqueun = vn .exp
(
− 1

12n

)
, on en déduit que(un )nÊ1 converge vers la même limite.

4. Intégrales de Wallis.On a wn+1 − wn =
∫π/2

0
cosn x(cos x − 1)dx. Commecosn x(cos x − 1) É 0 on en déduit

wn+1 −wn É 0 ce qu’il fallait vérifier.
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wn − wn+2 =
∫π/2

0
cosn x(1 − cos2 x)dx =

∫π/2

0
cosn x sin2 x dx. On intègre par parties :





u′(x) = sin x cosn x u(x) =− 1

n+1
cosn+1 x

v(x) = sin x v ′(x) = cos x
D’où wn − wn+2 =

[
− 1

n+1
cosn+1 x sin x

]π/2

0

+

1

n+1

∫π/2

0
cosn+1 x dx = 0+ 1

n+1
wn+2.

D’où wn =
(
1+ 1

n+1

)
wn+2 soit wn+2 =

n+1

n+2
wn .

On peut ainsi calculer leswn de deux en deux, en partant dew0 =
π

2
ou w1 = 1.

Doncw2n = 2n−1

2n
w2n−2 = . . . = 2n−1

2n

2n−3

2n−2
. . .

1

2

π

2
.

et w2n+1 =
2n

2n+1
w2n−1 = . . . =

2n

2n+1

2n−2

2n−1
. . .

2

3
1.

En écrivantw2n+1 É w2n É w2n−1 on obtient

2n

2n+1

2n−2

2n−1
. . .

2

3
É 2n−1

2n

2n−3

2n−2
. . .

1

2

π

2
É 2n−2

2n−1
. . .

2

3

Soit en multipliant chaque expression par
2n

2n−1

2n−2

2n−3
. . . 2 on trouve bien le résultat annoncé.

Maintenant on multiplie en haut et en bas par les facteurs pairs 2,4, . . . ,2n (au carré) pour reconstituer les facto-
rielles de2n au dénominateur. On obtient alors :

∀n ∈N,
(2.4. . . . .2n)4

(2.3.4.5. . . . .(2n−1)(2n))2(2n+1)
É π

2
É (2.4. . . . .(2n−2))4(2n)3

((2.3.4.5. . . . .(2n−1)(2n))2

On extrait ensuite les facteurs2 pour obtenir les factorielles den au numérateur. On obtient alors :

(n!)4

[(2n)!]2(2n+1)
É π

2
É (n!)4

[(2n)!]2(2n)

En posantWn = 24n (n!)4

n [(2n)!]2
, la première inégalité s’écritWn É π

2

2n+1

n
et la deuxième2

π

2
É Wn d’après le

théorème des gendarmes,L existe et vautπ.

5. On sait quen! ∼ 1

ℓ

nn+ 1
2

en
d’où (2n)! ∼ 1

ℓ

(2n)2n+ 1
2

e2n
, donc, d’après la question précédente,π ∼ 24n (n!)4

n [(2n)!]2
∼

24n 1

ℓ4

n4n+2

e4n

1

n

ℓ2e4n

(2n)4n+1
∼ 24n

24n+1

n4n+2

n4n+1n

e4n

e4n

1

ℓ2
∼ 1

2ℓ2
. Puisqueℓ> 0, ℓ= 1

p
2π

.

6. Puisque les suitesun et vn sont adjacentes, on aun É ℓÉ vn , on a

nn+1/2

enn!
É 1

p
2π

É nn+1/2

enn!
exp

(
1

12n

)
.

Soit p
2πn

(n

e

)n
É n! É

p
2πn

(n

e

)n
exp

(
1

12n

)
.

7. On en déduit quezn =
p

2πn
(n

e

)n
est un équivalent (simple) den!. (formule de Stirling)

On alog10(z1000) = 2567,60461 à10−5 près. Doncz1000 = 102567×100,6046 = 4,0235×102567 . De même on calcule
1000∑

k=2

log10 k = 2567,60464 à 10−5 près, puis1000! = 4,0239×102567 . Le facteur correctif vautexp
(

1
12000

)
= 1+ε,

avecε à peu près égal à 1
12000

de l’ordre de10−4. On est donc (largement) dans les clous.

8. On awn+2 É wn+1 É wn soit
n+1

n+2
wn É wn+1 É wn ou encore

n+1

n+2
É

wn+1

wn
É 1 donc lim

n→∞
wn+1

wn
= 1 soit encore

wn+1 ∼ wn .

9. Pourn = 0, (n + 1).wn .wn+1 = 1×
π

2
× 1 =

π

2
. Par ailleurs(n + 2).wn+1.wn+2 = (n + 2).wn+1.

n+1

n+2
wn = (n +

1).wn .wn+1. Donc(n+1).wn .wn+1 est une suite constante, égale à
π

2
.

10. On a
π

2
∼ (n+1).wn .wn+1 ∼ nw2

n . Donc lim
n→∞

p
nwn =

√
π

2
. On en déduitwn ∼

√
π

2n
.
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10.9.9 Étude de suites données par une relation de récurrence

Exercice 10.78 ♥♥
Étudier la suite définie paru0 ∈R et∀n ∈N, un+1 =

u3
n +6un

3u2
n +2

.

Solution : Introduisons la fonctionf :





R −→ R

x 7−→ x3 +6x

3x2 +2

. La suite(un ) est donnée paru0 ∈ R et pour toutn ∈N,

un+1 = f (un ). On montre que pour toutx ∈ R, f ′ (x) =
3
(
x2 −2

)2

(
3x2 +2

)2
. Donc f est strictement croissante surR. On trouve

les points fixes def en résolvant l’équationf (x) = x. Ce sont les nombres :
p

2,0,−
p

2.

1

−1

−2

1 2 3−1−2−3−4

Appliquons maintenant le cours. Les intervallesI1 =
]
−∞,−

p
2
]
,I2 =

[
−
p

2,0
]
, I3 =

[
0,
p

2
]

etI4 =
[p

2,+∞
[

sont stables
par f . Soitk ∈ �1,4�. Prenonsu0 ∈ Ik . La suite(un ) est donc bien définie et à valeurs dansIk . En résolvant l’inéquation
f (x) É x surR, on vérifie facilement que 




f (x) Ê x si x ∈ I1

f (x) É x si x ∈ I2

f (x) Ê x si x ∈ I3

f (x) É x si x ∈ I4

et donc que(un ) est croissante siu0 ∈ I1 ∪ I3, décroissante siu0 ∈ I2 ∪ I4. Elle est donc à chaque fois soit décroissante et
minorée, soit croissante et majorée. La suite(un) est donc, d’après le théorème de la limite monotone, dans chaque cas
convergente et comme sa limite est nécessairement un point fixe def , on obtient :

un −−−−−→
n→+∞

{
−
p

2 si u0 ∈ I1 ∪ I2p
2 si u0 ∈ I3 ∪ I4

.

Exercice 10.79 ♥
Étudier la suite définie paru0 ∈R et

∀n ∈N, un+1 =
2un

1+u2
n

Solution : Introduisons la fonctionf :

{
R −→ R

x 7−→ 2x

1+ x2

. La suite(un ) est donnée paru0 ∈ R et pour toutn ∈ N

un+1 = f (un ). On montre que pour toutx ∈R, f ′ (x) = 2
1− x2

(
1+ x2

)2
. On en déduit les variations def

x −∞ −1 1 +∞

f ′ (x) − 0 + 0 −

f

0 & −1% 1& 0

1

−1

−2

1 2 3−1−2−3−4
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On va donc travailler dans un premier temps sur l’intervallestableI = [−1,1]. Sur I, la fonction f est strictement
croissante et ses points fixes sont−1, 0 et 1. En résolvant l’inéquationf (x) Ê x sur I on montre quef (x) É x si
x ∈ I1 = [−1,0] et quef (x) Ê x si x ∈ I2 = [0,1]. Remarquons que les intervallesI1 et I2 sont aussi stables parf . On en
déduit alors que :
• si u0 ∈ I1 alors la suite est bien définie et à valeurs dansI1. De plus, commeu0 Ê f (u0) et quef est croissante alors

(un ) est décroissante. Comme elle est minorée par−1, d’après le théorème de la limite monotone elle est convergente.
Sa limite est forcément un point fixe def , donc dans ce casun −−−−−→

n→+∞
−1.

• si u0 ∈ I2 alors la suite est bien définie et à valeurs dansI2. Commeu0 É f (u0) et quef est croissante alors(un )

est croissante. Cette suite est majorée par1. On termine alors comme précédemment, et on montre que dans ce cas
un −−−−−→

n→+∞
1.

Si u0 ]−∞,−1[ alorsu1 ∈ I1 et donc on est ramené au premier cas. Siu0 ]1,+∞[ alorsu1 ∈ I2 et on est ramené au second
cas.

Exercice 10.80 ♥
Soit u0 ∈ [0,1]. Étudiez la suite définie par la relation de récurrence

∀n ∈N, un+1 =
1

2
un (1−un )

Solution : Introduisons la fonctionf :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ 1

2
x (1− x)

. On montre que pour toutx ∈ [0,1], f ′ (x) = 1/2−x.

On en déduit les variations def sur[0,1].
L’intervalle [0,1] est stable donc la suite est bien définie et à valeurs dans[0,1]. On vérifie facilement que0 est le seul
point fixe def , que pour toutx ∈ [0,1], f (x) É x et quef est croissante sur[0,1/2], décroissante sur[1/2,1]. Supposons
queu0 ∈ [0,1/2] alors la suite(un ) est décroissante. Elle est de plus minorée par0 donc d’après le théorème de la limite
monotone, elle converge. Sa limite est un point fixe def doncun −−−−−→

n→+∞
0. Si u0 ∈ ]1/2,1] alorsu1 = f (u0) ∈ [0,1/2]

car f É 1/8 sur[0,1] et on retombe sur le premier cas.

x 0 1/2 1

f ′ (x) + 0 −

f 0% 1/8& 0
0 1

Exercice 10.81 ♥♥
Soient0< u0 < v0, et p > q > 0. On définit deux suites par :

∀n ∈N, un+1 =
pun +qvn

p +q
vn+1 =

pvn +qun

p +q

1. Montrez que les suites(un) et (vn) convergent vers la même limite.

2. Soitε> 0. Pour quelles valeurs den est-on sûr que|un − l | É ε ?

Solution :

1. Par récurrence, on montre que∀n ∈N∗, un É vn , car

vn+1 −un+1 =
p −q

p +q
(vn −un )

Soit alorsn ∈N,
un+1 −un =

q

p +q
(vn −un ) Ê 0

vn+1 − vn = q

p +q
(un − vn) É 0

Donc(un ) est croissante et(vn) décroissante. En notantdn = vn −un , on a vu que

∀n ∈N, dn+1 = kdn

oùk =
p −q

p +q
et donc on a0 < k < 1. Par conséquent, comme(dn) est géométriquedn = kn d0 → 0. En conclusion,

les deux suites(un) et (vn) sont adjacentes et convergent vers la même limite.
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2. Puisque pour toutn ∈ N∗, un É l É vn , il vient |un − l | É vn −un = dn = kn (v0 −u0). Pour avoir|un − l | É ε, il
suffit quedn É ε. C’est à dire

n Ê
ln

ε

v0 −u0)

ln k

Exercice 10.82
Soit u0 > 0 et (un ) la suite définie par :

∀n ∈N, un+1 =
√

n∑

k=0

uk

1. Trouver une relation de récurrence simple entre deux termes successifsun+1 et un de la suite.

2. Montrer que la suite(un ) est croissante

3. Montrer que la suite(un ) diverge vers+∞.

Solution :

1. Remarquons que pour toutn ∈N

un+1 =

√√√√n−1∑

k=0

uk +un =
√

u2
n +un

Introduisons alorsf :

{
[−1,+∞] −→ R

x 7−→
p

x2 + x
. On a affaire à une suite récurrente de la formeun+1 = f (un ).

On vérifie par récurrence que siu0 > 0, alors∀n ∈N, un > 0 ce qui permet de définirun+1. Donc la suite(un) est
bien définie.

2. Calculons alors pourn ∈N

un+1 −un =
√

u2
n +un −un =

u2
n +un −u2

n√
u2

n +un +un

= un√
u2

n +un +un

Ê 0

La suite(un ) est donc croissante.

3. Par l’absurde, si la suite(un ) convergeait versl ∈ R, alorsl devrait être un point fixe def et on devrait avoir
l = f (l), c’est-à-direl =

p
l 2 + l et doncl = 0. Mais c’est impossible caru0 > 0 et (un) est croissante.

D’après le théorème de la limite monotone, on en déduit que lasuite(un) diverge vers+∞.

Exercice 10.83 ♥
Étudiez la suite récurrente définie paru0 > 0 et∀n ∈N,

un+1 =
√

un +1

Solution : On vérifie par récurrence que∀n ∈N, un > 0 et donc que la suite(un) est bien définie.

Introduisons la fonctionf :

{
R+ −→ R

x 7−→
p

x +1
. Cette fonction est croissante comme composée de fonctionscrois-

santes. Étudions la position de son graphe par rapport à la bissectrice principale. Pour ce faire, considérons la fonction
g (x) = f (x)− x, et cherchons son signe. Pour toutx ∈R+ :

g (x) = 1+ x − x2

p
1+ x + x

=− x2 − x −1
p

1+ x + x

Notonsα = 1+
p

5

2
. La fonctiong est positive sur[0,α], négative sur[α,+∞[. En particulier, la fonctionf possède un

unique point fixeα ∈ [0,+∞[.
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1

2

−1

1 2−1

Puisque pour toutn ∈N, un+1 −un = g (un), si un Éα, un+1 Ê un et siun Êα, un+1 É un .
On vérifie en utilisant les variations def que les intervalles[0,α] et [α,+∞[ sont stables. On étudie alors deux cas :

1. Si u0 ∈]0,α], alors pour toutn ∈N, un ∈ [0,α] et la suite(un ) est croissante et majorée parα. Elle converge alors
vers l’unique point fixe def , α.

2. Siu0 ∈ [α,+∞[, alors pour toutn ∈N, un ∈ [α,+∞[ et la suite(un ) est décroissante et minorée parα. Elle converge
donc vers l’unique point fixe def , α.

On a donc montré que∀u0 > 0, un −−−−−→
n→+∞

1+
p

5

2
.

Exercice 10.84 ♥♥♥
Soit a > 0. Étudiez la suite de terme général :

un =
√

a +
√

a +·· ·+
p

a

Indication 10.5 : Aidez-vous de l’exercice précédent.

Solution : Introduisons la fonctionf :

{
R+ −→ R+
x 7−→

p
a + x

. La suite(un ) est définie par récurrence par :

{
u0 =

p
a

∀n ∈N, un+1 = f (un )
.

Commef est strictement croissante et queu1 =
√

a +
p

a >
p

a = u0, la suite(un ) est strictement croissante. Un point

fixe positif de f est une solution positive dex2 − x − a = 0. La seule possibilité estα = 1+
p

1+4a

2
. On en déduit que

l’intervalle [0,α] est stable pourf . De plusu0 =
p

a ∈ [0,α]. Par conséquent(un ∈ [0,α]) et la suite est majorée. On
applique le théorème de la limite monotone et on en déduit qu’elle converge vers l’unique point fixe positif def . Il vient

alors que :
√

a +
√

a +·· ·+
p

a −−−−−→
n→+∞

1+
p

1+4a

2

10.9.10 Étude de suites définies implicitement

Exercice 10.85 ♥
Pour toutn ∈N on considère l’équation(En ) : xex = n d’inconnuex ∈R+.

1. Montrer que, pour toutn ∈N, (En) admet une et une seule solution dansR+. On la noteraxn .

2. Déterminer la limite de(xn ).

Solution :

1. Posonsθ :

{
R+ −→ R

x 7−→ xex .La fonctionθ est dérivable surR+ et six ∈R+, θ′ (x) = (x +1) ex . On en déduit que

θ′ est strictement positive surR+ et queθ est strictement croissante surR+. On peut alors affirmer queθ réalise
une bijection deR+ surR+. Pour toutn ∈ N, il existe donc un unique réel positif notéxn tel queθ (xn ) = n. Ce
réel est donné par :xn = θ−1 (n).

2. Commeθ−1 (x) −−−−−→
x→+∞

+∞, en appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient :

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

θ−1 (n) =+∞ carθ (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.
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Exercice 10.86 ♥
Pour toutn ∈N, on considère l’équation(En) : x + ln x = n d’inconnuex ∈R∗

+.

1. Montrer que l’équationEn possède une solution unique notéexn .
2. Montrer que la suite(xn) diverge vers+∞.

3. Donner un équivalent simple de la suite(xn).

Solution :

1. Posonsθ :

{
R∗
+ −→ R∗

+
x 7−→ x + ln x

. La fonctionθ est dérivable surR∗
+ et six ∈R∗

+, θ′ (x) = x+1
x . On en déduit queθ′

est strictement positive surR∗
+ et queθ est strictement croissante surR+. La fonctionθ réalise donc une bijection

deR∗
+ surR. Pour toutn ∈ N, il existe donc un unique réel positif notéxn tel queθ (xn ) = n. Ce réel est donné

par :xn = θ−1 (n).

2. Commeθ−1 (x) −−−−−→
x→+∞

+∞, appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient :

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

θ−1 (n) =+∞.

3. Soit n ∈ N. En partant dexn + ln xn = n on obtient :xn = n
1

1+ ln xn

xn

. Mais commexn −−−−−→
n→+∞

+∞, on a :

ln xn

xn
−−−−−→
n→+∞

0 et donc un ∼
n→+∞

n .

Exercice 10.87 ♥♥♥
1. Montrer que l’équation

xn + x −1 = 0

possède une unique solutionun ∈ [0,1].

2. Montrer que la suite(un ) converge vers1.

3. En posantyn = 1−un , montrer quen ln(1− yn ) = ln yn , et que

ln n

2n
É yn É

2ln n

n
.

4. En déduire un équivalent de la suite(yn ).

Solution : On va se servir de trois inégalités :

∀u ∈ [0,1],−u− u2

2
É ln(1−u) É−u ∀t ∈]0,+∞[,

ln t

t
É 1

e
et ∀t ∈]1,+∞[,

ln2 t

t
É 4

e2
.

La deuxième inégalité se démontre en étudiant les variations de t 7→ ln t

t
qui obtient son maximum ent = e et la

troisième se démontre de même en étudiant les variations det 7→ ln t

t
(sur]1,+∞[) qui obtient son maximum ent = e2.

1. Soit fn(x) = xn + x −1 pour0 É x É 1. On a f ′
n (x) = nxn−1 +1 > 0 , fn(0) =−1 et fn (1) = 1. De ce fait l’équation

fn(x) = 0 admet une unique solution (sur[0,1].)

2. On a fn+1(un ) = un un
n +un −1. Commeun ∈ [0,1], on a fn+1(un) < un

n +un −1 = 0 = fn+1(un+1). D’après la
croissance stricte defn sur [0,1], on en déduit queun < un+1. La suite(un ) est donc strictement croissante et
majorée, elle converge donc versℓ ∈ [0,1]. Comme la suite(un ) est strictement croissante, on a∀n ∈N, un < ℓ et
doncfn(un ) = 0 < ℓn +ℓ−1. Si on suppose,ℓ< 1, en passant à la limite on aurait0É ℓ−1. Impossible. Doncℓ= 1.

3. À partir deun
n = 1−un on obtient(1− yn )n = yn et comme1− yn est positif,n ln(1− yn ) = ln yn . Soit f (x) =

ln(1− x)

ln(x)
pour0 < x < 1. On a f ′(x) =

− 1
1−x

ln x − 1
x

ln(1− x)

ln2 x
> 0. Donc f est strictement croissante sur]0,1[.

On prendn Ê 1. En partant deln(1 − u) É −u pour 0 É u < 1 on obtient, en prenantu = 2ln n

n
< 2

e
< 1,

ln
(
1− 2ln n

n

)
É−2ln n

n
donc puisqueln

(
2lnn

n

)
< 0,

f
(

2lnn

n

)
Ê−

2lnn
n

ln lnn+ ln 2− ln(n)
Ê 2

n

1

1− ln(2ln n)
lnn

Ê 2

n
Ê 1

n
.
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Comme on af (yn) =
1

n
, la croissance def assure que2lnn

n Ê yn .

On prendn Ê 2. En partant de−u − u2

2
É ln(1−u) pour 0 É u < 1 on obtient, en prenantu = ln n

2n
< 1

2e
< 1,

ln
(
1− ln n

2n

)
Ê− lnn

2n
− ln2 n

8n2
donc puisqueln

(
lnn
2n

)
< 0,

f
(

lnn

2n

)
É−

ln n
2n

+ ln2 n

8n2

ln ln n− ln 2− ln(n)
É 1

2n

1+ ln2 n
4n

1+ ln 2
lnn

− lnlnn
lnn

.

Au numérateur, on majoreln
2 n
n par 4

e2 et au dénominateur on minoreln2
lnn − ln lnn

lnn par0− 1
e .

Ainsi f
(

lnn
2n

)
É

1

n

1+ 1
e2

2
(
1− 1

e

) É 1

n
= f (yn).

On en déduit, toujours grâce à la croissance def , que ln n
2n É yn et ce pourn Ê 2.

4. On va remplacer les facteurs1
2

et 2 de la question précédente par1−ε et 1+ε. On n’obtiendra plus des inégalités
globales, mais des inégalités à partir d’un certain rang.

Soitε> 0 et soitn Ê 2. On aln
(
1− (1+ε) ln n

n

)
É− (1+ε) ln n

n
donc

f
(

(1+ε) ln n

n

)
Ê−

(1+ε) ln n
n

ln lnn+ ln(1+ε)− ln(n)
Ê 1+ε

n

1

1− ln((1+ε) ln n)
ln n

Ê (1+ε)

n
Ê 1

n
.

On en déduit que(1+ε) ln n
n

Ê yn .

Dans l’autre sens,ln
(
1− (1−ε) ln n

n

)
Ê−

(1−ε) ln n

n
−

(1−ε)2 ln2 n

2n2
donc

f
(

(1−ε) ln n

n

)
É−

(1−ε) lnn
n +

(1−ε)2 ln2 n

2n2

ln lnn− ln(1−ε)− ln(n)
É (1−ε)

n

1+ (1−ε) ln n
2n

1− ln(1−ε)
lnn − ln lnn

lnn

.

Or lim
n→∞

(1−ε)
1+ (1−ε) ln n

2n

1− ln(1−ε)
lnn − lnlnn

lnn

= 1−ε, donc à partir d’un certain rangNε, on a(1−ε)
1+ (1−ε) ln n

2n

1− ln(1−ε)
lnn − lnln n

ln n

= 1−εÉ 1.

On en déduit que pourn Ê Nε,
(1−ε) ln n

n
É yn .

En résumé pourn Ê Nε, 1−εÉ yn
n

lnn
É 1+ε. On a bien démontré quelim

n→∞
yn

n

ln n
= 1 c’est-à-dire queyn ∼ ln n

n
.

Exercice 10.88 ♥♥♥
Pourn Ê 1, on considère l’équation

(x −n) ln n = x ln(x −n).

1. Montrer que pourn assez grand, cette équation admet une unique racinexn ∈]n+1,n+2[.

2. Montrer que(xn −n−1) ∼
n→+∞

lnn

n
.

Solution :

1. On posey = x −n −1 ∈ [0,1]. On considère donc l’équation(y +1) ln n = (y +n +1) ln(y +1), soit (y +1) ln(y +
1)− (y +1) ln n+n ln(y +1)−n ln n+n ln n = 0 ou encore(y +1+n) ln

y+1
n

+n ln n = 0.

SoitF(y) = (y+1+n) ln
y+1

n
+n ln n. On aF(0) = (1+n) ln 1

n
+n ln n =− ln n É 0. On aF(1) = (2+n) ln 2

n
+n ln n =

2ln 2−2ln n+n ln 2 = ln
2n+2

n2
.

Soit un = 2n+2

n2
. On au1 = 8;u2 = 4;u3 = 32

9
. Comme

un+1

un
= 2

(
1+ 1

n

)2
Ê 1 pour n Ê 3. Donc la suiteun est

croissante, et par suite,∀n Ê 1, un Ê 0. Ainsi F(1) Ê 0. CommeF est continue sur[0,1], d’après le théorème des
valeurs intermédiaires,F s’annule au moins une fois sur[0,1].
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De plus,F′(y)= ln
y+1

n +
y +1+n

y +1
= ln

y+1
n +1+

n

y +1
. Soitz = y+1

n ∈
[

1
n , 2

n

]
⊂]0,2]. On aF′(y) = ln z+1+ 1

z = G(z).

On aG′(z) = 1

z
− 1

z2
= z −1

z2
. La fonctionG admet donc un minimum en1, et commeG(1) = 2, on en déduit que

G(z), commeF′(y) est strictement positif. On en déduit queF est strictement croissante sur[0,1], ce qui assure
l’unicité deyn = xn −n−1 et donc celle dexn .

2. À partir de(yn+1+n) ln(yn+1) = (1+yn ) lnn, on aln(yn+1) = 1+ yn

yn +1+n
ln n ∼ (1+yn)

ln n

n
puisque la suite(yn)

est bornée. Toujours parce que(yn) est bornée, on alim
n→∞

ln(yn +1) = 0. Donc lim
n→∞

yn = 0. Doncln(yn +1) ∼ yn

d’une part et(1+ yn )
lnn

n
∼ ln n

n
d’autre part, on en conclut queyn ∼ lnn

n
ce qu’il fallait démontrer.
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Chapitre 11
Fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles

Pour bien aborder ce chapitre

Nous poursuivons dans ce chapitre le travail commencé dans le précédent et nous allons étendre la notion de limite aux
fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles.
Après avoir introduit les notions de limite et de continuitéen un point, nous réaliserons l’étude des propriétés locales des
fonctions, c’est à dire des propriétés vraies dans un « voisinage suffisamment petit »d’un point donné. A l’opposée, dans
la seconde partie du chapitre, nous énoncerons des théorèmes globaux, c’est à dire vrais sur un intervalle tout entier. Parmi
ces théorèmes, quatre sont fondamentaux :

1 L’image d’un intervalle par une fonction continue est encore un intervalle (ce théorème est équivalent au théorème
des valeurs intermédiaires).

2 L’image d’un segment par une application continue est un segment. (Ce théorème est équivalent au théorème du
maximum, toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes).

3 Le théorème de Heine qui aura des conséquences importantes dans la suite du cours.

4 Le théorème de continuité de la bijection réciproque.

11.1 Vocabulaire

Dans tout ce chapitre,I désigne un intervalle non trivial deR (c’est à dire non vide et non réduit à un point). On considère
l’ensembleF (I,R) des fonctions définies surI à valeurs dansR.

11.1.1 L’ensembleF (I,R)

DÉFINITION 11.1 Opérations sur les fonctions
DansF (I,R), on définit les lois suivantes.

– Addition.Si ( f , g ) ∈F (I,R)2, on définit l’application
(

f + g
)
∈F (I,R) par

∀x ∈ I,
(

f + g
)

(x) = f (x)+ g (x)

– Multiplication par un réel.Si (λ, f ) ∈R×F (I,R), on définit l’application
(
λ f

)
∈F (I,R) par

∀x ∈ I,
(
λ f

)
(x) =λ f (x)

– Multiplication de deux fonctions.Si ( f , g ) ∈F (I,R)2, on définit l’application
(

f g
)
∈F (I,R) par

∀x ∈ I,
(

f g
)

(x) = f (x)g (x)

– Valeur absolue d’une fonction.Si f ∈F (I,R), on définit l’application
∣∣ f

∣∣∈F (I,R) par

∀x ∈ I,
∣∣ f

∣∣(x) =
∣∣ f (x)

∣∣

– Maximum, Minimum de deux fonctions.Si ( f , g ) ∈F (I,R)2, on définit les deux applicationssup
(

f + g
)
∈F (I,R) et

inf
(

f + g
)
∈F (I,R) par

∀x ∈ I, sup
(

f + g
)

(x) = max
{

f (x), g (x)
}

∀x ∈ I, inf
(

f + g
)

(x) = min
{

f (x), g (x)
}
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Remarque 11.1 La relation d’ordreÉ surR s’étend naturellement àF (I,R) en posant, pour( f , g ) ∈F (I,R)2

f É g ⇐⇒∀x ∈ I, f (x) É g (x)

PROPOSITION11.1
Soit f ∈F (I,R). On a

•
∣∣ f

∣∣= sup
(

f ,− f
)

• sup( f , g ) =
f + g +

∣∣ f − g
∣∣

2
• inf( f , g ) =

f + g −
∣∣ f − g

∣∣
2

Remarque 11.2 En posant
{

f + = sup
(

f ,0
)

f − = sup
(
− f ,0

) , on vérifie que

{
f + = | f |+ f

2

f − = | f |− f

2

et
{

f = f +− f −
∣∣ f

∣∣= f ++ f −

Remarque 11.3
– (F (I,R) ,+, .) (où «. » désigne la multiplication par un scalaire) possède une structure d’espace vectoriel surR.
– (F (I,R) ,+,×) (où «× »désigne le produit entre deux fonctions) possède une structure d’anneau.

– L’élément neutre pour l’addition est la fonction identiquement nulle,0F (I,R) :

{
I −→ R

x 7−→ 0
et l’élément neutre pour

la multiplication est la fonction constante1F (,R) :

{
I −→ R

x 7−→ 1
.

11.1.2 Fonctions bornées

DÉFINITION 11.2 Fonction majorée, minorée, bornée
Soit f ∈F (I,R). On dit quef est :

– Majoréesi et seulement si∃M ∈R, ∀x ∈ I, f (x) É M.
– Minoréesi et seulement si∃m ∈R, ∀x ∈ I, f (x) Ê m.
– Bornéesi elle est majorée et minorée.

PROPOSITION11.2 Pour montrer qu’une fonction est bornée surI, il suffit de la majorer, sur I, en valeur absolue
Une fonctionf ∈F (I,R) est bornée si et seulement si elle est majorée en valeur absolue, c’est à dire

∃α ∈R ∀x ∈ I,
∣∣ f (x)

∣∣Éα

PROPOSITION11.3

– Toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée (l’ensemble des fonctions bornées forme un sous espace
vectoriel deF (I,R)).

– Tout produit de deux fonctions bornées est encore borné.

✎ Notation 11.1
– Dire quef ∈ F (I,R) est majorée revient à dire que

{
f (x) | x ∈ I

}
est un sous ensemble majoré deR. Comme ce sous

ensemble est non vide, d’après l’axiome de la borne supérieure, il possède une borne supérieure qu’on notesup
I

f .

– De même, sif ∈F (I,R) est minorée alors ce sous ensemble est minoré. On noteinf
I

f sa borne inférieure.

– Si une fonctionf est bornée, puisque| f | est majorée, la partie{| f (x)|; x ∈ I} possède une borne supérieure que l’on
noterasup

I
| f | = ‖ f ‖∞.

DÉFINITION 11.3 Extremum, Extremum local
Soit f ∈F (I,R) et soita ∈ I

– On dit quef admet unmaximumena si et seulement si∀x ∈ I, f (x) É f (a).
– On dit quef admet unmaximum localena si et seulement si∃h > 0, ∀x ∈ I, |x −a| É h =⇒ f (x) É f (a).
– On définit de manière analogue la notion deminimumet deminimum local.
– On dit quef admet unextrémum(respectivement unextremum local) si f admet un maximum (respectivement un

maximum local) ou un minimum (respectivement un minimum local).

✎ Notation 11.2 Soit f ∈F (I,R)

– Si f possède un maximum surI, on le notemax
I

f

– De même, sif possède un minimum surI, on le notemin
I

f
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11.1.3 Monotonie

DÉFINITION 11.4 Fonction croissante, décroissante, strictement croissante, ....
Soit f ∈F (I,R). On dit que :

– f estcroissantesi et seulement si∀x, y ∈ I, x É y =⇒ f (x) É f (y).
– f estdécroissantesi et seulement si∀x, y ∈ I, x É y =⇒ f (x) Ê f (y).
– f estmonotonesi et seulement sif est croissante ou décroissante.
On dit de plus quef eststrictement croissante, strictement décroissanteou strictement monotonesi et seulement si
l’inégalité correspondante est stricte.

PROPOSITION11.4 Règle des signes
Soientf : I → R et g : J → R toutes deux monotones et telles quef (I) ⊂ J. On peut alors définir la fonction composée

g ◦ f : I →R qui est également monotone et l’on a la règle des signes pour la monotonie deg ◦ f .

H
H
H
H
H

f
g ր ց

ր ր ց
ց ց ր

Démonstration Supposons par exemplef croissante surI et g décroissante surJ. Montrons queg ◦ f est décroissante. Soient
(x, y) ∈ I tels quex É y. Commef est croissante,f (x) É f (y) et puisqueg est décroissante,g

(
f (x)

)
Ê g

(
f (y)

)
et doncg ◦ f (x) Ê

g ◦ f (x).

PROPOSITION11.5
Soit f ∈F (I,R) strictement monotone surI et soitJ = f (I) alorsf réalise une bijection deI surJ et sa bijection réciproque
f −1 : J → I est strictement monotone de même sens quef .

Démonstration Supposons par exemple la fonctionf strictement croissante surI. Montrons qu’alorsf est injective. Soient
(x, y) ∈ I2 tels quef (x) = f (y), montrons quex = y par l’absurde. Si l’on avaitx 6= y, on auraitx < y ou y < x, mais alors, puisque
f est strictement croissante, on auraitf (x) < f (y) ou f (y) < f (x) ce qui est absurde. PuisqueJ = f (I), par définition de l’image
directe d’une fonction, la fonctionf est surjective deI versJ. Elle réalise donc une bijection deI versJ. Vérifions que la fonction
f −1 est également strictement croissante. Soient(X,Y) ∈ J2 tels queX < Y. Notonsx = f −1(x) et y = f −1(Y). Si l’on avait y É x,
puisquef est croissante, on auraitf (y) É f (x) et doncY É X ce qui est faux. On en déduit quex < y donc quef −1(X) < f −1(Y).

Remarque 11.4 Soit f une fonction bijective surI. Le graphe def −1, dans un repère orthonormé, se déduit de celui de
f par une symétrie d’axe la première bissectrice.

y = f (x)

y = f −1(x)

11.1.4 Parité périodicité

DÉFINITION 11.5 Fonction paire, impaire
Soit une fonctionf ∈F (I,R) . On suppose que l’intervalleI est symétrique par rapport à l’origine (c’est-à-dire que si

x ∈ I alors−x ∈ I). On dit que
– La fonctionf estpairesi et seulement si∀x ∈ I, f (−x) = f (x)

– La fonctionf estimpairesi et seulement si∀x ∈ I, f (−x) =− f (x).

Remarque 11.5 Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. Le graphe d’une
fonction impaire est symétrique par rapport à l’origine du repère.

Remarque 11.6 L’ensemble des fonctions paires (resp. impaires) est stable par combinaison linéaire. C’est un sous
espace vectoriel deF (I,R). Les sous-espaces deF (I,R) formés par les fonctions paires et par les fonctions impaires
sont de plus supplémentaires dansF (I,R).
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DÉFINITION 11.6 Fonction périodique
Une fonctionf définie surR est périodique si et seulement s’il existe un réelT > 0 tel que∀x ∈ I, f (x +T) = f (x). On
dit queT est une période def et quef estT-périodique.

Remarque 11.7 Soit T > 0. L’ensemble des fonctionsT-périodiques surR est stable par combinaison linéaire et par
produit. En particulier, c’est un sous espace vectoriel deF (I,R).

11.1.5 Fonctions Lipschitziennes

BIO 9 Rudolf Lipschitz, né le 14 mai 1832 à Königsberg, mort le 07 octobre 1903 à Bonn

Mathématicien Allemand. Rudolf Lipschitz se caractérise par la
grande diversité de ses contributions : fonctions de Bessel, séries de
Fourier (il est à l’origine d’un critère pour tester leur convergence),
géométrie Riemannienne, mécanique (il travailla à résoudre les équa-
tions du mouvement dans le formalisme d’Hamilton-Jacobi),théorie
des nombres (il étudia les quaternions et, plus généralement, les al-
gèbres de Clifford qu’il redécouvra et qu’il appliqua à la représenta-
tion des rotations d’un espace euclidien). Il est en particulier célèbre
pour son amélioration du théorème de Cauchy quant à l’existence des
solutions d’une équation différentielle. C’est lors de ce travail qu’il
introduisit les fonctions qui maintenant portent son nom etque nous
allons étudier dans ce paragraphe.

DÉFINITION 11.7 Fonctions lipschitziennes
Soit un réelk Ê 0.

– On dit qu’une fonctionf : I 7→R estk-lipschitziennesur l’intervalleI si et seulement si

∀(x, y) ∈ I2,
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣É k|x − y |

– On dit qu’une fonction estlipschitziennesur l’intervalleI s’il existek Ê 0 telle quef soit k-lipschitzienne.
– On noteL (I) l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur l’intervalle I.

Remarque 11.8 On comprend mieux cette définition en écrivant la propriété équivalente,

∃k Ê 0, ∀(x, y) ∈ I2, x 6= y,

∣∣∣∣
f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣∣É k

Une fonction est lipschitzienne sur l’intervalleI si et seulement si l’ensemble des pentes de toutes ses cordesest borné.

PROPOSITION11.6 Opérations sur les fonctions lipschitziennes

1. Une combinaison linéaire de deux fonctions lipschitzienne est encore lipschitzienne. Sif , g ∈ L (I), alors
α f + β g ∈ L (I).

2. La composée de deux fonctions lipschitziennes est encorelipschitzienne. Sif ∈ L (I) et g ∈ L (J) avec f (I) ⊂ J,
alorsg ◦ f ∈L (I).

3. Soitc ∈ I, on noteI1 = I∩]−∞,c] et I2 = I∩ [c,+∞[. Si f est lipschitzienne surI1 et surI2, alors elle est lipschitzi-
enne surI.

Démonstration

1. Puisquef et g sont lipschitziennes surI, il existe deux constantesk1,k2 Ê 0 telles que∀(x, y) ∈ I2, | f (x)− f (y)| É k1|x − y |
et |g (x)− g (y)| É k2|x − y |. Posonsk = |α|k1 +|β|k2 et vérifions queα f +βg estk-lipschitzienne. Soit(x, y) ∈ I2, utilisons
l’inégalité triangulaire

|(α f +βg )(x)− (α f +βg )(y)| =
∣∣α

(
f (x)− f (y)

)
+β

(
g (x)−g (y)

)∣∣É |α|| f (x)− f (y)|+ |β||g (x)−g (y)| É (|α|k1 +|β|k2)|x − y |

2. Commef est lipschitzienne surI, il existek1 Ê 0 tel que∀(x, y) ∈ I2, | f (x)− f (y)| É k1|x − y |. Puisqueg est lipschitzienne
surJ, il existek2 Ê 0 tel que∀(X,Y) ∈ J2, |g (X)−g (Y)| É k2|X−Y|. Posonsk = k1k2 et vérifions queg ◦ f estk-lipschitzienne
surI. Soient(x, y) ∈ I2, puisqueX = f (x) ∈ J et Y = f (y) ∈ J,

|g ◦ f (x)−g ◦ f (y)| = |g (X)−g (Y)| É k2|X−Y| = k2| f (x)− f (y)| É k1k2|x − y |
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3. Puisquef est lipschitzienne surI1, il existek1 Ê 0 tel que∀(x, y) ∈ I2
1, | f (x)− f (y)| É k1|x−y | et puisquef est lipschitzienne

sur I2, il existe k2 Ê 0 tel que∀(x, y) ∈ I2
2, | f (x) − f (y)| É k2|x − y |. Posonsk = max(k1,k2) et vérifions quef est k-

lipschitzienne surI. Soient(x, y) ∈ I2. Étudions trois cas ,
– Si x, y ∈ I1, alors| f (x)− f (y)| É k1|x − y | É k|x − y |.
– Si x, y ∈ I2, alors| f (x)− f (y)| É k2|x − y | É k|x − y |.
– Si x ∈ I1 et y ∈ I2 (l’autre cas est similaire), puisque(x,c) ∈ I2

1 et (c, y) ∈ I2
2 et quex < c < y,

| f (x)− f (y)| =
∣∣[f (x)− f (c)

]
+

[
f (c)− f (y)

]∣∣É | f (x)− f (c)| É k1|c −x|+k2 |y −c|
= k1(c −x)+k2 (y −c) É k(c −x)+k(y −c) = k(y −x) = k|y −x|

11.2 Limite et continuité en un point

11.2.1 Voisinage

DÉFINITION 11.8 Point adhérent
Soit A ⊂R une partie deR. On dit qu’un réelx estadhérentà la partieA lorsque∀ε > 0, ∃a ∈ A tel que|x − a| É ε. On
noteA l’ensemble des points adhérents de la partieA.

Remarque 11.9 On dira également que+∞ est un point adhérent à la partieA lorsque∀M > 0, ∃a ∈ A tel quea Ê M et
que−∞ est adhérent à la partieA lorsque∀m < 0, ∃a ∈ A tel quea É m.

DÉFINITION 11.9 Voisinage d’un point
Soit V une partie deR et un point adhérenta ∈ V. On dit que

– V est unvoisinage dea si et seulement si il existeε> 0 tel que]a −ε, a +ε[ ⊂ V.
– V est unvoisinage de+∞ si et seulement si il existeB ∈R tel que]B,+∞[⊂ V.
– V est unvoisinage de−∞ si et seulement si il existeA ∈R tel que]−∞, A[⊂ V.
On noteVa l’ensemble des voisinages du pointa.

DÉFINITION 11.10 Propriété vraie au voisinage d’un point
Soientf une fonction définie sur une partieI deR et a ∈ I.
– On dit que la fonctionf est définieau voisinagedu point a si et seulement s’il existe un voisinageV de a telle

queV ⊂ I.
– On dit quef vérifie la propriétéP au voisinagedu pointa si et seulement s’il existe un voisinageV ⊂ I dea tel que

la restriction def à V vérifie la propriétéP .

11.2.2 Notion de limite

DÉFINITION 11.11 ♥♥♥ Limite d’une fonction en un point
Soient une fonctionf ∈F (I,R), un point adhérenta ∈ I et un réell ∈ R. On dit que la fonctionf admet pour limitele
réell ena lorsque
– Si a ∈R : ∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒

∣∣ f (x)− l
∣∣É ε.

– Si a =+∞ : ∀ε> 0, ∃M ∈R, ∀x ∈ I, x Ê M =⇒
∣∣ f (x)− l

∣∣É ε.
– Si a =−∞ : ∀ε> 0, ∃m ∈R, ∀x ∈ I, x É m =⇒

∣∣ f (x)− l
∣∣É ε.

On note alorsf (x) −−−→
x→a

l .

PLAN 11.1 : Pour montrer quef (x) −−−→
x→a

l

on utilise le plan

1. Soitε> 0.

2. Posonsη= ·· · > 0.

3. Vérifions : soitx ∈ I tel que|x −a| É η . . .on a bien| f (x)− l | É ε.

Remarque 11.10 Comme pour les suites, on peut utiliser des inégalités strictes| f (x)− l | < ε, |x−a| < η, x > M . . .dans
ces définitions.
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FIGURE 11.1 – Avecε= 0.4
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FIGURE 11.2 – Avecε= 0.2

PROPOSITION11.7 Unicité de la limite
Si f admet pour limites ena ∈ I les réelsl et l ′ alorsl = l ′. On dira quel estla limite de f ena et on écriral = lim

x→a
f (x)

ou l = lim
a

f .

Démonstration Démontrons le résultat par exemple lorsquea ∈R. Supposons par l’absurde quel 6= l ′, et posonsε= |l ′−l |/2 > 0.
Puisquef (x) −−−−→

x→a
l , il existeη1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x−a| É η1 =⇒ | f (x)− l | < ε. De même, puisquef (x) −−−−→

x→a
l ′, il existeη2 > 0

tel que∀x ∈ I, |x−a| É η2 =⇒ | f (x)−l ′| < ε. Posonsη= min(η1,η2) > 0. Puisquea est adhérent àI, il existex ∈ I tel que|x−a| É η

mais alors| f (x)− l | < ε et | f (x)− l ′ | < ε et donc

|l − l ′| = |(l − f (x))+ ( f (x)− l )| É | f (x)− l |+ | f (x)− l ′ | < 2ε= |l ′− l |

ce qui est absurde.

DÉFINITION 11.12 Limite infinie
Soit une fonctionf ∈F (I,R) et un point adhérenta ∈ I. On dit que la fonctionf tend vers+∞ (respectivement−∞)
lorsquex tend versa lorsque
– Si a ∈R : ∀B ∈R, ∃η> 0, ∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒ f (x) Ê B (respectivementf (x) É B).
– Si a =+∞ : ∀B ∈R, ∃A ∈R ∀x ∈ I, x Ê A =⇒ f (x) Ê B (respectivementf (x) É B).
– Si a =−∞ : ∀B ∈R, ∃A ∈R ∀x ∈ I, x É A =⇒ f (x) Ê B (respectivementf (x) É B).
On notera alorsf (x) −−−→

x→a
+∞ (respectivementf (x) −−−→

x→a
−∞).

B

f(x)

A xO

FIGURE 11.3 – f (x) −−−−−→
x→+∞

+∞

a + ηa

B

xx

f(x)

FIGURE 11.4 – f (x) −−−−→
x→a+

−∞
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PLAN 11.2 : Pour montrer quef (x) −−−→
x→a

+∞

Dans le cas oùa est fini, on utilise le plan

1. SoitB ∈R.

2. Posonsη= ·· · > 0.

3. Soitx ∈ I tel que|x −a| É η.

4. On a bienf (x) Ê B.

Pour montrer quef (x) −−−−−→
x→+∞

−∞,

1. SoitB ∈R.

2. PosonsA = . . .

3. Soitx ∈ I tel quex Ê A.

4. On a bienf (x) É B.

Voici une formulation équivalente de la notion de limite (finie et infinie) qui ne fait intervenir que la notion de voisinages.

PROPOSITION11.8 Définition de la limite à l’aide des voisinages
Soientf ∈F (I,R), a ∈ I et l ∈R.

f (x) −−−→
x→a

l ⇐⇒∀W ∈ Vl , ∃V ∈ Va , f (V ∩ I) ⊂ W

Démonstration Démontrons le résultat dans le cas oùa et l sont finis.
⇒ Soit W un voisinage del , il existeε > 0 tel que]l −ε, l +ε[⊂ W. Puisquef (x) −−−−→

x→a
l , il existeη > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É

η =⇒ | f (x)− l | < ε. Posons doncV =]a −η, a +η[ qui est un voisinage du pointa. Soit y ∈ f (V ∩ I), il existe x ∈ V ∩ I tel que
y = f (x) et puisquex ∈]a −η, a +η[∩I, on a| f (x)− l | < ε et doncy = f (x) ∈W.

⇐ Soitε> 0. PosonsW =]l −ε, l +ε[ qui est un voisinage du pointl . Il existe donc un voisinageV du pointa tel quef (V∩ I) ⊂ W.
D’après la définition d’un voisinage, il existeη> 0 tel que]a −η, a +η[⊂ V. Soit alorsx ∈ I tel que|x −a| < η, puisquex ∈ V ∩ I,
f (x) ∈ W d’où | f (x)− l | < ε.

PROPOSITION11.9 Limite finie =⇒ localement bornée
Soit f ∈F (I,R) une fonction admettant une limite finie ena ∈ I. Alors il existe un voisinageV du pointa sur lequel la
fonction f est bornée.a.

Démonstration Démontrons le résultat lorsquea ∈R. Prenonsε= 1 dans la définition de la limite, il existeη> 0 tel que∀x ∈ I,
|x −a| É η =⇒ | f (x)− l | É 1. NotonsV =]a −η, a +η[ qui est un voisinage du pointa et M = |l | +1. Pourx ∈ V ∩ I, d’après la
minoration de l’inégalité triangulaire,| f (x)|− |l | É | f (x)− l | É 1 d’où | f (x)| É M.

PROPOSITION11.10 ♥ Transformation de limite en inégalité
Soit f ∈F (I,R) une fonction,a ∈ I et l ∈R et deux réelsk,k ′ ∈R. On suppose que

H1 f (x) −−−→
x→a

l .

H2 k < l < k ′.

Alors il existe un voisinageV du pointa tel que∀x ∈V ∩ I, k É f (x) É k ′.

Démonstration Posonsε = min(l − k,k′ − l ). Puisquef (x) −−−−→
x→a

l , il existe un voisinageV du point a tel que∀x ∈ V ∩ I,

| f (x)−l | É ε d’où six ∈ V∩I, f (x)−l É ε ce qui donnef (x) É l+εÉ l+(k′−l ) É k′ et aussil− f (x) É ε ce qui donnef (x) Ê l−εÊ k.
Pour montrer qu’une fonction tend versl lorsquex tend versa, on majore en pratique| f (x)− l | par une fonction qui tend
vers zéro.

PROPOSITION11.11 Théorème de majoration

Soient
– une fonctionf : I →R, a ∈ Ī et l ∈R.
– θ une fonction définie sur un voisinageV dea

On suppose que

H1 ∀x ∈V,
∣∣ f (x)− l

∣∣É θ (x).

H2 θ (x) −−−→
x→a

0

alors f (x) −−−→
x→a

l .
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Démonstration Remarquons qu’en vertu de l’inégalité énoncée dans la première hypothèse,θ est nécessairement positive. Soit
ε> 0. Commeθ(x) −−−−→

x→a
0, il existe un voisinageV2 dea tel que :∀x ∈V, |θ(x)| = θ(x) É ε. Soitx ∈V, en appliquant la première

hypothèse :
∣∣ f (x)− l

∣∣É θ(x) É ε. Ce qui prouve quef (x) −−−−→
x→a

l .

11.2.3 Opérations algébriques sur les limites

Les démonstrations de ce paragraphe sont typiques des démonstrations àε d’analyse. Il est important de les étudier en
détail et de les comparer aux démonstrations correspondantes sur les suites.

THÉORÈME 11.12 Limite d’une somme
Soientf , g : I 7→R deux fonctions eta ∈ I. On suppose quef (x) −−−→

x→a
l1 et queg (x) −−−→

x→a
l2.

Alors, ( f + g )(x) −−−→
x→a

l1 + l2.

Démonstration ♥ Notre hypothèse permet de majorer| f (x)−l1| et |g (x)−l2 | parε′ aussi petit que l’on veut pourx suffisamment
proche dea. Faisons apparaître cette quantité sous la valeur absolue avant de majorer à l’aide de l’inégalité triangulaire :

|( f +g )(x)− (l1 + l2)| =
∣∣(f (x)− l1

)
+

(
g (x)− l2

)∣∣É | f (x)− l1 |+ |g (x)− l2 | É 2ε′

Il nous reste à rédiger une démonstration rigoureuse en suivant le plan de démonstration correspondant à la définition dela limite.

Soitε> 0.

Posonsε′ = ε/2. Puisquef (x) −−−−→
x→a

l1, il existeη1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η1 =⇒ | f (x)− l1| É ε′. De même, il existe

η2 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η2 =⇒ |g (x)− l2 | É ε′.

Posonsη= min(η1,η2).

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, on a bien

|( f +g )(x)− (l1 + l2)| =
∣∣( f (x)− l1

)
+

(
g (x)− l2

)∣∣É | f (x)− l1|+ |g (x)− l2 | É ε′+ε′ = ε

Remarque 11.11 On montre de même que pour tous réelsα,β ∈R, la fonction combinaison linéaireα f +βg tend vers
la combinaison linéaire des limites :(α f +βg )(x)−−−→

x→a
αl1 +βl2.

THÉORÈME 11.13 Limite d’un produit
Soientf , g : I 7→R et a ∈ I. On suppose quef (x) −−−→

x→a
l1, g (x)−−−→

x→a
l2. Alors ( f g )(x)−−−→

x→a
l1l2.

Démonstration ♥ Estimons la différence en faisant apparaître notre hypothèse| f (x)− l1| É ε′ et |g (x)− l2 | É ε′.

|( f g )(x)− l1 l2| =
∣∣ f (x)

[
g (x)− l2

]
+ l2

[
f (x)− l1

]∣∣É | f (x)||g (x)− l2 |+ |l2|| f (x)− l1 |

Il reste| f (x)| que l’on peut majorer puisquef est bornée sur un voisinage dea. Maintenant que nous avons compris pourquoi le
résultat est vrai, écrivons une preuve rigoureuse qui utilise le plan de démonstration de limite.

Soitε> 0.

Comme f admet une limite finie au pointa, elle est bornée sur un voisinage dea donc il existeη3 > 0 et M > 0 tel que
∀x ∈ I, |x −a| É η3 =⇒ | f (x)| É M.

Notonsε′ = ε/(|l2| +M). Puisquef (x) −−−−→
x→a

l1, il existeη1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η1 =⇒ | f (x)− l1| É ε′. Puisque

g (x) −−−−→
x→a

l2, il existeη2 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η2 =⇒ |g (x)− l2 | É ε′.

Posonsη= min(η1,η2,η3) > 0.

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, en recopiant la majoration précédente,

|( f g )(x)− l1 l2| É | f (x)||g (x)− l2 |+ |l2|| f (x)− l1| É (M+|l2|)ε′ = ε

Remarquez l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans la démonstration. Pour définirε′, il fallait avoir défini M

auparavant.

THÉORÈME 11.14 Limite d’une valeur absolue
Soit f : I 7→R, a ∈ I et l ∈R. Si f (x) −−−→

x→a
l , alors| f |(x) −−−→

x→a
|l |.

Démonstration ♥
Soitε> 0.

Puisquef (x) −−−−→
x→a

l , il existeη> 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒ | f (x)− l | É ε.
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Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, grâce à la minoration de l’inégalité triangulaire,
∣∣| f (x)|− |l |

∣∣É | f (x)− l | É ε

THÉORÈME 11.15 Limite de l’inverse
Soit f : I 7→R, a ∈ I et l ∈R. On suppose que

H1 f (x) −−−→
x→a

l .

H2 l 6= 0.

Alors (1/ f )(x) −−−→
x→a

1/l .

Démonstration ♥ Nous savons majorer| f (x)− l | par un réelε′ > 0 aussi petit que l’on veut sur un voisinage dea. Estimons la
quantité ∣∣∣∣

1

f (x)
−

1

l

∣∣∣∣=
| f (x)− l |
| f (x)||l |

Il nous faut minorer| f (x)| au dénominateur. Puisquef (x) −−−−→
x→a

l , on a vu que| f (x)| −−−−→
x→a

|l | et puisque|l | > 0, en notantk = |l |/2,

puisquek < |l |, d’après la proposition 11.10, il existe un voisinage dea sur lequel| f (x)| Ê k et alors
∣∣1/ f (x)−1/l

∣∣ É ε′/k|l |.
Rédigeons maintenant une preuve rigoureuse.

Soitε> 0.

Notonsk = |l |/2. Puisquel 6= 0, k < |l | et comme| f |(x) −−−−→
x→a

|l |, d’après la transformation d’une limite en inégalité, il existe

η1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η1 =⇒ k < | f (x)|.
Notonsε′ = k|l | > 0. Puisquef (x) −−−−→

x→a
l , il existeη2 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η2 =⇒ | f (x)− l | É ε′.

Posonsη= min(η1,η2).

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, ∣∣∣∣
1

f (x)
− 1

l

∣∣∣∣=
| f (x)− l |
| f (x)||l |

É ε′

k|l |
= ε

Remarque 11.12 D’après les deux théorèmes précédents, sif (x) −−−→
x→a

l1 et g (x) −−−→
x→a

l2 avec l2 6= 0,

( f /g )(x) −−−→
x→a

l1/l2. On invoque souvent les théorèmes de ce paragraphe pour justifier l’existence d’une limite sous

le nom de « théorèmes généraux » sur les limites.

On peut étendre les théorèmes généraux aux limites infinies.Soient f , g : I 7→ R deux fonctions,a ∈ I, éventuellement
infini et un réelα. On suppose quef (x) −−−→

x→a
l ∈ R et g (x) −−−→

x→a
l ′ ∈ R. Nous avons résumé dans les tableaux suivants les

limites de la somme, produit et quotient des deux fonctions dans tous les cas de figure. Les cases noires correspondent à
des « formes indéterminées » où l’on ne peut rien dire de général.
– Somme f + g

H
H
H
H
H

l

l ′ −∞ l ′ ∈R +∞

−∞ −∞ −∞
l ∈R −∞ l + l ′ +∞
+∞ +∞ +∞

– Produit f g

H
H
H
H
H

l

l ′ −∞ l ′ < 0 l ′ = 0 l ′ > 0 +∞

−∞ +∞ +∞ −∞ −∞
l < 0 +∞ l l ′ 0 l l ′ −∞
l = 0 0 0 0

l > 0 −∞ l l ′ 0 l l ′ +∞
+∞ −∞ −∞ +∞ +∞

– Inverse
1

f

l −∞ l < 0 l = 0− l = 0 l = 0+ l > 0 +∞
1

f
0 1/l −∞ +∞ 1/l 0
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11.2.4 Continuité

DÉFINITION 11.13 ♥♥♥ Continuité en un point
Soit f une fonction définie surI eta ∈ I. On dit que la fonctionf estcontinue au pointa si et seulement sif (x) −−−→

x→a
f (a)

ce qui se traduit avec des quantificateurs par :

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒
∣∣ f (x)− f (a)

∣∣É ε

THÉORÈME 11.16 ♥ Théorèmes généraux
Soientf , g : I 7→R deux fonctions continues en un pointa ∈ I, alors

1. la fonction( f + g ) est continue au pointa,

2. la fonction( f g ) est continue au pointa,

3. si g (a) 6= 0, la fonctionf /g est définie sur un voisinage du pointa est est continue au pointa.

Démonstration (1) et (2) sont une conséquence directe des théorèmes généraux sur leslimites. Vérifions(3). Puisque|g (a)| 6= 0

et queg est continue au pointa, g (x) −−−−→
x→a

g (a) donc|g (x)| −−−−→
x→a

|g (a)|. Posonsk = |g (a)|/2, on a0 < k < |g (a)| donc d’après le

théorème 11.10, il existe un voisinageV du pointa tel que∀x ∈ I∩V, 0 < |g (a)/2| < |g (x)| et donc la fonctiong ne s’annule pas sur
V. La fonction f /g est donc définie surI∩V et d’après les théorèmes généraux sur les limites,( f /g )(x) −−−−→

x→a
( f /g )(a).

11.2.5 Limite à gauche, à droite, continuité à gauche, à droite

DÉFINITION 11.14 Voisinages à gauche, à droite

Soit a ∈R. On dit qu’une partieV deR est
– unvoisinage à droite dea lorsqu’il existeε> 0 tel que[a, a +ε] ⊂ V,
– unvoisinage à gauche dea lorsqu’il existeε> 0 tel que[a −ε, a] ⊂ V,
– unvoisinage strict à droite dea lorsqu’il existeε> 0 tel que]a, a +ε]⊂ V,
– unvoisinage strict à gauche dea lorsqu’il existeε> 0 tel que[a −ε, a[ ⊂ V,
– unvoisinage pointé dea lorsqu’il existeε> 0 tel que[a −ε, a[∪ ]a, a +ε] ⊂ V.

DÉFINITION 11.15 Limite à gauche, à droite

Soit une fonctionf : I \ {a} → R. On dit qu’un réell est lalimite à droite(resp. àgauche) de f si il existe un voisinage
strict à droite dea (resp. un voisinage strict à gauche dea) tel que la restriction def à ce voisinage admetl pour limite
ena. Lorqu’elle existe, la limite à droite def est unique et est notéel = lim

x→a+
f (x) ou l = l = lim

x→a
xÊa

f (x) ou l = lim
a+

f . Nous

noterons égalementf (x) −−−−→
x→a+

l . On a des notations identiques pour la limite à gauche.

Remarque 11.13 En termes de quantificateurs,f admetl ∈R comme limite à gauche ena si et seulement si

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I, a −ηÉ x < a =⇒
∣∣ f (x)− l

∣∣É ε

Remarque 11.14 Une fonctionf possède une limite ena lorsque
– f admet une limite à gauchel1 ∈R.
– f admet une limite à droitel2 ∈R.
– l1 = l2.

DÉFINITION 11.16 Continuité à gauche, à droite

Soient f : I → R et a ∈ I. On dit quef estcontinue à droite ena (respectivementà gauche ena) si et seulement si
f (x) −−−−→

x→a+
f (a) (respectivementf (x) −−−−→

x→a− f (a).

Remarque 11.15 Soit a ∈ I un point intérieur (il existeα > 0 tel que]a −α, a +α[⊂ I). Une fonctionf ∈ F (I,R) est
continue ena si et seulement si elle est continue à droite et à gauche dea.
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Exemple 11.3 La fonction δ :





R −→ R

x 7−→
{

0 si x 6= 0

1 si x = 0

n’est pas continue au point0. On a bien lim
x→0−

δ (x) =

lim
x→0+

δ (x) = 0 maisδ (0) = 1.

DÉFINITION 11.17 Prolongement par continuité

Soit une fonctionf définie surI et un point adhérenta ∈ I qui n’appartient pas àI. On suppose quef (x) −−−→
x→a

l ∈R. On

définit alors la fonctioñf sur Ĩ = I∪ {a} par :

∀x ∈ Ĩ f̄ (x) =
{

f (x) si x ∈ I

l si x = a

Cette fonctionf̃ est continue au pointa et est appeléeprolongement def par continuité au pointa.

Exemple 11.4 Considérons la fonctionf :

{
R⋆ −→ R

x 7−→ sin x/x
. Puisquesin x/x −−−→

x→0
1, on peut la prolonger par

continuité en une fonction définie surR, f̃ :





R −→ R

x 7−→
{

sin x/x si x 6= 0

1 si x = 0

.

11.2.6 Limites et relation d’ordre

THÉORÈME 11.17 ♥♥♥ Passage à la limite dans les inégalités
Soit une fonctionf : I 7→R, un pointa ∈ I (éventuellement infini) etk ∈R. On suppose que

H1 f (x) −−−→
x→a

l .

H2 Il existe un voisinageV du pointa tel que∀x ∈ V ∩ I, k É f (x).

Alors k É l .

Démonstration Écrivons la démonstration dans le cas oùa est l sont finis. Supposons par l’absurde quel < k et posons
ε= k−l > 0. Puisquef (x) −−−−→

x→a
l , il existeη1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x−a| É η1 =⇒ | f (x)−l | < ε. PuisqueV est un voisinage du point

a, il existeη2 > 0 tel que]a−η2, a+η2[⊂ V. Posons alorsη= min(η1,η2). Puisque le pointa est adhérent àI, il existex ∈ I tel que
|x −a| É η et on doit avoir d’une partk É f (x) et | f (x)− l | < ε mais alors,

k É f (x) < l +ε= l + (k − l ) = k

ce qui est absurde.

Remarque 11.16 Le passage à la limite dans les inégalités ne conserve pas lesinégalités strictes. Si sur un voisinage
V de a on ak < f (x), on ne peut pas garantir quek < l . Par exemple pour la fonction définie sur]0,1] par f (x) = x,
∀x ∈]0,1], k = 0 < f (x), f (x) −−−→

x→0
0 = l et k = l = 0.

On dispose bien sûr du théorème correspondant en remplaçantÉ parÊ.

COROLLAIRE 11.18 Passage à la limite dans les inégalités
Soient deux fonctionsf , g : I 7→R, a ∈ I et l1, l2 ∈R. On suppose que

H1 f (x) −−−→
x→a

l1,

H2 g (x) −−−→
x→a

l2,

H3 il existe un voisinageV du pointa tel que∀x ∈V ∩ I, f (x) É g (x).

Alors l1 É l2.

Démonstration Définissons la fonctionh = g − f . D’après les théorèmes généraux,h(x) −−−−→
x→a

l2 − l1. D’après l’hypothèse(3),

sur un voisinage dea, on ak = 0 É h(x). D’après le théorème précédent,0 É l2 − l1 d’où l1 É l2.
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THÉORÈME 11.19 ♥♥♥ Théorème des gendarmes
Soientα, f , β trois fonctions définies sur un voisinageV d’un point adhérenta ∈ I et l ∈R. On suppose que

H1 ∀x ∈ V, α(x) É f (x) É β (x)

H2 α(x) −−−→
x→a

l etβ (x) −−−→
x→a

l

alors la fonctionf admet une limite au pointa et f (x) −−−→
x→a

l .

Démonstration Écrivons la preuve dans le cas oùa est fini.

Soitε> 0.

Puisqueα(x) −−−−→
x→a

l , il existeη1 > 0 tel que∀x ∈ I, |x − a| É η1 =⇒ |α(x)− l | É ε. De même, puisqueβ(x) −−−−→
x→a

l , il

existeη2 > 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η2 =⇒ |β(x)− l | É ε. CommeV est un voisinage du pointa, il existeη3 > 0 tel que
]a −η3, a +η3[⊂ V.

Posonsη= min(η1,η2,η3).

Soit x ∈ I tel que |x − a| É η. Puisque|x − a| É η É η1, l − ε É α(x). Puisque|x − a| É η É η2, β(x) É l + ε et puisque
|x −a| É ηÉ η3, α(x) É f (x) É β(x). On a finalementl −εÉα(x) É f (x) É β(x) É l +ε d’où | f (x)− l | É ε.

Remarque 11.17 Le théorème des gendarmes se généralise aux limites infinies. Par exemple, si au voisinage dea ∈ Ī,
on a

H1 f (x) Êα(x).

H2 α(x) −−−→
x→a

+∞

alors f (x) −−−→
x→a

+∞

Remarque 11.18 Attention, il ne faut pas confondre le théorème des gendarmes et le théorème de passage à la limite
dans les inégalités. Le second permet d’affirmer l’existence d’une limite tandis que dans le premier l’existence de cette
limite est présupposée.

11.2.7 Théorème de composition des limites

THÉORÈME 11.20 Composition de limites
Soient deux intervallesI ⊂ R, J ⊂ R et deux fonctionsf : I → R et g : J → R telles quef (I) ⊂ J. Soienta ∈ Ī et b ∈ J̄. On
suppose que

H1 f (x) −−−→
x→a

b

H2 g
(
y
)
−−−→
y→b

l ∈R

Alors
(
g ◦ f

)
(x) −−−→

x→a
l .

Démonstration ♥ Écrivons la preuve dans le cas oùa et l sont finis.

Soitε> 0.

Puisqueg (y) −−−−→
x→b

l , il existeα> 0 tel que∀y ∈ J, |y −b| Éα =⇒ |g (y)− l | É ε.

Puisquef (x) −−−−→
x→a

b, il existeη> 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒ | f (x)−b| Éα.

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η. Commey = f (x) ∈ J et que| f (x)−b| Éα, on a
∣∣g

(
f (x)

)
− l

∣∣É ε d’où |g ◦ f (x)− l | É ε.

Remarque 11.19 On déduit du théorème précédent les règles de passage à la limite dans une exponentiationf g = eg ln f .
On suppose quef et g sont deux fonctions qui admettent comme limites respectives l et l ′.

H
H
H
H
H

l

l ′ −∞ l ′ < 0 l ′ = 0 0 < l ′ +∞

l = 0 +∞ +∞ 0 0

0 < l < 1 +∞ l l ′ 1 l l ′ 0

l = 1 1 1 1

1< l 0 l l ′ 1 l l ′ +∞
+∞ 0 0 +∞ +∞
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Remarque 11.20

– 00 est une forme indéterminée.Par exemple,
• Lorsquex → 0, xx = ex ln x −−−→

x→0
1 carx ln x −−−→

x→0
0

• Lorsquex → 0, x
1

ln x = e
ln x
ln x = e −−−→

x→0
e.

– 1+∞ est une forme indéterminée.Par exemple,

• Lorsque x → 0, (1+ x)
1
x = e

ln(1+x)
x −−−−→

x→0+
e car

ln(1+x)

x
−−−−→
x→0+

1.

• Lorsquex →+∞, 1x = 1 −−−−−→
x→+∞

1

COROLLAIRE 11.21 Continuité de la composée de deux applications
Soient deux intervallesI⊂R, J ⊂R et deux fonctionsf : I → J et g : J →R telles quef (I)⊂ J. On suppose que

H1 f est continue ena.

H2 g est continue enb = f (a).

alorsg ◦ f est continue ena.

Démonstration C’est une conséquence immédiate du théorème précédent.

11.2.8 Image d’une suite par une fonction

THÉORÈME 11.22 ♥♥♥ Théorème de la limite séquentielle
On considère une fonctionf : I →R et a ∈ Ī. Soit une suite(un ) de points deI et l ∈ l̄ . On suppose que

H1 un −−−−−→
n→+∞

a

H2 f (x) −−−→
x→a

l

alors f (un ) −−−−−→
n→+∞

l .

Démonstration Supposons quel et a sont finis.

Soitε> 0.

Puisquef (x) −−−−→
x→a

l , il existeη> 0 tel que∀x ∈ I, |x −a| É η1 =⇒ | f (x)− l | É ε.

Puisqueun −−−−−→
n→+∞

a, il existe un rangN ∈N tel que∀n ∈N, n Ê N =⇒ |un −a| É η.

Soit n Ê N, puisqueun ∈ I et |un −a| É η, on a
∣∣ f (un )− l

∣∣É ε.

COROLLAIRE 11.23 ♥ Pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite
Soit f : I 7→R, a ∈ I et l1, l2 ∈R. On suppose qu’il existe deux suites(un ) et (vn) de points deI vérifiant

H1 un −−−−−→
n→+∞

a, vn −−−−−→
n→+∞

a

H2 f (un )−−−−−→
n→+∞

l1, f (vn) −−−−−→
n→+∞

l2

H3 l1 6= l2

alors f n’admet pas de limite au pointa.

Démonstration Par l’absurde, s’il existaitl ∈ R tel que f (x) −−−−→
x→a

l , puisqueun −−−−−→
n→+∞

a, d’après le théorème de limite

séquentielle,f (un ) −−−−−→
n→+∞

l et par unicité de la limite d’une suite, on auraitl = l1. De même, on auraitl = l2 et doncl1 = l2 ce qui

est faux.

Exemple 11.5 Considérons la fonctionf :

{
]0,+∞[ −→ R

x 7−→ sin(1/x)
et montrons qu’elle n’admet pas de limite en

0. Par l’absurde, supposons quef (x) −−−→
x→0

l . Introduisons les deux suites(un ) = (1/(nπ)) et (vn) = (1/(2nπ+π/2). On

calcule∀n ∈N⋆, f (un ) = 0 −−−−−→
n→+∞

0 et f (vn) = 1 −−−−−→
n→+∞

1 et on aurait0 = 1 ce qui est faux.

THÉORÈME 11.24 ♥♥♥ Caractérisation séquentielle de la continuité en un point
Soit une fonctionf : I 7→ R et un pointa ∈ I. La fonction f est continue au pointa si et seulement si pourtoutesuite
(xn ) de points deI convergeant versa, la suite

(
f (xn )

)
converge versf (a).
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u1u2u3u4u5 u6u7 u8u9a a + ηa − η

l

l + ε

l − ε

f(u 1)

f(u 2)
f(u 3)

f(u 4)

f(u 5)

f(u 6)

f(u 7)

f(u 8)

f(u 9)

FIGURE 11.5 – Sin Ê 4 alors|un −a| É η et
∣∣ f (un )− l

∣∣É ε.

Démonstration
⇒ Soit (xn ) une suite de points deI telle quexn −−−−−→

n→+∞
a. Puisquef est continue au pointa, f (x) −−−−→

x→a
f (a) et d’après le

théorème de la limite séquentielle,f (xn ) −−−−−→
n→+∞

f (a).

⇐ Cette démonstration peut être sautée en première lecture. Elle sera revue en deuxième année. Nous allons utiliser une technique
classique en analyse : la construction d’une suite à partir d’une propriété de la forme

∀η> 0, ∃x ∈ I . . .

En prenantη= 1/n, on associe un élémentxn ∈ I et l’on construit ainsi une suite de points deI. Pour obtenir une telle propriété,
nous allons raisonner par l’absurde. Supposons donc que la fonction f n’est pas continue au pointa. La propriétéf est continue
au pointa s’écrit à l’aide des quantificateurs :

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I, |x −a| É η =⇒ | f (x)− f (a)| É ε

La traduction « f n’est pas continue au pointa » s’écrit en niant cette phrase :

∃ε> 0, ∀η> 0, ∃x ∈ I, |x −a| É η et | f (x)− f (a)| > ε

Il existe donc un réelε> 0 tel que

∀η> 0, ∃x ∈ I, |x −a| É η et | f (x)− f (a)| > ε

Pour tout entiern non nul, en prenantη= 1/n, il existe un réelxn ∈ I vérifiant |xn −a| É 1/n et | f (xn )− f (a)| > ε. On construit
ainsi une suite(xn )n∈N⋆ qui converge versa puisque|xn −a| É 1/n. D’après (ii), notre suite image doit converger versf (a) :
f (xn ) −−−−−→

n→+∞
f (a). Mais alors puisque∀n Ê 1, ε < | f (xn )− f (a)|, par passage à la limite dans l’inégalité on devrait avoir

εÉ | f (a)− f (a)| = 0 ce qui est absurde.

11.2.9 Théorème de la limite monotone

THÉORÈME 11.25 ♥♥♥ Théorème de la limite monotone (fonction croissante)
Soient(a,b) ∈R

2
et I = ]a,b[.

Si une fonctionf : ]a,b[ →R estcroissante, alors il y a deux possibilités.

1. Si f estmajorée, alorsf admet une limite finiel lorsquex tend versb et on a alorsl = supI f .
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2. Si f n’est pas majorée, alorsf (x) −−−→
x→b

+∞.

De même,

1. Si f est minorée, alorsf admet une limite finiel lorsquex tend versa et l = infI f .

2. Si f n’est pas minorée, alorsf (x) −−−→
x→a

−∞.

Démonstration ♥ PosonsE =
{

f (x) ; x ∈ ]a,b[
}
. La partieE ⊂R est non vide. Étudions les deux cas.

1. Si la fonctionf est majorée, alors la partieE est majorée et d’après l’axiome de la borne supérieurs, ellepossède une borne
supérieurel ∈R. Montrons qu’alorsf (x) −−−−→

x→b
l .

Soitε> 0.

D’après le théorème de caractérisation de la borne supérieure (9.9), il existey ∈ E tel quel −εÉ y É l . Puisquey ∈ E ,
il existex0 ∈ ]a,b[ tel quey = f (x0).

Posonsη= b −x0 > 0.

Soit x ∈ I tel que|x −b| É η, on ax0 É x É b. Puisque la fonctionf est croissante,f (x0) É f (x) et commel est un
majorant deE , on a égalementf (x) É l . Finalement,l −εÉ f (x0)É f (x) É l d’où | f (x)− l | É ε.

l − ǫ

l

M x

f(x)

x0

f(x0) = y

FIGURE 11.6 –x > x0 =⇒ l −εÉ f (x0) É f (x) É l

2. Si la fonctionf n’est pas majorée, montrons quef (x) −−−−→
x→b

+∞.

Soit M > 0.

Puisquef n’est pas majorée, il existex0 ∈ ]a,b[ tel queM É f (x0).

Posonsη= b −x0 > 0.

Soit x ∈ I tel que|x −b| É η.

Puisquex0 É x et quef est croissante, on aMÉ f (x0)É f (x).

Multimédia : Comme pour les suites, l’utilisateur fixe son ε,B. . . et on obtient le η, A . . .

Remarque 11.21 Si f est croissante et sif (x) −−−→
x→b

l ∈ R, alors∀x ∈]a,b[, f (x) É l . En effet, d’après le théorème

précédent, on est dans le premier cas etl est la borne supérieure def donc un majorant def . Ce résultat est bien entendu
faux si la fonction n’est pas croissante.

On a le théorème correspondant pour une fonction décroissante.
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THÉORÈME 11.26 ♥♥♥ Théorème de la limite monotone (fonction décroissante)
Soient(a,b) ∈R

2
et I = ]a,b[.

Si une fonctionf : ]a,b[ →R estdécroissante, alors il y a deux possibilités.

1. Si f estmajorée, alorsf admet une limite finiel lorsquex tend versa et on a alorsl = supI f .

2. Si f n’est pas majorée, alorsf (x) −−−→
x→a

+∞.

De même,

1. Si f est minorée, alorsf admet une limite finiel lorsquex tend versb et l = infI f .

2. Si f n’est pas minorée, alorsf (x) −−−→
x→b

−∞.

Remarque 11.22 Le théorème de la limite monotone permet de justifier l’existenced’une limite sans la connaître
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse.

11.3 Étude locale d’une fonction

11.3.1 Domination, prépondérance

Définitions

DÉFINITION 11.18 Fonction dominée par une autre
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage dea ∈ R. On dit quef estdominéepar g au voisinage dea si et

seulement si existe une fonctionB définie au voisinage dea telle que

1 f (x) = B(x) g (x) au voisinage dea

2 B est bornée au voisinage dea

On note alorsf (x) = O
x→a

(
g (x)

)
.

DÉFINITION 11.19 Fonction négligeable devant une autre

Soientf et g deux fonctions définies au voisinage dea ∈R. On dit quef estnégligeabledevantg au voisinage dea si
et seulement si il existe une fonctionε définie au voisinage dea telle que

1 f (x) = ε(x) g (x) au voisinage dea

2 ε(x) −−−→
x→a

0

On note alors :f (x) = o
x→a

(
g (x)

)

Remarque 11.23 f une fonction définie au voisinage dea. Alors,
– f (x) = O

x→a
(1) ⇐⇒ f (x) est bornée au voisinage dea

– f (x) = o
x→a

(1) ⇐⇒ f (x) −−−→
x→a

0

Propriétés

PROPOSITION11.27 Caractérisation pratique de f (x) =O (g (x))

Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinageV dea ∈R. On suppose queg ne s’annule pas surV \ {a}. Alors

f (x) = O
x→a

(
g (x)

)
⇐⇒ la fonction

f

g
est bornée au voisinage dea

Démonstration
⇒ Commef (x) = O

x→a

(
g (x)

)
il existe une fonctionB bornée définie sur un voisinageV′ de a (que l’on peut, quitte à travailler

sur V ∩V′ supposer égal àV) et vérifiant pour toutx ∈ V′, f (x) = B(x) g (x). L’application f /g est donc définie surV \ {a} et
coincide avecB sur ce voisinage. Elle est donc bornée au voisinage dea.

⇐ Réciproquement, sif /g est bornée au voisinage dea, considérons un voisinageV dea sur lequelg ne s’annule pas sauf peut

être ena. Si x ∈ V \ {a}, posonsB(x) =
f (x)

g (x)
et posonsB(a) = 1. La fonctionα est bien définie surV, et∀x ∈ V \ {a} , f (x) =

B(x) g (x). De plusB est bornée au voisinage dea. Par conséquentf (x) = O
x→a

(
g (x)

)
.
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PROPOSITION11.28 Caractérisation pratique de f (x) = o(g (x))

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage sur un voisinageV dea ∈ R. On suppose que la fonctiong ne s’annule
pas surV \ {a}. Alors

f (x) = o
x→a

(
g (x)

)
⇐⇒

f (x)

g (x)
−−−→
x→a

0

Démonstration
⇒ Comme f (x) = o

x→a

(
g (x)

)
, il existe une fonctionε définie sur un voisinageV′ de a (que l’on peut, quitte à travailler sur

V ∩V′, supposer égal àV) vérifiant, pour toutx ∈ V, f (x) = ε(x) g (x) et ε(x) −−−−→
x→a

0. L’application f /g est définie surV \ {a} et

f (x)/g (x) = ε(x) −−−−→
x→a

0.

⇐ Réciproquement, si
f (x)

g (x)
−−−−→
x→a

0, posonsε(x) =
f (x)

g (x)
si x ∈ V \{a} et posonsε(a) = 0. La fonctionε est bien définie surV, et

on a :∀x ∈ V \ {a} , f (x) = ε(x) g (x). De plusε(x) = f (x)/g (x) −−−−→
x→a

0. Par conséquentf (x) = o
x→a

(
g (x)

)
.

Opérations sur les relations de comparaison

PROPOSITION11.29 Les relationso et O sont transitives
Soientf , g et h des fonctions définies au voisinage dea ∈R.

–
[

f (x) = o
x→a

(
g (x)

)
et g (x) = o

x→a
(h (x))

]
=⇒ f (x) = o

x→a
(h (x))

–
[

f (x) = O
x→a

(
g (x)

)
et g (x) = O

x→a
(h (x))

]
=⇒ f (x) = O

x→a
(h (x))

PROPOSITION11.30 Opérations sur les relations de comparaison
Soientf , f1, f2, g , g1 et g2 des fonctions définies au voisinage dea ∈R :
• 1. f1 = o

x→a

(
g (x)

)
et f2 = o

x→a

(
g (x)

)
=⇒ f1 + f2 = o

x→a

(
g (x)

)

2. f1 = O
x→a

(
g (x)

)
et f2 = O

x→a

(
g (x)

)
=⇒ f1 + f2 = O

x→a

(
g (x)

)

• 1. f1 = o
x→a

(
g1 (x)

)
et f2 = o

x→a

(
g2 (x)

)
=⇒ f1 f2 = o

x→a

(
g1g2 (x)

)

2. f1 = O
x→a

(
g1 (x)

)
et f2 = O

x→a

(
g2 (x)

)
=⇒ f1 f2 = O

x→a

(
g1g2 (x)

)

Démonstration Les preuves sont laissées en exercice. Vous pouvez supposerque les fonctions ne s’annulent pas sur un voisiange
du pointa pour utiliser les caractérisations précédentes.

Exemples fondamentaux

PROPOSITION11.31 Comparaison des fonctions usuelles
Soientα, β etγ desréels strictement positifs.

• En+∞ :

(ln x)γ = o
x→+∞

(
xα

)
et xα = o

x→+∞

(
eβx

)

• En 0 et en−∞ :

|ln x|γ = o
x→0

(
1

xα

)
et eβx = o

x→−∞

(
1

xα

)

Autrement dit

Aux bornes de l’intervalle de définition,
– « l’exponentielle l’emporte sur la puissance »,
– « la puissance l’emporte sur le logarithme ».

11.3.2 Fonctions équivalentes

Définitions

430



DÉFINITION 11.20 Fonctions équivalentes
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage dea ∈ R. On dit quef est équivalente àg au voisinage dea si et
seulement si

f (x)− g (x) = o
x→a

(
g (x)

)

On note alorsf (x) ∼
x→a

g (x).

Remarque 11.24 On a f (x) ∼
x→a

g (x) si et seulement s’il existe une fonctionε définie au voisinage dea telle que

f (x) = (1+ε(x)) g (x) avecε(x) −−−→
x→a

0.

THÉORÈME 11.32 Caractérisation pratique de f (x) ∼
x→a

g (x)

Soientf et g deux fonctions définies au voisinage dea ∈R. On suppose queg ne s’annule pas surV \ {a}. Alors

f (x) ∼
x→a

g (x) ⇐⇒
f (x)

g (x)
−−−→
x→a

1

Démonstration
⇒ Commef (x) ∼

x→a
g (x), il existe une fonctionα définie sur un voisinageV′ de a (que l’on peut supposer égal àV, quitte à

considérer le voisinageV∩V′) vérifiant, pour toutx ∈ V, f (x) =α(x) g (x) et telle queα(x) −−−−→
x→a

1. L’application f /g est définie

surV \ {a} et f (x)/g (x) =α(x) −−−−→
x→a

1.

⇐ Si f (x)/g (x) −−−−→
x→a

1, pour toutx ∈V\{a}, posonsα(x) = f (x)/g (x) etα(a) = 1. On définit ainsi une fonctionα sur le voisinage

V avec∀x ∈ V \ {a} , f (x) =α(x) g (x). De plus,α(x) = f (x)/g (x) −−−−→
x→a

1 donc f (x) ∼
x→a

g (x).

Propriétés

PROPOSITION11.33 Un équivalent donne localement le signe
Si f (x) ∼

x→a
g (x) alors il existe un voisinage dea sur lequelf et g sont de même signe.

Démonstration Comme f (x) ∼
x→a

g (x), il existe une fonctionα définie sur un voisinageV′ de a vérifiant∀x ∈ V′, f (x) =
α(x) g (x) avecα(x) −−−−→

x→a
1. Puisquek = 1/2 < 1, d’après la transformation de limite en inégalité (théorème 11.10), il existe un

voisinageV′ dea sur lequelα(x) Ê 1/2 > 0 et alors∀x ∈V, f (x) est de même signe queg (x).

PROPOSITION11.34 Une fonction est équivalente à sa limite si celle-ci est non nulle et finie
Soit f : I →R et a ∈ I. Alors [

f (x) −−−→
x→a

l et l 6= 0
]
=⇒ f (x) ∼

x→a
l

Démonstration Puisquef (x) −−−−→
x→a

l , d’après les théorèmes généraux,f (x)/l −−−−→
x→a

1 ce qui signifie que la fonctionf est

équivalente à la fonction constante égale àl au voisinage du pointa.

PROPOSITION11.35 Deux fonctions équivalentes ont même limite
Soit f , g : I →R et a ∈ I. Alors :

[
f (x) ∼

x→a
g (x) et g (x) −−−→

x→a
l
]
=⇒ f (x) −−−→

x→a
l

Démonstration Puisquef (x) ∼
x→a

g (x), il existe un voisinageV du pointa et une fonctionα définie sur ce voisinage vérifiant

∀x ∈ V, f (x) =α(x)g (x) etα(x) −−−−→
x→a

1. D’après les théorèmes généraux sur les limites,f (x) =α(x)g (x) −−−−→
x→a

l .

Remarque 11.25 Attention, écriref (x) ∼
x→a

0 signifie que la fonctionf est nulle sur un voisinage dea, ce qui est

possible, mais en général, lorsque vous écrivez0 à droite d’un équivalent, vous commetez une erreur !

PROPOSITION11.36
Soienta ∈ I et une fonctionf définie surI. Si f est dérivable ena et si f ′(a) 6= 0, alors, au voisinage dea,

f (x)− f (a) ∼
x→a

f ′(a)(x −a)
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Démonstration Commef est dérivable ena, son taux d’accroissement ena vérifie
f (x)− f (a)

x −a
−−−−→
x→a

f ′ (a). Par conséquent,

commef ′(a) 6= 0, par opération sur les limites, on a
f (x)− f (a)

f ′(a)(x −a)
−−−−→
x→a

1 ce qui montre quef (x)− f (a) ∼
x→a

f ′(a)(x −a).

PROPOSITION11.37
Soientu une fonction définie au voisinage dea ∈ R et f , g deux fonctions définies au voisinage deb ∈ R. On suppose
que

H1 u (t) −−−→
t→a

b

H2 f (x) ∼
x→b

g (x)

alors f (u (t)) ∼
t→a

g (u (t)).

Démonstration Comme f (x) ∼
x→b

g (x), il existe une fonctionα définie sur un voisinageV′ de b telle que∀x ∈ V′, f (x) =

α(x) g (x) etα(x) −−−−→
x→a

1. SoitV un voisinage dea tel que∀t ∈ V, u (t) ∈ V′. On a alors∀t ∈ V, f (u (t)) = α(u (t)) g (u (t)). De

plus, commeu(t) −−−→
t→a

b etα(x) −−−−→
x→b

1, d’après le théorème de composition de limites (11.20 page 425 ),α(u(t)) −−−→
t→a

1 ce qui

montre quef (u(t)) ∼
t→a

g (u(t)).

THÉORÈME 11.38 ♥ Opérations sur les équivalents
Soientf , g , f̃ , g̃ des fonctions définies au voisinage dea ∈R telles que

H1 f (x) ∼
x→a

g (x)

H2 f̃ (x) ∼
x→a

g̃ (x).

Alors

1. f (x)g (x) ∼
x→a

f̃ (x)g̃ (x) .

2. Si la fonction f̃ ne s’annule pas sur un voisinage du pointa, il en est de même pour la fonctioñg et alors

f (x)

f̃ (x)
∼

x→a

g (x)

g̃ (x)
.

3. Pour tout réels, si les fonctionsf et g sont strictement positives au voisinage du pointa,
[

f (x)
]s ∼

x→a

[
g (x)

]s .

Démonstration Puisquef (x) ∼
x→a

g (x) et f̃ (x) ∼
x→a

g̃ (x), il existe un voisinageV du pointa et deux fonctionsα, α̃ définies sur

ce voisinage vérifiantf (x) = α(x)g (x), f̃ (x) = α̃(x)g̃ (x) avecα(x) −−−−→
x→a

1 et α̃(x) −−−−→
x→a

1. Nous pouvons alors écrire

1. f (x)g (x) =α(x)α̃(x) f̃ (x)g̃ (x) avecα(x)α̃(x) −−−−→
x→a

1 ce qui montre quef (x) f̃ (x) ∼
x→a

g (x)g̃ (x).

2. Puisqueα̃(x) −−−−→
x→a

1, il existe un voisinageV′ du point a sur lequel les fonctions̃α et f̃ ne s’annulent pas. Puisque

f̃ (x) = α̃(x) g̃ (x), la fonction g̃ ne s’annule pas surV′ et ∀x ∈ V′,
f (x)

f̃ (x)
= α(x)

α̃(x)

g (x)

g̃ (x)
. D’après les théorèmes généraux,

α(x)/α̃(x) −−−−→
x→a

1 ce qui prouve le résultat.

3. On peut écrire sur un voisinge du pointa,
[

f (x)
]s = [α(x)]s

[
g (x)

]s et puisquey s −−−→
y→1

1, par composition de limites,

[α(x)]s −−−−→
x→a

1 ce qui prouve le résultat.

Attention 11.6 Il ne faut jamais

1. Sommer des équivalents.

2. Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas :

(a) Prendre des logarithmes d’équivalents.

(b) Prendre des exponentielles d’équivalents.

Exemple 11.7 Par exemplex ∼
x→+∞

x + 1 mais ex et ex+1 ne sont pas équivalents quandx tends vers+∞ puisque

ex

ex+1
= ex−x−1 = e−1 −−−−−→

x→+∞
e−1 6= 1.
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PROPOSITION11.39 Équivalents classiques en0

ln (1+ x) ∼
x→0

x ex −1 ∼
x→0

x

sin x ∼
x→0

x tan x ∼
x→0

x sh x ∼
x→0

x tanh x ∼
x→0

x

arcsin x ∼
x→0

x arctan x ∼
x→0

x argsh x ∼
x→0

x argth x ∼
x→0

x

cos x −1 ∼
x→0

−
x2

2
ch x −1 ∼

x→0

x2

2
arccos x −

π

2
∼

x→0
−x

(1+ x)α−1 ∼
x→0

αx (α ∈R)

Démonstration Les dix premières se démontrent en utilisant un taux d’accroissement, ou en utilisant la proposition 11.36. Pour
la onzième,

cos x −1 = cos
(
2

x

2

)
−1 =−2sin2 x

2
∼

x→0
−2

x2

4
=−

x2

2

d’après l’équivalent usuel du sinus et par puissance d’équivalent. La douzième se prouve de même. Les deux dernières se prouvent
encore en utilisant un taux d’accroissement. Pour l’avant dernière, on peut aussi utiliser la formule∀x ∈ [−1,1] , arccosx +
arcsinx = π/2 et l’équivalent usuel d’arcsinus. La dernière peut encore se démontrer en passant enexp− ln et en utilisant les
équivalents usuels pourexp et ln..

Remarque 11.26 Attention, n’écrivez pascos(x) ∼
x→0

1 − x2/2. Le résultat est vrai, mais on a plus simplement

cos(x) ∼
x→x

1 ! Il est conseillé de lire l’appendice C.4.1 page 1204 pour comprendre ce qu’est un équivalent.

De manière plus générale,

PROPOSITION11.40
Si f (x) −−−→

x→a
0, au voisinage du pointa

ln
(
1+ f (x)

)
∼

x→a
f (x) sin

(
f (x)

)
∼

x→a
f (x) tan

(
f (x)

)
∼

x→a
f (x)

cos
(

f (x)
)
−1 ∼

x→a
− ( f (x))2

2
e f (x) −1 ∼

x→a
f (x)

(
1+ f (x)

)α−1 ∼
x→a

α f (x) (α ∈R)

Démonstration Il suffit de combiner les résultats précédents et la proposition 11.37.
Une fois que vous avez assimilé les définitions de ce paragraphe, il est conseillé de lire l’appendice C.4 page 1204 pour
apprendre à utiliseren pratiqueles équivalents.

11.4 Propriétés globales des fonctions continues

11.4.1 Définitions et propriétés de base

Définitions

DÉFINITION 11.21 Fonction continue sur un intervalle
On dit qu’une fonctionf estcontinue sur un intervalleI si et seulement si la fonctionf est continue en chaque point
deI. Cette définition s’écrit avec les quantificateurs sous la forme suivante :

∀a ∈ I, ∀ε> 0 ∃η> 0 ∀x ∈ I |x −a| É η =⇒
∣∣ f (x)− f (a)

∣∣É ε

On noteC (I) (ouC 0 (I), C (I,R), C 0 (I,R)) l’ensemble des fonctions réelles continues sur l’intervalle I.
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Remarque 11.27
– La continuité en un point est une notionlocale.
– La continuité sur un intervalle est une notionglobable.
– Intuitivement, « une fonction est continue sur un intervalle si et seulement si on peut tracer son graphe sans lever le

crayon ».

THÉORÈME 11.41 Une fonction lipschitzienne est continue
Si une fonctionf : I 7→R est lipschitzienne sur l’intervalleI, alors f est continue sur l’intervalleI.

Démonstration Puisquef est lipschitzienne sur l’intervalleI, il existe une constantek Ê 0 telle que∀(x, y) ∈ I2, | f (x)− f (y)| É
k|x − y |. Soita ∈ I. Montrons que la fonctionf est continue au pointa.

Soitε> 0.

Posonsη= ε/k > 0.

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, | f (x)− f (a)| É k|x −a| É kη= ε

Opérations sur les fonctions continues

THÉORÈME 11.42 Théorème d’opérations sur les fonctions continues

• Si f est continue surI alors
∣∣ f

∣∣ est continue surI.
• Une combinaison linéaire de fonctions continues surI est continue surI.
• La fonction produit de deux fonctions continues surI est continue surI.
• Si f et g sont continues surI et sig ne s’annule pas surI alors f

g
est continue surI.

Démonstration Les affirmations précédentes sont vraies en chaque point deI d’après les théorèmes généraux donc elles sont
vraies surI.

Remarque 11.28 C (I) est un sous espace vectoriel deF (I,R).

THÉORÈME 11.43 La composée de fonctions continues est continue
Soient deux intervallesI et J. Soit une applicationf continue surI telle quef (I) ⊂ J et g une application continue surJ.
Alors la fonctiong ◦ f est continue surI.

Démonstration la proposition est vraie en chaque point deI donc elle est vraie surI.

11.4.2 Les théorèmes fondamentaux

Le théorème des valeurs intermédiaires

THÉORÈME 11.44 ♥♥♥ Théorème des valeurs intermédiaires (TVI)
SoientI un intervalledeR et une fonctionf : I →R. Soient deux points(a,b)∈ I2 tels quea < b. On suppose que

H1 la fonction f est continue sur l’intervalleI.

H2 f (a) É 0 et f (b)Ê 0.

Alors il existe un réelc ∈ [a,b] tel que f (c) = 0 .

Démonstration PuisqueI est un intervalle et quea,b ∈ I, on a[a,b] ⊂ I. NotonsN = {x ∈ [a,b] | f (x) É 0}. C’est une partie deR.
Puisquea ∈N , cette partie est non vide. De plus elle est majorée parb donc elle admet une borne supérieurec = supN . Montrons
que f (c) = 0.

a b

N

c = supN

ut
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– D’après la caractérisation de la borne supérieure,

∀ε> 0, ∃x ∈N , c −εÉ x É c

En prenant pour tout entiern non nulε= 1/n, il existe donc un réelxn ∈ [c −1/n,c] vérifiant f (xn ) É 0. On construit ainsi une
suite de points de[a,b] vérifiantxn −−−−−→

n→+∞
c et f (xn ) É 0. Puisque la fonctionf est continue au pointc, f (xn ) −−−−−→

n→+∞
f (c) et

par passage à la limite dans les inégalités, on af (c) É 0.
– Puisquec est un majorant deE, ∀x ∈]c,b], f (x) > 0 et puisquef est continue à droite au pointc, f (x) −−−−→

x→c+
f (c). Par passage à

la limite dans les inégalités, on en déduit quef (c) Ê 0.
En conclusion,f (c) = 0.

Remarque 11.29 Le résultat est faux si la fonction est définie sur un ensembleA qui n’est pas unintervalle. Par
exemple, la fonctionf définie sur[−2,−1]∪ [1,2] par f (x) =−1 si x ∈ [−2,−1] et f (x) = 1 lorsquex ∈ [1,2] est continue
en tout point deA, vérifie la deuxième hypothèse, puisquef (−2) < 0 et f (2) > 0 mais ne s’annule pas surA.

Remarque 11.30 Plus généralement, on peut remplacer l’hypothèseH1 par f (a) f (b) É 0. Le théorème des valeurs
intermédiaires est (comme le théorème de la limite monotone) un théorème qui permet de montrer l’existenced’objets
de façon abstraite sans préciser leur valeur. On utilise pour cela une fonction auxiliaire bien choisie et on applique leTVI
à cette fonction.

Exemple 11.8 Soit f : [0,1] 7→ [0,1] une fonction continue. Cette fonction admet au moins un point fixe x0 ∈ [0,1].

Définissons la fonction auxiliaireg :

{
[0,1] −→ [0,1]

x 7−→ f (x)− x
. D’après les théorèmes généraux, la fonctiong est

continue sur le segment[0,1]. Puisque la fonction est à valeurs dans[0,1], f (0) Ê 0 et f (1) É 1 d’où g (0) É 0 et g (1) Ê 0.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existex0 ∈ [0,1] tel queg (x0) = 0, c’est à diref (x0) = x0.

Exemple 11.9 Soit P : R 7→ R une fonction polynômiale de degré impair. Vérifions qu’elles’annule au moins une fois.
En notantP(x) = a2n+1x2n+1 +·· · + a0, aveca2n+1 6= 0, on obtient un équivalent simple de la fonction au voisinagede
+∞ et de−∞, P(x) ∼

x→±∞
a2n+1x2n+1. Si a2n+1 > 0, P(x) −−−−−→

x→−∞
−∞ et P(x) −−−−−→

x→+∞
+∞. La transformation de limite

en inégalités donne l’existence d’un réela < 0 tel queP(a) É 0 et d’un réelb > 0 tel queP(b) Ê 0. PuisqueP est une
fonction continue sur[a,b], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existec ∈ [a,b] tel queP(c) = 0.

THÉORÈME 11.45 Recherche d’un zéro par dichotomie
On considère une fonction continuef : [a,b] 7→ R telle quef (a) É 0 et f (b) Ê 0. On construit deux suites récurrentes

(an) et (bn) en posanta0 = a, b0 = b et

∀n ∈N, an+1 =





an si f
( an +bn

2

)
Ê 0

an +bn

2
si f

( an +bn

2

)
< 0

bn+1 =





an +bn

2
si f

( an +bn

2

)
Ê 0

bn si f
( an +bn

2

)
< 0

Alors les deux suites(an) et (bn) sont adjacentes et convergent vers une même limitec qui est un zéro de la fonction
f . Si l’on choisit de prendrean comme valeur approchée dec, on obtient la majoration de l’erreur

∀n ∈N, |c −an | É
b −a

2n

f
( an+bn

2

)
< 0

an
|

an+1
|

bn = bn+1

|

c
|

f
( an+bn

2

)
Ê 0

an = an+1
|

c
|

bn+1

|

bn

|

Démonstration On vérifie par récurrence que∀n ∈ N, quean É bn et que(bn −an ) = (b −a)/2n −−−−−→
n→+∞

0. Les deux suites

(an) et (bn ) sont donc adjacentes et convergent vers la même limitec ∈ R. Puisque la fonctionf est continue au pointc, d’après
le théorème de la limite séquentielle,f (an) −−−−−→

n→+∞
f (c) et f (bn ) −−−−−→

n→+∞
f (c). On vérifie également par récurrence que∀n ∈N,

f (an ) É 0 et f (bn ) Ê 0. Par passage à la limite dans les inégalités, on obtient alors que f (c) É 0 et f (c) Ê 0 ce qui montre que
f (c) = 0. Puisque∀n ∈N, an É c É bn , |c −an | É (bn −an ) É (b −a)/2n ce qui montre quean est une valeur approchée par défaut
dec à (b −a)/2n près. De même,bn est une valeur approchée par exces dec à (b −a)/2n près.
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Remarque 11.31 La preuve précédente fournit une autre démonstration plus constructive du théorème des valeurs
intermédiaires. Elle fournit un algorithme simple et efficace qui permet de déterminer une valeur approchée d’un zéro de
la fonction f .

MAPLE

dicho := proc(f, a, b, eps)
# f : une fonction définie sur le segment [a,b]
# eps : une précision souhaitée
# On suppose f continue sur [a,b] avec f(a) <= 0 et f(b) >=0
local A, B, C;
A := a;
B := b;
C := (A + B)/2;
while (B-A) > eps do
# tant que la précision souhaitée n’est pas atteinte, calcul er les termes suivants

if f(C) < 0 then
A := C;

else
B := C;

fi;
C := (A+B)/2;
# après le n-ième passage dans cette boucle, A=a_n, B=b_n et C =(a_n+b_n)/2

od;
# on sort de la boucle donc (B-A) <= eps
C; #C est une valeur approchée de c à eps près

end;

f := x -> exp(x) - 2; dicho(f, -1., 2., 0.0001);

Multimédia : voir les segments de taille moitié qui encadren t le zéro au cours
du temps

On dispose d’un énoncé équivalent du théorème des valeurs intermédiaires qui justifie son nom.

THÉORÈME 11.46 Théorème des valeurs intermédiaires (deuxième forme)
Soienta,b ∈R tels quea < b. On suppose que :

H1 f est continue sur[a,b].

alors f (x) prend toutes les valeurs intermédiaires entref (a) et f (b) quandx parcourt[a,b]. Autrement dit, siy0 ∈[
f (a), f (b)

]
, alors il existe au moins un réelx0 ∈ [a,b] tel que f (x0) = y0 .

Démonstration Supposons pour fixer les idées quef (a)É f (b), alors f (a) É y0 É f (b). Définissons la fonction auxiliaire

g :

{
[a,b] −→ R

x 7−→ f (x)− y0

Elle est continue sur[a,b] d’après les théorèmes généraux etg (a) = f (a)− y0 É 0, g (b) = f (b)− y0 Ê 0. D’après le théorème des
valeurs intermédiaires, il existex0 ∈ [a,b] tel queg (x0 ) = 0 et alorsf (x0) = y0.

COROLLAIRE 11.47
Image d’un intervalle par une application continueL’image d’un intervalle par une application continue est uninter-
valle.

Démonstration On suppose quef : I → R et quef est continue sur un intervalleI. Soit J un intervalle deI. Nous allons montrer
que f (J) est encore un intervalle deR. Cela revient à prouver que pour touty1, y2 ∈ f (J), on a

[
y1, y2

]
⊂ f (J). Soit y1, y2 ∈ f (J).

Il existe x1 , x2 ∈ J tels quef (x1) = y1 et f (x2) = y2. Soit y ∈
[

y1, y2
]
. D’après le théorème des valeurs intermédiaires (deuxième

forme), il existex ∈ [x1, x2] tel quey = f (x). Par conséquent,y ∈ f (I). On prouve ainsi que
[

y1, y2
]
⊂ f (J).

Fonction continue sur un segment

Le théorème suivant est fondamental en analyse.
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THÉORÈME 11.48 ♥♥♥ Théorème du maximum : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint
ses bornes
Soit une fonctionf : [a,b] 7→R continue sur unsegment. Alors la fonctionf est bornée et atteint ses bornes

∃(c1,c2) ∈ [a,b]2 : f (c1) = sup
x∈[a,b]

f (x) et f (c2) = inf
x∈[a,b]

f (x)

a bc1 c2

m

M

Démonstration ♥ La preuve utilise le théorème de Bolzano-Weierstrass. Il nous faut donc construire des suites. Pour cela nous
allons utiliser la même technique que dans la démonstrationdu théorème 11.24 page 426.
– Montrons que la fonctionf est majorée :

∃M∈R, ∀x ∈ [a,b], f (x) É M

Nous raisonnons par l’absurde en supposant que la fonction n’est pas majorée :

∀M∈R, ∃x ∈ [a,b], f (x) > M

Soit un entiern ∈ N. En prenantM = n, il existe xn ∈ [a,b] vérifiant f (xn ) > n. On construit ainsi une suite de points(xn ) du
segment[a,b] telle quef (xn ) −−−−−→

n→+∞
+∞. Puisque la suite(xn ) est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass ( 10.30

page 366), il existe une suite extraite(xϕ(n)) qui converge versc ∈ R. Puisque∀n ∈N, a É xn É b, par passage à la limite dans
les inégalités,a É c É b. Mais la fonctionf est continue au pointc donc d’après la caractérisation séquentielle de la continuité,
f (xϕ(n))−−−−−→

n→+∞
f (c). On obtient une contradiction puisquef (xϕ(n)) −−−−−→

n→+∞
+∞.

– Définissons la partie deR, F = { f (x); x ∈ [a,b]}. Elle est non vide puisquef (a) ∈ F . De plus, elle est majorée puisqu’on a vu
que f était majorée. Elle admet donc une borne supérieure,M = supF = sup

I
f . Montrons que cette borne supérieure est atteinte.

D’après la caractérisation de la borne supérieure,

∀ε> 0, ∃x ∈ [a,b], tel que M−εÉ f (x) É M

Pour tout entiern non nul, en prenantε= 1/n, il existexn ∈ [a,b] tel que

M−
1

n
É f (xn ) É M

La suite(xn ) étant bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass,il existe une suite extraite(xϕ(n)) qui converge vers une
limite c1 ∈ [a,b]. Puisque la fonctionf est continue au pointc1, f (xϕ(n)) −−−−−→

n→+∞
f (c1). On a d’autre part,

∀n ∈N⋆, M−
1

n
É M−

1

ϕ(n)
É f (xϕ(n)) É M

Par passage à la limite dans cette inégalité, on obtient queM É f (c1) É M d’où M= f (c1).
– Pour montrer quef possède une borne inférieure et que cette borne inférieure est atteinte, on utilise les mêmes techniques.

Vérifiez que vous avez bien compris la démonstration écrivant cette preuve.

Remarque 11.32 En d’autres termes, une fonction continue sur un segment possède un maximum et un minimum :

sup
x∈I

f (x) = max
x∈I

f (x) = f (c1) inf
x∈I

f (x) = min
x∈I

f (x) = f (c2)

On se sert souvent de ce théorème en analyse sous la forme suivante. Sif est une fonction continue sur un segment,
la fonction | f | est également continue sur ce segment donc elle possède un maximum. On note‖ f ‖∞ = sup

x∈I
| f (x)| ce

maximum et il est atteint. Il existec ∈ [a,b] tel que‖ f ‖∞ = | f (c)|.

COROLLAIRE 11.49 Image d’un segment par une application continue

L’image d’un segment[a,b] par une application continue est un segment et sim = inf
[a,b]

f et M = sup
[a,b]

f alors f ([a,b]) =

[m,M].
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Démonstration PuisqueM est un majorant def ([a,b]) et m un minorant def ([a,b]), on a f ([a,b]) ⊂ [m,M]. Montrons que
[m,M] ⊂ f ([a,b]). Soit y ∈ [m,M]. Comme les bornes sont atteintes, il existec1,c2 ∈ [a,b] tel queM = f (c1) et m = f (c2). Un
segment est un intervalle, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires (deuxième forme), puisquey ∈ [ f (c1), f (c2)], il
existex ∈ [c1,c2]⊂ [a,b] tel quey = f (x) ce qui montre quey ∈ f ([a,b]).

Fonctions uniformément continues

DÉFINITION 11.22 ♥♥ Fonction uniformément continue
Soit une fonctionf : I 7→R définie sur un intervalleI. On dit qu’elle estuniformément continuesurI lorsque

∀ε> 0, ∃η> 0 : ∀(x, y) ∈ I2, |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε

Le nombreη est indépendant des réels(x, y) et s’appelle unmodule d’uniforme continuité.

PROPOSITION11.50 Lipschitz =⇒ uniformément continue =⇒ continue
Soit f : I 7→R une fonction définie sur un intervalleI.

f lipschitzienne surI =⇒ f uniformément continue surI =⇒ f continue surI

Démonstration

1. Supposonsf lispchitzienne surI, il existek Ê 0 tel que∀(x, y) ∈ I2, | f (x)− f (y)| É k|x−y |. Montrons quef est uniformément
continue surI.

Soitε> 0.

Posonsη= ε/k > 0.

Soient(x, y) ∈ I2 tels que|x − y | É η, on a

| f (x)− f (y)| É k|x − y | É kη= ε

2. Supposonsf uniformément continue surI et montrons quef est continue surI. Soit a ∈ I, montrons que la fonctionf est
continue au pointa.

Soitε> 0,

Puisquef est uniformément continue surI, il existeη> 0 tel que∀(x, y) ∈ I2, |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε.

Soit x ∈ I tel que|x −a| É η, on a bien| f (x)− f (a)| É ε.

Le théorème suivant est un résultat important d’analyse.

THÉORÈME 11.51 ♥♥♥ Théorème de Heine
Une fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Démonstration Nous allons contstruire des suites et utiliser le théorème de Bolzano-Weirstrass. Nous devons montrer que

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀(x, y) ∈ [a,b]2, |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε

Raisonnons par l’absurde en supposant que cette propriété est fausse :

∃ε> 0, ∀η> 0, ∃(x, y) ∈ [a,b]2, |x − y | É η et | f (x)− f (y)| > ε

Il existe donc un réelε> 0 tel que

∀η> 0, ∃(x, y) ∈ [a,b]2, |x − y | É η et | f (x)− f (y)| > ε

Soit n ∈ N⋆, en prenantη = 1/n, on peut trouver deux réels(xn , yn ) ∈ [a,b]2 vérifiant |xn − yn | É 1/n et | f (xn )− f (yn)| Ê ε.
On construit ainsi deux suites(xn ) et (yn) de points du segment[a,b]. Puisque la suite(xn ) est bornée, d’après le théorème de
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente,(xϕ(n)) vers une limitec ∈ [a,b]. Puisque

|yϕ(n) −c| =
∣∣(yϕ(n) −xϕ(n)

)
+

(
xϕ(n) −c

)∣∣É
∣∣xϕ(n) − yϕ(n)

∣∣+
∣∣xϕ(n) −c

∣∣É 1

ϕ(n)
+|xϕ(n) −c| É

1

n
+|xϕ(n) −c| −−−−−→

n→+∞
0

la suite(yϕ(n)) converge également vers la même limitec. Puisque la fonctionf est continue au pointc, d’après la caractérisation
séquentielle de la continuité,f (xϕ(n)) −−−−−→

n→+∞
f (c) et f (yϕ(n)) −−−−−→

n→+∞
f (c). Mais comme∀n ∈N, ε<

∣∣ f (xϕ(n))− f (yϕ(n))
∣∣, par

passage à la limite dans les inégalités, on obtient que0 < εÉ
∣∣ f (c)− f (c)

∣∣= 0 ce qui est absurde.

Théorème de la bijection
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THÉORÈME 11.52 ♥♥♥ Théorème de la bijection
Soit une applicationf : I →R. On noteJ = f (I). On suppose que la fonctionf est

H1 continue surI,

H2 strictement monotone surI.

Alors,

1. J est un intervalle,

2. f réalise une bijection de l’intervalleI vers l’intervalleJ,

3. la bijection réciproquef −1 : J 7→ I est une fonction continue surI, strictement monotone de même sens quef .

Démonstration D’après le théorème 11.47 page 436, on sait déjà queJ est un intervalle. D’après le théorème 11.5 page 416, on
sait déjà quef est bijective, strictement monotone de même sens quef . Il nous reste à montrer que la bijection réciproquef −1

est continue surJ. Soit X0 ∈ J, montrons quef −1 est continue au pointX0. Notonsx0 = f −1(X0). Pour simplifier la preuve, nous
supposerons quef est strictement croissante surI et quex0 est un point intérieur àI (le cas oùx0 est une borne de l’intervalle se
traite de même).

x0 −ε′

x0 = f −1(X0)

x0 +ε′

Y1 = f (x0 −ε′)

X0

Y2 = f (x0 +ε′)

ε′

η

Soitε> 0.

Puisquex0 est un point intérieur deI, il existe un réelε′, 0 < ε′ É ε tel que[x0 − ε′, x0 + ε′] ⊂ I. PosonsY1 = f (x0 − ε′) et
Y2 = f (x0 +ε′). Puisquef est strictement croissante surI, Y1 < X0 < Y2. Posons alorsη= min(X0 −Y1,Y2 −X0) > 0.

Soit X ∈ J tel que|X−X0| É η, on aY1 É X É Y2 et puisquef −1 est croissante surJ, f −1(Y1)É f −1(X) É f −1(Y2), c’est à dire
f −1(X0)−ε′ É f −1(X) É f −1(X0)+ε′ ou encore| f −1(X)− f −1(X0)| É ε′ É ε.

En résumé

Les parties C.1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents dans
l’annexe C sont, comme dans le chapitre précédent, toujoursd’actualité.
Il faudra être capable de distinguer une propriété locale (vraie dans le voisinage d’un point) d’une propriété globale (vraie
sur un intervalle).
Les énoncés suivants devront être parfaitement connus et quand on les utilisera, on vérifiera avec rigueur leurs hypothèses :

1 Théorème des gendarmes.

2 Théorème de la limite monotone.

3 Caractérisation séquentielle de la continuité en un
point.

4 Théorème d’opérations sur les limites.

5 Théorème d’opérations sur les fonctions continues.

6 Équivalents usuels, relations de comparaison.

7 Théorèmes des valeurs intermédiaires (sous ses dif-
férentes formes).

8 Théorème du maximum.

9 Théorème de Heine.

10 Théorème de continuité de la bijection réciproque.
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11.5 Exercices

11.5.1 Avec les définitions

Exercice 11.1 ♥
En utilisant la définition de la notion de limite en un point, montrer que :

1. lim
x→+∞

1

x
= 0

2. lim
x→0+

1

x
=+∞

3. lim
x→1−

1

1− x2
=+∞

4. lim
x→a

p
x =

p
a aveca ∈R∗

+.

Solution :

1. Soitε> 0. On cherchem ∈R tel que six ∈ ]m,+∞[ alors on a :
∣∣∣∣

1

x
−0

∣∣∣∣=
1

|x|
< ε. Cette inéquation est équivalente

à |x| > 1
ε . En posantm =

1

ε
, on a bien pour toutx ∈ ]m,+∞[ :

∣∣∣∣
1

x
−0

∣∣∣∣< ε. Voilà qui prouve quelimx→+∞
1
x = 0.

2. Soit M ∈ R. On peut supposer queM Ê 1. On chercheη ∈ R∗
+ tel que, pour toutx ∈ R∗

+, si |x −0| = |x| = x < η

alors
1

x
> M. Cette inéquation est équivalente à

1

M
> x. Il suffit alors de poserη = 1

M
. On montre ainsi que

lim
x→0+

1

x
=+∞.

3. SoitM ∈R∗
+. On chercheη ∈R∗

+ tel que pour toutx > 0, si 1− x < η alors
1

1− x2
> M. On a :

1

1− x2
> M ⇐⇒ x Ê

√
1− 1

M
⇐⇒ 1− x É 1−

√
1− 1

M
.

Avecη= 1−
√

1− 1
M , on répond au problème posé. Ainsilim

x→1−

1

1− x2
=+∞.

4. Soitε> 0. On chercheη ∈R tel que, pour toutx ∈R+, si |x −a| < η alors
∣∣px −

p
a
∣∣< ε. Pour toutx ∈R+, tel que

x > a on a : p
x −

p
a < ε⇐⇒ x <

(
ε+

p
a
)2 ⇐⇒ x −a <

(
ε+

p
a
)2 −a = ε2 +2ε

p
a.

Si x < a, on montre que : p
a−

p
x < ε⇐⇒ a − x < 2ε

p
a −ε2.

Par suite, avecη= min
{

2ε
p

a +ε2,2ε
p

a −ε2
}

(il faut au départ avoir choisiε suffisamment petit pour que
p

a −
ε> 0), on répond au problème posé et on a bien :lim

x→a

p
x =

p
a aveca ∈R+.

Exercice 11.2 ♥♥
On considère une fonctionf :R 7→R admettant une limite finiel lorsquex →+∞. Montrez que

∀ε> 0, ∃A > 0 :∀(x, x′) ∈ [A,+∞[, | f (x)− f (x′)| É ε

Solution : Soit ε> 0. Posons̃ε= ε/2 > 0. En utilisant la définition def (x) −−−−−→
x→+∞

l , on peut affirmer qu’il existeA > 0

tel que :∀x Ê A, | f (x)− l | É ε̃. Soit alors(x, x′) ∈ [A,+∞[, majorons en utilisant l’inégalité triangulaire :

| f (x)− f (x′)| = |[ f (x)− l ]+ [l − f (x′)]| É | f (x)− l |+ | f (x′)− l | É 2ε̃É ε

ce qui prouve le résultat.

11.5.2 Limites d’une fonction à valeurs réelles

Exercice 11.3 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

x4 +2x2 +1

x2 −1

2. lim
x→0

sin x

x

3. lim
x→+∞

x −
√

x2 −2x

4. lim
x→0+

xx
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5. lim
x→1

x3 +3x2 −3x −1

x2 + x −2
6. lim

x→+∞
cos x2

x

Solution :

1. x4+2x2+1
x2−1

= x4

x2

1+ 2
x2 +

1

x4

1− 1

x2

−−−−−→
x→+∞

+∞

2. Pour toutx ∈R∗,
sin x

x
=

sin x − sin 0

x −0
−−−→
x→0

sin′ 0= 1 .

3. x −
p

x2 −2x =

(
x −

p
x2 −2x

)(
x +

p
x2 −2x

)

x +
p

x2 −2x
=

x2 −
(
x2 −2x

)

x +
p

x2 −2x
= x

x

2

1+
√

1− 2
x

−−−−−→
x→+∞

1

4. xx = ex ln x = eX avecX = x ln x −−−−→
x→0+

0 doncxx −−−−→
x→0+

1 .

5.
x3 +3x2 −3x −1

x2 + x −2
= (x−1)(x2+4x+1)

(x−1)(x+2)
−−−→
x→1

2

6. Pour toutx ∈R∗
+, − 1

x
É cos x2

x
É 1

x
donc par application du théorème des gendarmeslim

x→+∞
cos x2

x
= 0

Exercice 11.4 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

x cos(ex )

x2 +1

2. lim
x→1+

ln x ln (ln x)

3. lim
x→0

2x −1+
p

x2

x

4. lim
x→+∞

ln
(
1+ x2e−x

)

5. lim
x→0

p
2+ x −

p
2− x

x

6. lim
x→0

ln(1+ x)

x

Solution :

1. Pour toutx ∈R+, 0 É
∣∣∣∣

x cos (ex )

x2 +1

∣∣∣∣É
x

x2 +1
donc par application du théorème des gendarmeslim

x→+∞
x cos (ex )

x2 +1
= 0

2. ln x ln (ln x) = X ln X avecX = ln x −−−−→
x→1+

0 donc lim
x→1+

ln x ln (ln x) = 0

3. 2x −1+
p

x2

x
= 2x −1+

|x|
x

=
{

2x −1+1 si x ∈R∗
+

2x −1−1 si x ∈R∗
−

et lim
x→0+

2x −1+
p

x2

x
= 0 , lim

x→0−
2x −1+

p
x2

x
= −2

4. x2e−x −−−−−→
x→+∞

0 donc par composition de limites :lim
x→+∞

ln
(
1+ x2e−x

)
= 0

5.

p
2+ x −

p
2− x

x
=

(p
2+ x −

p
2− x

)(p
2+ x +

p
2− x

)

x
(p

2+ x +
p

2− x
) = 2x

x
(p

2+ x +
p

2− x
) −−−→

x→0

p
2

2
.

6. On reconnaît le taux d’accroissement dex 7→ ln(1+ x) en 0. Cette fonction étant dérivable en0, on ob-

tient :
ln (1+ x)

x
= ln(1+ x)− ln 1

x −0
−−−→
x→0

1 .

Exercice 11.5 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

sin(e−x )

e−x

2. lim
x→+∞

p
x −

p
x +1

3. lim
x→+∞

cos(7x)e−3x

4. lim
x→0

ex −1

x

5. lim
x→0

(1+ x)
1
x

6. lim
x→1

x3 −2x2 − x +2

x2 + x −2

Solution :

1.
sin(e−x )

e−x

X=e−x

====== sin X

X
−−−→
X→0

1
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2.
p

x −
p

x +1 =
(p

x −
p

x +1
)(p

x +
p

x +1
)

p
x +

p
x +1

= −1
p

x +
p

x +1
−−−−−→
x→+∞

0

3. Pour toutx ∈ R, −e−3x É cos(7x) e−3x É e−3x et e−3x −−−−−→
x→+∞

0 donc par application du théorème des gendarmes

lim
x→+∞

cos(7x) e−3x = 0

4. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en0. Celle ci étant dérivable en0, on obtient :
ex−1

x
= ex−e0

x−0
−−−→
x→0

1 .

5. (1+ x)
1
x = e

1
x ln(1+x) = eX avecX =

ln (1+ x)

x
−−−→
x→0

1 donc lim
x→0

(1+ x)
1
x = e

6. x3−2x2−x+2
x2+x−2

=
(x −1)

(
x2 − x −2

)

(x −1) (x +2)
−−−→
x→1

− 2

3
.

Exercice 11.6 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

sh
(
x2e−x

)

e−x

2. lim
x→3

p
x −

p
3

x −3

3. lim
x→+∞

x

(√
x +

p
x +1−

√
x +

p
x −1

)

4. lim
x→−1

x3 −4 x2 + x +6

x2 +3 x +2

5. lim
x→+∞

2x3 −5x +10

x2 +2x +2

6. lim
x→+∞

√
x2 + x −1− x

p
x

Solution :

1. On a :
sh

(
x2e−x

)

e−x
= x2

sh
(
x2e−x

)

x2e−x
et

sh
(
x2e−x

)

x2e−x

X=x2e−x

======== sh X

X
−−−→
X→0

1. Donc lim
x→+∞

sh
(
x2e−x

)

e−x
= +∞

2. On reconnaît le taux d’accroissement dex 7→
p

x enx = 3. Cette fonction est dérivable enx = 3 donc on obtient :

lim
x→3

p
x−

p
3

x−3
=

p
3

6

3.

x

(√
x +

p
x +1−

√
x +

p
x −1

)

= x

(√
x +

p
x +1−

√
x +

p
x −1

)(√
x +

p
x +1+

√
x +

p
x −1

)

√
x +

p
x +1+

√
x +

p
x −1

= x

p
x +1−

p
x −1√

x +
p

x +1+
√

x +
p

x −1
= x

(p
x +1−

p
x −1

)(p
x +1+

p
x −1

)
(√

x +
p

x +1+
√

x +
p

x −1
)(p

x +1+
p

x −1
)

= x
2(√

x +
p

x +1+
√

x +
p

x −1
)(p

x +1+
p

x −1
)

= x
2

p
x

(√
1+

√
1
x
+ 1

x2 +
√

1+
√

1
x
− 1

x2

)p
x

(√
1+ 1

x
+

√
1− 1

x

)

= 2
(√

1+
√

1
x
+ 1

x2 +
√

1+
√

1
x
− 1

x2

)(√
1+ 1

x
+

√
1− 1

x

) −−−−−→
x→+∞

1

2

4.
x3 −4 x2 + x +6

x2 +3 x +2
=

(x +1)
(
x2 −5x +6

)

(x +1) (x +2)
−−−−→
x→−1

12

5.
2x3 −5x +10

x2 +2x +2
= x3

x2

2− 5

x
+ 10

x3

1+ 2

x
+ 2

x2

−−−−−→
x→+∞

+∞

6.
p

x2 + x −1− x
p

x = x
p

x
(√

1
x + 1

x2 − 1
x3 −1

)
−−−−−→
x→+∞

−∞
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Exercice 11.7 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

xln x

(ln x)x

2. lim
x→+∞

p
x√

x +
√

x +
p

x

3. lim
x→0+

(
1+ sin2 1

x

)
ln x

4. lim
x→0

x sin

(
1

x

)

5. lim
x→0

sin (3x)

x

6. lim
x→0

x

arccos x − π
2

Solution :

1.
xln x

(ln x)x =
e(ln x)2

ex ln ln x
= e ln2 x−x ln ln x = e

x


 ln2 x

x
−lnln x




mais
ln2 x

x
−−−−−→
x→+∞

0 et lnln x −−−−−→
x→+∞

+∞ donc
xln x

(ln x)x −−−−−→
x→+∞

0 par opérations sur les limites.

2.
p

x√
x +

√
x +

p
x

=
p

x
p

x

1√
1+

√
1
x
+

√
1

x3

−−−−−→
x→+∞

1

3.
(
1+ sin2 1

x

)
ln x É 2ln x donc par application du théorème des gendarmeslim

x→0+

(
1+ sin2 1

x

)
ln x = −∞ .

4.
∣∣x sin

(
1
x

)∣∣É |x| donc par application du théorème des gendarmeslim
x→0

x sin
(

1

x

)
= 0

5.
sin(3x)

x

X=3x===== 3
sin X

X
−−−→
X→0

3 car sin x
x −−−→

x→0
1 donclim

x→0

sin (3x)

x
= 3 .

6. Commex 7→
arccos x − π

2

x
est le taux d’accroissement dearccos en x = 0, cette fonction étant dérivable en0, on

a :
arccos x − π

2

x
−−−→
x→0

−1 donclim
x→0

x

arccos x − π
2

= −1

Exercice 11.8 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

x
p

x +2x

x2 + x +1

2. lim
x→0

sh x

x

3. lim
x→2

x3 −4 x2 +5 x −2

x2 −3 x +2

4. lim
x→0+

(
2cos2 1

x
− sin

1

x
+3+ 1

x
− 1

x2

)

5. lim
x→+∞

x
(√

x2 +3− x
)

6. lim
x→+∞

x −
p

x

ln x + x

Solution :

1.
x
p

x +2x

x2 + x +1
= x

p
x

x2

1+ 2p
x

1+ 1
x + 1

x2

−−−−−→
x→+∞

0

2. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonctionsh en 0. Cette fonction étant dérivable en0, on obtient :
sh x

x
−−−→
x→0

ch 0= 1 .

3. On a :
x3 −4 x2 +5 x −2

x2 −3 x +2
=

(x −2)
(
x2 −2x +1

)

(x −2) (x −1)
−−−→
x→2

1 .

4. Pour toutx ∈ R∗ : 2cos2 1
x
− sin 1

x
+ 3+ 1

x
− 1

x2 É 6+ 1
x
− 1

x2 = 6+ 1
x2 (x −1) −−−→

x→0
−∞. Donc par application du

théorème des gendarmeslim
x→0+

(
2cos2 1

x
− sin

1

x
+3+ 1

x
− 1

x2

)
= −∞

5. x
(p

x2 +3− x
)
= x

(p
x2 +3− x

) (p
x2 +3+ x

)

p
x2 +3+ x

= 3x
p

x2 +3+ x
= x

x

3√
1+ 3

x2 +1
−−−−−→
x→+∞

3

2

6.
x −

p
x

ln x + x
= x

x

1− 1p
x

ln x
x

+1
−−−−−→
x→+∞

1 carln x = o
x→+∞

(x)
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Exercice 11.9 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

ex−sin x

2. lim
x→+∞

x
1
x

3. lim
x→0

x ln
(
1+ 1

x

)

4. lim
x→+∞

3x −5
p

x2 −1

5. lim
x→1

1

1− x
− 3

1− x3

6. lim
x→+∞

(ln x +2x +1−E(x))

Solution :

1. ex−sin x Ê ex−1 donc par application du théorème des gendarmeslim
x→+∞

ex−sin x = +∞

2. x
1
x = e

ln x
x −−−−−→

x→+∞
1 par composition et carln x = o

x→+∞
(x).

3. x ln
(
1+ 1

x

)
=

ln
(
1+ 1

x

)

1
x

X= 1
x===== ln(1+X)

X et lim
X→0

ln(1+X)

X
= 1 donclim

x→0
x ln

(
1+ 1

x

)
= 1 par utilisation des limites usuelles.

4.
3x −5
p

x2 −1
= x

x

3− 5
x

x

√
1− 1

x2

−−−−−→
x→+∞

3

5.
1

1− x
− 3

1− x3
=− 2+ x

x2 + x +1
−−−→
x→1

−1

6. Pour toutx ∈ R, x −1 É E (x) < x. Donc : ln x + x +1 É ln x +2x +1−E(x) et commeln x + x +1 −−−−−→
x→+∞

+∞ par

application du théorème des gendarmes :lim
x→+∞

(ln x +2x +1−E(x)) = +∞

Exercice 11.10 ♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

p
x +5−

p
x −5

2. lim
x→0

x −E (x)
p
|x|

3. lim
x→0

xE
(

1

x

)

4. lim
x→0

x2 +2 |x|
x

5. lim
x→−1

1+ x

1− x2

6. lim
x→+∞

x +arctan x

x

Solution :

1.
p

x +5−
p

x −5 =
(p

x +5−
p

x −5
)(p

x +5+
p

x −5
)

p
x +5+

p
x −5

= 10
p

x +5+
p

x −5
−−−−−→
x→+∞

0 .

2. Pourx > 0, 0 É x −E (x)
p
|x|

É x
p
|x|

=
p
|x| donc par application du théorème des gendarmes,lim

x→0+

x −E (x)
p
|x|

= 0 .

Mais lim
x→0−

x −E (x)
p
|x|

= +∞ .

3. Pour toutx ∈R∗, x(1/x −1) É xE
(

1
x

)
É x.1/x donc par application du théorème des gendarmeslim

x→0
xE

(
1

x

)
= 1 .

4. Si x > 0,
x2 +2 |x|

x
=

x2 +2x

x
= x +2 −−−−→

x→0+
2 . Si x < 0,

x2 +2 |x|
x

= x2−2x
x = x −2 −−−−→

x→0−
−2

5.
1+ x

1− x2
= 1+ x

(1+ x) (1− x)
= 1

1− x
−−−−→
x→−1

1

2

6. Pour tout x ∈ R, 1 − π

2x
É x +arctan x

x
É 1 + π

2x
donc par application du théorème des gendarmes

lim
x→+∞

x +arctan x

x
= 1

Exercice 11.11 ♥
Déterminer les limites suivantes :
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1. lim
x→0+

2cos2 1
x −sin 1

x +3

x+
p

x

2. lim
x→0

(sin x)
1

ln x

3. lim
x→−1

x3 + x2 − x −1

x3 −3x −2

4. lim
x→0

p
1+ sin x −

p
1− sin x

x

5. lim
x→0

tan x

x

6. lim
x→+∞

(
1+ 1

x

)x

Solution :

1. Pour tout x ∈ R+ : 2 É 2cos2 1
x − sin 1

x + 3 donc par application du théorème des gendarmes :

lim
x→0+

2cos2 1
x
− sin 1

x
+3

x +
p

x
=+∞

2. (sin x)
1

ln x = e

ln sin x

ln x = e

ln sin x
x − ln x

ln x = e

ln sin x
x

ln x
−1

mais sin x
x

−−−→
x→0

1 donc
ln sin x

x

ln x
−−−→
x→0

0 et lim
x→0

(sin x)
1

ln x =

e−1

3.
x3 + x2 − x −1

x3 −3x −2
=

(x +1)
(
x2 −1

)

(x +1)2 (x −2)
= x −1

x −2
−−−−→
x→−1

−2

4.

p
1+ sin x −

p
1− sin x

x
=

(p
1+ sin x −

p
1− sin x

)(p
1+ sin x +

p
1− sin x

)

x
(p

1+ sin x +
p

1− sin x
) =

2sin x

x
(p

1+ sin x +
p

1− sin x
) −−−→

x→0

1 carsin x/x −−−→
x→0

1.

5. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction tangente en0. Cette fonction étant dérivable en0, on obtient :

lim
x→0

tan x

x
= tan′ 0 = 1

6.
(
1+ 1

x

)x = e
x ln

(
1+ 1

x

)
= e

ln
(
1+ 1

x

)

1
x

X= 1
x===== e

ln(1+X)
X −−−→

X→0
e donc lim

x→+∞

(
1+

1

x

)x
= e .

Exercice 11.12 ♥
Déterminer

l = lim
x→0

(
2

sin2 x
− 1

1−cos x

)

Solution : On a :
2

sin2 x
− 1

1−cos x
= 2

1−cos2 x
− 1

1−cos x
= 1

1+cos x

d’où l = 1

2
.

Exercice 11.13 ♥
Soit la fonctiong donnée surR∗ parg (x) = sin 1

x
. Montrer queg n’a pas de limite en0.

Solution : Considérons la suite(xn) de terme général donné par, pour toutn ∈N : xn = 1
π
2
+nπ

. Pour toutn ∈N, on a :

g (xn ) = (−1)n . La suite
(
g (xn )

)
est donc divergente alors que la suitexn −−−−−→

n→+∞
0. Donc par le théorème de composition

d’une suite par une fonction,g ne peut admettre de limite en0.

Exercice 11.14 ♥
Montrer que la fonctionf définie sur]0,+∞[ par f (x) = cos(ln(x)) n’admet pas de limite en+∞.

Solution : Définissons les suites(xn) et
(
yn

)
par, pour toutn ∈ N : xn = e2nπ et yn = e2nπ+π

2 . Elles tendent toutes
les deux vers+∞. Supposons quef (x) −−−−−→

x→+∞
l . Alors f (xn ) −−−−−→

n→+∞
l or pour toutn ∈N, f (xn ) = 1. Doncl = 1. Mais

de même, puisquef (yn) = 0, on devrait avoirl = 0, ce qui rentre en contradiction avec l’unicité de la limite.Donc f

n’admet pas de limite en+∞.

Exercice 11.15 ♥♥
Calculerlimx→0+

E(1/x)+ x

E(1/x)− x
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Solution : La fonction

f (x) =
E( 1

x
)+ x

E( 1
x

)− x

est bien définie pourx ∈]0,1[, carE( 1
x ) Ê 1 > x. Encadrons

1

x
−1 < E(

1

x
) É 1

x

et donc
1

x
+ x −1

1

x
− x

É f (x) É

1

x
+ x

1

x
− x −1

=⇒ 1+ x2 − x

1− x2
É f (x) É 1+ x2

1− x2 − x

et par le théorème des gendarmes, on obtient quef (x) −−−−→
x→0+

1.

11.5.3 Comparaison des fonctions numériques

Exercice 11.16 ♥
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré :

1. f (x) = ln (1+ tan x)
p

sin x
en0+

2. f (x) =
p

x3 −1
3
p

x2 +2
en+∞

3. f (x) =
1

cos x
− tan x en π

2 .

4. f (x) = cos(sin x) en0.

5. f (x) = xx −1 en0+.

6. f (x) =
cos (πx)

p
x2 −2x +1

en1.

Solution :

1. f (x) = ln(1+ tan x)
p

sin x
∼

x→0+

tan x
p

x
∼

x→0+

x
p

x
=

p
x

2. f (x) = x
3
2

x
2
3

√
1− 1

x3

3

√
1+ 2

x2

∼
x→+∞

x
5
6

3. f (x) =
1

cos x
− tan x = 1− sin x

cos x

X=x−π
2=======

1− sin
(
X+ π

2

)

cos
(
X+ π

2

) = 1−cos X

−sin X
∼

X→0
−X

2
. Donc f (x) ∼

x→
π

2

− x

2
+ π

4

4. f (x) ∼
x→0

1 carcos(sin x) −−−→
x→0

1.

5. f (x) = xx −1 = ex ln x −1 ∼
x→0+

x ln x carx ln x −−−→
x→0

0..

6. cos(πx) ∼
x→1

−1 et x2 −2x +1 = (x −1)2 donc f (x) ∼
x→1

−
1

|x−1|

Exercice 11.17 ♥
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré :

1. f (x) =
2x

|x −2|
−

x −1∣∣x2 −4
∣∣ en2.

2. f (x) = x2 argsh 1
x en+∞

3. f (x) =

√
x5

2x +5
en+∞.

4. f (x) = ln(cos x) enx = 0

5. f (x) = ln(sin x) en0+.

6. f (x) =
(2+ x) ln

(
1+

p
x
)

sin2 x
en0+.
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Solution :

1. f (x) =
2x

|x −2|
− x −1∣∣x2 −4

∣∣ =
1

|x −2|

(
2x − x −1

|x +2|

)
∼

x→2

15

4 |x −2|

2. f (x) ∼
x→+∞

x2

x
= x par produit d’équivalents.

3. f (x) =

√
x5

2x +5
= x

5
2

x
1
2

1√
2+ 5

x

∼
x→+∞

x2

p
2

4. f (x) ∼
x→0

− x2

2 carln (cos x) = ln(1− (1−cos x)) ∼
x→0

1−cos x ∼
x→0

x2

2
.

5. f (x) = ln(sin x) = ln
sin x

x
+ ln x = ln x

(
ln sin x

x

ln x
+1

)
∼

x→0+
ln x car

sin x

x
−−−−→
x→0+

1 et
ln sin x

x

ln x
−−−−→
x→0+

0.

6. f (x) =
(2+ x) ln

(
1+

p
x
)

sin2 x
∼

x→0+

2
p

x

x2
= 2x− 3

2

Exercice 11.18 ♥
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré :

1. f (x) = ln (cos x) en π
2
−

2. f (x) = ln (1+ sin x) en0

3. f (x) = x
1−sin x

− x en0.

4. f (x) =
p

ln (x +1)− ln (x) en+∞

5. f (x) = x3 −2x2 −1

2x5 + x2
ln

(
1+

p
x
)

en0+.

6. f (x) = ln
(p

1+ sin x
)

enx = 0.

Solution :

1. f (x) = ln (cos x)
X=π

2 −x
======= ln

(
cos

(
π
2 −X

))
= ln(sin X) = ln sinX

X + lnX = ln (X)

(
ln sinX

X

ln(X)
+1

)
∼

X→0+
lnX. Donc

f (x) ∼
x→π

2
− ln

(
π

2
− x

)
.

2. f (x) = ln(1+ sin x) ∼
x→0

sin x ∼
x→0

x

3. f (x) = x

1− sin x
− x = x sin x

1− sin x
∼

x→0
x2 . On peut aussi remarquer quef (x) = x

(
(1− sin x)−1 −1

)
∼

x→0
x sin x ∼

x→0

x2 .

4. f (x) =
p

ln (x +1)− ln (x) =
√

ln

(
x +1

x

)
=

√
ln

(
1+ 1

x

)
∼

x→+∞
1
p

x

5. f (x) = x3 −2x2 −1

2x5 + x2
ln

(
1+

p
x
)

∼
x→0+

−
p

x

x2
(
2x3 +1

) ∼
x→0+

−x− 3
2 car2x3 +1 ∼

x→0+
1.

6. f (x) = ln
(p

1+ sin x
)
= 1

2
ln (1+ sin x) ∼

x→0

sin x

2
∼

x→0

x

2

Exercice 11.19 ♥
Déterminer lorsqu’elles existent les limites des fonctions suivantes en le nombre indiqué :

1. f (x) =
tan x − sin 3x

ln(1+ x)
enx = 0.

2. f (x) =
ch x −1

arcsin2 x
enx = 0.

3. f (x) =
2x + sin 3x

x sin x
enx = 0+.

4. f (x) =
2tan x + sh 5x

sin3 x
enx = 0

5. f (x) =
ln (x)
p

x −1
enx = 1.

6. f (x) = ln
(p

1+ x
)
−

arccos x − π
2

sh x
enx = 0

Solution :
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1. f (x) =
tan x − sin 3x

ln (1+ x)
∼

x→0

tan x − sin 3x

x
et

tan x

x
∼

x→0

x
x
= 1 −−−→

x→0
1,

sin 3x

x
∼

x→0

3x
x

= 3 −−−→
x→0

3. Donc f (x) −−−→
x→0

−2 .

2. f (x) =
ch x −1

arcsin2 x
∼

x→0

x2

2x2
= 1

2
donc f (x) −−−→

x→0

1

2
.

3. On a :
2x

x sin x
∼

x→0+

2x

x2
= 2

x
−−−−→
x→0+

+∞ et
sin 3x

x sin x
∼

x→0+

3x

x2
= 3

x
−−−−→
x→0+

+∞ donc f (x) −−−−→
x→0+

+∞ .

4. On a :
2tan x

sin3 x
∼

x→0

2

x2
−−−→
x→0

+∞ et
sh 5x

sin3 x
∼

x→0

5

x2
−−−→
x→0

+∞ donc f (x) −−−→
x→0

+∞ .

5. f (x) =
ln (x)
p

x −1

X=x−1====== ln(1+X)
p

1+X−1
∼

X→0

X
X
2

= 2 donc f (x) −−−→
x→1

2 .

6.
arccos x − π

2

sh x
∼

x→0

−x

x
=−1. De plus :ln

(p
1+ x

)
= 1

2
ln(1+ x) ∼

x→0

x

2
−−−→
x→0

0 donc f (x) −−−→
x→0

1 .

Exercice 11.20 ♥
Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes :

1. f (x) =
p

1+ ln (1+ x ln x)−1

sin x ln x
enx = 0+.

2. f (x) =
(
1+ a

x

)x enx =+∞ et poura ∈R.

3. f (x) =
(
1+ sin ln x

x

) x
ln x enx =+∞

4. f (x) =
arctan(x −1)

x2 −1
−

sin
(
e(x−1) −1

)

ln x
enx = 1

5. f (x) = ch x
1

arcsin2 x enx = 0

6. f (x) =
x

x +1

x − x

ln
(
1+ x2

) enx =+∞

Solution :

1. f (x) =
p

1+ ln (1+ x ln x)−1

sin x ln x
∼

x→0+
1
2

x ln x

sin x ln x
carx ln x −−−−→

x→0+
0 et f (x) ∼

x→0+
1
2
. Donc f (x) −−−−→

x→0+

1

2
.

2. f (x) =
(
1+ a

x

)x = ex
(
1+ a

x
)

maisx
(
1+ a

x

)
∼

x→+∞
a donc par opérations sur les limites :f (x) −−−−−→

x→+∞
ea .

3. f (x) =
(
1+ sin ln x

x

) x
ln x = e

x ln
(
1+ sin ln x

x

)

ln x maissin ln x
x −−−−−→

x→+∞
0 donc

x ln
(
1+ sin ln x

x

)

ln x
∼

x→+∞

x sin ln x
x

ln x
∼

x→+∞
ln x

ln x
= 1 donc f (x) −−−−−→

x→+∞
e .

4. D’une part :
arctan(x −1)

x2 −1
= arctan(x −1)

(x −1) (x +1)

X=x−1====== arctanX

X (X+2)
∼

X→0

X

2X
= 1

2
. D’autre part :

sin
(
e(x−1) −1

)

ln x

X=x−1======

sin
(
e(X) −1

)

ln (1+X)
∼

X→0

(
e(X) −1

)

X
∼

X→0

X

X
= 1 donc

sin
(
e(x−1) −1

)

ln x
−−−→
x→1

1 et f (x) −−−→
x→1

− 1

2
.

5. f (x) = ch x
1

arcsin2 x = e

lnch x

arcsin2 x = e

ln (1+ (ch x −1))

arcsin2 x et ln (1+ (ch x −1)) ∼
x→0

(ch x −1) ∼
x→0

x2

2
donc

ln(1+ (ch x −1))

arcsin2 x
∼

x→0

x2

2x2
= 1

2
. On en déduit quef (x) −−−→

x→0

p
e .

6.
x

x +1

x − x

ln
(
1+ x2

) = x
x

1
x −1

ln
(
1+ x2

) = x
e

ln x
x −1

ln
(
1+ x2

) ∼
x→+∞

x

ln x
x

ln
(
1+ x2

) = ln x

ln
(
1+ x2

) = ln x

ln x2 + ln
(
1+ 1

x2

) =

1

2+
ln

(
1+ 1

x2

)

ln x

−−−−−→
x→+∞

1

2
.

Exercice 11.21 ♥
Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes :
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1. f (x) =
p

1+ x −1
3
p

1+ x −1
enx = 0.

2. f (x) =
ln x

x2 −1
enx = 1.

3. f (x) =
sin (ex )

tan

(
ln

(
1+ 1

x

)) enx =−∞.

4. f (x) =
arctan x −arctan a

loga x −1
enx = a ∈R∗

+ \ {1}

5. f (x) = argsh x

ln x
enx =+∞

6. f (x) = (ln x −1) (ln (x −e)) enx = e

Solution :

1. f (x) =
p

1+ x −1
3
p

1+ x −1
∼

x→0

1
2

x

1
3 x

= 3

2
donc f (x) −−−→

x→0

3

2
.

2. Posanth = x −1, f (x) = ln x

x2 −1
= ln (1+h)

h+h2
∼

h→0
1 −−−→

h→0
1

3. Commeex −−−−−→
x→−∞

0, on a : f (x) =
sin (ex )

tan

(
ln

(
1+ 1

x

)) ∼
x→−∞

ex

ln
(
1+ 1

x

) ∼
x→−∞

ex

1
x

= xex donc f (x) −−−−−→
x→−∞

0

4. f (x) =
arctan x −arctan a

loga x −1
= arctan x −arctan a

x −a

x −a

loga x −1
. Mais, en reconnaissant des taux d’accroissements :

arctan x −arctan a

x −a
−−−→
x→a

1

a2 +1
et

loga x −1

x −a
−−−→
x→a

1

a ln a
donc f (x) −−−→

x→a

a ln a

a2 +1

5. f (x) = argsh x

ln x
=

ln
(
x +

p
x2 +1

)

ln x
=

ln x + ln
(
1+

√
1+ 1

x2

)

ln x
= 1 +

ln
(
1+

√
1+ 1

x2

)

ln x
−−−−−→
x→+∞

1 car

ln
(
1+

√
1+ 1

x2

)
−−−−−→
x→+∞

ln 2. On peut aussi effectuer ce calcul par un changement de variable :

argsh x

ln x

x=sh X====== X

ln sh X
= X

X+ ln
(

1−e−2X

2

) = 1

1+
ln

(
1−e−2X

2

)

X

−−−−−→
X→+∞

1

6. f (x) = (ln x −1) ln (x −e) = ln x − ln e

x −e
(x −e) ln(x −e). Mais, en reconnaissant le taux d’accroissement de la

fonctionln ene :
ln x − ln e

x −e
−−−→
x→e

1

e
et (x −e) ln (x −e)

X=x−e====== X ln X −−−→
X→0

0. Donc f (x) −−−→
x→e

0 .

Exercice 11.22 ♥♥
Trouver la limite lorsquex →π+ de la fonction

f (x) = (1+cos x)
1

sin x

Solution : Par le changement de variablesh = x −π, on se ramène à trouver la limite lorsqueh → 0+ de la fonction

g (h) = f (π+h) = (1−cos h)
− 1

sinh = e
− 1

sinh
ln(1−cos h)

Posonsα(h) =−
1

sin h
ln(1−cosh). D’après l’équivalent classique pour le cosinus, on a1−cos h ∼

h→0

h2

2
donc on peut

écrire1−cos h =
h2

2
θ(h) avecθ une fonction vérifiant :θ(h)→ 1. Alors

ln(1−cos h) = ln

(
h2

2
θ(h)

)
= 2ln h− ln 2+ lnθ(h)

et donc
ln(1−cos h) ∼

h→0
2ln h

Par suite, il vient que

α(h) ∼
h→0

−2ln h

h
−−−→
h→0

−∞

et par conséquentg (h)→ 0 et donc f (x) −−−−→
x→π+

0 .
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Exercice 11.23 ♥
Trouver un équivalent lorsquex →+∞ de la fonction

f (x) = x
sin

(
1

x2+1

)

−1

Solution : Mettonsf (x) sous forme exponentielle :

f (x) = e
sin

(
1

x2+1

)
ln x −1

En posantα(x) = sin

(
1

x2 +1

)
ln x, on a :

α(x) ∼
x→0

ln x

x2
−−−−−→
x→+∞

0

Et donc on peut utiliser l’équivalent classique pour l’exponentielle et il vient que :f (x) ∼
x→0

α(x) ∼
x→0

ln x

x2
.

Exercice 11.24 ♥♥
Trouver un équivalent simple lorsquex →+∞ de la fonction définie par

f (x) = ln
(
ex2+1 − x2

)
+ ln

(
x2 −1

)

Solution : Écrivons :

f (x) = ln

[
ex2+1

(
1− x2

ex2+1

)]
+ ln

[
x2

(
1− 1

x2

)]

= x2 +2ln x +1+ ln

(
1− x2

ex2+1

)
+ ln

(
1− 1

x2

)

∼
x→0

x2

Car
ln x

x2
−−−→
x→0

0,

ln

(
1−

x2

ex2+1

)

x2
−−−→
x→0

0,

ln

(
1−

1

x2

)

x2
−−−→
x→0

0. Donc f (x) ∼
x→0

x2 .

Exercice 11.25 ♥♥
Trouver un équivalent simple lorsquex →+∞ de la fonction définie par

f (x) =
ln

(
x2 +1

)
− ln

(
2x2 −1

)

ln
(
x3 +1

)
− ln

(
x3 −1

)

Solution : Cherchons un équivalent du numérateurn (x) puis du dénominateurd (x) de cette expression :

n(x) = ln(x2 +1)− ln(2x2 −1) = ln x2 + ln

(
1+ 1

x2

)
− ln(2x2)− ln

(
1− 1

2x2

)

= 2ln x − ln 2−2ln x + ln

(
1+

1

x2

)
− ln

(
1−

1

2x2

)
=− ln 2+ ln

(
1+

1

x2

)
− ln

(
1−

1

2x2

)
∼

x→0
− ln 2

d(x) = ln(x3 +1)− ln(x3 −1) = ln

(
x3 +1

x3 −1

)

= ln

(
1+ 1

x3

1− 1
x3

)
= ln

(
1+

2
x3

1− 1
x3

)
∼

x→0

2

x3

Par conséquent, on trouve que

f (x) ∼
x→0

− ln 2

2
x3
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Exercice 11.26 ♥♥
Trouver un équivalent simple lorsquex →π de

f (x) = esin x +cos x

Solution : Effectuons le changement de variablesh = x −π. On obtient :

f̃ (h) = f (π+h) = e−sinh −cos h =
(
e−sinh −1

)
+ (1−cos h) =α(h)+β(h)

Puisqueα(h) ∼
h→0

−sin h ∼ −h et queβ(h) ∼
h→0

h2

2
, il vient queβ(h) = o(α(h)) et donc quef̃ (h) ∼ α(h) ∼ −h. Par

conséquent,f (x) ∼
x→π

(π− x) .

Exercice 11.27 ♥♥
Trouver un équivalent simple lorsquex → 1 de la fonction

f (x) = ex ln(x2) −esin(πx)

Solution : Effectuons le changement de variablesh = x −1 :

f̃ (h) = f (1+h) = e2(1+h) ln(1+h) −e−sin(πh) =α(h)−β(h)

où
α(h) = e2(1+h) ln(1+h) −1 ∼

h→0
2h et β(h) = e−sin(πh) −1 ∼

h→0
−sin(πh) ∼

h→0
−πh

Montrons alors quẽf (h) ∼
h→0

(2+π)h :

f̃ (h)

(2+π)h
=

α(h)

(2+π)h
−

β(h)

(2+π)h

avec
α(h)

(2+π)h
∼

h→0

2

(2+π)
et

β(h)

(2+π)h
∼

h→0

−π
2+π

. On a bien que
f̃ (h)

(2+π)h
→ 1. Par conséquent,

f (x) ∼
x→1

(2+π)(x −1)

Exercice 11.28 ♥♥
Trouver un équivalent simple lorsquex → 0+ de la fonction

f (x) = (1+ x)xx

sin(πxx )

Solution : Soit g (x) = (1+ x)xx = e ln(1+x)ex ln x
. Commex ln x → 0, lorsquex → 0, ex ln x → 1 et doncex ln x ∼

x→0
1. Par

conséquent,g (x) ∼
x→0

1.

D’autre part,h(x) = sin(πxx ) = sin(π(ex ln x −1)+π)=−sin(π(ex lnx −1)) ∼
x→0

−π(ex ln x −1) ∼
x→0

−π(x ln x). Finalement,

f (x) ∼
x→0

−
1

πx ln x
.

Exercice 11.29 ♥♥
Montrer que la fonction

f (x) =
xx

E(x)E(x)

n’admet pas de limite lorsquex →+∞.
Indication 11.9 : On pourra pour cela introduire deux suites(un ) et (vn) de terme généralun = n et vn = n+an avec
(an) telle que :∀n Ê 1, 0 < an < 1 avecan −−−−−→

n→+∞
1.
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Solution : Soit n ∈N∗. Il vient que f (un ) = 1 et quef (vn) = e(n+an ) ln(n+an )−n ln n = eαn . Posonsαn = (n + an) ln(n +
an)−n ln n et développons cette expression :

αn = an lnn+ (n+an ) ln(1+
an

n
)

Commean −−−−−→
n→+∞

1,
an

n
→ 0 et donc(n+an ) ln(1+ an

n
) ∼

n→+∞
(n+an )an

n
∼

n→+∞
1. D’autre part,an lnn −−−−−→

n→+∞
+∞ et

finalementαn →+∞.
En conclusion,f (un ) −−−−−→

n→+∞
1, f (vn) −−−−−→

n→+∞
+∞. Par conséquent,f n’admet pas de limite en+∞.

Exercice 11.30 ♥
Calculer la limite en+∞ de

f (x) = 3
√

x3 +1− (x +1)

Solution : Ecrivons

f (x) = 3
√

x3 +1− (x +1) = x

[(
1+ 1

x3

) 1
3
−1

]
−1

mais lorsquex →+∞,
(

1+
1

x3

) 1
3
−1 ∼

1

3x3
, et donc f (x) →−1 .

Exercice 11.31 ♥♥
Soit a ∈R. Calculer la limite en+∞ de

f (x) =
√

x2 +2x −3−ax

Solution : Remarquons que sia É 0, alorsf (x) →+∞. Supposons donca > 0. En utilisant les quantités conjuguées, il
vient que :

f (x) =
√

x2 +2x −3−
√

a2x2 = (1−a2)x2 +2x −3
p

x2 +2x −3+
p

a2x2

Si a 6= 1, on a alors :

f (x) ∼
x→+∞

(1−a2)

1+a
x

et sia = 1, f (x) ∼
x→+∞

2x

2x
∼

x→+∞
1. On peut alors conclure :

– si a ∈]−∞,1[ alors f (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

– si a = 1 alors f (x) −−−−−→
x→+∞

1.

– si a > 1 alors f (x) −−−−−→
x→+∞

−∞.

Exercice 11.32 ♥♥
Soienta,b > 0. Déterminer la limite en+∞ de

f (x) =
(
ax +bx

) 1
x

Solution :
– Si a 6= b. On peut supposer par exemple quea > b. Alors

f (x) = (ax +bx )
1
x = a (1+ x)

1
x = aeα(x)

oùα(x) = 1

x
ln

(
1+

(
b

a

) 1
x
)
. Mais puisque

b

a
< 1,

(
b

a

)x

−−−−−→
x→+∞

0 et doncα(x) ∼
x→+∞

1

x

(
b

a

)x

= ex ln b
a

x
−−−−−→
x→+∞

0. Donc

f (x) −−−−−→
x→+∞

a

– Si a = b, alors

f (x) = 2
1
x a = ae

1
x ln2 −−−−−→

x→+∞
a

Dans tous les cas,
f (x) −−−−−→

x→+∞
max(a,b)
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11.5.4 Continuité des fonctions numériques

Exercice 11.33 ♥
Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues :

1. f :





R −→ R

x 7−→





ex −1

x
si x 6= 0

1 si x = 0

2. f :





R −→ R

x 7−→





x sh x

ch x −1
si x 6= 0

2 si x = 0

3. f :





R+ −→ R

x 7−→
{

x ln x si x 6= 0

1 si x = 0

4. f :





R −→ R

x 7−→
{

e−
1
x si x 6= 0

0 si x = 0

Solution :

1. f est continue surR∗ comme quotient de fonctions continues surR∗. De plus : f (x) ∼
x→0

x

x
= 1 donc f (x) −−−→

x→0

1= f (0) et f est aussi continue en0. En conclusion,f est continue surR.

2. f est continue surR∗ comme quotient et produit de fonctions continues surR∗. De plus :f (x) ∼
x→0

x2

x2

2

= 2 donc

f (x) −−−→
x→0

2 = f (0) et f est aussi continue en0. En conclusion,f est continue surR.

3. f est continue surR∗
+ comme produit de fonctions continues sur cet intervalle. Deplus,x ln x −−−−→

x→0+
0 = f (0) donc

f est aussi continue en0. En conclusion,f est continue surR+.

4. f est continue surR∗ comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites :e−
1
x −−−−→

x→0+
0= f (0)

et e−
1
x −−−−→

x→0−
+∞ donc f n’est que continue à droite en0.

Exercice 11.34 ♥
Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues :

1. f :





R −→ R

x 7−→





1− xn+1

1− x
si x 6= 1

n+1 si x = 1

2. f :





R −→ R

x 7−→
{

sin 1
x si x 6= 0

0 si x = 0

3. f :





R −→ R

x 7−→
{

x sin 1
x

si x 6= 0

0 si x = 0

4. f :





R −→ R

x 7−→





1− x

1− x2
si x 6= 1 et x 6= −1

1
2

si x = 1

0 si x =−1

Solution :

1. f est continue surR\ {1} comme quotient de fonctions polynomiales. Six 6= 1, 1−xn+1

1−x = 1+ x + x2 + . . .+ xn −−−→
x→1

(n+1) = f (1) donc est aussi continue en1. En conclusion,f est continue surR.

2. f est continue surR∗ comme composée de fonctions continues.f n’est par contre pas continue en0. Consid-

érons la suite de terme général :un = 2

(2n+1)π
pourn ∈N. Cette suite converge vers0 quandn tend vers+∞

et pourtant la suite
(

f (un )
)

est divergente car elle admet deux suites extraites qui convergent vers des limites
différentes.

3. f est continue surR∗ comme composée et produit de fonctions continues. De plus, pour toutx ∈R∗,−x É x sin 1
x
É

x donc par application du théorème des gendarmes,f (x) −−−→
x→0

0 = f (0). On en déduit quef est aussi continue en

0. En conclusion,f est continue surR.

4. f est continue surR \ {−1,1} comme quotient de fonctions polynomiales. Mais, six ∈ R \ {−1,1}, f (x) =
1

1+ x
et

donc f (x) −−−→
x→1

1
2 = f (1). f est donc continue en1. Par contref (x) −−−−−→

x→−1+
+∞ et f (x) −−−−−→

x→−1−
−∞ donc f n’est

pas continue enx =−1. En conclusion,f est continue surR\ {−1}.

453



Exercice 11.35 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes :

1. Déterminer où elle est définie.

2. Déterminer là où elle est continue.

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie.

1. f (x) =

(p
1− x2 −1

)
sin x

arctan x

2. f (x) =
p

x cos
(

1
x

)
− 1

1− x

3. f (x) =
x2 ln x

sin x

4. f (x) =
1

(1− x) sh x
− 1

sh x

Solution :

1. f est définie surI = [−1,1] \ {0}. f est continue surI comme produit et quotient de fonctions continues surI. De

plus, six ∈ I : f (x) ∼
x→0

−x x2

2

x
=− x2

2
−−−→
x→0

0. On peut prolongerf par continuité en0 en posantf (0) = 0.

2. f est définie surI = R∗
+ \ {1}. f est continue surI comme produit, somme et composée de fonctions continues.

En appliquant le théorème des gendarmes, on montre que
p

x cos
(

1
x

)
−−−−→
x→0+

0 et donc quef (x) −−−−→
x→0+

−1. On

prolongef par continuité à droite de0 en posantf (0) = 0. Comme
∣∣ f (x)

∣∣−−−→
x→1

+∞, f n’est pas prolongeable par

continuité en1.

3. f est définie surI = R+ \πN. Par opérations sur les fonctions continues,f est continue surI. De plusx2 ln x
sin x

∼
x→0+

x ln x −−−−→
x→0+

0 donc f est prolongeable par continuité à droite de0. f est par contre divergente en toutx ∈πN∗.

4. f est définie surI = R \ {0,1}. Par opérations sur les fonctions continues,f est continue surI. Pour toutx ∈ I,

f (x) =
x

(1− x) sh x
doncf (x) ∼

x→0

1

1− x
−−−→
x→0

1. On peut alors prolongerf par continuité en0 en posant :f (0) = 1.

On a aussi :f (x) ∼
x→1

1

(x −1) sh 1
qui est divergente en1. f n’est donc pas prolongeable par continuité en1.

Exercice 11.36 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes :

1. Déterminer où elle est définie.

2. Déterminer là où elle est continue.

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie.

1. f (x) = e
− 1

x2

2. f (x) = argth x sin 1
x

3. f (x) = (x −1) (ln (x −1))

4. f (x) = arctanln (1+ x)−
p

ch x −1

sh x

Solution :

1. f est définie surR∗. f est continue surR∗ comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites :
f (x) −−−→

x→0
0. On prolonge doncf par continuité en0 en posant :f (0) = 0.

2. f est définie surI = ]−1,1[ \ {0}. f est continue surI comme produit de fonctions continues surI. De plus :
f (x) ∼

x→0
x sin 1

x et utilisant le théorème des gendarmes, on montre quex sin 1
x −−−→

x→0
0. Il en est alors de même de

f et on prolongef par continuité en0 en posantf (0) = 0. On vérifie facilement quef est divergente en1− et en
−1+.

3. f est définie et continue surI = ]1,+∞[. De plus : f (x)
X=x−1====== X ln X −−−−→

X→0+
= 0 donc f est prolongeable par

continuité en1+ en posantf (1) = 0.

4. f est définie surI = ]−1,+∞[ \ {0}. Par opérations sur les fonctions continues,f est continue surI. Par opéra-

tions sur les limites,f (x) −−−−−→
x→−1+

−
π

2
−
p

ch (−1)−1

sh(−1)
et doncf est prolongeable par continuité en−1. De plus :

arctanln (1+ x) ∼
x→0

ln (1+ x) ∼
x→0

x −−−→
x→0

0 et

p
ch x −1

sh x
∼

x→0

|x|
2x

. Donc

p
ch x −1

sh x
−−−−→
x→0−

−
p

2

2
et

p
ch x −1

sh x
−−−−→
x→0−p

2

2
. f n’est donc pas prolongeable par continuité en0 par contre elle admet une limite à gauche et à droite de0.

454



Exercice 11.37 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes :

1. Déterminer où elle est définie.

2. Déterminer là où elle est continue.

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie.

1. f (x) =
argsh x

x − x2

2. f (x) =
arcsin x

argsh x

3. f (x) = argth x − 1

x −2

4. f (x) =

√
arctan

(
x2 −1

)

sh (x −1)

Solution :

1. f est définie surI = R \ {0,1}. f est continue surI comme quotient de fonctions continues surI. On a : f (x) ∼
x→0

x

x
= 1 −−−→

x→0
1 donc f est prolongeable par continuité en0 si on posef (0) = 1. f est par contre divergente en1.

2. f est définie surI = [−1,1] \ {0}. f est continue surI comme quotient de fonctions continues surI. De plus

f (x) ∼
x→0

x

x
= 1 donc on prolongef par cntinuité en0 en posantf (0) = 1.

3. f est définie et continue sur]−1,1[.

4. f est définie surI = ]1,+∞[ (mais aussi sur]+∞,−1[). Elle est continue surI comme composée et quotient de

fonctions continues. De plus :f (x) ∼
x→1+

p
2(x −1)

x −1
=

p
2

p
x −1

−−−−→
x→1+

+∞ donc f est divergente en1.

Exercice 11.38 ♥
Étudier la continuité surR des applications :

f : x 7→ E(x)+
√

x −E(x) g : x 7→ E(x)− (x −E(x))2

Aide : on distinguera les cas :a ∈R\Z et a ∈Z.

Solution :

1. (a) Sia ∈ R \Z alors il existek ∈Z tel quea ∈]k,k +1[. Par suite, pourx pris dans un voisinage suffisamment
petit du pointa, on a :f (x) = k +

p
x −k qui est continue ena.

(b) Si a = k ∈Z alors

i. à gauche dea : f (x) = k −1+
p

x −k +1 −−−−→
x→a− k = x = f (x) donc f est continue à gauche dea.

ii. à droite dea : f (x) = k +
p

x −k −−−−→
x→a+

k = x = f (x) donc f est continue à droite dea.

En conclusionf est continue surR.

2. (a) Sia ∈ R \Z alors il existek ∈ Z tel quea ∈]k,k +1[. Pourx pris dans un voisinage suffisamment petit du
point a, f (x) = k + (x −k)2 qui est continue ena.

(b) Si a = k ∈Z alors

i. à gauche dea : f (x) = k −1+ (x −k +1)2 −−−−→
x→a− k = a = f (a) donc f est continue à gauche dea.

ii. à droite dea : f (x) = k + (x −k)2 −−−−→
x→a+

k = a = f (a) donc f est continue à droite dea.

En conclusionf est continue surR.

Exercice 11.39 ♥♥
Soit la fonction

f :





R −→ R

x 7−→
{

1 si x ∈Q

0 si x 6∈Q

Montrer que la fonctionf est discontinue en tout pointx0 ∈R.
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Solution : Soit x ∈R. PuisqueQ est dense dansR,

∀ε> 0, ∃a ∈Q : |x −a| É ε

Soitn ∈N⋆. Pourε= 1

n
, on trouvean ∈Q tel que|x −an | É

1

n
. On construit ainsi une suite(an) de rationnels vérifiant :

∀n Ê 1, |x −an | É
1

n
. La suite(an) converge versx. De la même façon, puisqueR \Q est dense dansR, on construit

une suite(bn) de nombres irrationnels qui converge versx. Mais alors si l’on suppose quef est continue au pointx,
∀n Ê 1, f (an) = 1 et doncf (an) −−−−−→

n→+∞
1, mais puisquef est continue au pointx, f (an) −−−−−→

n→+∞
f (x), ce qui montre

que f (x) = 1. D’autre part,∀n Ê 1, f (bn) = 0 et f (bn) −−−−−→
n→+∞

f (x) ce qui montre quef (x) = 0, une absurdité. Par

conséquent, la fonctionf n’est pas continue au pointx.

Exercice 11.40 ♥♥♥
Soit f : [0,1] 7→R une fonction bornée et continue sur[0,1]. On considère la fonction

ϕ :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ supt∈[0,x] f (t)

1. Montrer queϕ est croissante.

2. Soitx0 ∈ [0,1]. Montrer queϕ est continue enx0.

Indication 11.9 : Pour la deuxième question, considérerε> 0 et utiliser la continuité def enx0. Il existeα> 0 tel que
si |t − x0| Éα alors

∣∣ f (t)− f (x0)
∣∣É ε. Supposer quex0 É x É x +α et montrer quesupt∈[0,x] f (t) É supt∈[0,x0] f (t)+ε.

Solution :

1. Soit0 É x É y É 1. Soit t ∈ [0, x]. Puisquet ∈ [0, y], f (t) É supt∈[0,y ] f (t). Par passage à la borne supérieure, on en
déduit queϕ(x) = supt∈[0,x] f (t) É supt∈[0,y ] f (t)=ϕ(y) (le nombreϕ(y) est un majorant de{ f (t); t ∈ [0, y]})

2. Soit alorsx0 ∈ [0,1]. Montrons queϕ est continue enx0 : Soit ε> 0. Commef est continue enx0, il existeα> 0

tel que∀t ∈ [0,1], |t − x0| Éα =⇒
∣∣ f (t)− f (x0)

∣∣É ε.
Soit alorsx ∈ [0,1] tel que|x − x0| É α. Supposons dans un premier temps quex0 É x. On sait déjà queϕ(x0) É
ϕ(x). Soit t ∈ [0, x], si t ∈ [x0, x], alors f (t) É f (x0)+ ε É supt∈[0,x0] f (t)+ ε É ϕ(x0)+ ε. Et si t ∈ [0, x0], alors
f (t)É supt∈[0,x0] f (t) Éϕ(t)Éϕ(t)+ε.
On a donc montré que∀t ∈ [0, x], f (t) É ϕ(x0)+ ε. Par passage à la borne supérieure, on en déduit queϕ(x) É
ϕ(x0)+ε.
Donc, on obtient que

ϕ(x0) Éϕ(x) Éϕ(x0)+ε =⇒
∣∣ϕ(x)−ϕ(x0)

∣∣É ε

Dans le deuxième cas, six É x0, on sait déjà queϕ(x) Éϕ(x0). Minorons alorsϕ(x) : Par passage à la borne sup
comme précédemment, on obtient queϕ(x)Éϕ(x0)+ε. Donc

ϕ(x0)−εÉϕ(x) Éϕ(x0) =⇒
∣∣ϕ(x)−ϕ(x0)

∣∣É ε

En conclusionϕ est continue enx0.

Exercice 11.41 ♥♥♥
Soit f : [0,+∞[−→R une fonction continue en0 telle quef (0) = 0 et lim

x−→0

f (2x)− f (x)

x
= 0. Montrer que lim

x−→0

f (x)

x
=

0.
Indication 11.9 :Une des hypothèses fait intervenirf (2x) et f (x). On cherche à obtenir un résultat surf (x) seulement.

Ecrire la définition de la limite : il existeα > 0 tel que pour toutx ∈ [0,α[, . . .Remarquer que
x

2
É α et donc−ε x

2
É

f (x)− f (
x

2
) É ε

x

2
. Ecrire ce que l’on obtient avec

x

4
...

x

2p
. Si on additionne ces inégalités et on fait tendrep vers+∞,

qu’obtient-on?

Solution : Soit ε> 0. Puisque
f (2x)− f (x)

x
→ 0, il existeα> 0 tel que

∀x ∈ [0,α], −εÉ
f (2x)− f (x)

x
É ε
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Soit alorsx ∈ [0,α]. Soit p ∈N. Puisque
x

2
,

x

22
, . . .,

x

2p
∈ [0,α], on a la série d’inégalités suivantes :

−ε x

2
É f (x)− f (

x

2
) É ε

x

2

−ε
x

22
É f (

x

2
)− f (

x

22
) É ε

x

22

...
...

...

−ε x

2p
É f (

x

2p−1
)− f (

x

2p
) É ε

x

2p

En sommant ces inégalités, on trouve que :

−ε x

2

(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2p−1

)
É f (x)− f (

x

2p
) É ε

x

2

(
1+ 1

2
+·· ·+ 1

2p−1

)

On calcule alors la somme géométrique

1+ 1

2
+·· ·+ 1

2p−1
=

1− 1

2p

1−
1

2

= 2(1− 1

2p
)

On a donc montré que pour toutp ∈N,

−εx(1−
1

2p
) É f (x)− f (

x

2p
) É εx(1−

1

2p
)

Comme ces inégalités sont valables quel que soitp, on peut passer à la limite lorsquex est fixé etp →+∞. Puisque
1

2p
−−−−−→
p→+∞

0 et quef est continue en0, f (
x

2p
)−−−−−→

p→+∞
f (0) = 0. On obtient donc que

−εx É f (x) É εx =⇒
∣∣∣∣

f (x)

x

∣∣∣∣É ε

On a bien montré que
f (x)

x
−−−→
x→0

0.

11.5.5 Théorème des valeurs intermédiaires

Exercice 11.42 ♥
Soit f une fonction polynomiale de degré impair. Montrer quef possède au moins une racine réelle.

Solution : Supposons que le coefficient du terme dominant deP soit positif. CommeP est de degré impair, on en déduit
que lim

x→−∞
f (x) = −∞ et que lim

x→+∞
f (x) = +∞. Commef est polynomiale, elle est continue et donc, par application

du théorème des valeurs intermédiairesf (R) = R. Il existe doncc ∈ R tel que f (c) = 0 . On raisonne de même si le
coefficient du terme dominant deP est négatif.

Exercice 11.43 ♥
Soit f : R→R continue telle quelim

x→−∞
f (x) =−1 et lim

x→+∞
f (x) =+1. Prouver quef s’annule

Solution : Comme lim
x→−∞

f (x) =−1, il existea ∈R tel quef (a) < 0. De même, commelim
x→+∞

f (x) =+1, il existeb ∈R

tel quef (b) > 0. f étant continue, d’après le théorème des valeurs intermédiaires appliqué sur le segment[a,b], on en
déduit qu’il existec ∈ [a,b] tel quef (c) = 0.

Exercice 11.44 ♥
Soit f : [0,1] → [0,1] continue. Prouver quef possède au moins un point fixe.

Solution : Introduisons la fonctiong donnée par∀x ∈ [0,1], g (x) = f (x)− x. La fonctiong est continue sur[0,1],
g (0) = f (0) Ê 0 et g (1) = f (1)−1 É 0 donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires,g s’annule sur[0,1].
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Exercice 11.45 ♥
Montrer que les seules applications continues deR dansZ sont les applications constantes.

Solution : Soit f : R→Z, Suposons quef n’est pas constante. Il existe alors des réelsa < b tels quef (a) 6= f (b). Soit
y un nombre non entier strictement compris entref (a) et f (b). D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe
x ∈]a,b[ tel quef (x) = y et doncf n’est pas à valeurs dansZ. f est donc forcément constante.

Exercice 11.46 ♥♥
On considère un méridien terrestre et l’on suppose que la température au sol varie continument sur ce méridien.
Montrez l’existence de deux points antipodaux sur ce méridien où la température est la même.

Solution : À chaque point du méridien, on associe l’angleθ entre le pôle nord et ce point. Considérons la fonction
f : [0,2π] 7→ R où f (θ) représente la température au point d’angleθ. Par hypothèse, cette fonction est continue et
f (0) = f (2π) = T oùT est la température au pôle nord. Considérons la fonction définie sur[0,π] parg (θ)= f (θ+π)− f (θ).
Commeg est continue et queg (0) = f (π)− f (0) = f (π)− f (2π)=−g (π), d’après le théorème des valeurs intermédiaires,
il existeα ∈]0,π[ tel queg (α)= 0, c’est-à-diref (α+π) = f (α).

Exercice 11.47 ♥♥
Soit f : R→R continue et décroissante. Montrer quef admet un unique point fixe.

Solution :
Introduisons la fonctiong donnée par∀x ∈ R, g (x) = f (x)− x. g est strictement décroissante et donc injective et ne
s’annule donc qu’une fois au plus. Supposons queg ne s’annule pas. Alorsg est ou strictement positive ou strictement
négative.

1. Si g > 0 alors∀x ∈R, f (x) > x et doncf (x) −−−−−→
x→+∞

+∞ ce qui est absurde carlim
+∞

f = inf
R

f .

2. Si g < 0 alors∀x ∈R, f (x) < x et doncf (x) −−−−−→
x→−∞

−∞ ce qui est absurde carlim
−∞

f = sup
R

f .

On aboutit dans les deux cas à une contradiction et nécessairementg s’annule une et une seule fois surR. On en déduit
que f admet un et un seul point fixe.

Exercice 11.48 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] 7→R continue sur le segment[0,1]. Soient deux réelsp, q > 0. Montrer qu’il existex0 ∈ [0,1]

tel que
p f (0)+q f (1) = (p +q) f (x0)

Solution : Introduisons la fonction définie parϕ(x) = (p +q) f (x)−p f (0)−q f (1).
Cette fonctionϕ est continue sur le segment[0,1] et

ϕ(0) = q( f (0)− f (1)), ϕ(1) = p( f (1)− f (0))

Commep, q > 0, ϕ(0) etϕ(1) sont de signes opposés. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existex0 ∈ [0,1]

tel queϕ(x0) = 0, ce qui prouve le résultat.

Exercice 11.49 ♥♥
Soit une fonctionf : R 7→R continue et croissante. On suppose qu’il existe un réela > 0 tel que

∀(x, y) ∈R2,
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣Ê a
∣∣x − y

∣∣

Montrer que la fonctionf est bijective.

Solution :
1. Montrons quef est injective : soient deux réels(x, y) ∈R2 tels quef (x) = f (y). Alors

|x − y | É 1

a

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣É 0

et doncx = y .

2. Montrons que la fonctionf n’est pas majorée. Par l’absurde : sif était majorée alors d’après le théorème de la
limite monotone, elle tendrait vers une limite finiel lorsquex →+∞. Mais alors, il existeraitc > 0 tel que∀x Ê c,
l −1É f (x) É l . On aurait alors ,

∀x Ê c, | f (x)− f (c)| Ê a|x −c| =⇒ |x −c| É 1

a
| f (x)− f (c)| É 1

a

ce qui est impossible car pourx assez grand,|x −c| >
1

a
. On montre de même quef n’est pas minorée.
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3. Par conséquent, la fonctionf est surjective. En effet, Soitt ∈R. Commelimx→+∞ f (x) =+∞ et limx→−∞ f (x) =
−∞, il existe (a,b) ∈ R2 tels quef (a) É t É f (b). Mais alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires,
∃c ∈ [a,b] tel quef (c) = t .

Exercice 11.50 ♥♥
Soit f : [0,1] 7→ [0,1] une fonction continue.

1. Montrer que∀n ∈N∗, il existean ∈ [0,1] tel quef (an) = an
n ;

2. On suppose maintenant quef est décroissante strictement. Montrer que pour toutn ∈ N∗, le réelan ∈ [0,1]

trouvé dans la question précédente est unique à vérifierf (an) = an
n et étudier la suite(an).

Solution :

1. Soitn > 0. Posonsgn :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ f (x)− xn . Alors la fonctiongn est continue sur[0,1] et gn(0) = f (0) Ê 0,

gn(1) = f (1)−1 É 0. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existean ∈ [0,1] tel quegn(an) = 0 et donc
f (an) = an

n .

2. Si f est continue et strictement décroissante, alors pour toutn ∈N∗, gn est continue et strictement décroissante
également. Par conséquent,gn réalise une bijection de[0,1] vers[ f (1)−1, f (0)]. Comme0 ∈ [ f (1)−1, f (0)], 0

possède un unique antécédentan par gn . Calculonsgn+1(an) = f (an)− an+1
n = an

n − an+1
n = an

n (1− an ) Ê 0 (car
gn(an) = 0 =⇒ f (an) = an

n ). Commegn+1 est décroissante,an É an+1 (par l’absurde, sian+1 < an , on aurait
0 = gn+1(an+1) > gn+1(an) Ê 0). (Un petit coup d’œil sur le tableau de variations "évite" un raisonnement par
l’absurde).
La suite(an) est croissante et majorée par1, elle converge donc d’après le théorème de la limite monotone vers
un réell ∈ [0,1].

Exercice 11.51 ♥♥♥
Soient deux fonctions continuesf , g : [0,1] 7→ [0,1]. On suppose quef ◦ g = g ◦ f . On noteK l’ensemble des points
fixes def .

1. Montrer queK est stable parg .

2. Montrer queK possède un plus petit élémentx0.

3. On suppose que∀x ∈ K, g (x) Ê x. Montrer que la suite définie parx0 et∀n ∈N, xn+1 = g (xn ) converge vers un
point fixe commun àf et g .

Solution :

1. Soitx ∈K. Montrons queg (x)∈ K. Calculons pour celaf (g (x))= g ( f (x)) = g (x).

2. K est non vide, voir l’exercice 11.44 et minoré par0 doncK possède une borne inférieurex0. Montrons quex0 ∈K.
En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure, on construit une suite(xn ) de points deK qui
converge versx0. Comme∀n ∈N, f (xn) = xn , et quef est continue au pointx0, il vient en passant à la limite que
f (x0) = x0, doncx0 ∈K.

3. Soitn ∈ N. On axn+1 = g (xn) Ê xn et donc la suite(xn ) est croissante majorée par1. Elle converge d’après le
théorème de la limite monotone versℓ ∈ [0,1]. Comme∀n ∈N, f (xn) = xn ( démonstration facile par récurrence),
et quef est continue au pointℓ, on trouve quef (ℓ) = ℓ. Comme également∀n ∈ N, xn+1 = g (xn), on a aussi
g (ℓ)= ℓ et doncℓ est un point fixe commun àf et g .

Remarque : On pourrait se poser la question de savoir si dans le cas général il existe toujours un point fixe commun àf

et g . Cette conjecture a été émise en 1954. La réponse (négative)a été apportée en 1969. Le lecteur curieux pourra se
reporter à la (longue) discussion : http ://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?4,546479

Exercice 11.52 ♥♥♥
Soit f : R 7→R une fonction continue,n ∈N∗ et x1, . . . , xn ∈R. Montrer qu’il existec ∈R tel que

f (c) = f (x1)+·· ·+ f (xn )

n

Indication 11.9 : Résoudre d’abord l’exercice pourn = 2 en faisant un dessin. Passer ensuite au cas général.
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Solution : Notons

t = f (x1)+·· ·+ f (xn )

n

Montrons qu’il existei ∈ �1,n� tel quet É f (xi ). Par l’absurde, si∀k ∈ [1,n], f (xk ) < t , en additionnant ces inégalités,
on aurait

nt =
n∑

k=1

f (xk ) < nt

ce qui est absurde. On montre de même qu’il existej ∈ [1,n] tel quet Ê f (x j ).
Par conséquent,t ∈ [ f (x j ), f (xi )] et d’après le théorème des valeurs intermédiaires, commef est continue surR, il existe
c ∈ [x j , xi ] tel quet = f (c).

Exercice 11.53 ♥♥♥
Soit une fonctionf : [0,+∞[7→ R continue telle que∀x Ê 0, f (x) Ê 0. On suppose que

f (x)

x
−−−−−→
x→+∞

l avec0 < l < 1.

Montrez que la fonctionf admet un point fixe.

Solution : Considérons un réelk ∈R tel quel < k < 1. Comme
f (x)

x
−−−−−→
x→+∞

l , il existeA > 0 tel que∀x Ê A,
f (x)

x
É k.

Donc pourx Ê A, f (x) É kx. Considérons la fonctionϕ définie sur[0,+∞[ parϕ(x) = f (x)− x. On aϕ(0) = f (0) Ê 0,
et puisqueϕ(x) É (k −1)x pour x Ê A, et que(k −1) < 0, ϕ(x) −−−−−→

x→+∞
−∞. Donc il existeB > A tel queϕ(B) < 0. En

utilisant le théorème des valeurs intermédiaires entre0 et B, on montre l’existence d’un zéro de la fonctionϕ et donc
d’un point fixe de la fonctionf .

Exercice 11.54 ♥♥♥
On considère une fonction contractantef surR :

∀(x, y) ∈R
2,

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣É k|x − y |

avec0 É k < 1.

1. Montrer que∀x ∈R,
| f (x)| É | f (0)|+k|x|

2. On considère la fonction

g :

{
R −→ R

x 7−→ f (x)− x

Montrer queg (x)−−−−−→
x→+∞

−∞ et queg (x) −−−−−→
x→−∞

+∞.

3. Montrer quef possède un unique point fixe :

∃!x0 ∈R tq f (x0) = x0

Solution :

1. Utilisons la minoration de l’inégalité triangulaire et le fait quef est contractante : pour toutx ∈R,

| f (x)|− | f (0)| É k|x −0|

2. En utilisant la majoration précédente, pourx > 0, on obtient que :

g (x) É | f (0)|+ (k −1)x −−−−−→
x→+∞

−∞

et pourx < 0,
g (x) Ê−| f (0)|+ (k −1)x −−−−−→

x→−∞
+∞

On conclut alors grâce au théorème des gendarmes.

3. Commeg (x) −−−−−→
x→+∞

−∞ et queg (x) −−−−−→
x→−∞

+∞, il existe A,B ∈ R tels queg (A) < 0 et g (B) > 0. On applique

alors le théorème des valeurs intermédiaires àg sur le segment[A,B] et on montre qu’il existex0 ∈ R tel que
g (x0) = 0. Le réelx0 est un point fixe def . Il est unique car six′

0 est un autre point fixe def alors commef est
une fonction contractante, il vient que

∣∣x0 − x′
0

∣∣=
∣∣ f (x0)− f

(
x′

0

)∣∣É k
∣∣x0 − x′

0

∣∣

ce qui est impossible, à moins quex0 = x′
0, cark ∈ [0,1[.
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11.5.6 Continuité sur un segment

Exercice 11.55 ♥
Soientf , g : [a,b]→R continues telles que∀x ∈ [a,b], f (x) < g (x). Montrer qu’il existeα> 0 tel que

∀x ∈ [a,b], f (x) É g (x)−α.

Solution :
Considérons la fonction définie sur[a,b] parθ= g − f .La fonctionθ est continue et strictement positive sur[a,b]. Elle
possède donc un minimum strictement positif atteint en un certain pointc ∈ [a,b]. Posons :α= θ(c) = g (c)− f (c) > 0. Il
est clair que :∀x ∈ [a,b], f (x) É g (x)−α.

Exercice 11.56 ♥
Soient deux fonctionsf , g : [0,1] 7→R continues telles que

∀x ∈ [0,1], 0 < f (x) < g (x)

Montrez qu’il existe un réelk > 1 tel que
∀x ∈ [0,1], g (x) Ê k f (x)

Solution : Considérons la fonctionϕ définie sur le segment[0,1] par ϕ(x) = g (x)/ f (x). Comme la fonctionf ne
s’annule pas,ϕ est définie et continue sur le segment[0,1] et possède donc un minimum. Il existex0 ∈ [0,1] tel que
∀x ∈ [0,1], ϕ(x) Ê ϕ(x0). Posonsk = ϕ(x0). Commef (x0) < g (x0), k > 1 et alors∀x ∈ [0,1], g (x)/ f (x) Ê k d’où le
résultat.

Exercice 11.57 ♥
Soit une fonctionf continue surR. On suppose que

f (x) −−−−−→
x→+∞

+∞ et f (x) −−−−−→
x→−∞

+∞

Montrez que la fonctionf possède un minimum.

Solution : Soit x0 ∈R. PosonsA = f (x0). Commef (x) −−−−−→
x→±∞

+∞, d’après la définition de la limite, il existeB> 0 tel

que∀x ∈R, |x| Ê B =⇒ f (x) Ê A. On a en particulierx0 ∈ [−B,B]. La fonctionf est continue sur le segment[−B,B] et
donc possède un minimum sur ce segment :

∃c ∈ [−B,B] | ∀x ∈ [−B,B], f (c) É f (x)

Montrons que∀x ∈R, f (x) Ê f (c) ce qui montrera quef (c) est un minimum def surR. Soit x ∈R. Si x ∈ [−B,B], on a
bien f (c) É f (x). Si x 6∈ [−B,B], alorsf (x) Ê A = f (x0) et commex0 ∈ [−B,B], il vient quef (x) Ê f (x0) Ê f (c).

Exercice 11.58 ♥
Soit f : R 7→R une application T-périodique (T > 0) et continue. Montrer quef est bornée.

Solution : Considérons la restriction def au segment[0,T]. Elle est continue sur ce segment, et donc est bornée :

∃M > 0 : ∀x ∈ [0,T],
∣∣ f (x)

∣∣É M. Mais alors, six ∈R, avecy = E(
x

T
), on anT É x < (n+1)T et doncf (x) = f (x−nT)

et puisquex −nT ∈ [0,T],
∣∣ f (x)

∣∣É M.

Exercice 11.59 ♥
Soit f : R→R bornée etg :R→R continue. Montrer queg ◦ f et f ◦ g sont bornées.

Solution :
Commef est bornée surR, il existeM > 0 tel que pour toutx ∈ R,

∣∣ f (x)
∣∣ É M. En particulier,∀x ∈ R, f

(
g (x)

)
É M

donc f ◦g est bornée surR. Par ailleursf (R)⊂ [−M,M] et g est continue sur[−M,M] doncg est majorée et minorée sur
[−M,M] et g ◦ f est bornée surR.

Exercice 11.60 ♥♥
Soient deux fonctions continuesf et g sur le segment[0,1] vérifiant :

∀x ∈ [0,1], 0 < f (x) < g (x)
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On considère une suite(xn) telle que∀n ∈N, xn ∈ [0,1] et l’on définit la suite(an) par

an =
(

f (xn)

g (xn)

)n

Déterminer la limite de la suite(an).

Indication 11.9 : En utilisant le fait que[0,1] est unsegment, montrer que
f (x)

g (x)
É k < 1 sur[0,1].

Solution : La fonctionϕ(x) = f (x)

g (x)
est continue sur le segment[0,1]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes sur ce

segment : il existex0 ∈ [0,1] tel quesupx∈[0,1]

f (x)

g (x)
= f (x0)

g (x0)
= k < 1. Donc

∀x ∈ [0,1], 0 < f (x)

g (x)
É k < 1

Alors ∀n ∈ N, 0 É an É kn et commek < 1, la suite géométrique(kn) converge vers0. D’après le théorème des
gendarmes, la suite(an) converge vers0.

Exercice 11.61 ♥♥
On considère une réunion de deux segmentsK = [a,b]∪[c,d] aveca < b < c < d . Soit f : K 7→ K une fonction continue
sur l’ensembleK. On suppose que∀(x, y) ∈K2,

x 6= y =⇒ | f (x)− f (y)| < |x − y |

On considère la fonctionϕ définie surK parϕ(x)= | f (x)− x|. Montrez que la fonctionϕ possède un minimum surK.
Montrez par l’absurde que ce minimum est nul. En déduire que la fonctionf admet un unique point fixex0 ∈ K.

Solution : La fonctionϕ est continue comme somme et valeur absolue de fonctions continues. Elle est donc continue
en tout point de l’ensembleK. Comme la fonctionϕ est continue sur le segment[a,b], elle possède un minimum
M1 =ϕ(x1) sur[a,b] avecx1 ∈ [a,b]. De même, elle possède un minimumM2 sur le segment[c,d] avecM2 =ϕ(x2) où
x2 ∈ [c,d]. On posem = min{M1,M2} et on vérifie queM est un minimum de la fonctionϕ surK. Donc on a montré que

∃x0 ∈K : ∀x ∈ K, ϕ(x0) Éϕ(x)

Si par l’absurde,ϕ(x0) 6= 0, en utilisant l’inégalité de l’énoncé, puisquef (x0) 6= x0, et f (x0) ∈ K, on aurait
∣∣∣ f

(
f (x0)

)
− f (x0)

∣∣∣< | f (x0)− x0|

et doncϕ
(

f (x0)
)
< ϕ(x0) ce qui est impossible. Par conséquent,ϕ(x0) = 0 et doncf (x0) = x0. Montrons l’unicité du

point fixe. S’il existait deux points fixesx1 ∈ K et x2 ∈K, avecx1 6= x2 on aurait

| f (x1)− f (x2)| < |x1 − x2|

et donc|x1 − x2| < |x1 − x2| une absurdité.
Remarque : l’hypothèsef continue est superflue, puisquef est lipschitzienne.

11.5.7 Fonctions Lipschitziennes

Exercice 11.62 ♥♥
On considère une fonctionf :R 7→R et une constanteK > 0 telle que

∀(x, y) ∈R2, |x − y | É 1 =⇒
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣É K|x − y |

Montrer quef estK-lipschitzienne surR.

Solution : Soient(x, y) ∈ R2. Supposons quex < y . On peut considérerx0 = x, x1 = x +1, . . ., xk = x +k, xn = y avec
y − xn−1 É 1. Alors
∣∣ f (y)− f (x)

∣∣=
∣∣ f (y)− f (xn−1)+ f (xn−1)− f (xn−2)+·· ·+ f (x1)− f (x)

∣∣É
∣∣ f (y)− f (xn−1)

∣∣+
∣∣ f (xn−1)− f (xn−2)

∣∣+·· ·+
∣∣ f (x1)− f (x)

∣∣

et donc ∣∣ f (y)− f (x)
∣∣É K

[
(x1 − x)+ (x2 − x1)+·· ·+ (y − xn )

]
= K(y − x)
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Exercice 11.63 ♥♥
Soit un réela > 0 et une fonctionf : [a,+∞[7→ R croissante. On suppose que la fonctionf admet une limite finiel
lorsquex →+∞ et que la fonction

g :





[a,+∞[ −→ R

x 7−→ f (x)− f (a)

x −a

est croissante. Montrez que la fonctionf est constante.

Solution : Montrons quef est constante par l’absurde. S’il existeb > a tel quef (b) 6= f (a), puisque la fonctionf est
croissante, on auraitf (b) > f (a). Soit x Ê b. Comme la fonctiong est croissante,

f (x)− f (a)

x −a
Ê f (b)− f (a)

b −a

Donc f (x) Ê (x −a)
f (b)− f (a)

b −a
+ f (a). Posonsα=

f (b)− f (a)

b −a
> 0. On a∀x Ê b, f (x) Ê α(x −a)+ f (a) −−−−−→

x→+∞
+∞ et

donc f (x) −−−−−→
x→+∞

+∞, une absurdité.

Exercice 11.64 ♥♥
On considère des fonctions réellesf et g définies et continues sur[0,1]. On définit une fonctionϕ par :

ϕ (t) = sup
x∈[0,1]

(
f (x)+ t g (x)

)
.

1. Montrer queϕ est définie surR.

2. Montrer queϕ est Lipschitzienne surR.

Solution :

1. Soitt ∈R. Commef etg sont continues sur le segment[0,1], la fonctionθ : x 7→ f (x)+t g (x) est continue sur[0,1].
θ est donc bornée sur[0,1] et atteint ses bornes. On notext un réel élément de[0,1] tel queθ (xt ) = supx∈[0,1]θ (t).
On a alors :ϕ (t) = θ (xt ) etϕ est définie surR.

2. Soientt , t ′ ∈R. On a :

ϕ(t)−ϕ(t ′) = t g (xt)− t ′g (xt)+ ( f (xt)− f (xt ′)+ t ′g (xt ′)− t ′g (xt))= t g (xt)− t ′g (xt)

et de même
ϕ(t ′)−ϕ(t)= t ′g (xt ′)− t g (xt ′)

Donc
|ϕ(t)−ϕ(t ′)| = max(|t g (xt)− t ′g (xt)|, |t ′g (xt ′)− t g (xt ′)|)= M|t − t ′|.

On prouve ainsi queϕ est Lipschitzienne de rapportM.

Exercice 11.65 ♥♥
Soient deux fonctionsf , g : [a,b] 7→R lipschitziennes. Montrez que la fonctionf g est lipschitzienne sur[a,b].

Solution : Comme les fonctionsf et g sont continues sur le segment[a,b], elles sont bornées. NotonsM f =
supx∈[a,b]| f (x)| et Mg = supx∈[a,b]|g (x)|. Commef et g sont lipschitziennes sur[a,b], il existe deux constantesk f

et kg telles que
∀(x, y) ∈ [a,b]2, | f (x)− f (y)| É k f |x − y | et |g (x)− g (y)| É kg |x − y |

Posons alors
K = Mg k f +M f Kg

Vérifions quef g estK-lipschitzienne. Soit(x, y) ∈ [a,b]2. Écrivons

| f g (x)− f g (y)| =
∣∣∣g (x)

[
f (x)− f (y)

]
+ f (y)

[
g (x)− g (y)

]∣∣∣

É |g (x)|| f (x)− f (y)|+ | f (y)||g (x)− g (y)|
É Mg k f |x − y |+M f kg |x − y |
É K|x − y |
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11.5.8 Continuité uniforme

Exercice 11.66 ♥
Soit une fonctionf : R 7→R continue et périodique. Montrez que la fonctionf est uniformément continue surR.

Solution : Comme la fonctionf est périodique, il existeT > 0 tel que∀x ∈R, f (x+T) = f (x). Considérons le segment
[0,2T]. Comme la fonctionf est continue sur ce segment, d’après le théorème de Heine, elle est uniformément continue
sur ce segment. Donc il existeη> 0 tel que

∀(x, y) ∈ [0,2T]2 , |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε

Posonsη′ = min(η,T) > 0. Considérons maintenant(x, y) ∈ R2 tels que|x − y | É η′, avec pour simplifierx É y . Il existe
n ∈Z tels quex−nT ∈ [0,T] et y −nT ∈ [0,2T] (il suffit de posern = E(x/T)). Alors puisque(x−nT, y −nT) ∈ [0,2T]2 et
|(x −nT)− (y −nT)| = |x − y | É η, on a| f (x −nT)− f (y −nT)| É ε. Mais puisquef (x −nT) = f (x) et f (y −nT) = f (y),
il vient finalement que| f (x)− f (y)| É ε.

Exercice 11.67 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,+∞[7→ R continue surR telle que

f (x) −−−−−→
x→+∞

l ∈R

Montrez que la fonctionf est uniformément continue surR.

Solution : Soit ε> 0. Commef (x) −−−−−→
x→+∞

l , il existeA > 0 tel que∀x Ê A, | f (x)− l | É ε/2. La fonctionf est continue

sur le segment[0, A+2] et donc d’après le théorème de Heine, est uniformément continue sur ce segment. Donc il existe
η> 0 tel que

∀(x, y) ∈ [0, A+1]2 |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε

Posonsη′ = min(η,1). Soit maintenant(x, y) ∈ [0,+∞[2 tels que|x − y | É η′. Étudions les cas suivants :
– si (x, y) ∈ [0, A+1]2, on a bien puisque|x − y | É η, | f (x)− f (y)| É ε ;
– si par exemplex ∈ [0, A+1] et y ∈ [A+1,+∞[. Comme|x − y | É η′ É 1, on ax ∈ [A, A+1] et y ∈ [A+1,+∞[, donc

x, y ∈ [A,+∞[ et donc

| f (x)− f (y)| = |[ f (x)− l ]+ [l − f (y)]| É | f (x)− l |+ | f (y)− l | É ε/2+ε/2 = ε

Donc dans tous les cas,| f (x)− f (y)| É ε. La fonction est bien uniformément continue.

Exercice 11.68 ♥♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] 7→R. On définit la suite de terme général

un =
1

n

n−1∑

k=0

(−1)k f
( k

n

)

Montrez que cette suite converge vers0.

Solution : Soit ε> 0. Comme la fonctionf est continue sur le segment[0,1], elle est uniformément continue d’après
le théorème de Heine. Donc il existeη> 0 tel que

∀(x, y) ∈ [0,1]2 , |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε

PosonsN = E(1/η)+1. Soit n ∈N tel quen Ê N. Écrivonsun en groupant deux termes successifs : Lorsquen est pair
(n = 2p), on peut écrire

un = 1

n

p−1∑

k=0

[
f
(2k

n

)
− f

(2k +1

n

)]

Or puisquen Ê N, |(2k +1)/n−2k/n| É η et par conséquent,

|un | É
1

n

p−1∑

k=0

ε= ε

2
É ε

Lorsquen est impair, il reste un terme solitaire, que l’on peut majorer en introduisantM = supx∈[0,1]| f (x)| (la fonction
f est continue sur le segment[0,1] doncM existe). Notonsn = 2p +1. Alors

un = 1

n

p−1∑

k=0

[
f
(2k

n

)
− f

(2k +1

n

)]
+ 1

n
f
(n−1

n

)
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et donc

|un | É
ε

2
+ M

n

et ici aussi lorsquen Ê N′, |un | É ε.

11.5.9 Equations fonctionnelles

Exercice 11.69 ♥
Soit f : R→R continue en0 et soitk ∈N∗, k 6= 1 tels que

∀x ∈R, f (kx) = f (x).

Montrer quef est une fonction constante.

Solution :
Soit x ∈R. On montre par une récurrence facile quef (x) = f

(
x

kn

)
. De plus, commef est continue en0, en appliquant le

théorème de composition d’une suite par une fonction, on montre que :f
(

x
kn

)
−−−−−→
n→+∞

f (0) donc par unicité de la limite

f (x) = f (0). On en déduit quef est constante. Réciproquement, on vérifie que les fonctionsconstantes sont solutions.

Exercice 11.70 ♥
Déterminer toutes les fonctionsf : R 7→R continues telles que

∀x ∈R, f (2x) =− f (x)

Solution : Soit x ∈ R∗. Considérons la suitexn = x

2n
. On montre que∀n ∈ N, f (xn ) = (−1)n f (x). Mais puisque

xn −−−−−→
n→+∞

0 et quef est continue en0, f (x) = (−1)n f (xn ) −−−−−→
n→+∞

f (0). Donc f (x) = f (0). De plus, commef (0) =
− f (0) , on a f (0) = 0 et f = 0. Réciproquement la fonction nulle vérifie l’hypothèse.

Exercice 11.71 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,+∞[7→ R continue sur l’intervalle[0,+∞[ telle que

∀x Ê 0, f (x2) = f (x)

Déterminer la fonctionf .
Indication 11.9 : Soit x > 0, considérer la suite récurrente

u0 = x et∀n ∈N, un+1 =
p

un

Solution : La suite récurrente de l’énoncé s’étudie classiquement : six > 0, un −−−−−→
n→+∞

1. Comme la fonctionf est

supposée continue, six > 0, f (un ) −−−−−→
n→+∞

f (1). Mais puisque∀n ∈N, f (un+1) = f (u2
n+1) = f (un ), la suite

(
f (un)

)
est

constante. Par conséquent,f (x) = f (1).
On a montré que la fonctionf est constante sur]0,+∞[. Ensuite, puisque la fonctionf est continue en0, limx→0 f (x) =
f (0) et comme∀x > 0, f (x) = f (1), il vient que f (0) = f (1). Par conséquent les seules fonctions vérifiant l’hypothèse
de l’énoncé sont les fonctions constantes.
Réciproquement, les fonctions constantes conviennent.

Exercice 11.72 ♥
1. Soitx ∈R. Etudier la suite

u0 = x et∀n ∈N, un+1 =
un −1

2

2. Trouver les fonctionsf : R 7→R continues vérifiant

∀x ∈R, f (2x +1) = f (x)

Solution :

1. La suite s’étudie classiquement. La fonctionh : R→ R, x 7→ x −1

2
est strictement croissante, admet comme seul

point fixex0 =−1 et vérifieh (x) Ê x si x ∈ ]−∞,−1] et h (x) É x si x ∈ [−1,+∞[. Donc siu0 ∈ ]−∞,−1], la suite
(un ) est croissante et majorée par−1. Elle converge alors vers l’unique point fixe deh. De même, siu0 ∈ [−1,+∞[,
la suite(un) est décroissante et minorée par−1 et converge aussi vers−1. En résumé :un −−−−−→

n→+∞
−1.

465



2. Puisquef est continue en−1, f (un ) −−−−−→
n→+∞

f (−1). Mais∀n ∈ N, f (un+1) = f (2un+1 +1) = f (un) et par con-

séquent, la suitef (un ) est constante. On en déduit quef (x) = f (−1) et doncf est une fonction constante. Ré-
ciproquement, les fonctions constantes vérifient la propriété de l’énoncé.

Exercice 11.73 ♥♥
On considère une fonctionf :]0,+∞[7→ R continue au point1. On suppose que

∀(x, y) ∈]0,+∞[, f (x y) = f (x)+ f (y)

Déterminez toutes les fonctionsf vérifiant ces propriétés.

Solution : Considérons une fonctionf vérifiant les propriétés de l’énoncé. Définissons alors la fonction

g :

{
R −→ R

x 7−→ f ◦exp(x)

La fonctiong est continue au point0 et vérifie

∀x ∈R, g (x + y) = g (x)+ g (y)

en prenantx = y = 0, on montre queg (0) = 0. Si m ∈ N∗ alors, en posanta = g (1), on a :g (m) = ma et a = g (1) =
g

(
m. 1

m

)
= mg

(
1
m

)
doncg

(
1
m

)
= a

m
et pour toutr ∈ Q+, g (r ) = ar . De plus, pour toutx ∈ R, il est clair que comme

0 = g (x − x) = g (x)+ g (−x), alorsg (−x) =−g (x). Donc :∀r ∈Q, g (r ) = a.r . Montrons que la fonctiong est continue
surR. Soit x0 ∈R. Soith ∈R. Puisqueg (x0 +h) = g (x0)+ g (h), on a

|g (x0 +h)− g (x0)| = |g (h)− g (0)|

et la continuité enx0 s’obtient facilement de la continuité deg en0. Comme les rationnels sont denses dansR, si x ∈R,
il existe (rn) ⊂Q telle quern −−−−−→

n→+∞
x. Mais commeg est continue enx, il vient queg (x) = g (limrn ) = lim g (rn) =

lim arn = ax. Par conséquent,∀x ∈ R, g (x) = ax et alors∀y ∈]0,+∞[, f (x) = a ln x. On vérifie réciproquement que
toutes ces fonctions vérifient les conditions de l’énoncé.

Exercice 11.74 ♥♥
Soit une fonctionf : R 7→R continue vérifiant :

∀(x, y) ∈R2, f (x + y) = f (x) f (y)

1. Montrer que∀x ∈R, f (x) Ê 0.

2. On suppose qu’il existex ∈R tel quef (x) = 0. Montrer quef = 0.

3. On suppose quef n’est pas la fonction nulle. Déterminer la fonctionf .

Solution :

1. Soit un réelx ∈R. Puisquef (x) =
(

f ( x
2

)
)2 Ê 0, il vient que la fonctionf est positive.

2. S’il existex ∈R tel quef (x) = 0, alors siz ∈R, f (z)= f (x) f (z − x) = 0, et doncf est la fonction nulle.

3. Supposons donc quef 6= 0. Posons alors∀x ∈R, g (x) = ln f (x). Alors g vérifie

∀(x, y) ∈R2, g (x + y) = g (x)+ g (y)

On sait alors qu’il existea ∈R (voir l’exercice 11.73) tel queg (x) = ax. Mais alors∀x ∈ R, f (x) = eax = ax . On
vérifie réciproquement qu’une telle fonction vérifie les hypothèses de l’énoncé.

Exercice 11.75 ♥♥♥
On définitE l’ensemble des fonctionsf : [0,1] 7→R continues vérifiant :

∀(x, y) ∈ [0,1]2 , f
( x + y

2

)
= f (x)+ f (y)

2

1. Montrer que si( f , g ) ∈E2 et (λ,µ) ∈R2 alorsλ f +µg ∈ E.

2. On suppose quef ∈ E vérifie f (0) = f (1) = 0. Montrer quef = 0.

3. Montrer que les éléments deE sont les fonctions affines.
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Indication 11.9 : Pour la seconde question, déterminer un ensembleA sur lequel on peut dire quef s’annule. Montrer
que cet ensemble est dense et utiliser le raisonnement par densité.
Pour la troisième question, considérerg (x) = f (x)− [ f (0)+ x( f (1)− f (0)].

Solution :

1. Soit( f , g ) ∈ E2 et (λ,µ) ∈R2, alors

(
λ f +µg

)( x + y

2

)
=

λ
(

f (x)+ f
(
y
))
+µ

(
g (x)+ g

(
y
))

2
=

(
λ f +µg

)
(x)+

(
λ f +µg

)(
y
)

2

et doncλ f +µg ∈E.

2. On montre quef (
1

2
) = 0, puis quef (

1

4
) = f (

3

4
) = 0, et ensuite, quef s’annule sur l’ensemble

Z = {
k

2n
;n ∈N∗,0 É k É 2n}

Cet ensemble est dense dans[0,1]. En effet, considéronsx, y ∈ [0,1] tels quex < y . Comme1/2n −−−−−→
n→+∞

0, il

existen ∈N tel que1/2n < y −x. Considérons l’ensembleA =
{

k ∈
�

0,2n
�
| k/2n Ê x

}
. L’ensembleA est non vide

et possède un plus petit élémentk0. Alors

y − k0

2n
> x + 1

2n
− k0

2n
= x − k0−1

2n
> 0

par définition dek0. Donc x É k0

2n < y et Z est bien dense dans[0,1]. Si alorsx ∈ [0,1], on peut construire une
suitexn de points deZ qui converge versx. Mais puisque∀n Ê 1, f (xn) = 0, et quef est continue au pointx, on
obtient par l’image continue d’une suite quef (x) = 0. Donc f est la fonction identiquement nulle sur[0,1].

3. Si f ∈ E, alors d’après la première question, la fonctionϕ(x) = f (x)− [ f (0)+ x( f (1)− f (0))] est encore dansE
(car une fonction affine est dansE et la différence de deux fonctions deE est encore une fonction deE). Puisque
ϕ(0) = ϕ(1) = 0, d’après la seconde question, il vient queϕ= 0, et donc quef est affine. Réciproquement, toute
fonction affine est bien une fonction deE.

11.5.10 Bijection continue

Exercice 11.76 ♥
Soit f :

{
[2,+∞[ −→ R

x 7−→
p

x2 −4x +8
.

1. Prouver quef réalise une bijection deI = [2,+∞[ sur son image (que l’on précisera).

2. Prouver que la bijection réciproque def est continue.

3. Déterminer cette bijection réciproque.

Solution :

1. On vérifie facilement que sur[2,+∞[, la fonctionx 7→ x2−4x+8 est strictement croissante. Commef est la com-
posée cette fonction par la fonction racine carrée qui est elle aussi strictement croissante,f strictement croissante
surI = [2,+∞[. De plusf (I) = [2,+∞] = I. On en déduit quef réalise une bijection deI surI.

2. La fonction f est polynomiale donc continue surR. On a montré quef est strictement croissante surI. Par
application du théorème de la bijection, on en déduit quef −1 est continue sur[2,+∞[

3. Soit y ∈ [4,+∞[. On a :y = x2 −4x +8 ⇐⇒ y = (x −2)2 +4 ⇐⇒ x = 2±
√

y2 −4. Si x ∈ [2,+∞[, nécessairement

x = 2+
√

y2 −4 et f −1 :

{
[2,+∞[ −→ [2,+∞[

y 7−→ 2+
√

y2 −4

Exercice 11.77 ♥♥
Soit une fonction définie surR telle qu’il existek > 0 tel que

∀(x, y) ∈R2, x 6= y =⇒ | f (x)− f (y)| < k|x − y |

1. Montrez quef est uniformément continue surR ;

2. On définit la fonctionϕ surR parϕ(x) = f (x)−kx. Montrez que la fonctionϕ est strictement décroissante sur
R ;
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3. On suppose qu’il existe deux réelsa < b tels que

∀x ∈ [a,b], ka < f (x) < kb

Montrez qu’il existe un unique réelα dans[a,b] vérifiant

f (α) = kα

Solution :

1. Commef estk-lipschitzienne (l’hypothèse de l’énoncé est plus forte),on montre facilement (voir le cours) que
la fonction f est uniformément continue surR.

2. Soit(x, y) ∈R2 tels quex < y . Calculons :

ϕ(y)−ϕ(x)= f (y)− f (x)−k(y − x)

É | f (y)− f (x)|−k(y − x)

< k|y − x|−k(y − x)

< 0

Donc la fonctionϕ est strictement décroissante surR.

3. La fonctionϕ est continue et strictement décroissante sur l’intervalle[a,b]. D’après le théorème de la bijection,
ϕ réalise une bijection de l’intervalle[a,b] vers l’intervalle[ϕ(b),ϕ(a)]. Mais ϕ(a) = f (a)−ka > 0 et ϕ(b) =
f (b)−kb < 0 par hypothèse. Donc puisque0 ∈ [ϕ(b),ϕ(a)], 0 possède un unique antécédentα parϕ dans[a,b].
En conclusion, il existe un uniqueα ∈ [a,b] tel queϕ(α) = kα.

468



Chapitre 12
Dérivation des fonctions à valeurs réelles

Pour bien aborder ce chapitre

Ce chapitre est une introduction à l’une des plus fabuleusesinvention de l’homme, celle du calcul différentiel, dans lecas
des fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles.
L’histoire du calcul différentiel débute en grande partie avec Galilée et Newton qui avaient besoin de nouveaux outils
mathématiques pour développer les notions de vitesse et d’accélération d’un mouvement. Mais la possibilité de calculer
la pente de la tangente à une courbe était essentielle dans d’autres problèmes comme dans ceux d’extremum ou pour
des questions plus appliquées. Newton et Leibniz furent lespremiers à tenter de formaliser la notion de dérivée. Ils se
disputèrent la paternité de cette invention mais il semble certain maintenant qu’ils l’ont découvert de manière indépendante
et chacun via des formalismes différents. Comme expliqué dans l’introduction du chapitre 10, la notion de limite n’a été
développée que bien plus tard, au19ème siècle par Cauchy et Weierstrass aussi la formalisation de la dérivation par
Newton et Leibniz souffrait de nombreuses lacunes. Newton refusa d’ailleurs de publier son travail et les écrits de Leibniz
étaient obscurs et difficiles à comprendre. Lagrange, un siècle plus tard introduit le terme de « dérivée » ainsi que la
notationf ′.
Après avoir défini ce qu’est une fonction dérivable ainsi quesa dérivée, nous démontrerons les règles de calcul des dérivées
que vous connaissez depuis le lycée. Nous verrons en particulier que la dérivée permet d’approcher une fonction donnée
par une fonction affine (voir le théorème

page 471). Nous nous intéresserons aux propriétés globalesdes fonctions dérivables. Le théorème de Rolle 12.9 page 475
et celui des accroissements finis 12.10 page 476 seront d’un usage constant en analyse. L’inégalité des accroissements
finis 12.11 page 477 qui découle du théorème du même nom est unevéritable « machine » à fabriquer des inégalités.
Des accroissements finis découle aussi le caractèrek-Lipschitzien des fonctions dérivables, ce qui permet d’appliquer
à celles pour quik ∈ ]0,1[ le très important théorème du point fixe 3.6 page 1224. Le théorème de dérivation de la
bijection réciproque 12.7 page 474 permettra de justifier les démonstrations effectuées dans le chapitre sur les fonctions
usuelles. Nous continuerons cette section par une étude desfonctions de classeC n etC ∞ et nous la terminerons par une
introduction aux fonctions convexes. Ce dernier outil servira aussi à construire de nombreuses inégalités.

12.1 Dérivée en un point, fonction dérivée

Dans tout ce paragraphe,I est un intervalle deR non vide et non réduit à un point. Les fonctions considérées sont définies
surI et à valeurs réelles.

12.1.1 Définitions

DÉFINITION 12.1 Taux d’accroissement
Soientf ∈F (I,R) et a ∈ I. On définit letaux d’accroissementde la fonctionf au pointa comme étant la fonction∆a, f

définie par

∆a, f :





I \ {a} −→ R

x 7−→ f (x)− f (a)

x −a

DÉFINITION 12.2 Fonction dérivable à droite, à gauche
Soientf ∈F (I,R), a ∈ I et∆a, f le taux d’accroissement def au pointa. On dit que
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– f estdérivable à droite au pointa si et seulement si∆a, f admet une limite finie quandx tend versa à droite dea.
– f estdérivable à gauche au pointa si et seulement si∆a, f admet une limite finie quandx tend versa à gauche dea.
On notef ′

d
(a) (respectivementf ′

g (a)) la limite à droite (respectivement à gauche) de∆a, f quand celle ci existe.

DÉFINITION 12.3 Dérivée en un point
Soient f ∈ F (I,R) et a ∈ I. On dit quef est dérivable au pointa si et seulement si son taux d’accroissement∆a, f

possède une limite finie quandx tend versa. Cette limite s’appelle le nombre dérivée def au pointa et est noté :

f ′(a) ou D f (a) ou
d f

d x
(a)

Remarque 12.1 Pour un pointa intérieur àI (c’est-à-dire tel qu’il existeα > 0 vérifiant ]a −α, a +α[ ⊂ I) alors f est
dérivable au pointa si et seulement si on a simultanément :

1. f est dérivable à droite ena,

2. f est dérivable à gauche ena,

3. f ′
d

(a) = f ′
g (a)

Exemple 12.1

– Soient
(
α,β

)
∈R2 et f :

{
R −→ R

x 7−→ αx +β
. f est dérivable en tout pointa deR et∀a ∈R, f ′(a) =α.

– La fonctionf :

{
R −→ R

x 7−→ |x| est dérivable surR∗, dérivable à droite et à gauche en0 mais pas dérivable en0.

– Par contre la fonctionf :

{
R+ −→ R

x 7−→ |x| est dérivable surR+.

– la fonctionf définie surR par f (x) =





exp

(
− 1

x

)
si x > 0

0 si x É 0
est dérivable surR.

– La fonction racine carrée :f :

{
R+ −→ R

x 7−→
p

x
est dérivable surR∗

+. En effet, sia ∈R∗
+ et six ∈R+ \ {a} alors

p
x −

p
a

x −a
=

p
x −

p
a(p

x −
p

a
)(p

x +
p

a
) = 1

p
x +

p
a
−−−→
x→a

1

2
p

a

par opérations sur les limites. Doncf est bien dérivable ena et f ′ (a) =
1

2
p

a
. Par contre, cette fonction n’est pas

dérivable à droite en0. En effet, six ∈R∗
+, on a

p
x −

p
0

x −0
=

1
p

x
−−−−→
x→0+

+∞.

12.1.2 Interprétations de la dérivée

Interprétation géométrique

Soient f ∈ F (I,R) et a ∈ I. Le plan étant ramené à un repère orthonormé, pourx ∈ I \ {a}, considérons la droite joignant

les pointsA

∣∣∣∣
a

f (a)
et M

∣∣∣∣
x

f (x)
. La pente de la droite(AM) est donnée par

∆a (x) =
f (x)− f (a)

x −a

Si la fonctionf est dérivable au pointa ∈ I, cette pente a pour limitef ′(a) quandx tend versa. Le vecteur de composante∣∣∣∣
1

∆a (x)
dirige la corde(AM) et tend vers

∣∣∣∣
1

f ′(a)
. La droite passant parA et de pentef ′(a) est donc tangente à la courbe

d’équationy = f (x). C’est la position limite des cordes(AM) quandM tend versA.

Remarque 12.2
– La tangente ena est horizontale si et seulement sif ′(a)= 0.
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xa

f(x)

f(a)

FIGURE 12.1 – Interprétation géométrie du nombre dérivé

– Si f est continue ena et si∆a(x) −−−→
x→a

±∞, les cordes(AM) ont une position limite verticale encore appelée tangente

à la courbe enA.
– Si f n’est pas dérivable ena mais si∆a(x) possède des limites à gauche et à droite ena, A est appelépoint anguleux

de la courbe. C’est un point qui possède deux demi-tangentesde pentes différentes.

Interprétation cinématique

Considérantf (t) comme l’abscisse à l’instantt d’un point en mouvement rectiligne, pourt 6= a, ∆a, f (t) représente la

vitesse moyenne entre les instantst et a et sa limitef ′(a), notée aussi
.

f (a) la vitesse instantanée à l’instanta.

Interprétation analytique

Le théorème suivant permet de caractériser la dérivabilitéen un point sans faire intervenir de division. Il sera généralisé
en deuxième année pour des fonctions de plusieurs variables.

PROPOSITION12.1 ♥ Développement limité à l’ordre1 d’une fonction dérivable
Soit f ∈F (I,R). La fonctionf est dérivable au pointa ∈ I si et seulement si il existeε : I→R telle queε(x) −−−→

x→a
0 et un

réelc tel que
∀x ∈ I, f (x) = f (a)+c(x −a)+ (x −a)ε(x)︸ ︷︷ ︸

o
x→a

(x−a)

On a alorsc = f ′(a).

Démonstration

⇐ Pourx ∈ I \ {a},
f (x)− f (a)

x −a
= c +ε(x) −−−−→

x→a
c ce qui montre quef est dérivable au pointa et quef ′(a)= c.

⇒ Supposons quef est dérivable ena. Pour toutx ∈ I\{a}, posonsε(x) =∆a (x)− f ′ (a). Commef est dérivable ena, ε(x) −−−−→
x→a

0. Prolongeons alors par continuitéε ena en posantε(a) = 0. Pour toutx ∈ I, on a alors bienf (x) = f (a)+c(x −a)+ (x −a)ε(x)

avecc = f ′ (a).

12.1.3 Dérivabilité et continuité

THÉORÈME 12.2 « Dérivabilité implique continuité »
Soientf ∈F (I,R) et a ∈ I. Si f est dérivable ena alors f est continue ena.
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Démonstration Commef est dérivable ena, d’après la proposition 12.1, il existe une fonctionε : I →R vérifiantε(x) −−−−→
x→a

0 et

telle que
∀x ∈ I, f (x) = f (a)+ f ′ (a) (x −a)+ (x −a)ε(x).

Commeε(x) −−−→
x→0

0, par opérations sur les limites,f (x) −−−→
x→0

f (a) et f est bien continue ena.

Remarque 12.3 La réciproque est bien entendu fausse (par exemplef : R → R, x 7→ |x| est continue en0 mais pas
dérivable en0).

Remarque 12.4
– Si f est dérivable à gauche ena ∈ I alors f est continue à gauche ena.
– Si f est dérivable à droite ena ∈ I alors f est continue à droite ena.
– Si f possède une dérivée à droite et une dérivée à gauche ena alors f est continue ena.

12.1.4 Fonction dérivée

DÉFINITION 12.4 Dérivabilité sur un intervalle
On dit qu’une fonctionf est dérivable surI si et seulement si elle est dérivable en tout pointa ∈ I. On définit alors la
fonction dérivée

f ′ :

{
I −→ R

x 7−→ f ′(x)

La fonction dérivée se note aussiD f ou
d f

d x
.

Remarque 12.5 Si une fonctionf est dérivable surI alors elle est continue surI.

12.2 Opérations sur les dérivées

THÉORÈME 12.3 ♥ Règles de calcul de dérivées
Soient deux fonctionsf et g définies surI et dérivables en un pointa ∈ I. On a les propriétés suivantes :
– Soient deux réelsα,β ∈R. La fonctionα f +βg est dérivable ena et

(
α f +βg

)′
(a)= α f ′ (a)+βg ′ (a)

– La fonctionf g est dérivable ena et

(
f g

)′
(a) = f ′ (a) g (a)+ f (a) g ′ (a)

– Si g (a) 6= 0, alors il existe un voisinage du pointa sur lequel la fonctiong ne s’annule pas. La fonction1/g est alors
définie au voisinage du pointa et est dérivable ena avec

(
1

g

)′
(a)=−

g ′ (a)

g 2 (a)

– Si g (a) 6= 0, alors de la même façon que précédemment la fonctionf /g est définie au voisinage dea, est dérivable
ena et (

f

g

)′
(a) =

f ′ (a) g (a)− f (a) g ′ (a)

g 2 (a)

Démonstration Soit x ∈ I \ {a}.
– On a (

α f +βg
)

(x)−
(
α f +βg

)
(a)

x −a
=α

f (x)− f (a)

x −a
+β

g (x)−g (a)

x −a
−−−−→
x→a

α f ′ (a)+βg ′ (a)

par opérations sur les limites.
– On a (

f g
)

(x)−
(

f g
)

(a)

x −a
= f (x)− f (a)

x −a
g (x)+

g (x)−g (a)

x −a
f (a) −−−−→

x→a
f ′ (a) g (a)+ f (a) g ′ (a)

par opérations sur les limites et parce queg étant dérivable ena, elle est continue ena et du coupg (x) −−−−→
x→a

g (a).
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– SoitV un voisinage dea tel que∀x ∈V ∩ I, g (x) 6= 0. On a

1

g
(x)−

1

g
(a)

x −a
=−

g (x)−g (a)

g (x) g (a)
·

1

x −a
=−

g (x)−g (a)

x −a
·

1

g (x) g (a)
−−−−→
x→a

−g ′ (a) ·
1

(
g (a)

)2

par opérations sur les limites et parce queg est dérivable ena et donc continue ena. Du coup,g (x) −−−−→
x→a

g (a).

– Il suffit d’appliquer les deux points précédents àF= f et G =
1

g
. G est dérivable ena comme inverse d’une fonction dérivable en

a et qui ne s’annule pas ena etF est dérivable ena car f l’est. FG est alors dérivable ena comme produit de fonctions dérivables
ena. De plus,

(FG)′ (a) = F′ (a) G(a)+F(a) G′ (a) =
f ′ (a)

g (a)
−

f (a) g ′ (a)

g 2 (a)
=

f ′ (a) g (a)− f (a) g ′ (a)

g 2 (a)

COROLLAIRE 12.4 Théorème d’opérations sur les fonctions dérivables
Soientf et g deux fonctions définies et dérivables surI.
– Soit(α,β) ∈R2. La fonctionα f +βg est dérivable sur l’intervalle I et

(
α f +βg

)′ =α f ′+βg ′

– La fonctionf g est dérivable sur l’intervalleI et

(
f g

)′ = f ′g + f g ′

– Si la fonctionf ne s’annule pas surI, alors la fonction1/ f est définie et dérivable surI avec

(
1

f

)′
=− f ′

f 2

– Si la fonctiong ne s’annule pas surI alors la fonctionf /g est dérivable sur l’intervalleI et

(
f

g

)′
= f ′g − f g ′

g 2

Démonstration Ces propriétés sont vraies en chaque point deI et donc surI tout entier.

THÉORÈME 12.5 ♥ Dérivation des fonctions composées
Soient deux fonctionsf : I →R, g : J →R telles quef (a) ∈ J. On suppose que

H1 La fonction f est dérivable au pointa ∈ I.

H2 La fonctiong est dérivable au pointb = f (a)∈ J.

Alors la fonctiong ◦ f est dérivable ena et

(
g ◦ f

)′
(a)= g ′ ( f (a)

)
× f ′ (a)

Démonstration Introduisons la fonction

h :





J −→ R

x 7−→





g
(

y
)
−g (b)

y −b
si y 6= b

g ′ (y
)

si y = b

qui est continue enb carg est dérivable enb. Alors pour toutx ∈ I \ {a} :

g
(

f (x)
)
−g

(
f (a)

)

x −a
= h

(
f (x)

) f (x)− f (a)

x −a
−−−−→
x→a

h (b)× f ′ (a) = g ′ ( f (a)
)
× f ′ (a)

par opérations sur les limites.
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Remarque 12.6 Dans cette preuve, on pourrait être tenter d’écrire pourx ∈ I \ {a}

g ◦ f (x)− g ◦ f (a)

x −a
=

g
(

f (x)
)
− g

(
f (a)

)

f (x)− f (a)

f (x)− f (a)

x −a

ce qui n’est pas correct car la fonctionf peut s’annuler une infinité de fois au voisinage dea sans être constante et tout
en étant dérivable ena. Un exemple d’une telle fonction est donné parx 7→ x2 sin1/x ena = 0.

COROLLAIRE 12.6
Soient deux fonctionsf : I → R et g : J →R telles quef (I)⊂ J. On suppose que

H1 La fonction f est dérivable surI.

H2 La fonctiong est dérivable surJ

Alors la fonctiong ◦ f est dérivable surI et

(
g ◦ f

)′ = (g ′ ◦ f )× f ′

Démonstration La propriété est vraie en chaque point deI donc elle est vraie surI.

THÉORÈME 12.7 Dérivation de la bijection réciproque
Soit une fonctionf : I→ R. On suppose que

H1 la fonction f est injective sur l’intervalleI.

H2 la fonction f est dérivable sur l’intervalleI.

H3 la fonction f ′ ne s’annule passurI : ∀x ∈ I, f ′ (x) 6= 0 .

Alors la fonctionf réalise une bijection de l’intervalleI sur l’intervalleJ = f (I) et son application réciproque,f −1 est
dérivable sur l’intervalleJ avec

(
f −1

)′ = 1

f ′ ◦ f −1

Démonstration Commef est injective surI, elle est bijective deI surJ et comme elle est dérivable surI elle est continue surI et
J est un intervalle deR. En appliquant le théorème 11.52, sa bijection réciproquef −1 est continue surJ. Soit y0 ∈ J. Montrons que
la fonction f −1 est dérivable au pointy0. Soit y ∈ J \

{
y0

}
. Écrivons :

∆y0 , f −1 (y) =
f −1(y)− f −1(y0)

y − y0
=

1

f ( f −1(y))− f ( f −1(y0))

f −1(y)− f −1(y0)

=
1

∆ f −1(y0), f ( f −1(y))

Puisque la fonctionf est dérivable au pointf −1(y0), ∆ f −1(y0), f (y) −−−−→
y→y0

f ′( f −1(y0)). Puisque cette limite est non nulle, par

opération sur les limites,∆y0, f −1 (y) −−−−→
y→y0

1/ f ′( f −1(y0)).

Exemple 12.2
– Soientn ∈N∗ et fn : x 7→ xn . fn est une bijection strictement croissante deR∗

+ surR∗
+. Sa dérivée n’est jamais nulle.

La fonction réciproquegn de fn est donc dérivable surR∗
+ et gn :

{
R∗
+ −→ R∗

+
y 7−→ n

p
x

vérifie,

∀y ∈R∗
+, g ′

n

(
y
)
= 1

n
(

n
p

y
)n−1

– La fonction f :

{
]− π

2
,
π

2
[ −→ ]−1,1[

x 7−→ sin x
est une bijection strictement croissante et sa dérivée n’est jamais nulle.

La fonction réciproque,arcsin :

{
]−1,1[ −→ ]− π

2
,
π

2
[

y 7−→ arcsin y
est dérivable sur]−1,1[ et

∀y ∈]−1,1[, arcsin′(y) = 1√
1− y2
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12.3 Étude globale des fonctions dérivables

12.3.1 Extremum d’une fonction dérivable

PROPOSITION12.8 ♥ Condition nécessaire d’un extremum relatif
Soit f une fonction définie sur un intervalleI deR et soita un point deI tel que

H1 Le pointa estintérieur à l’intervalle, c’est à dire qu’il existeα> 0 tel que]a −α, a +α[⊂ I.

H2 Le pointa est un extremum local de la fonctionf surI.

H3 La fonction f est dérivable au pointa.

alors f ′(a)= 0 .

Démonstration Quitte à changerf en− f , on peut supposer quef possède un maximum local ena, c’est à dire qu’il existeβ> 0

tel que∀x ∈
[
a −β, a +β

]
∩ I, f (x) É f (a). Posonsr = min (r1,r2).

• Si a − r < x < a, [ f (x)− f (a)]/(x −a) É 0. Puisque[ f (x)− f (a)]/(x −a) −−−−→
x→a

f ′g (a), par passage à la limite dans l’inégalité, on

tire quef ′
d

(a)É 0.
• Si a < x < a+r , [ f (x)− f (a)]/(x−a) Ê 0 et puisque[ f (x)− f (a)]/(x−a) −−−−→

x→a
f ′
d

(a), par passage à la limite dans l’inégalité, on

obtient quef ′
d

(a) Ê 0.
Puisquef est dérivable ena, on obtient quef ′g (a) = f ′

d
(a) = f ′ (a) = 0.

FIGURE 12.2 – Les pentes à gauche sont posi-
tives

FIGURE 12.3 – Les pentes à droite sont négatives

Attention 12.3
– La conditionf ′(a) = 0 n’est pas une condition suffisante d’extremum, (penser àf : x 7→ x3 enx = 0.)
– La conditiona estintérieurà l’intervalle est fondamentale dans ce théorème. Si le point a est une borne de l’intervalle,

on ne peut obtenir qu’une inégalité sur la dérivée à gauche ouà droite au pointa.

12.3.2 Théorème de Rolle

THÉORÈME 12.9 ♥♥♥ Théorème de Rolle
Soit f : [a,b]→R. On suppose que

H1 la fonction f est continue sur le segment[a,b],

H2 la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert]a,b[,

H3 f (a) = f (b).

Alors il existec ∈ ]a,b[ tel que f ′ (c) = 0 .

Démonstration Commef est continue sur le segment[a,b], l’image de ce segment, par application du théorème 11.49 est un
segment[m,M] avecm É M.
• Si m = M alors f est constante sur[a,b] et sa dérivée est nulle sur]a,b[.
• Sinon, alorsm < M. Commef (a) = f (b) l’un des deux est différent dem ou M. On peut supposer quef (a) 6= m. Le minimum

de f sur[a,b] est donc atteint en un pointc ∈ [a,b] différent dea et deb, donc en un point intérieur de l’intervalle[a,b]. D’après
la proposition précédente, on af ′ (c) = 0.
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Interprétation graphique

f(a) = f(b)

a bc

FIGURE 12.4 – Théorème de Rolle

Interprétation cinématique

Un point mobile sur un axe qui revient à sa position de départ avu sa vitesse s’annuler à un instant donné.
À faire : appendice analyse pour l’utilisation pratique du t héorème de Rolle, polynômes,

extremum d’une bonne fonction auxiliaire

12.3.3 Égalité des accroissements finis

THÉORÈME 12.10 ♥♥♥ Théorème des accroissement finis (TAF)
Soit une fonctionf : [a,b]→R. On suppose que

H1 la fonction f est continue sur le segment[a,b],

H2 la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert]a,b[.

Alors il existe un point intérieurc ∈ ]a,b[ tel que

f (b)− f (a)= f ′(c) (b −a)

Nous allons donner deux preuves typiques dont on s’inspire dans les exercices. L’idée consiste à appliquer le théorème
de Rolle à une bonne fonction auxiliaire pour obtenir l’existence du réelc vérifiant la propriété qui nous intéresse. La
première preuve consiste à voir sur un dessin un problème d’extremum.

Démonstration ♥ En examinant la figure ci-dessus, on voit que le pointc correspond au maximum de l’écart vertical entre la
corde[A,B] et le point(x, f (x)). Définissons donc la mesure algébrique de cet écart :

ϕ :





[a,b] −→ R

x 7−→ f (x)−
[

f (a)+
f (b)− f (a)

b −a
(x −a)

]

La fonctionϕ est continue sur le segment[a,b] (théorèmes généraux), dérivable sur l’intervalle]a,b[ (théorème généraux sur les
dérivées) et on calculeϕ(a) =ϕ(b) = 0. D’après le théorème de Rolle, il existe un point intérieurc ∈]a,b[ tel queϕ′(c) = 0, c’est à

dire f ′(c)− f (b)− f (a)

b −a
= 0.

La deuxième preuve est plus « taupinale » et peu naturelle, mais fournit une recette qui fonctionne bien dans les exercices
lorsque la formule à démontrer est compliquée.
– Dans la formule à démontrer, regrouper tous lesc à un endroit et les remplacer par une constanteK.
– Remplacer l’une des bornes (par exempleb) par une variablet , ce qui fournit une fonction auxiliaireϕ définie sur

[a,b].
– Déterminer la constanteK de telle sorte queϕ(a)=ϕ(b).
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f(a)

f(b)
f(c)

a bc

FIGURE 12.5 – Théorème des accroissements finis

– Appliquer le théorème de Rolle à cette fonction auxiliaire.
Démonstration ♥ Appliquons cette « recette » à notre problème. La formule à montrer s’écrit f (b)− f (a)− f ′(c)(b −a) = 0.

Définissons donc une fonction auxiliaireϕ :

{
[a,b] −→ R

x 7−→ f (t)− f (a)−K(t −a)
où K est une constante que nous choisissons

de telle sorte queϕ(a) =ϕ(b). On trouve queK = [ f (b)− f (a)]/(b−a) ce qui conduit à la fonction auxiliaire de la première preuve.

Remarque 12.7 Cette méthode d’un usage très courant est employée dans les exercices 12.42, 12.44, 12.45 , 12.46 , ...

Remarque 12.8 Quand un mobile se déplace sur un axe et part d’un pointA au tempst1, arrive enB au tempst2 et si
f est la fonction position de ce mobile sur l’axe, alors il existe un instantt ∈ ]t1, t2[ tel que la vitesse instantanée ent :

f ′ (t) de ce mobile soit égale à sa vitesse moyenne
f (t2)− f (t1)

t2 − t1
.

12.3.4 Inégalité des accroissements finis

THÉORÈME 12.11 Inégalité des accroissement finis (IAF)
Soit une fonctionf : [a,b]→R. On suppose que

H1 la fonction f est continue sur le segment[a,b],

H2 la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert]a,b[,

H3 il existe deux réels(m,M) ∈R2 tel que∀x ∈]a,b[, m É f ′(x) É M.

Alors on a
m (b −a) É f (b)− f (a)É M(b −a)

Démonstration Il suffit d’appliquer le théorème des accroissements finis à la fonction f sur le segment[a,b]. Il existe un réel
c ∈ ]a,b[ tel quef (b)− f (a) = f ′(c)(b −a). Puisquem É f ′(x) É M, on en déduit quem (b −a) É f (b)− f (a) É M(b −a).

THÉORÈME 12.12 Dérivée bornée implique lipschitzienne
Soit une fonctionf : I→R définie sur un intervalleI. On suppose que

H1 la fonction f est continue sur l’intervalleI,

H2 la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert
◦
I,

H3 la fonction f est bornée sur l’intervalle ouvert
◦
I : ∃K Ê 0, tel que∀x ∈

◦
I, | f ′(x)| É K.

Alors la fonctionf estK-lipschitzienne sur l’intervalleI.

Démonstration Soit (x, y) ∈ I2 avecx < y. Puisque[x, y] ⊂ I, la fonction f est continue sur le segment[x, y] et dérivable sur
l’intervalle ouvert]x, y[, d’après le théorème des accroissements finis, il existec ∈]x, y[ tel que f (y)− f (x) = f ′(c)(y −x). On en
déduit que| f (y)− f (x)| = | f ′(c)||y −x| É K|y −x|.
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12.3.5 Application : Variations d’une fonction

Le résultat suivant, utilisé depuis le lycée est une conséquence du théorème des accroissements finis.

PROPOSITION12.13 Caractérisation des fonctions constantes, monotones
Soit une fonctionf : I 7→R. On suppose que

H1 f est dérivable surI.

Alors on a les résultats suivants :

1.
[
∀x ∈ I, f ′(x) Ê 0

]
⇐⇒ f est croissante surI.

2.
[
∀x ∈ I, f ′(x) > 0

]
=⇒ f est strictement croissante surI.

3.
[
∀x ∈ I, f ′(x) É 0

]
⇐⇒ f est décroissante surI.

4.
[
∀x ∈ I, f ′(x) < 0

]
=⇒ f est strictement décroissante surI.

5.
[
∀x ∈ I, f ′(x) = 0

]
⇐⇒ f est constante surI.

Démonstration Démontrons la première équivalence. Les trois suivantes sedémontrent de même.
⇒ Supposons que :∀x ∈]a,b[, f ′(x) Ê 0 et montrons quef est croissante sur[a,b]. Soientx1, x2 ∈ [a,b] tels quex1 < x2 .

f est continue sur[x1, x2] et dérivable sur]x1, x2[. D’après le théorème des accroissements finis, il existec ∈ ]x1, x2[ tel que
f (x2)− f (x1) = f ′ (c) (x2 −x1) Ê 0 et doncf (x2) Ê f (x1) ce qui prouve quef est croissante.

⇐ Réciproquement, supposons quef est croissante sur[a,b]. Alors, pour toutx0 ∈ ]a,b[ le taux d’accroissement def en x0 ,
∆x0 , f est une fonction positive sur]a,b[ \ {x0}. Puisque la fonctionf est dérivable au pointx0, ∆x0 , f (x) −−−−→

x→x0
f ′(x0). Par

passage à la limite dans l’inégalité, on en tire quef ′ (x0) Ê 0.
La dernière équivalence est conséquence du fait qu’une fonction est constante si et seulement si elle est à la fois croissante et
décroissante.

Remarque 12.9 La réciproque de (2) est fausse : la fonctionx 7→ x3 est strictement croissante surR, dérivable et
pourtant sa dérivée s’annule en0.

12.3.6 Condition suffisante de dérivabilité en un point

THÉORÈME 12.14 ♥♥♥ Théorème du prolongement dérivable
Soit une fonctionf : I→R et un réela ∈ I. On suppose que

H1 la fonctionf est continue sur l’intervalleI,

H2 la fonction f est dérivable surI \ {a},

H3 f ′(x) −−−→
x→a

l ∈R.

Alors la fonctionf est dérivable au pointa et f ′(a)= l .

Démonstration Soit x ∈ I \ {a}. La formule des accroissements finis appliquée au segment[a, x] nous assure de l’existence de

cx ∈ ]a, x[ tel que
f (x)− f (a)

x −a
= f ′ (cx ). Commecx −−−−→

x→a
a, on en déduit que

f (x)− f (a)

x −a
−−−−→
x→a

l et donc quef est dérivable en

a et quef ′(a) = l .

PROPOSITION12.15
Soientf : I→R et a ∈ I. On suppose que

H1 la fonction f est continue surI,

H2 la fonction f est dérivable surI \ {a},

H3 f ′(x) −−−→
x→a

+∞.

Alors lim
x→a

f (x)− f (a)

x −a
=+∞. En d’autres termes, la courbe représentative def possède une tangente verticale au point

a.

Démonstration Laissée au lecteur en s’inspirant par exemple de la preuve dela proposition précédente.

478



Remarque 12.10 La réciproque du théorème de prolongement dérivable est fausse comme le montre le contre-exemple
suivant

f :





R −→ R

x 7−→





x2 sin
1

x
si x 6= 0

0 si x = 0

Cette fonction est dérivable en0 et f ′(0) = 0 car

∣∣∣ f (x)− f (0)

x

∣∣∣É |x||sin
1

x
| É |x| −−−→

x→0
0

La fonction f est dérivable en tout pointx 6= 0 avec f ′(x) = 2x sin(1/x)−cos(1/x) et f ′ n’admet pas de limite lorsque
x → 0. En effet, la suite

(
f (1/(nπ))

)
nÊ1 admet deux sous-suites, une convergeant vers1 et l’autre vers−1.

12.4 Dérivées successives

12.4.1 Dérivée seconde

Soit une fonctionf définie et dérivable sur un intervalleI deR.

DÉFINITION 12.5 Fonction deux fois dérivable
On dit que la fonctionf estdeux fois dérivablesur I lorsque la fonctionf ′ est dérivable en tout point deI. Sa dérivée
est appelée fonction dérivée seconde def et est notée

f ′′ ou D2 f ou
d2 f

d t 2

Remarque 12.11 Si f est deux fois dérivable surI alors f ′ et f sont continues surI.

Remarque 12.12 Lorsquef (t) est l’abscisse à l’instantt d’un point en mouvement rectiligne alorsf ′′(t), si elle existe,
représente l’accélération de ce point à l’instantt .

12.4.2 Dérivée d’ordren

Soit n ∈N.

DÉFINITION 12.6 Dérivées successives
Étant donné une fonctionf : I →R, on posef (0) = f et on définit par récurrence, la dérivéenèmede f surI, notéef (n),
comme la dérivée def (n−1), si elle existe. On la note

f (n) ou Dn f ou
dn f

d t n

Remarque 12.13
– L’existence def (n) surI entraîne l’existence et la continuité, surI, de toutes les dérivées d’ordre strictement inférieur.
– Si f estn fois dérivable surI alors f = f (0), f ′ = f (1), . . ., f (n−1) sont continues surI.

PROPOSITION12.16
Étant donné deux fonctionsf et g définies surI et n fois dérivables surI ainsi que deux réelsα et β. Alors la fonction
α f +βg est elle aussin fois dérivable surI et :

∀x ∈ I,
(
α f +βg

)(n)
(x) =α f (n) (x)+βg (n) (x)

Démonstration Par récurrence.
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BIO 10 Gottfried Leibniz, Né le 1er juillet1646 à Leipzig , mort le14 novembre1716 à Hanovre

Gottfried Leibniz est un philosophe, scientifique, mathématicien, diplo-
mate, bibliothécaire et juriste allemand. Il se montre précoce intel-
lectuellement et possède de fortes capacités d’apprentissage. Il dit avoir
appris seul le latin et à15 ans il connaît la littérature grecque et latine.
Il obtient son baccalauréat à17 ans et rentre la même année à l’Univer-
sité de Leipzig où il étudie la philosophie, le droit et les mathématiques.
Cette université lui refuse en1666 de lui décerner le titre de docteur,
sans doute à cause de son très jeune âge et il obtient celui-ciun an plus
tard à l’Université de Nuremberg. Plutôt que de chercher un poste uni-
versitaire, il rentre au service du baron von Boyneburg à Francfort qui
l’initie à la politique.
Leibniz est, avec Newton, l’inventeur du calcul infinitésimal et fut le dé-
couvreur des formules de dérivation d’un produit, d’un quotient et d’une
puissance. Newton était parvenu de son côté, quelques années aupara-
vant, aux mêmes résultats que Leibniz mais sans publier son travail. Une
longue polémique s’ensuivit afin de déterminer qui avait la paternité de
cette théorie.

PROPOSITION12.17 Formule de Leibniz
Si f et g sont deux fonctionsn fois dérivables surI alors il en est du même du produitf g et on a laformule de Leibniz
qui permet d’exprimer la dérivéen-ième du produit

(
f g

)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)g (n−k)

Démonstration Par récurrence. Voir la preuve de la formule du binôme de Newton 8.34.

PROPOSITION12.18
Soientf : I→R et g : J →R telles quef (I) ⊂ J. Soitn ∈N∗. Si

H1 la fonction f estn fois dérivable sur l’intervalleI,

H2 la fonctiong estn fois dérivable sur l’intervalleJ.

Alors la fonction composéeg ◦ f estn fois dérivable sur l’intervalleI.

Démonstration Par récurrence surn. Pourn = 1, la propriété a déjà été montrée. Soitn ∈N∗. Supposons qu’une composée de
fonctionsn fois dérivable estn fois dérivable surI. Montrons que sif et g sont(n+1) fois dérivable surI et J respectivement alors
g ◦ f estn +1 fois dérivable surI. On sait quef et g sont1 fois dérivable sur respectivementI et J et que( f ◦ g )′ = f ′ × g ′ ◦ f .
D’après l’hypothèse de récurrence, commef ′ et g ′ sontn fois dérivables surI et J respectivement,g ′ ◦ f estn fois dérivable sur
I et d’après le théorème de Leibniz,f ′ × g ′ ◦ f est aussin fois dérivable surI. Donc

(
g ◦ f

)′ estn fois dérivable surI et g ◦ f est
(n +1) fois dérivable surI. La propriété est ainsi prouvée par récurrence.

Remarque 12.14 Une expression de la dérivéenèmede la composée de deux fonctions est donnée par la formule de
Faà di Bruno. Elle est très difficile à manipuler et ne relève pas du programme.

12.4.3 Fonctions de classeC n

Soit n ∈N.

DÉFINITION 12.7 Fonctions de classeC n

On dit qu’une fonctionf : I →R est declasseC n sur l’intervalleI si et seulement si

1 f estn fois dérivable surI,

2 la fonction f (n) est continue surI.

On note
• C 0 (I) l’ensemble des fonctions de classeC 0 surI, c’est à dire l’ensemble des fonctions continues surI.
• Pourn Ê 1, C n (I) l’ensemble des fonctions de classeC n surI.
• C +∞ (I) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables surI.
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PROPOSITION12.19
Soit ( f , g ) ∈C n (I)2 et soit

(
α,β

)
∈R2. Alors

– α f +βg ∈C n (I)

– f g ∈C n (I)

Remarque 12.15
– La première égalité et le fait que la fonction nulle est de classeC n permet d’affirmer queC n (I) est un sous-espace

vectoriel deF (I,R) (Voir la définition 23.3 page 848).
– On a

. . . ⊂C n (I) ⊂C n−1 (I)⊂ . . .C 2 (I)⊂C 1 (I)⊂C 0 (I) ⊂F (I,R)

PROPOSITION12.20
Soientf : I→R et g : J →R telles quef (I) ⊂ J. Soitn ∈N. Si

H1 f ∈C n (I),

H2 g ∈C n (J),

alorsg ◦ f ∈C n (I).

Exemple 12.4Soientn ∈Z et fn :

{
R∗ −→ R

x 7−→ xn . On a pour toutn ∈Z, fn ∈C ∞ (R∗) ( On a mêmefn ∈C ∞ (R) si

n ∈N).

PROPOSITION12.21
Soit f ∈C n (I) ne s’annulant pas surI, alors1/ f est élément deC n (I).

THÉORÈME 12.22 Théorème de la bijection de classeC n

Soit f ∈C n (I) telle que

H1 f ′ ne s’annule pas surI.

alors f est une bijection sur son imageJ = f (I) et f −1 est de classeC n surJ.

12.5 Fonctions convexes

DÉFINITION 12.8 ♥♥ Fonction convexe
Soit f : I 7→R une fonction définie sur un intervalleI ⊂R. On dit quef estconvexelorsque

∀(x, y) ∈ I2,∀λ ∈ [0,1], f
(
λx + (1−λ)y

)
É λ f (x)+ (1−λ) f (y)

Remarque 12.16 Cela signifie géométriquement que le graphe def est situé en dessous de toutes les cordes joignant
deux points de ce graphe.

Remarque 12.17 On dit qu’une fonctionf définie sur un intervalleI estconcavelorsque

∀(x, y) ∈ I2,∀λ ∈ [0,1], f
(
λx + (1−λ)y

)
Êλ f (x)+ (1−λ) f (y)

La fonction f est concave si et seulement si la fonction− f est convexe. Dans la suite, on n’étudiera que les propriétés
des fonctions convexes.

Remarque 12.18 Les fonctions qui sont à la fois convexes et concaves sont lesfonctions affines.

DÉFINITION 12.9 Fonction strictement convexe
On dit qu’une fonctionf : I 7→R eststrictement convexelorsque∀(x, y) ∈ I2, x 6= y ,

∀λ ∈]0,1[, f
(
λx + (1−λ)y

)
<λ f (x)+ (1−λ) f (y)
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X

Y

x X =λx + (1−λ)y y

Y = f (X)

Y = f (x)+ (X− x)
f (y)− f (x)

y − x

FIGURE 12.6 – Fonctions convexes

PROPOSITION12.23 Inégalité de convexité généralisée
Soit une fonctionf convexe sur l’intervalleI. Alors

∀n Ê 2,∀(x1 , . . . , xn ) ∈ In ,∀(λ1, . . . ,λn) ∈ [0,1]n tels que
n∑

i=1

λi = 1

f (λ1x1 +·· ·+λn xn )É λ1 f (x1)+·· ·+λn f (xn ).

Démonstration Par récurrence surn. Pourn = 2, c’est la définition d’une fonction convexe. MontronsP (n) =⇒ P (n+1). Soient
x1, . . . , xn , xn+1 ∈ I etλ1, . . .λn+1 ∈ [0,1] tels que

∑n+1
i=1

λi = 1. On peut supposer que tous lesλi sont strictement positifs, sinon on

se ramène à la propriétéP (n). Posonsy =
∑n

i=1
λi xi∑n

i=1
λi

et pouri ∈ [[1,n]], µi =
λi∑n

i=1
λi

:
∑n

i=1
µi = 1. Puisquef est convexe,

f (λn+1xn+1 + (1−λn+1)y) Éλn+1 f (xn+1)+ (1−λn+1) f (y)

et d’aprèsP (n),
f (y) = f (µ1x1 +·· · +µn xn ) Éµ1 f (x1)+·· · +µn f (xn )

En utilisant que1−λn+1 =
∑n

i=1
λi , on obtient

(1−λn+1) f (y) Éλ1 f (x1)+·· · +λn f (xn )

d’où l’inégalité souhaitée.
Le résultat suivant est à la base de toutes les démonstrations et est souvent utilisé dans les exercices théoriques sur les
fonctions convexes. Il est facile à retenir, il suffit de faire le schéma suivant :

LEMME 12.24 ♥♥♥ Lemme des trois pentes
Soit f : I 7→R une fonction convexe :

∀(x, y, z) ∈ I3, x < y < z,
f (y)− f (x)

y − x
É f (z)− f (x)

z − x
É f (z)− f (y)

z − y

Démonstration Puisquex < y < z, y peut s’écrire comme barycentre dex et z : il existeλ ∈ [0,1] tel quey = λx+ (1−λ)z. Après
calculs, on trouve que

λ=
z − y

z −x

Puisquef est convexe,
f (y) É λ f (x)+ (1−λ) f (z)

On en tire que
f (y)− f (x) É (1−λ)

(
f (z)− f (x)

)
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x y z
FIGURE 12.7 – Lemme des trois pentes

et comme1−λ= y −x

z −x
, que

f (y)− f (x)

y −x
É f (z)− f (x)

z −x

De même,
f (y)− f (z) Éλ

(
f (x)− f (z)

)

d’où
λ
(

f (z)− f (x)
)
É f (z)− f (y)

et donc
z − y

z −x

(
f (z)− f (x)

)
É f (z)− f (y)

d’où l’on tire
f (z)− f (x)

z −x
É

f (z)− f (y)

z − y

Le théorème suivant fournit un moyen très pratique de montrer qu’une fonction est convexe : il suffit de montrer que sa
dérivée seconde est positive surI.

THÉORÈME 12.25 ♥♥♥ Caractérisation des fonctions convexes dérivables

1. Si f : I 7→R est dérivable,
( f convexe) ⇐⇒ ( f ′ croissante)

2. Si f : I 7→R est deux fois dérivable,
( f convexe) ⇐⇒ ( f ′′ Ê 0 surI)

Démonstration

1. Si f est convexe et dérivable, soientx < y deux points deI. Montrons quef ′(x) É f ′(y). Soitz ∈]x, y[, d’après le lemme des
trois pentes,

f (z)− f (x)

z −x
É

f (y)− f (x)

y −x

En passant à la limite dans l’inégalité lorsquez → x+, on trouve quef ′(x) É
f (y)− f (x)

y −x
. On a également

f (y)− f (x)

y −x
É

f (y)− f (z)

y −z

et en passant à la limite dans l’inégalité lorsquez → y−,
f (y)− f (x)

y −x
É f ′(y). Finalement,

f ′(x) É
f (y)− f (x)

y −x
É f ′(y)

2. Supposons réciproquementf dérivable etf ′ croissante. Soientx < y deux points deI etλ ∈ [0,1]. Posonsz =λx + (1−λ)y.
D’après le théorème des accroissements finis entrex et z, il existec1 ∈]x, z[ tel que

f (z)− f (x)

z −x
= f ′(c1)
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De même, le théorème des accroissements finis entrez et y garantit l’existence dec2 ∈]z, y[ tel que

f (y)− f (z)

y −z
= f ′(c2)

Puisquef ′ est croissante,f ′(c1) É f ′(c2) d’où l’on tire

f (z)− f (x)

z −x
É

f (y)− f (z)

y −z

En remplaçantz par sa valeur, on aboutit alors à l’inégalité de convexité

f (λx + (1−λ)y) É λ f (x)+ (1−λ) f (y)

3. Si f est deux fois dérivable, on sait que la fonctionf ′ est croissante si et seulement si la fonctionf ′′ est positive.

THÉORÈME 12.26 ♥♥ Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de toutes ses tangentes
Soit une fonctionf : I 7→R convexe et dérivable.

∀x0 ∈ I, ∀x ∈ I, f (x) Ê f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)

Démonstration

1. Six0 < x, prenonsz ∈]x0, x[ et utilisons le lemme des trois pentes :

f (z)− f (x0)

z −x0
É

f (x)− f (x0)

x −x0

En passant à la limite dans l’inégalité lorsquez → x0 , on en tire que

f ′(x0) É f (x)− f (x0)

x −x0

d’où f (x) Ê (x −x0) f ′(x0)+ f (x0).

2. Six < x0, on prendz ∈]x, x0[ et avec le lemme des trois pentes,

f (x0)− f (x)

x0 −x
É

f (x0)− f (z)

x0 −z

En passant à la limite dans l’inégalité lorsquez → x0 , on trouve

f (x0)− f (x)

x0 −x
É f ′(x0)

et l’on retrouve quef (x) Ê f (x0)− (x0 −x) f ′(x0).

x0

y = f (x0)+ (x − x0) f ′(x0)

y = f (x)

x

FIGURE 12.8 – Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus deses tangentes

Multimédia : tangente qui varie, lemme des 3 pentes
On obtient des inégalités intéressantes, dites « inégalités de convexité » de la façon suivante :

1. On se donne une fonctionf ;

2. On vérifie qu’elle est convexe surI en vérifiant quef ′′ Ê 0 ;

3. On écrit l’inégalité de convexité (éventuellement généralisée).

PROPOSITION12.27 Exemples d’inégalités de convexité

1. SiαÊ 1 et x, y > 0, (x + y)α É 2α−1(xα+ yα).

2. Pourn réelsx1, . . . , xn , (x1 +·· ·+ xn )2 É n(x2
1 +·· ·+ x2

n ).
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Démonstration

1. Considérons la fonctionf :

{
]0,+∞[ −→ R

x 7−→ xα
. Elle est deux fois dérivable surI =]0,+∞[ et

∀x > 0, f ′′(x) = α(α− 1)xα−2 Ê 0. C’est donc une fonction convexe. En prenantλ = 1/2, on en déduit que∀x, y > 0,

(
x + y

2
)α É

xα+ yα

2
d’où la première inégalité.

2. La fonctionx 7→ x2 est convexe surR et il suffit d’utiliser l’inégalité de convexité généralisée avecλ1 = ·· · =λn = 1/n :

( x1 +·· · +xn

n

)2
É

x2
1 +·· · +x2

n

n

d’où la deuxième inégalité.

PROPOSITION12.28 Concavité du logarithme

1. Comparaison entre moyenne géométrique et arithmétique. Pour tous réelsx1, . . . , xn > 0 :

(x1 . . . xn)1/n É x1 +·· ·+ xn

n

2. Inégalité de Young :pour deux réelsa,b > 0 et deux réelsp, q > 0 vérifiant
1

p
+ 1

q
= 1,

ab É
ap

p
+

bq

q

Démonstration En notantf : x 7→ ln x, f ′′(x) =−1/x2 É 0 donc la fonction logarithme est concave sur]0,+∞[.

1. En utilisant l’inégalité de convexité généralisée avecλ1 = ·· · =λn = 1/n,

ln
( x1 +·· ·+xn

n

)
Ê

ln x1 +·· · + ln xn

n
= ln

(
(x1 . . . xn )1/n

)

En prenant l’exponentielle (qui est une fonction croissante), on en déduit l’inégalité souhaitée.

2. Pourλ ∈ [0,1] et x, y > 0,
ln(λx + (1−λ)y) Ê λ ln x + (1−λ) ln y = ln(xλy1−λ)

d’où en prenant l’exponentielle,
xλy1−λ Éλx + (1−λ)y

Il suffit alors de prendrex = ap , y = bq etλ= 1/p pour trouver l’inégalité de Young.

En résumé

Les différents théorèmes de ce chapitre doivent être parfaitement connus. Il est du plus mauvais effet d’oublier de vérifier
une des hypothèses du théorème de Rolle ou de celui des accroissement finis dans une démonstration. A ce stade de
l’année, les calculs de dérivée doivent être menés sans hésitation et les formules de dérivation doivent être connues à
la perfection. On complétera la lecture du chapitre par celle du paragraphe C.2 page 1197 de l’annexe C qui traite des
méthodes de calcul des dérivées. Enfin, il est intéressant demaîtriser la démonstration du théorème du point fixe 3.6 page
1224. Nombreux sont les exercices qui n’en sont qu’un cas particulier.
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12.6 Exercices

12.6.1 Dérivabilité

Exercice 12.1 ♥
En utilisant la définition, déterminer quand les fonctions suivantes sont dérivables et déterminer leur dérivée :

1. f : x 7→ x.

2. f : x 7→ x2.

3. f : x 7→
p

x.

4. f : x 7→ 1

x
.

5. f : x 7→ |x|.
6. f : x 7→ xn où n ∈N.

Solution :

1. Soita ∈R et soitx ∈R\ {a}.

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
= x −a

x −a
= 1 −−−→

x→a
1

donc f est dérivable en touta ∈R et f ′ (a) = 1 .

2. Soita ∈R et soitx ∈R\ {a}.

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
= x2 −a2

x −a
= x +a −−−→

x→a
2a

donc f est dérivable en touta ∈R et f ′ (a) = 2a .

3. Soita ∈R+ et soitx ∈R+ \ {a}.

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
=

p
x −

p
a

x −a
= 1

p
x +

p
a
−−−→
x→a





1

2
p

a
si a > 0

+∞ si a = 0

donc f est dérivable en touta ∈R∗
+ et dans ce casf ′ (a) =

1

2
p

a
. Par contref n’est pas dérivable en0.

4. Soita ∈R∗ et soitx ∈R∗ \ {a}.

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
=

1

x
−

1

a

x −a
=− 1

ax
−−−→
x→a

− 1

a2

donc f est dérivable en touta ∈R∗ et f ′ (a) =− 1

a2
.

5. Soita ∈R et soitx ∈R\ {a}.

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
=

|x|− |a|
x −a

.

Si a < 0, comme on va calculer la limite de∆(x) quandx tend versa, on peut supposerx < 0 et il s’ensuit que

∆(x) =−1 donc f est dérivable en touta ∈ R∗
−. De plus f ′ (a)=−1 . On montre de même que sia ∈ R∗

+ alors f

est dérivable ena et f ′ (a)= 1 . Par contre en0, ∆(x) −−−−→
x→a− −1 et∆(x) −−−−→

x→a+
1. f est alors dérivable à gauche

et à droite en0 mais n’est pas dérivable en0.

6. Soita ∈R et soitx ∈R\ {a}. En utilisant les formules de factorisation :

∆(x) =
f (x)− f (a)

x −a
= xn −an

x −a
=

n−1∑

k=0

xn−k−1ak −−−→
x→a

n−1∑

k=0

an−1 = nan−1

donc f est dérivable en touta ∈R et f ′ (a) = nan−1 .

Exercice 12.2 ♥
Soit f : R→R une fonction dérivable surR

1. Si f est paire que dire def ′ ?

2. Si f estT-périodique (T > 0) que dire def ′ ?
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Solution :

1. On a :∀x ∈ R, f (x) = f (−x). En dérivant les deux membres de cette égalité, on obtient :∀x ∈ R, f ′(x) =
− f ′(−x) et doncf ′ est impaire. De même sif est impaire, alorsf ′ est paire.

2. Puisque∀x ∈R, f (x+T)− f (x) = 0, en dérivant à nouveau les membres de cette égalité, on obtient quef ′(x+T)−
f ′(x) = 0 et donc quef ′ est aussiT-périodique.

Exercice 12.3 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer :

1. son domaine de définition.

2. son domaine de dérivabilité.

3. sa dérivée.

1. f : x 7→ 5
p

x3

2. f : x 7→ arctan x

x2 +1
3. f : x 7→ ln (ln x)

4. f : x 7→ ecos x

5. f : x 7→ ln |x|

6. f : x 7→ 5x

Solution :

1. f est définie surR+ et dérivable surR∗
+ comme composée de fonctions dérivables. De plus, pour toutx ∈ R∗

+ :

f ′ (x) =
3

5
x− 2

5 .

2. f est définie et dérivable surR comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur

R. De plus, six ∈R, f ′ (x) =
1−2x arctan x

(
1+ x2

)2
.

3. f est définie et dérivable sur]1,+∞[ comme composée de fonctions dérivables. Six ∈ ]1,+∞[, f ′ (x) =
1

x ln x
.

4. f est définie et dérivable surR comme composée de fonctions dérivables. Six ∈R, f ′ (x) =−sin xecos x .

5. f est définie et dérivable surR∗ comme composée de fonctions dérivables. De plus, six ∈ R∗, f ′(x) =



− 1

x
si x < 0

1

x
si x > 0

= 1

|x|
.

6. Comme5x = ex ln5, f est définie et dérivable surR. Si x ∈R, f ′ (x) = ln 5.5x .

Exercice 12.4 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer :

1. son domaine de définition.

2. son domaine de dérivabilité.

3. sa dérivée.

1. f : x 7→ cos7 x

2. x 7→ xx

3. f (x) =
√(

x4 +1
)3

4. f : x 7→ x ln |x +1|

5. f : x 7→ x4e
1
x

6. f : x argth(sin x)

Solution :

1. f est définie et dérivable surR comme composée de fonctions dérivables. Six ∈R, f ′ (x) =−7sin x cos6 x .

2. f est définie et dérivable surR∗
+ carxx = ex ln x . De plus, pour toutx ∈R∗

+ : f ′(x) = (1+ ln x) xx .

3. f est définie et dérivable surR comme composée de fonctions dérivables. Pour toutx ∈R : f ′ (x) = 6x3
√

x4 +1 .

4. f est définie et dérivable surR \ {−1} comme composée de fonctions dérivables. Six ∈ R,

f ′ (x) = ln |x +1| +
x

|x +1|
.

487



5. f est définie et dérivable surR∗ comme composée de fonctions dérivables. Six ∈R∗, f ′ (x) = x2ex−1

(4 x −1) .

6. f est définie et dérivable surI = R \
{

k
π

2
| k ∈Z

}
comme composée de fonctions dérivables. Six ∈ I,

f ′ (x) = argth(sin x)+
x

cos x
.

Exercice 12.5 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer :

1. son domaine de définition.

2. son domaine de dérivabilité.

3. sa dérivée.

1. f : x 7→ ln (ln (ln(ln x)))

2. f : x 7→ argch(2+cos x)

3. f : x 7→ (ch x)2x

4. f : x 7→ ln (arccos x)

5. f : x 7→
1

arcsinsh x

6. f : x 7→
p

1+ th x

Solution :

1. f est définie et dérivable sur]ee ,+∞[ comme composée de fonctions dérivables. Six ∈ ]ee ,+∞[ :

f ′ (x) =
1

x ln (x) ln(ln (x)) ln (ln (ln (x)))

2. f est définie surR et dérivable surR \ (π+2πZ) comme composée de fonctions dérivables. Six 6≡ π alors :

f ′ (x) =− sin x
p

1+cos x
p

3+cos x

3. f est définie et dérivable surR comme composée de fonctions dérivables. De plus,

f ′(x) = 2 ch2 x−1 (ln (ch x)ch x + x sh x) .

4. f est définie sur[−1,1[ et dérivable sur]−1,1[ comme composée de fonctions dérivables. Six ∈ ]−1,1[,

f ′ (x) =−
1

p
1− x2 arccos x

.

5. f est définie sur
[
− ln

(
1+

p
2
)

,0
[
∪

]
0, ln

(
1+

p
2
)]

et dérivable surI =
]
− ln

(
1+

p
2
)

,0
[
∪

]
0, ln

(
1+

p
2
)[

comme

composée de fonctions dérivables. De plus, six ∈ I f ′(x) =− ch x√
2−ch2 x (arcsinsh x)2

.

6. f est définie et dérivable surR et six ∈R : f ′ (x) =
1− th2 x

2
p

1+ th x

Exercice 12.6 ♥
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer :

1. son domaine de définition.

2. son domaine de dérivabilité.

3. sa dérivée.

1. f : x 7→ 2
p

x
1+x

2. f : x 7→ x+ln x

x+ln2 x

3. f : x 7→ arccos x

arcsin x

4. f : x 7→ (1+ x)x

5. f : x 7→
√

argsh x

ln (ch x)

6. x 7→ sin x

(cos x+2)4

Solution :

1. f est définie surR+ et dérivable, par opérations sur les fonctions dérivables sur R∗
+. De plus, pour toutx > 0 :

f ′ (x) =
1− x

(x +1)2
p

x

488



2. f est définie et dérivable surR∗
+. Si x ∈R∗

+ alors f ′ (x) = (x −1) ln2 x −3x ln x + x

x
(
x + ln2 x

)2

3. f est définie et dérivable sur]−1,−1[ \ {0} comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle.De plus, si

x ∈ ]−1,1[ \ {0} : f ′ (x) =−arcsin x +arccos x
p

1− x2 arcsin2 x
= −π

2

1
p

1− x2 arcsin2 x

4. f (x) = ex ln(1+x) et donc f est définie et dérivable sur ]−1,+∞[. Si x ∈ ]−1,+∞[,

f ′ (x) =
(
ln(1+ x)+

x

1+ x

)
(1+ x)x .

5. f est définie et dérivable surR∗
+ et six > 0 : f ′ (x) =−

−ch x ln (ch x)+2argsh x sh x
p

1+ x2

2
p

1+ x2 (ln (ch x))2 ch x
√

argsh x

6. f est définie et dérivable surR. De plus, pour toutx ∈R, f ′(x) = 4+2cos x −3cos2 x

(cos x +2)5
.

Exercice 12.7 ♥
Pour chacune des fonction suivantes :

1. Déterminer son domaine de définitionD f .

2. Prouver quef est continue surD f .

3. Déterminer sur quel domainef est dérivable.

4. Prolongerf par continuité là où c’est possible.

5. Vérifier si ce prolongement est dérivable.

1. f : x 7→ x sin
(

1
x

)

2. f : x 7→ x2 sin
(

1
x

)
3. f : x 7→

(
x2 −1

)
arcsin

(
x2

)

4. f : x 7→ |x|argth x

Solution :

1. f est définie et continue surR∗ comme produit et composée de fonctions continues. En appliquant le théorème
des gendarmes, on montre quef (x) −−−→

x→0
0. On prolonge alorsf par continuité en0 en posant :f (0) = 0. Par

opérations sur les fonctions dérivables,f est dérivable surR∗. Reste à étudier la dérivabilité en0. Pour tout

x ∈R∗, ∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
= sin

1

x
qui diverge quandx tend vers0. f n’est donc pas dérivable en0.

2. On montre comme précédemment quef est définie, continue et dérivable surR∗. On montre aussi qu’on peut là
encore prolongerf par continuité en0 en posantf (0) = 0. Pour ce qui concerne la dérivabilité en0 on a, pour

tout x ∈R∗, ∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
= x sin

1

x
−−−→
x→0

0 donc f est dérivable en0 et f ′ (0) = 0.

3. f est définie et continue sur[−1,1]. Par opérations sur les fonctions dérivables,f est dérivable sur]−1,1[. En

x = 1, ∆(x) =
f (x)− f (1)

x −1
=

(
x2 −1

)
arcsin

(
x2

)

x −1
= (x +1) arcsin

(
x2

)
−−−−→
x→1−

π. f est donc dérivable enx = 1 et

f ′ (1) =π. On fait de même en−1.

4. f est définie et continue sur]−1,1[. f n’est pas prolongeable par continuité en±1. f est dérivable sur]−1,0[∪[0,1]

comme produit de fonctions dérivables sur ces intervalles.Enx = 0,∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
=

|x|argth x

x
∼

x→0
|x| −−−→

x→0

0 donc f est dérivable aussi en0 et f ′ (0) = 0.

Exercice 12.8 ♥
Pour chacune des fonction suivantes :

1. Déterminer son domaine de définitionD f .

2. Prouver quef est continue surD f .

3. Déterminer sur quel domainef est dérivable.

4. Prolongerf par continuité là où c’est possible.

5. Vérifier si ce prolongement est dérivable.
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1. f : x 7→ x4

ex−1

2. f : x 7→ xx .

3. f : x 7→ cos
(p

x
)

4. f : x 7→
p
|x −1|sin x.

Solution :

1. f est définie et continue surR∗. De plus : x4

ex−1
∼

x→0

x4

x
= x3 −−−→

x→0
0. On prolonge alorsf par continuité en0

en posantf (0) = 0. f est dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables. Six = 0, alors∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
= x3

ex −1
∼

x→0
x2 −−−→

x→0
0 donc f est dérivable en0 et f ′ (0) = 0.

2. f (x) = xx = ex ln x donc f est définie et continue surR∗
+. Mais x ln x −−−−→

x→0+
0 donc par opérations sur les limites

f (x) −−−−→
x→0+

e0 = 1. On prolonge doncf par continuité en0 en posantf (0) = 1. f est dérivable surR∗
+ comme

composée de fonctions dérivables. Enx = 0, on a :∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
=

ex ln x −1

x
∼

x→0+

x ln x

x
= ln x −−−−→

x→0+
−∞,

l’équivalent étant valide carx ln x −−−−→
x→0+

0. f n’est donc pas dérivable en0 et le graphe def admet en0 une

tangente verticale.

3. f est définie et continue surR+. f est dérivable surR∗
+ par opérations sur les fonctions dérivables. Enx = 0, on a :

∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
=

cos
(p

x
)
−1

x
∼

x→0+

−x

2
x

=−1

2
−−−−→
x→0+

0 et f est dérivable en0 avec de plusf ′ (0) =−1/2.

4. f est définie et continue surR. Elle est dérivable surR\ {1} et enx = 1 : ∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
=

sin x.
p
|x −1|

x −1
∼

x→1

sin1

p
|x −1|
x −1

donc∆(x) −−−−→
x→1−

+∞ et∆(x) −−−−→
x→1+

−∞. f n’est donc pas dérivable en0.

Exercice 12.9 ♥
Soit f la fonction définie surR par :

f (x) =





1−ex si x < 0

0 si x = 0

ex −1

ex +1
si x > 0

1. Prouver quef est continue en0.

2. Étudier la dérivabilité def et calculerf ′ (x) en tout pointx où f est dérivable.

Solution :

1. Il est clair que1− ex −−−−→
x→0−

0. Donc f est continue à gauche en0. De plus,
ex −1

ex +1
−−−−→
x→0+

0 et doncf est aussi

continue à droite en0. En résumé,f est continue en0.

2. f est dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables. Six < 0 alors f ′ (x) = −ex et si x > 0 alors

f ′ (x) =
2ex

(ex +1)2
. De plus :

si x < 0 : ∆(x) =
1−ex

x
∼

x→0+

−x

x
=−1 −−−−→

x→0+
−1 et six > 0 : ∆(x) =

ex −1

x (ex +1)
∼

x→0−

x

2x
−−−−→
x→0−

1

2

donc f est dérivable à gauche et à droite en0 mais n’est pas dérivable en0.

Exercice 12.10 ♥
Soit f la fonction définie surR par :

f (x) =
{

e−x +1 si x É 0

2+ x ln x si x > 0

1. Prouver quef est continue en0.

2. Étudier la dérivabilité def et calculerf ′ (x) en tout pointx où f est dérivable.

Solution :

1. Il est clair quef est continue à gauche en0. De plus,2+ x ln x −−−−→
x→0+

2 = f (0) donc f est aussi continue à droite

en0. En résumé,f est continue en0.
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2. f est dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables. Six < 0 alors f ′ (x) =−e−x et six > 0, f ′ (x) =
ln x+1. On vérifie facilement quef est dérivable à gauche en0. Par contre, commef ′ (x) = ln x+1 −−−−→

x→0+
−∞, f

n’est pas dérivable à droite en0.

Exercice 12.11 ♥♥
Soient deux réelsa et x0 > 0. On définit

f :





]0,+∞[ −→ R

x 7−→
{

a
p

x si x < x0

x2 +1 si x Ê x0

Trouver les valeurs dea et x0 pour lesquellesf est dérivable sur]0,+∞[.

Solution : Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonctionf est dérivable sur]0, x0[ et sur]x0,+∞[. Comme
∀x > x0, f ′(x) = 2x −−−−→

x→x0
2x0, la fonction f est dérivable à droite au pointx0 d’après le théorème du prolongement

dérivable etf ′
d

(x0) = 2x0.

Comme∀x < x0, f ′(x) = a

2
p

x
−−−−→
x→x0

a

2
p

x0
, il vient quef est dérivable à gauche enx0 et f ′

g (x0) = a

2
p

x0
.

La fonction f est dérivable enx0 si et seulement sif ′
g (x0) = f ′

d
(x0), c’est-à-dire si et seulement sia = 4x0

p
x0 .

Exercice 12.12 ♥♥
Soit une fonctionf : R 7→R. On dit que cette fonction possède une dérivée symétrique en0 lorsque

lim
h→0

f (h)− f (−h)

2h
existe et est finie.

1. Si la fonctionf est dérivable en 0, montrer qu’elle admet une dérivée symétrique en0 et la calculer.

2. Si la fonctionf admet une dérivée symétrique en0, est-elle dérivable en 0 ?

Solution :

1. Calculons le développement limité à l’ordre1 de f en0 :

f (x) = f (0)+ x f ′(0)+ xε(x)

avecε(x) −−−→
x→0

0. Soith > 0. En écrivant cette égalité pourx = h et pourx =−h, en soustrayant et en divisant par

2h, on trouve que
f (h)− f (−h)

2h
= f ′(0)+ ε(h)+ε(−h)

2
−−−→
h→0

f ′(0)

Donc la fonctionf admet une dérivée symétrique en0 qui vaut f ′(0).

2. La réciproque est fausse comme on le voit sif (x) = |x| : ∀h 6= 0,
f (h)− f (−h)

2h
= 0 donc f admet une dérivée

symétrique en0 mais n’est pas dérivable en0 car f ′
g (0) =−1 et f ′

d
(0) = 1.

Exercice 12.13 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,+∞[−→R dérivable sur l’intervalle[0,+∞[ telle quef (0) = 0, f Ê 0 et

∀x Ê 0, f ′(x) É a f (x) (a > 0)

Montrer que la fonctionf est nulle.

Solution : Introduisons la fonction auxiliaire

g :

{
[0,+∞[ −→ R

x 7−→ e−ax f (x)

La fonctiong est dérivable sur l’intervalle[0,+∞[ comme produit de fonctions dérivables et∀x Ê 0, g ′(x) = e−ax
(

f ′(x)−
a f (x)

)
É 0. Donc la fonctiong est décroissante sur l’intervalle[0,+∞[ et on a∀x Ê 0, g (x) É g (0). Mais alors, si

x ∈ [0,+∞[, f (x) = eax g (x) É eax g (0) = eax f (0) = 0. Comme la fonctionf est positive, c’est la fonction nulle.
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Exercice 12.14 ♥♥
Soit x0 ∈ R et f : R −→ R une application continue enx0 6= 0 et telle que la fonctionx 7→ x f (x) soit dérivable enx0.
Montrer quef est dérivable enx0.

Solution : Soit x ∈R\ {x0}. On écrit que :

x f (x)− x0 f (x0)

x − x0
= x[ f (x)− f (x0)]+ f (x0)[x − x0]

x − x0
= x

f (x)− f (x0)

x − x0
+ f (x0)

d’où l’on tire :
f (x)− f (x0)

x − x0
= 1

x

(
x f (x)− x0 f (x0)

x − x0
− f (x0)

)

On passe ensuite à la limite dans cette relation lorsquex → x0, et on trouve, en utilisant quex 7→ x f (x) est dérivable en
x0 et quef est continue enx0, quef est dérivable enx0 avec

f ′(x0) = 1

x0
((x f )′(x0)− f (x0))

Exercice 12.15 ♥♥
Soit f : R −→R une fonction dérivable et telle quex f ′(x) −−−−−→

x→+∞
1. Montrer quef (x) −−−−−→

x→+∞
+∞.

Solution : Soit 0< ε< 1. Commex f ′(x) −−−−−→
x→+∞

1, il existeA ∈R∗
+ tel que six Ê A alors

1−ε

x
É f ′ (x) É

1+ε

x
.

Mais alors, pourX Ê A : ∫X

A

1−ε

x
dx É

∫X

A
f ′ (x) dx É

∫X

A

1+ε

x
dx

ce qui amène
(1−ε) (lnX− ln A)É f (X)− f (A)É (1+ε) (ln X− ln A).

On en déduit grâce au théorème des gendarmes quef (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

Exercice 12.16 ♥♥
Soit

f :





R −→ R

x 7−→
{

x2 si x ∈Q

0 si x 6∈Q

Étudier la dérivabilité def enx0 ∈R.

Solution :

1. Si x0 = 0, formons le taux d’accroissement∆ de f en 0. Pourx 6= 0, on a :∆(x) =
(

f (x)−0
)

/x et donc|∆(x)| É
x2/x É x. On en déduit que∆(x) −−−→

x→0
0 et quef est dérivable en0. De plusf ′(0) = 0.

2. Six0 6= 0, montrons quef n’est pas dérivable enx0 en montrant quef n’est pas continue enx0. CommeQ etR\Q

sont denses dansR, il existe une suite de rationnels(rn) et une suite d’irrationnels(qn) qui convergent toutes deux
versx0. Alors, pour toutn ∈N, f (rn) = r 2

n −−−−−→
n→+∞

x2
0 et f

(
qn

)
= 0 −−−−−→

n→+∞
0. Donc f n’est pas continue enx0 et à

fortiori f n’est pas dérivable enx0.

Exercice 12.17 ♥♥
Soit f : R 7→R une fonction dérivable telle quef (0) = 0. Déterminer la limite suivante :

lim
x→0

f (x) f (−x)

x2

Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre1 de f en0 :

∀x ∈R, f (x) = x f ′(0)+ xε(x) avecε(x) −−−→
x→0

0
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Alors, pour toutx ∈R :
f (x) f (−x)

x2
= ( f ′(0)+ε(x))(− f ′(0)−ε(−x)) −−−→

x→0
−( f ′(0))2

Exercice 12.18 ♥♥♥
Soit f : R −→R dérivable en0 telle quef (0) = 0. Trouver la limite de la suite de terme général

un =
n∑

k=0

(
n

k

)
f

(
2k

3n

)

Indication : Utiliser le développement limité à l’ordre1 de f en0 : f (x) = x f ′(0)+ xε(x). L’idée est que pourx petit,

« f (x) ressemble àx f ′(0) ». La suite se comporte commef ′(0)
∑n

k=0

(n

k

) 2k

3n
= f ′(0).

Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre1 de f en0 :

f (x) = x f ′(0)+ xε(x) avecε(x) −−−→
x→0

0

Alors pour toutn ∈N

un = f ′(0)
n∑

k=0

(
n

k

)
2k

3n
+

n∑

k=0

(
n

k

)
2k

3n
ε

(
2k

3n

)
= f ′(0)+ vn avecvn =

n∑

k=0

(
n

k

)
2k

3n
ε

(
2k

3n

)

car d’après la formule du binôme
∑n

k=0

(
n

k

)
2k = (1+2)n = 3n .

Montrons quevn −−−−−→
n→+∞

0. Soitµ > 0. Il existeα > 0 tel que∀x ∈ [−α,α], |ε(x)| É µ. Comme la suite
2n

3n
−−−−−→
n→+∞

0, il

existeN ∈N tel que∀n Ê N,
2n

3n
Éα. Soit alorsn Ê N. Puisque∀k ∈ [0,n], 0É 2k

3n
É 2n

3n
É α, il vient que

∀k ∈ �0,n� ,

∣∣∣∣∣ε
(

2k

3n

)∣∣∣∣∣Éµ

Mais alors

|vn | É
n∑

k=0

(
n

k

)
2k

3n

∣∣∣∣∣ε
(

2k

3n

)∣∣∣∣∣Éµ
n∑

k=0

(
n

k

)
2k

3n
=µ

Par conséquent,un −−−−−→
n→+∞

f ′(0) .

Exercice 12.19 ♥♥♥
On considère la suite(sn) définie pour toutn Ê 1 par

sn =
2n∑

k=n

1

k

1. Montrez que la suite(sn) est convergente.

2. On considère une fonctionf : [0,1] 7→R dérivable au point0 et telle quef (0) = 0. On définit pour toutn Ê 1 la
suite(Sn) par

Sn =
2n∑

k=n

f
(

1

k

)

Montrer que la suite(sn) converge.

3. Étudiez les suites de terme général

un =
2n∑

k=n

ln
(
1+ 1

k

)
et vn =

n∑

k=0

sin

(
1

k +n

)
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Solution :

1. Soitn ∈N∗. Commesn+1− sn = 1
2n+2

+ 1
2n+1

− 1
n
=− 3n+2

2n(n+1)(2n+1)
< 0 donc(sn) est décroissante. Elle est positive

donc minorée par0. D’après le théorème de la limite monotone,(sn) est donc convergente.

2. Posonsλ = f ′ (0). Le développement limité def en 0 à l’odre 1 est donné, pour toutx ∈ [0,1], par : f (x) =
λx + xε(x) où ε est une fonction définie sur un voisinage à droite de0 telle quelim0+ ε= 0. On a donc pour tout
k ∈N∗ : f (1/k) =λ/k +εk /k où εk = ε(1/k). Remarquons queεk −−−−−→

k→+∞
0. Il vient alors :

Sn =
2n∑

k=n

f
(

1

k

)
=λsn +

2n∑

k=n

εk

k
.

Soitε> 0. Il existe un rangN tel que sin Ê N alors|εn | É ε Pourn Ê N, on a donc :

(λ−ε) sn É Sn É (λ+ε) sn .

Si λ 6= 0, on en déduit queSn ∼
n→+∞

λsn et donc queSn converge versλl où l = lim sn . Si λ= 0 alors il vient que

Sn = o
n→+∞

(sn) et comme(sn) converge il en est de même de(Sn ).

3. Par application du résultat précédent, il est clair que(un ) est convergente. Par ailleurs, pour toutn ∈ N∗, vn =∑n
k=0

sin
(

1
k+n

)
=∑2n

k=n
sin

(
1
k

)
et donc de la même façon,(vn) est convergente.

12.6.2 Dérivées d’ordren, formule de Leibniz

Exercice 12.20 ♥
Soit f la fonction définie surR par :

f (x) =
{

x2 ln
(
x2

)
si x 6= 0

0 si x = 0

1. Vérifier quef est dérivable surR et calculerf ′.

2. La fonctionf est-elle de classeC 1 surR?

3. La fonctionf est-elle deux fois dérivable surR ?

Solution :

1. La fonctionf est dérivable surR∗ comme produit et composée de fonctions dérivables. De plus,si x 6= 0, f ′ (x) =
2x

(
ln

(
x2

)
+1

)
. En x = 0, le taux d’accroissement def est donné par :

∆(x) =
x2 ln

(
x2

)

x
= x ln x2 −−−→

x→0
0

donc f est aussi dérivable en0 et f ′ (0) = 0.

2. La fonctionf ′ est clairement continue surR∗. De plusf ′ (x) −−−→
x→0

0 car x ln x2 −−−→
x→0

0 donc f ′ est aussi continue

en0. En conclusion,f est de classeC 1 surR.

3. Pour toutx ∈ R∗, f ′ (x) = 2x
(
ln

(
x2

)
+1

)
donc f ′ est dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables.

Le taux d’accroissement def ′ en0 est donné par, pour toutx ∈R∗ :

∆(x) =
2x

(
ln

(
x2

)
+1

)

x
= 2

(
ln

(
x2

)
+1

)
−−−→
x→0

−∞

et doncf n’est pas deux fois dérivable en0.

Exercice 12.21 ♥
Soit f la fonction définie surR par :

f (x) =
{

(xx )x si x > 0

1 si x É 0

1. Vérifier quef est dérivable surR et calculerf ′.

2. La fonctionf est-elle de classeC 1 surR?

3. La fonctionf est-elle deux fois dérivable surR ?
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Solution :

1. Pour toutx ∈ R∗
+, f (x) = ex2 ln x . La fonction f est dérivable surR∗

+ par opérations sur les fonctions dérivables.f

est par ailleurs clairement dérivable surR∗
−. Étudions la dérivabilité def en0. Si x ∈ R∗

+ : ∆(x) =
f (x)− f (0)

x −0
=

ex2 ln x −1

x
∼

x→0+
x ln x −−−−→

x→0+
0 car x2 ln x −−−−→

x→0+
0. Donc f est dérivable à droite en0 et f ′

d
(0) = 0. Il est clair que

f est dérivable à gauche en0 et quef ′
g (0) = 0. f est donc dérivable en0 et f ′ (0) = 0. En résumé,f est dérivable

surR.

2. La fonction f ′ est continue surR∗ par opérations sur les fonctions continues. De plus, six ∈ R∗
+ : f ′ (x) =

(2x ln x + x) ex2 ln x −−−−→
x→0+

0 par opérations sur les limites. Il est par ailleurs clair quesi x ∈ R∗
−, f ′ (x) −−−−→

x→0−
0. f ′

est donc continue surR et f ∈C 1 (R).

3. f ′ est dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables. En0+ :

∆(x) =
f ′ (x)− f ′ (0)

x −0
= (2x ln x + x) ex2 ln x

x
= (2ln x +1) ex2 ln x −−−−→

x→0+
−∞

par opérations sur les limites et carx2 ln x −−−−→
x→0+

0. f n’est donc pas deux fois dérivable en0.

Exercice 12.22 ♥
Soit

f :





[0,1] −→ R

x 7−→





x sin

(
e−

1
x

x

)
si x 6= 0

0 si x = 0

Est-ce quef est de classeC 1, C 2 sur[0,1] ?

Solution : La fonctionf est de classeC 2 sur]0,1] par opération sur les fonctions de classeC 2. Étudions la dérivabilité
en0. Soit x ∈ ]0,1]. Le taux d’accroissement def en0 est

∆ f (x) =
x sin

(
e−

1
x

x

)

x
= sin

(
e−

1
x

x

)
∼

x→0+

e−
1
x

x
−−−−→
x→0+

0

car
e−

1
x

x

X=1/x====== Xe−X −−−−−→
X→+∞

0. Donc f est dérivable en0 et f ′ (0) = 0. Par ailleurs, toujours pourx ∈ ]0,1] :

f ′ (x) =
1

x2

(
x2 sin

(
e−1/x

x

)
+ (1− x) e−1/x cos

(
e−1/x

x

))

et il vient facilement quef ′ (x) −−−−→
x→0+

0, f ′ est aussi continue en0. Calculonsf ′′. On a :

f ′′ (x) =−e−1/x

x2
(1− x) sin

(
e−1/x

x

)
+ e−1/x

x4
(−2x +1) cos

(
e−1/x

x

)
−−−−→
x→0+

0

doncf ′ est dérivable à droite en0 d’après le théorème du prolongement dérivable etf ′′ est continue en0. En conclusion
f est de classeC 2 sur[0,1].

Exercice 12.23 ♥
Calculer la dérivéen-ième de :

1. f1 : x 7→
1

1− x

2. f2 : x 7→ 1

1+ x

3. f3 : x 7→
1

1− x2

4. f4 : x 7→ x2ex

5. f5 : x3 ln x

6. f6 : x 7→ sin x cos x.

7. f7 : x 7→ ex sin x.
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Solution :

1. Montrons par récurrence que pour toutn ∈N∗ et pour toutx 6= 1 : f (n)
1 (x) =

n!

(1− x)n+1
. La formule est vraie au

rang1. Soitn ∈N∗. Supposons que pour toutx 6= 1 on aitf (n)
1 (x) =

n!

(1− x)n+1
alors pour toutx 6= 1

f (n+1)
1 (x) =

(
n!

(1− x)n+1

)′
=−−(n+1) n!

(1− x)n+2
= (n+1)!

(1− x)n+2

et la formule est encore vraie au rangn+1. On conclut en appliquant le théorème de récurrence.

2. On montre de même quef (n)
2 (x) = (−1)n n!

(1+x)n+1
pour toutx 6= −1 et toutn ∈N∗.

3. On a, pour toutx ∈R\ {±1} :
1

1− x2
= 1

2

1

1− x
+ 1

2

1

1+ x
donc :

(
1

1− x2

)n

= 1

2

(
n!

(1− x)n+1
+ (−1)n n!

(1+ x)n+1

)
= n!

2

(
1

(1− x)n+1
+ (−1)n

(1+ x)n+1

)
.

4. On calcule facilement les deux premières dérivées def . Sin Ê 3 , on applique la formule de Leibniz en remarquant
que les dérivées d’ordreÊ 3 dex 7→ x2 sont nulles, pour toutx ∈R :

f (n)
4 (x) = x2ex +2nxex +2

n (n−1)

2
ex =

(
x2 +2nx +n (n−1)

)
ex .

5. On calcule facilement les trois premières dérivées def5. On montre aussi facilement par récurrence que la dérivée

nèmede ln estx 7→ (−1)n−1 (n−1)!

xn
. On remarque que les dérivées d’ordreÊ 4 dex 7→ x3 sont toutes nulles. On

procède alors comme précédemment. La formule de Leibniz nous permet d’écrire pour toutn Ê 4 et toutx ∈ R∗
+

que :

f (n)
5 (x) = (−1)n−1 (n−1)!

xn−3
+3

(−1)n (n−2)!

xn−3
+6

(−1)n−1 (n−3)!

xn−3

= (−1)n x3−n (n−4)!(−(n−1) (n−2) (n−3)+3n (n−2) (n−3)−3n (n−2) (n−3)+n (n−1) (n−2))

= (−1)n n (n+1) (n−2) (n−4)!x3−n

6. Soit x ∈ R. D’après les formules de trigonométrie,f6 (x) = sin(2x)/2 donc pour tout n ∈ N∗,

f (n)
6 (x) = 2n−1 sin (2x +nπ/2) .

7. Soit x ∈ R. On a f7 (x) = ex sin x = Im
(
e(1+i)x

)
. On sait dériver la fonction exponentielle complexe, voir la

proposition 4.41 page 176. Comme
(
e(1+i)x

)(n) = (1+ i )n e(1+i)x =
p

2
n

e
inπ

4 e(1+i)x , on en déduit quef (n)
7 (x) =

p
2

n
sin

(
x + nπ

4

)
ex .

Exercice 12.24 ♥♥
Déterminer la dérivéenèmede la fonction

f (x) = x2(1− x)n

Indication 12.4 : Écrire (1− x)n = (−1)n(x −1)n pour calculer les dérivées successives : cela évite les problèmes de
signe !

Solution : Utilisons la formule de Leibniz :

f (n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
[
x2

](k) [
(1− x)n

](n−k)

Et puisque les dérivées dex2 sont nulles pourk Ê 3, il ne reste que3 termes dans cette somme :

f (n)(x) = x2[(1− x)n ](n) +2nx[(1− x)n ](n−1) +n(n−1)[(1− x)n ](n−2)

Ensuite, en remarquant que(1− x)n = (−1)n (x −1)n , on calcule les dérivées de(x −1)n :

[(x −1)n ](p) = n!

(n−p)!
(x −1)n−p
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et alors

f (n)(x) = n!x2(−1)n +2nx(−1)n n!(x −1)+n(n−1)(−1)n n!

2
(x −1)2

et après factorisation et simplification, on trouve que

f (n)(x) = (−1)n n!

2

[
(n+1)(n+2)x2 −2n(n+1)x +n(n−1)

]
.

On remarque quef étant un polynôme de degré(n+2), sa dérivéen-ième est bien un polynôme de degré2.

Exercice 12.25 ♥♥
On considère la fonctionf :]0,+∞[−→R définie parf (x) = xn−1 ln x où n ∈N⋆. Calculezf (n)

Solution : La fonction f est de classeC ∞ sur l’intervalle ]0,+∞| comme produit de fonctionsC ∞. Notonsg la
fonction définie parg (x) = xn−1 et h la fonction définie parh(x) = ln(x). D’après la formule de Leibniz, pourx > 0,

f (n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
g (k)(x)h(n−k)(x)

Mais on montre facilement que pourk É n−1,

g (k)(x) = (n−1)!

(n−k −1)!
xn−1−k

et queg (n) = 0, puis que∀k Ê 1,

h(k)(x) = (−1)k−1 (k −1)!

xk

Donc

f (n)(x) =
n−1∑

k=0

(
n

k

)
(n−1)!

(n−k −1)!
xn−1−k (−1)n−k−1 (n−k −1)!

xn−k

= (−1)n−1(n−1)!

x

n−1∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

=
(−1)n−1(n−1)!

x

[
(1−1)n − (−1)n

]

= (n−1)!

x

Exercice 12.26 ♥♥
On considère la fonction définie sur]−1,+∞[ par

fn(x) = xn−1 ln(x +1)

Déterminerf (n)
n (x) en effectuant un raisonnement par récurrence.

Solution : Montrons par récurrence que pour toutn ∈ N∗ et x ∈ ]−1,+∞[, f (n)
n (x) = (n−1)!

x

[ 1

(1+ x)n
− 1

]
. On

vérifie facilement la propriété au rang1. Soit n ∈ N∗. Supposons la propriété vraie au rangn − 1 : f (n−1)
n−1 (x) =

(n−2)!

x

[ 1

(1+ x)n−1
− 1

]
. Remarquons que :fn (x) = x fn−1 (x). La fonction fn est un produit de fonctionsC ∞ sur

]−1,+∞[ et elle est doncC ∞. On peut alors appliquer la formule de Leibniz et en utilisant l’hypothèse de récurrence,
on obtient :

f (n)
n (x) = x f (n)

n−1 (x)+n f (n−1)
n−1 (x)

= −x
(n−2)!

x2

(
nx +1

(1+ x)n −1

)
+n

(n−2)!

x

[ 1

(1+ x)n−1
−1

]

= (n−2)!

x

(
− nx +n

(1+ x)n + n−1

(1+ x)n +1+ n

(1+ x)n−1
−n

)

= (n−1)!

x

[ 1

(1+ x)n
−1

]
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On termine en appliquant le principe de récurrence.

Exercice 12.27 ♥♥
Soit la fonctionf définie surR par f (x) = xn (1− x)n . Calculer sa dérivéenèmeet en déduire la valeur de la somme :

Sn =
n∑

k=0

(
n

k

)2

Solution : Posonsg : x 7→ xn et h : x 7→ (1− x)n Rappelons que pour toutk ∈ �0,n�, g (k) (x) = n!
(n−k)!

xn−k . On en déduit

que pour toutk ∈ �0,n�, g (n−k) (x) = n!
k !

xk et queh(k) (x) = (−1)k n!
(n−k)!

(1− x)n−k . En utilisant la formule de Leibniz, on
trouve alors que :

f (n)(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
g (n−k) (x)h(k) (x) =

n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
n!

k!

n!

(n−k)!
xk (1− x)n−k = n!

n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)2

xk (1− x)n−k

Remarquons quef (n) est un polynôme de degrén. Le coefficient de son terme dominant est :

n!
n∑

k=0

(
n

k

)2

(−1)k (−1)n−k = (−1)n n!
n∑

k=0

(
n

k

)2

= (−1)nn!Sn

Comme la fonctionf est une fonction polynomiale de degré(2n) et de coefficient dominant(−1)n , en la dérivantn fois,
le coefficient dexn dansf (n)(x) vaut aussi

(−1)n (2n)(2n−1) . . . (n+1) = (−1)n (2n)!

n!

On en déduit queSn =
(

2n

n

)
.

12.6.3 Applications de la dérivation

Exercice 12.28 ♥
Soit f : [0,+∞[→ R une fonction de classeC1 telle quef (0) = −1 et lim

x→+∞
f (x) =+∞. Montrer que sif s’annule au

moins deux fois alors il en est de même def ′.

Solution : Si f ′ ne s’annule pas alorsf est strictement croissante et donc injective. Elle ne peut s’annuler alors au plus
qu’une fois. Sif ′ ne s’annule qu’une fois, en un réel notéα, alors on en déduit que le tableau de variation def est un
des deux suivants :

x 0 α +∞

f ′ (x) + 0 +

f −1% f (α)% +∞

x 0 α +∞

f ′ (x) − 0 +

f

−1& f (α)%+∞

Dans les deux cas, on remarque quef ne peut s’annuler qu’une fois. Par conséquentf ′ s’annule au moins deux fois.

Exercice 12.29 ♥
Soit f :

{
[0, π2 ] −→ R

x 7−→
p

sin x + x
.

1. Démontrer quef réalise une bijection vers un intervalle qu’on précisera.

2. Prouver quef −1 est continue et dérivable sur cet intervalle.

Solution :
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1. La fonction f est bien définie et strictement croissante surI = [0, π2 ]. Elle réalise donc une bijection deI sur
J = f (I). Mais par opération sur les fonctions continues,f est continue surI doncJ est un segment deR. Comme
f (0) = 0, f

(
π
2

)
= 1+ π

2 et quef est croissante, il vient queJ =
[
0,1+ π

2

]
. En conclusion,f réalise une bijection de

[0, π
2

] sur[0,1+ π
2

].

2. Commef est continue et strictement croissante surI, f −1 est continue et strictement croissante surJ. De plusf

est dérivable sur]0, π2 ] et f ′(x) = cos x

2
p

sin x
+1> 0. Donc f −1 est dérivable sur]0, π2 ]. Étudions la dérivabilité def en

0. Considéronsh ∈
]
0,1+ π

2

]
et posonsx = f −1 (h) ∈

]
0, π

2

]
. Remarquons quex = f −1 (h) −−−→

h→0
0. On a :

f −1 (h)− f −1 (0)

h
=

x

f (x)
=

x
p

sin x + x
=

1

1p
x

√
sin x

x +1

−−−→
x→0

0

car
sin x

x
−−−→
x→0

1. Donc f −1 est aussi dérivable en0 et f ′(0) = 0. En conclusionf −1 est dérivable surJ.

Exercice 12.30 ♥♥
Soit

f :

{ [
π
2 ,π

[
−→ R

x 7−→ 1
sin x

.

1. Vérifier quef réalise une bijection de
[
π
2 ,π

[
sur[1,+∞[.

2. Sans calculerf −1, déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée.

Solution :

1. La fonctionsin :
[
π
2 ,π

[
→ ]0,1] est strictement décroissante et la fonctionx 7→ 1/x est strictement décroissante sur

]0,1]. Donc par utilisation de la règle des signes pour la composition des fonctions,f est strictement croissante sur[
π
2

,π
[
. On en déduit quef réalise une bijection deI = ]0,1] surJ = f (I). Par opération sur les fonctions continues,

f est continue surI et donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires,J est un intervalle deR. Comme
f (x) −−−−→

x→π− +∞ et quef (π/2) = 1, on en déduit queJ = [1,+∞[.

2. f est dérivable surI comme quotient de fonctions dérivables surI. De plus six ∈ I, f ′ (x) = −cos x/sin2 x. On
remarque quef ′ ne s’annule qu’enπ/2. Donc f −1 est dérivable sur]1,+∞[. De plus, pour touty ∈ ]1,+∞[ :

f −1′ (y
)
=

1

f ′ ( f −1
(
y
)) =−

sin2 f −1
(
y
)

cos f −1
(
y
) .

Mais commef −1
(
y
)
−−−−→
y→1+

π/2+, on en déduit quef −1′ (y
)
−−−−→
y→1+

−∞ et doncf −1 est, d’après le théorème du

prolongement dérivable, non dérivable en1. En conclusionf −1 est dérivable sur]1,+∞[.

Exercice 12.31 ♥♥
Soit la fonctionf : R∗ 7→R définie parf (x) =

(
x +

p
x2 +1

) 1
x .

1. Montrez que la fonctionf se prolonge par continuité surR en une fonctiong .

2. Etudiez la parité de la fonctiong .

3. Etudiez les variations de la fonctiong sur l’intervalle]0,+∞[ et déterminez la limitelimx→+∞ f (x).

4. On admet queg ′(x) −−−→
x→0

0. Qu’en déduit-on sur la dérivabilité deg en0 ? Tracer la courbe représentative de la

fonctiong .

Solution :

1. Remarquons d’abord que pour toutx ∈ R,
p

x2 +1 >
p

x2 = |x| et que par conséquent,x +
p

x2 +1 > x +|x| > 0.
Donc la fonctionf est définie surR∗. Pourx 6= 0, écrivonsf sous forme exponentielle :

f (x) = e
1
x ln

(
x+

p
x2+1

)

Mais alors, lorsquex → 0,

ln(x +
√

x2 +1) = ln(1+ (x +
√

1+ x2 −1)) ∼
x→0

(x +
√

1+ x2 −1) ∼
x→0

x
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Donc f (x) −−−→
x→0

e. On peut prolonger la fonctionf par continuité en0 en posant

g :





R −→ R

x 7−→
{

f (x) si x 6= 0

e si x = 0

2. Soit un réelx > 0. En utilisant les quantités conjuguées,

f (−x) = e
− 1

x ln
(p

x2+1−x
)
= e

− 1
x ln

(
1

x +
p

x2 +1

)

= f (x)

La fonctiong est donc paire et on l’étudiera sur[0,+∞[.

3. On calcule pourx 6= 0 :

f ′(x) =
f (x)

x2(
p

x2 +1)

(
x −

√
x2 +1ln(x +

√
x2 +1)

)

Il faut donc étudier le signe de
a(x) = x −

√
x2 +1ln(x +

√
x2 +1)

Mais a′(x) = −
ln

(
x+

p
x2+1

)
x

p
x2+1

. Commex > 0,
p

x2 +1+ x Ê 1 et le logarithme est positif. Donca′ < 0 sur ]0,+∞[

et puisquea(0) = 0, il vient quea < 0 sur]0,+∞[. Par conséquent,g est strictement décroissante sur]0,+∞[. Par
ailleurs :

g (x) = e
1
x ln

(
x+

p
x2+1

)
= e

1
x

(
ln x+ln

(
1+

√
1+ 1

x2

))

−−−−−→
x→+∞

e0 = 1

car ln x/x −−−−−→
x→+∞

0 et ln
(
1+

√
1+ 1

x2

)
−−−−−→
x→+∞

0.

4. Si g ′(x) −−−→
x→0

0 alors d’après le théorème du prolongement dérivable,g est dérivable en0 et g ′ (0) = 0. On en

déduit le graphe deg :

1

2

3

1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8

Exercice 12.32 ♥♥
On considère un réelM > 0 et une fonctiong : R 7→ R dérivable telle que∀x ∈ R, |g ′(x)| É M. Soit un réelε > 0. On
définit la fonctionf :R 7→R par∀x ∈R, f (x) = x +εg (x).

1. Trouver une condition suffisante surε pour que∀x ∈R, f ′(x) > 0.

2. Montrez que si cette condition est remplie, la fonctionf est une bijection deR versR.

Solution :

1. Soitx ∈R. On calculef ′(x) = 1+εg ′(x) Ê 1−εM. Par conséquent, siM < 1/ε, on est assuré que∀x ∈R, f ′(x) > 0.

2. Dans ce cas, la fonctionf est strictement croissante surR, et d’après le théorème de la bijection, elle réalise une
bijection deR versJ = f (R). Montrons queJ =R. Comme∀x ∈R, f ′(x) Ê 1−εM, en notantk = 1−εM > 0, on a
[ f −kx]′ > 0 et donc la fonctionx 7→ f (x)−kx est croissante surR. En particulier, pourx Ê 0, on af (x) Ê f (0)+kx.
Or f (0)+kx −−−−−→

x→+∞
+∞ et d’après le théorème de majoration, on en déduit quef (x) −−−−−→

x→+∞
+∞.

De même, puisque∀x ∈ R, f ′(x) É 1+ εM, en notantk ′ = 1+ εM > 0, on trouve que∀x É 0, f (x) É f (0)+k ′x.
Mais puisquef (0)+k ′x −−−−−→

x→−∞
−∞, il vient quef (x) −−−−−→

x→−∞
−∞. DoncJ =]−∞,+∞[.
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12.6.4 Recherche d’extrémums

Exercice 12.33 ♥
Déterminer les extremum éventuels des fonctionsf définies par les expressions suivantes :

1. f : x 7→ 1/x où x ∈ [1,2]. 2. f : x 7→ x5 où x ∈R. 3. f : x 7→ |x −1| où x ∈R.

Solution :

1. La fonctionf est continue et décroissante sur[1,2]. Elle atteint donc son minimum enx = 2 et son maximum en
x = 1. Remarquons quef ′ ne s’annule pas sur[1,2].

2. Une étude rapide des variations def nous montre qu’elle est strictement croissante surR et quelim−∞ f =−∞,
lim+∞ f =+∞. Cette fonction n’admet donc pas d’extremum surR. Remarquons quef ′ (0) = 0 mais0 n’est pas
un extremum def .

3. On vérifie facilement quef admet un minimum enx = 1. Remarquons quef n’est pas dérivable enx = 1. Par
contref n’admet pas de maximum.

Exercice 12.34 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] −→R dérivable sur[0,1]. On suppose quef (0) = 0 et quef (1) f ′(1) < 0. Montrer qu’il existe
c ∈]0,1[ tel quef ′(c) = 0.
Indication 12.4 : Faire un dessin, et s’inspirer de la démonstration du théorème de Rolle.

Solution : f est continue sur le segment[0,1]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes. Supposons par exemple que
f (1) > 0 et f ′(1) < 0. Soit M = f (c) le maximum def sur [0,1]. Montrons quec est un pointintérieurde [0,1]. On a

c 6= 0 car f (1) > 0. Si on suppose quec = 1, alors∀x ∈ [0,1], f (x) É f (1) mais alors
f (x)− f (1)

x −1
Ê 0 et en passant à la

limite dans les inégalités lorsquex → 1, on auraitf ′(1) Ê 0, ce qui est faux. Par conséquent,c ∈]0,1[. Alors puisquef

est dérivable au pointc qui est un extrémum localintérieur, il vient quef ′(c) = 0.

Exercice 12.35 ♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] −→R continue, non constante, dérivable à gauche et à droite en tout point. On suppose que
f (0) = f (1) = 0. Montrer qu’il existec ∈]0,1[ tel quef ′

d
(c) f ′

g (c) É 0.

Solution : La fonction f est continue sur le segment[0,1] donc elle est bornée et atteint ses bornes sur ce segment.
Les deux bornes def ne peuvent être atteintes en les extrémités de[a,b] car commef (0) = f (1), f serait constante ce
qui est contraire aux hypothèses. Une des deux bornes est donc atteinte en un pointc intérieur au segment[0,1]. En ce
point, les dérivées sont de signe contraire. En effet, supposons par exemple quec est un maximum alors, pourx dans

un voisinage suffisamment petit à gauche dec, on a
f (x)− f (c)

x −c
Ê 0 donc par passage à la limite dans une inégalité,

f ′
g (x) Ê 0. De même, pourx dans un voisinage suffisamment petit à droite dec, on a

f (x)− f (c)

x −c
É 0 et doncf ′

d
(x) É 0.

On en déduit le résultat. Sic est un minimum, on procède de manière analogue.

Exercice 12.36 ♥♥♥
Soit une fonctionf : R −→R dérivable. On suppose quef (x) −−−−−→

x→±∞
+∞. Montrer qu’il existec ∈R tel quef ′(c) = 0.

Solution : Soitx0 ∈R. Commef (x) −−−−−→
x→±∞

+∞, il existeA >0 tel que∀x ∈R, |x| > A =⇒ f (x) > f (x0). En particulier,

x0 ∈ [−A, A]. Sur le segment[−A, A], la fonctionf est continue et admet donc un minimum : il existec ∈ [−A, A] tel que
pour toutx ∈ [−A, A], f (x) Ê f (c). Mais six ∈R \ [−A, A], on a f (x) Ê f (x0) Ê f (c). Par conséquent, la fonctionf admet
un minimum global surR au pointc. On sait alors quef ′(c) = 0.

12.6.5 Théorème de Rolle

Exercice 12.37 ♥
Étudier la possibilité d’appliquer le théorème de Rolle auxintervalles et fonctions suivants :

1. f :

{
[−1,1] −→ R

x 7−→ 3
p

x2 2. g :





[0,π] −→ R

x 7−→
{

x sin
(

1
x

)
si x 6= 0

0 si x = 0
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Solution :

1. La fonction f est continue sur[−1,1] et f (−1) = f (1). Elle est dérivable sur]−1,1[ \ {0} par opération sur les
fonctions dérivables. Par contre,f n’est pas dérivable en0. En effet, six ∈ [−1,1]\{0} alors le taux d’accroissement
de f en0 est

∆(x) =
3
p

x2

x
= x− 1

3

qui diverge quandx → 0. On ne peut donc appliquer le théorème de Rolle àf .

2. La fonctiong est continue sur]0,π] par opérations sur les fonctions continues. On vérifie facilement grâce au
théorème des gendarmes queg est aussi continue en0. Elle est dérivable sur]0,π[ et g (0) = g (1/π) = 0. On peut
donc appliquer le théorème de Rolle àg : il existec ∈ ]0,π[ tel queg ′ (c) = 0.

Exercice 12.38 ♥
Soit f : R→R dérivable et telle quef ′ ne s’annule pas. Prouver quef ne peut être périodique.

Solution : Raisonnons par l’absurde. Supposons quef est périodique et notonsT > 0 sa période. Soita ∈R etb = a+T.
La fonction f est continue et dérivable sur[a,b]. De plusf (b) = f (a +T) = f (a). On peut alors appliquer le théorème
de Rolle àf sur le segment[a,b]. On en déduit quef ′ s’annule en un point de[a,b] ce qui est en contradiction avec
l’énoncé.

Exercice 12.39 ♥
Soient(a,b,c) ∈R3. Montrer que l’équation4ax3 +3bx2 +2cx = a +b +c possède au moins une solution dans[0,1].

Solution : Soit F(x) = ax4 +bx3 +cx2 − (a +b +c)x. Elle est dérivable sur[0,1], F(0) = 0 = F(1). D’après le théorème
de Rolle, il existec ∈ [0,1] tel queF′(c) = 0. Mais alorsc est solution de l’équation.

Exercice 12.40 ♥
Soit

f :

{
R −→ R

x 7−→ Π5
k=1

(x −k)
.

1. Sans calculerf ′, montrer quef ′ s’annule entre1 et 2, entre2 et 3, entre3 et 4 et entre4 et 5.

2. En déduire que les seules racines def ′ sont celles trouvées précédemment.

3. Tracer le graphe def .

Solution :

1. La fonction f est dérivable (et donc continue) sur[1,2] car polynomiale. De plusf (1) = f (2) = 0. D’après le
théorème de Rolle,f ′ s’annule entre1 et 2. On fait de même sur les trois autres segments.

2. Commef est de degré5, f ′ est de degré4. Donc f ′ admet au plus4 racines réelles. Les4 racines trouvées dans la
question précédente sont donc les seules racines def ′. On noteαi la racine def ′ appartenant au segment]i , i +1[.

3. On en déduit facilement le tableau de variation suivant :

x −∞ 1 α1 2 α2 3 α3 4 α4 5 +∞

f ′ (x) + + 0 − − 0 + + 0 − − 0 + +

f (x) −∞% 0% & 0& % 0% & 0& % 0% +∞

On trace alors le graphe def sans difficulté.

Exercice 12.41 ♥♥

1. Soienta,b deux réels distincts et soientf etg deux fonctions continues sur[a,b] et dérivables sur]a,b[. Montrer
qu’il existec ∈ ]a,b[ tel que

f ′ (c)
(
g (b)− g (a)

)
= g ′ (c)

(
f (b)− f (a)

)

2. En déduire larègle de l’Hospital : soientα> 0, x0 ∈R, V = ]x0 −α, x0 +α[ et f , g : V →R tels que :
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H1 les fonctionsf et g sont continues surV.

H2 les fonctionsf et g sont dérivables surV \

{x0}.

H3 f (x0) = g (x0) = 0.

H4 la fonctiong ne s’annule pas surV \ {x0}.

H5 lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
= l ∈R.

Alors lim
x→x0

f (x)

g (x)
= l

3. En déduire les limites suivantes

(a) lim
x→0

1−cos x

x2
.

(b) lim
x→0

x − sin x

x3
.

(c) lim
x→0

ln (1+ x)− x

x2
.

(d) lim
x→0

(1−cos x) cotan x.

4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 :

(a) Déduire de la règle de l’Hospital que sif est une application de classeC 2 dans un voisinage de0 tel que
f ′′ (0) 6= 0 alors

f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)
)

∼
x→0

f ′′ (0)

2
x2

(b) Généraliser ce résultat à une application def classeC n dans un voisinage de0 telle quef (n) (0) 6= 0.

Solution :

1. Introduisons la fonction

θ :

{
[a,b] −→ R

x 7−→ f (x)
(
g (b)− g (a)

)
− g (x)

(
f (b)− f (a)

) .

On montre queθ est continue sur[a,b] et dérivable sur]a,b[ en utilisant les théorèmes d’opérations. On vérifie
par un calcul simple queθ (a) = θ (b) = f (a) g (b)− f (b) g (a). On peut alors appliquer le théorème de Rolle : il
existec ∈ ]a,b[ tel queθ′ (c) = f ′ (c)

(
g (b)− g (a)

)
− g ′ (c)

(
f (b)− f (a)

)
= 0 d’où le résultat.

2. Pour toutx ∈ V \ {x0}, f et g sont continues sur[x, x0] et dérivables sur[x, x0[. D’après le résultat de la première
question appliqué au segment[x, x0], il existecx ∈ ]x, x0[ tel que

f (x)

g (x)
= f (x)− f (x0)

g (x)− g (x0)
= f ′ (cx )

g ′ (cx )
.

Notons que ce dernier quotient est défini, d’après l’hypothèse5 si on prendx suffisamment proche dex0. Mais

cx −−−−→
x→x0

x0 et f ′(cx )

g ′(cx )
−−−−→
x→x0

l donc lim
x→x0

f (x)

g (x)
= l .

3. On vérifie que les fonctionsf et g suivantes vérifient les hypothèses de la règle de l’Hospitalsur un voisinage
adéquatV de0 puis on applique cette règle.

(a) On posef : x 7→ 1− cos x et g : x 7→ x2. Ces deux fonctions sont définies surV = R. Pour x ∈ V, on a :

f ′ (x) = sin x, g ′ (x) = 2x et pourx 6= 0,
f ′(x)

g ′(x)
= sin x

2x
∼

x→0

1

2
donc lim

x→0

1−cos x

x2
= 1

2
.

(b) On posef : x 7→ x − sin x et g : x 7→ x3. Ces deux fonctions sont définies surV = R. Pour x ∈ V, on a :

f ′ (x) = 1−cos x, g ′ (x) = 3x2 et pourx 6= 0,
f ′(x)

g ′(x)
= 1−cos x

3x2
∼

x→0

x2

2

3x2
= 1

6
donc lim

x→0

x − sin x

x3
= 1

6
.

(c) On posef : x 7→ ln(1+ x)− x et g : x 7→ x2. Ces deux fonctions sont définies surV = ]−1,+∞[. Pourx ∈ V,

on a : f ′ (x) =− x

1+ x
, g ′ (x) = 2x et

f ′(x)

g ′(x)
=− x

2(1+ x) x
∼

x→0
−1

2
donc lim

x→0

ln (1+ x)− x

x2
=−1

2
.

(d) On posef : x 7→ 1− cos x et g : x 7→ tan x. Ces deux fonctions sont définies surV = R. Pourx ∈ V, on a :

f ′ (x) = sin x, g ′ (x) = 1+ tan2 x et
f ′(x)

g ′(x)
= sin x

1+ tan2 x
−−−→
x→0

0 donc lim
x→0

(1−cos x) cotan x = 0 .

4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 :
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(a) On suppose quef est définie sur un voisinageV dex0 = 0. Introduisons les fonctions :

f1 :

{
V −→ R

x 7−→ f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)
) et f2 :

{
V −→ R

x 7−→ x2 .

Commef est de classeC 2 surV, ces deux fonctions vérifient les quatre premières hypothèses de la règle de
l’Hospital. De plus, six ∈ V \ {x0} alors

f ′
1 (x)

f ′
2 (x)

= 1

2

f ′ (x)− f ′ (0)

x
−−−→
x→0

f ′′ (0)

2

car on reconnaît le taux d’acroissement def ′ en0. On en déduit, d’après la règle de l’Hospital, que

f1 (x)

f2 (x)
=

f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)
)

x2
−−−→
x→0

f ′′ (0)

2

et commef ′′ (0) 6= 0 alors f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)
)

∼
x→0

f ′′ (0)

2
x2.

(b) On généralise ce résultat en considérant les fonctions :

f1 :





V −→ R

x 7−→ f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)+
x2

2
f ′′ (0)+ . . .+ xn−1

(n−1)!
f (n−1) (0)

)
et f2 :

{
V −→ R

x 7−→ xn

et en effectuant un travail identique. On montre alors que :

f (x)−
(

f (0)+ x f ′ (0)+
x2

2
f ′′ (0)+ . . .+ xn−1

(n−1)!
f (n−1) (0)

)
∼

x→0

f (n) (0)

xn
.

Exercice 12.42 ♥♥♥
Soit I un intervalle etf : I 7→R une fonction deux fois dérivable surI. Soit (a,b,c) ∈ I3 trois points deI aveca < b < c.
Montrer qu’il existed ∈ I tel que

f (a)

(a −b)(a −c)
+ f (b)

(b −c)(b −a)
+ f (c)

(c −a)(c −b)
= f ′′(d)

2

Solution : Considérons la fonctionϕ : I 7→R définie par

ϕ(x)= (x −b) f (a)+ (a − x) f (b)+ (b −a) f (x)−
(a −b)(b − x)(x −a)

2
K

où K est une constante choisie de telle sorte queϕ(c) = 0. Commeϕ est deux fois dérivable surI, ϕ est continue sur
[a,b], dérivable sur]a,b[ etϕ(a) =ϕ(b) = 0. Par conséquent, d’après le théorème de Rolle, il existed1 ∈]a,b[ tel que
ϕ′(d1) = 0. De même, commeϕ(b)=ϕ(c) = 0, il existed2 ∈]b,c[ tel queϕ′(d2) = 0. Mais pour toutx ∈ I, on calcule

ϕ′(x) = f (a)− f (b)+ (b −a) f ′(x)+ (a −b)Kx − (a −b)(a +b)

2
K

et commeϕ′ est continue sur[d1,d2], dérivable sur]d1,d2[ etϕ′(d1)=ϕ′(d2) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existe
d ∈]d1,d2[ tel queϕ′′(d) = 0. Mais∀x ∈ I,

ϕ′′(x) = (b −a) f ′′(x)+ (a −b)K

et par conséquent,K = f ′′(d). Commeϕ(c) = 0, en reportant cette valeur pourK, on trouve que

(c −b) f (a)+ (a −c) f (b)+ (b −a) f (c) = (a −b)(b −c)(c −a)

2
f ′′(d)

et en divisant cette égalité par(a −b)(b −c)(c −a), on trouve le résultat.

Exercice 12.43 ♥♥
Soit f de classeC 2 sur[a,b]. On suppose quef (a) = f ′(a) = f (b)= f ′(b)= 0.
Montrer qu’il existec ∈]a,b[ tel quef ′′(c) = f (c).
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Solution : Considérons la fonctiong donnée pour toutx ∈ [a,b] par g (x) = ex [ f ′(x)− f (x)]. Par opération sur les
fonctions dérivables,g est dérivable sur[a,b] et pour toutx ∈ [a,b] on ag ′(x) = ex [ f ′′(x)− f (x)]. On vérifie queg (a) =
g (b) = 0 Par application du théorème de Rolle, il existec ∈ [a,b] tel queg ′ (c) = 0. Comme la fonction exponentielle ne
s’annule jamais, il s’ensuit quef ′′ (c)− f (c) = 0.

Exercice 12.44 ♥♥♥
Soit une fonctionf de classeC 3 sur le segment[a,b]. On suppose qu’il existe trois pointsa < a1 < a2 < a3 < b tels
que f (a1) = f (a2) = f (a3) = 0. Soit un réelx ∈ [a,b]. Montrez qu’il existe un réelc ∈]a,b[ tel que

f (x) = (x −a1)(x −a2)(x −a3)

6
f (3)(c).

Solution : Définissons la fonction auxiliaireϕ suivante :

ϕ :

{
[a,b] −→ R

t 7−→ f (t)− (t −a1)(t −a2)(t −a3)

6
K

oùK est une constante choisie telle queϕ(x)= 0. La fonctionϕ est de classeC 3 sur le segment[a,b] comme somme de
la fonction f et d’une fonction polynomiale. Commeϕ(a1) = ϕ(a2) = ϕ(a3) = ϕ(x) = 0, en appliquant le théorème de
Rolle trois fois, on montre qu’il existe trois réelsb1,b2,b3 ∈]a,b[ tels queϕ′(b1) = ϕ′(b2) = ϕ′(b3) = 0. En appliquant
ensuite le théorème de Rolle à la fonctionϕ′ deux fois, on montre l’existence de deux réelsc1,c2 ∈]a,b[ tels que
ϕ′′(c1) = ϕ′′(c2) = 0 et en réappliquant le théorème de Rolle entre les pointsc1 et c2, on montre l’existence d’un réel
c ∈]a,b[ tel queϕ(3)(c) = 0. Mais on calcule pourt ∈ [a,b],

ϕ(3)(t)= f (3)(t)−K

et doncK = f (3)(c). Comme la constanteK a été choisie pour queϕ(x) = 0, en écrivant cette condition et en remplaçant
K par f (3)(c), on obtient l’égalité de l’énoncé.

Exercice 12.45 ♥♥♥
Soit f ∈C 3([a,b]). Montrer qu’il existec ∈]a,b[ tel que :

f (b)− f (a)= b −a

2

[
f ′(a)+ f ′(b)

]
− (b −a)3

12
f (3)(c).

Solution : Considérons la fonction auxiliaire

ϕ(t)= f (t)− f (a)− t −a

2

[
f ′(a)+ f ′(t)

]
+ (t −a)3

12
K

définie pour toutt ∈ [a,b] où K est une constante choisie en sorte queϕ (b) = 0. La fonctionϕ s’annule aussi ena, est
dérivable sur[a,b] par opération sur les fonctions dérivables. On applique alors le théorème de Rolle. Il existec ′ ∈ ]a,b[

tel queϕ′ (c ′
)
= 0. Par ailleurs, pour toutt ∈ [a,b], on a :

ϕ′ (t) =
1

2

(
f ′ (t)− f ′ (a)

)
− t −a

2
f ′′ (t)+ (t −a)2

4
K.

On remarque surϕ′ s’annule aussi ena et qu’elle est dérivable sur
[
a,c ′

]
. On applique alors une nouvelle fois le

théorème de Rolle. Il existec ∈
]
a,c ′

[
tel queϕ′′ (c) = 0. Mais pour toutt ∈ [a,b],

ϕ′′ (t) =
t −a

2

(
K− f (3) (t)

)
.

Commeϕ′′ (c) = 0, il vient queK = f (3) (c) et l’égalité est prouvée.

entrea et b.
Exercice 12.46 ♥♥♥

Soit f ∈C 5([a,b]). Montrer qu’il existec ∈]a,b[ tel que

f (b) = f (a)+ b −a

2

(
f ′(a)+ f ′(b)

)
− (b −a)2

12

(
f ′′(b)− f ′′(a)

)
+ (b −a)5

720
f (5)(c)
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Solution : On utilise la fonction auxiliaire

ϕ(x)= f (x)− f (a)− x −a

2

(
f ′(x)+ f ′(a)

)
+ (x −a)2

12

(
f ′′(x)− f ′′(a)

)
− (x −a)5

720
K

oùK est une constante choisie en sorte queϕ (b) = 0 et l’application successive du théorème de Rolle permet de conclure
comme dans l’exercice précédent.

12.6.6 Théorème des accroissements finis

Exercice 12.47 ♥
Montrer que pour toutn ∈N∗, on a :

1

n+1
É ln(n+1)− ln (n) É

1

n

Solution : Soitn ∈N∗. Considérons l’applicationf :

{
[n,n+1] −→ R

x 7−→ ln x
. La fonctionf est dérivable sur[n,n+1]

donc d’après l’inégalité des accroissements finis :

m ((n+1)−n) É ln (n+1)− ln n É M((n+1)−n)

où m = inf[n,n+1] f ′ et oùM = sup[n,n+1] f ′. Comme pour toutt ∈ R∗
+, f ′ (t) = 1/t , f ′ est décroissante, etm = 1

n+1
,

M =
1

n
. On en déduit alors les inégalités.

Exercice 12.48 ♥

1. Montrer que pour toutx ∈ [0, π2 ], 0 É sin x É x.

2. En déduire que pour toutx ∈ [0, π
2

], −x2 É cos x −1 É 0.

Solution : Si x = 0 les inégalités sont trivialement vraies. Supposons quex ∈
]
0, π2

]
.

1. On applique l’inégalité des accroissements finis àsin sur le segment[0, x] et on obtient le résultat.

2. On applique à nouveau l’inégalité des accroissements finis sur le segment[0, x] mais cette fois ci à la fonction cos-
inus. On obtient :x. inft∈[0,x] (−sin t) É cos x−1 É x.supt∈[0,x] (−sin t) ou encore , d’après la question précédente :
−x2 É cos x −1 É 0.

Exercice 12.49 ♥
Soienta,b des réels positifs tels quea < b.

1. Montrer que
b −a

1+b2
< arctanb −arctan a < b −a

1+a2

2. En déduireπ
4
+ 3

25
< arctan 4

3
< π

4
+ 1

6

Solution :

1. Le résultat de la première question découle directement de l’inégalité des accroissements finis appliquéef :{
[a,b] −→ R

x 7−→ arctan x
.

2. On applique l’inégalité précédente àa = 1 et b = 4
3 et le résultat s’ensuit directement.

Exercice 12.50 ♥
On prend100 comme valeur approchée de

p
10001. À l’aide du théorème des accroissements finis, majorer l’erreur

commise.
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Solution : Soient0 < a < b. D’après le théorème des accroissements finis appliqué à la fonction racine carrée sur le
segment[a,b], il existec ∈]a,b[ tel que

p
b −

p
a = (b −a)

1

2
p

c

En prenanta = 10000 = 104 et b = 10001 = 104 +1, on trouve que

∣∣p10001−
p

10000
∣∣É 1

2×100

donc l’erreur est inférieure à5.10−3.

Exercice 12.51 ♥
Soit une fonctionf :]0,1[−→R. On suppose qu’il existek > 0 etα> 1 tels que∀(x, y) ∈]0,1[2 ,

| f (x)− f (y)| É k|x − y |α.

Montrer que la fonctionf est constante.

Solution : Soient x ∈ ]0,1[. Pour y ∈ ]0,1[ tel que y 6= x. On a | f (y)− f (x)

y − x
| É k

∣∣y − x
∣∣α−1 et commeα− 1 > 0,

θ(y) = |y − x|α−1 −−−→
y→x

0. D’après le théorème de majoration, on en déduit que le taux d’accroissement possède une

limite nulle lorsquey → x. On a donc montré que la fonctionf est dérivable et de dérivée non nulle en tout point
x ∈ ]0,1[. La fonctionf est donc constante sur l’intervalle]0,1[.

Exercice 12.52 ♥♥
Soit une fonctionf : [a,b] 7→ R continue, ne s’annulant pas sur[a,b] et dérivable sur]a,b[. Montrez qu’il existe
c ∈]a,b[ tel que

f (a)

f (b)
= e

(a−b)
f ′(c)
f (c)

Solution : Introduisons la fonctionθ :

{
[a,b] −→ R

x 7−→ ln
∣∣ f (x)

∣∣ . Commef ne s’annule pas sur[a,b], θ est bien définie

et continue sur[a,b]. Par opérations sur les fonctions dérivables,θ est dérivable sur]a,b[. On applique le théorème
des accroissements finis : il existec ∈ ]a,b[ tel queθ (b)− θ (a) = θ′ (c) (b −a) ce qui amèneln

∣∣ f (a)
∣∣− ln

∣∣ f (b)
∣∣ =

(a −b) f ′ (c)/ f (c). On obtient la formule proposée en passant à l’exponentielle :
f (a)

f (b)
= e(a−b) f ′(c)/ f (c) (on peut sup-

primer les valeurs absolues carf (a) et f (b) sont de même signe.

Exercice 12.53 ♥♥
Soit une fonctionf : R 7→ R dérivable. Montrer que sif ′(x) −−−−−→

x→+∞
+∞ alors f (x) −−−−−→

x→+∞
+∞. La réciproque est-elle

vraie ?

Solution : Puisquef ′(x) −−−−−→
x→+∞

+∞, il existeA >0 tel que∀x Ê A, f ′(x) Ê 1. Soit alorsx Ê A. D’après le théorème des

accroissements finis, il existec ∈]A, x[ tel quef (x)− f (A)= f ′(c)(x −A). Par conséquent,f (x) Ê f (A)+ x −A et d’après
le théorème des gendarmes,f (x) −−−−−→

x→+∞
+∞.

La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur lafonction définie parf (x) = x.

Exercice 12.54 ♥♥♥
Soit un réela ∈R et une fonctionf : [a,+∞[7→ R dérivable sur[a,+∞[ telle quef ′(t)−−−−−→

t→+∞
0.

1. Montrez que
f (t)

t
−−−−−→
t→+∞

0.

2. En déduire ensuite que sif ′(t)−−−−−→
t→+∞

l ∈R,
f (t)

t
−−−−−→
t→+∞

l .

Solution :

1. Soitε > 0. Commef ′(t) −−−−−→
t→+∞

0, il existeA1 > 0 tel que∀x Ê A1,
∣∣ f ′(x)

∣∣ É ε. Soit alorsx Ê A1. En utilisant le

théorème des accroissements finis entreA1 et x, on peut affirmer qu’il existecx ∈]A1, x[ tel que f (x) = f (A1)+
f ′(cx )(x −A1). Alors

f (x)

x
=

f (A1)

x
+ f ′(cx )

(
1−

A1

x

)
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Comme
f (A1)

x
−−−−−→
x→+∞

0, il existeA2 > 0 tel que∀x Ê A2,
∣∣∣∣

f (A1)

x

∣∣∣∣É ε.

Comme1− A1

x
−−−−−→
x→+∞

1, il existeA3 > 0 tel que∀x Ê A3,
∣∣∣∣1−

A1

x

∣∣∣∣É 1.

PosonsA =max(A1, A2, A3).
Si x Ê A, on obtient l’encadrement suivant :

∣∣∣∣
f (x)

x

∣∣∣∣É
∣∣∣∣

f (A1)

x

∣∣∣∣+
∣∣ f ′(cx )

∣∣
∣∣∣∣1−

A1

x

∣∣∣∣É ε+ε×1 É 2ε

Il suffit alors de reprendre la démonstration avec au départε̃= ε

2
pour avoir

∣∣ f (x)/x
∣∣É ε si x Ê A. On prouve ainsi

que f (x)/x −−−−−→
x→+∞

0.

2. Définissons une fonctiong parg (x) = f (x)−l x. Elle est dérivable sur[a,+∞[ et∀x Ê 0, g ′(x) = f ′(x)−l −−−−−→
x→+∞

0.

Donc d’après la première partie,
g (x)

x
−−−−−→
x→+∞

0. On trouve alors que
f (x)

x
− l −−−−−→

x→+∞
0 ce qui prouve que

f (x)

x
−−−−−→
x→+∞

l .

Exercice 12.55 ♥♥♥
Soit une fonctionf de classeC 2 sur le segment[a,b] aveca < b. Montrez qu’il existe un réelc ∈]a,b[ tel que

f (a)+ f (b)

2
= f

(
a +b

2

)
+ (b −a)2

8
f ′′(c).

Solution : Définissons la fonction auxiliaire suivante :

ϕ :





[a,b] −→ R

t 7−→ f (t)+ f (a)

2
− f

(
a + t

2

)
− (t −a)2

8
K

où K est une constante choisie telle queϕ(b)= 0 (c’est possible cara < b). Puisque la fonctionϕ est continue sur[a,b],
dérivable sur]a,b[, et queϕ(a) = ϕ(b) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existec1 ∈]a,b[ tel queϕ′(c1) = 0. On a
donc

f ′(c1)

2
− 1

2
f ′

( a +c1

2

)
= K

c1 −a

4
.

Appliquons ensuite le théorème des accroissements finis entre les points
a +c1

2
etc1. Comme la fonctionf ′ est continue

sur[(a +c1)/2,c1] et dérivable sur](a +c1)/2,c1[, il existe un réelc ∈](a +c1)/2,c1[ tel que

f ′(c1)− f ′
( a +c1

2

)
=

(
c1 −

a +c1

2

)
f ′′(c).

On trouve donc que
c1 −a

4
f ′′(c) = K(c1 −a)

4

et donc queK = f ′′(c). Puisque la constanteK a été choisie pour queϕ(b)= 0, on trouve donc que

0=ϕ(b) = f (b)+ f (a)

2
− f

(
a +b

2

)
− (b −a)2

8
f ′′(c).

12.6.7 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de
raccord des solutions

Exercice 12.56 ♥♥
On considère l’équation différentielle :

(E) : (1− x2)y ′+ x y + (x2 −1) = 0

1. Déterminer toutes les solutions de(E) sur]−1,1[.
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2. Existe-t-il une solution surI =]−1,1] ? (On admettra queπ/2−arcsin x ∼
x→1−

p
2(1− x) ).

Solution : La quantité(x2−1) ne s’annule pas surI1 =]−1,1[. Résolvons l’équation d’abord surI1. La solution générale
de l’équation homogène est

y0(x) = C
√

1− x2 où C ∈R.

En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particulière de la formeỹ(x) = C(x)
p

1− x2.

Il suffit queC′(x) = 1
p

1− x2
et donc par exempleC(x) = arcsin(x). La solution générale s’écrit donc

y(x) = (arcsin x +C)
√

1− x2.

Soit maintenanty une solution surI. Pour que l’équation soit vérifiée en1, il faut que y(1) = 0. Comme∀x < 1,
y(x) = (arcsin x +C)

p
1− x2, cette fonction se prolonge par continuité en1 avecy(1) = 0. Étudions la dérivabilité en1

de la fonction ainsi prolongée. Puisquey vérifie l’équation différentielle, on en tire que∀x < 1,

y ′(x) = 1− x
arcsin x +C
p

1− x2

Pour quey ′ ait une limite finie en1, il faut queC =−arcsin1 =−π

2
. En effet, siC 6= −π

2
, alorsy ′(x) −−−−→

x→1−
∞ et d’après

la proposition 12.15 page 478,y ne serait pas dérivable en1 ?

Si C =−
π

2
, alors

y ′(x) = 1− x
arcsin x −π/2

p
1− x2

−−−→
x→1

2 car
arcsin x −π/2

p
1− x2

∼
x→1−

−
p

2(1− x)
p

1− x2
=−

p
2

p
x +1

−−−−→
x→1−

−1

et donc d’après le théorème 12.14,y est dérivable en1 avecy ′(1) = 2. Réciproquement, on vérifie que la fonction

x 7→
(
arcsin x − π

2

)√
1− x2

est solution de(E) sur]−1,1]. C’est la seule solution de cette équation sur]−1,1].

12.6.8 Études de suites réelles

Exercice 12.57 ♥
On considère la suite(un ) définie par :





u0 ∈ [0,4/3]

∀n ∈N, un+1 =
1

3

(
4−u2

n

) .

1. Montrer que :∀n Ê 0, un ∈ [0,4/3].

2. Si (un ) était convergente, quel serait sa limitel ?

3. Montrer que pour toutn ∈N∗, |un+1 − l | É 8
9
|un − l | et conclure.

Solution :
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u0 u1u2 u3u4 u5u6u7u8u9u10

Introduisons la fonctionf :

{
R −→ R

x 7−→ 1

3

(
4− x2

) . On

montre facilement quef est strictement décroissante sur
[0,4/3], quef (0) = 4/3 et quef (4/3) = 20/27 > 0. L’inter-
valle [0,4/3] est donc stable parf . Remarquons aussi que
f admet1 comme unique point fixe sur cet intervalle. .

1. Montrons la propriété par récurrence. Par défini-
tion u0 ∈ [0,4/3]. Soit n ∈ N. Supposons queun ∈
[0,4/3]. Alors comme[0,4/3] est stable parf , il

s’ensuit queun+1 = f (un ) ∈ [0,4/3]. La propriété est
alors prouvée par récurrence.

2. Si (un ) était convergente, commef est continue sur
R, on auraitf (limun ) = lim f (un ) ce qui amènerait
l = f (l). La limite de(un ) serait donc un point fixe
de f dans l’intervalle[0,4/3]. On en déduit quel
serait égal à1.

3. Soitn ∈N. La fonction f est continue sur[un ,1] et
dérivable sur]un ,1[. Donc d’après le théorème des
accroissements finis :

|un+1 −1| É sup
]un ,1[

∣∣ f ′ (x)
∣∣ |un −1|

É sup
]0,4/3[

∣∣ f ′ (x)
∣∣ |un −1|

É
8

9
|un −1|

car pour toutx ∈ R, f ′ (x) = −2/3x. Par une récur-
rence facile, on en déduit que :

|un+1 −1| É
(

8

9

)n+1
|u0 −1|

et donc d’après le théorème des gendarmes, il
vient que |un+1 −1| −−−−−→

n→+∞
0. En conclusion :

un −−−−−→
n→+∞

1 .

Exercice 12.58 ♥♥

On considère l’applicationf et la suite(un) définies par :

f :





R+ −→ R

x 7−→ ex

x +2

et

{
u0 ∈ ]0,1[

∀n ∈N, un+1 = f (un )
.

1. Montrer que l’intervalle]0,1[ est stable parf .

2. En déduire que∀n ∈N, un ∈ ]0,1[ (et donc que(un ) est bien définie).

3. Montrer quef admet un unique point fixeα dans l’intervalle]0,1[.

4. Prouver que :∀n ∈N, |un+1 −α| É
(

2e

9

)n

.

5. Conclure.

6. Donner une valeur approchée deα à 10−3 près.

Solution :
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u0 u1 u2u3u4u5u6u7u8u9u10

1. La fonction f est dérivable surR+ comme quo-
tient de telles fonctions. De plus, pour toutx ∈ R+,

f ′ (x) =
ex (1+ x)

(2+ x)2
donc f est strictement croissante

surR+. Commef (0) = 1/2 et quef (1) = e/3 < 1 on
en déduit quef (]0,1[) ⊂ ]0,1[ .

2. Par définition,u0 ∈ ]0,1[. Soitn ∈N. Supposons que
un ∈ ]0,1[ . Comme]0,1[ est stable parf , il vient
que un+1 = f (un ) ∈ ]0,1[. On prouve ainsi la pro-
priété par récurrence. On a de plus clairement pour
toutn ∈N, un 6= −2 donc(un ) est bien définie.

3. Introduisons la fonction

θ :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ ex − x (x +2)
.

Par opérations sur les fonctions continues,θ est
continue sur[0,1]. De plus, f (0) = 1 > 0 et f (1) =
e − 3 < 0 donc d’après le théorème des valeurs in-
termédiaires,θ admet un zéro sur]0,1[. On montre

facilement que pour toutx ∈ [0,1], θ′ (x) = ex −2−2x

et θ′′ (x) = ex −2. Donc sur[0,1], θ′′ est strictement
négative etθ′ est strictement décroissante. Comme
θ′ (0) =−1, sur[0,1], θ′ est strictement négative etθ
est strictement décroissante. On peut alors affirmer
que le zéro def sur]0,1[ est unique. On le noteα.

4. Soitn ∈N∗. La fonctionf est continue sur[un−1,α]

et dérivable sur]un−1,α[. D’après l’inégalité des ac-
croissements finis :

|un −α| É sup
x∈]0,1[

∣∣ f ′ (x)
∣∣ |un−1 −α|

É 2e

9
|un−1 −α| .

car f ′ est strictement croissante sur[0,1]. Par une
récurrence facile, on en déduit que

|un −α| É
(

2e

9

)n

|u0 −α| .

Mais commeu0,α ∈ ]0,1[, on a : |u0 −α| É 1 et on
obtient l’inégalité proposée.

5. On déduit facilement de cette dernière inégalité et
du théorème des gendarmes queun −−−−−→

n→+∞
α .

6. On utilise l’inégalité précédente. On cherche pour
quels valeurs den, (2e/9)n É 10−3. On passe au

logarithme et on trouven Ê 3ln 10

2ln 3− ln 2−1
≃ 13,7.

Donc il suffit de calculeru14 pour connaîtreα à la
précision requise. On trouveα ≃ 0.789 à 10−3 près.
Ceci est valable quelque soit la valeur prise au départ
pouru0 !

Exercice 12.59 ♥
1. Pour toutx Ê 0, déterminer un encadrement desh(x +1)− sh x.

2. En déduire que :∀n ∈N, ch0+ch 1+ . . .+ch n É sh (n+1).

3. On considère la suite(un ) de terme général :

un = sh(n+1)− (ch0+ch 1+ . . .+ch n) .

Montrer que(un ) est croissante.

4. On considère aussi la fonctionf : x 7→ sh (x +2)− sh(x +1)−ch (x +1).

(a) Prouver quef (x) et f ′ (x) sont positives pour toutx Ê 0.

(b) Montrer que :∀x Ê 0, f (x) Ê f (0).

5. En déduire que(un ) diverge vers+∞ quandn tend vers+∞.

Solution :

1. Soitx Ê 0. La fonctionsh est continue sur[x, x +1] et dérivable sur]x, x +1[. D’après l’inégalité des accroisse-
ments finis :inf]x,x+1[ ch É sh (x +1) − sh x É sup]x,x+1[ ch. Mais commech est croissante surR+, il vient :
ch x É sh(x +1)− sh x É ch(x +1).

2. On a alors, pourn ∈N :

sh (n+1) =
n∑

k=0

(sh (k +1)− sh k) Ê
n∑

k=0

chk = ch0+ch 1+ . . .+ch n.

3. Soitn ∈N. On calculeun+1−un = sh(n+2)−sh (n+1)−ch(n+1). Cette quantité est positive d’après la première
question appliquée àx = n+1. Donc(un ) est croissante.
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4. La fonctionf est définie surR.

(a) D’après la première question, on a :ch x É sh (x +1) − sh x donc ch (x +1) É sh(x +2) − sh (x +1) et f

est positive. De plus,f est dérivable surR par opérations sur les fonctions dérivables et pourx ∈ R+ :
f ′ (x) = ch(x +2)−ch (x +1)−sh (x +1). On montre facilement en appliquant l’inégalité des accroissements
finis àch sur le segment[x +1, x +2] que cette dernière quantité est positive. Doncf ′ Ê 0 surR+.

(b) Commef ′ est positive surR+, f est croissante surR+ et∀x Ê 0, f (x) Ê f (0).

5. Soit n ∈ N. On aun+1 −un = f (n) > f (0)+u0. Donc un Ê n f (0). Commef (0) > 0, d’après le théorème des
gendarmesun −−−−−→

n→+∞
+∞ .

Exercice 12.60 ♥

1. Étudier la fonctionf :

{
]1,+∞[ −→ R

x 7−→ 1
x ln x

.

2. Démontrer que pour tout entiern Ê 2, on a :

1

(n+1) ln (n+1)
É ln(ln (n+1))− ln (ln n) É

1

n ln n
.

3. En déduire que la suite(un ) de terme général

un = 1

2ln 2
+ 1

3ln 3
+ . . .+ 1

n ln n

définie pour tout entiern Ê 2 diverge vers+∞ quandn tend vers+∞.

Solution :

1. La fonctionf est dérivable sur]1,+∞[ par opérations sur les fonctions dérivables. De plus, pour tout x ∈ ]1,+∞[,

on a f ′ (x) = − 1+ ln x

x2 ln2 x
. La fonction f ′ est strictement négative sur]1,+∞[ et f est strictement décroissante sur

son domaine de définition. On montre par ailleurs facilementque f (x) −−−−→
x→1+

+∞ et quef (x) −−−−−→
x→+∞

0.

2. Soitn Ê 2. Introduisons la fonctionθ :

{
[n,n+1] −→ R

x 7−→ ln(ln x)
. Soit x ∈ [n,n+1]. Commen Ê 2, on a :x Ê 2

et doncln x > 0. La fonctionθ est donc bien définie. Elle est de plus dérivable sur son domaine de définition

par opérations sur les fonctions dérivables etθ′ (x) =
1

x ln x
. D’après la question précédente,f ′ est strictement

décroissante, d’après l’inégalité des accroissements finis appliquée àθ sur le segment[n,n+1], il vient que

1

(n+1)ln(n+1)
É ln(ln (n+1))− ln (lnn) É

1

n lnn
.

3. Soit n Ê 2. D’après la question précédente, on a :1/(2ln 2) Ê ln(ln 3)− ln (ln 2), 1/(3ln 3) Ê ln (ln4) − ln(ln 3),
...,1/(n lnn) Ê ln(ln (n+1))− ln (lnn). On somme alors cesn−1 inégalités et on trouve par télescopage que :

un = 1

2ln 2
+ 1

3ln 3
+ . . .+ 1

n ln n
Ê (ln(ln 3)− ln (ln2))+ (ln (ln 4)− ln (ln 3))+ . . .+ (ln (ln(n+1))− ln (lnn))

= ln (ln (n+1))− ln(ln 2) .

On conclut en appliquant le théorème des gendarmes :un −−−−−→
n→+∞

+∞ .

12.6.9 Convexité

Exercice 12.61
Soit f : I → R une fonction à valeurs strictement positives. On suppose que∀α ∈R, fα : x 7→ eαx f (x) est convexe sur
R.
Démontrer queg : x 7→ ln( f (x)) est convexe surR.

Solution :
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1. Si on supposef deux fois dérivable surR, on af ′
α(x) = (α f (x)+ f ′(x))eαx et f ′′

α (x) = (α2 f (x)+2α f ′(x)+ f ′′(x))eαx .
Par hypothèse, on af ′′

α (x) > 0 ceci pour toutα. On en déduit que le discriminant du trinôme enα est négatif. Donc(
f ′(x)

)2 − f ′′(x) f (x) < 0 et ceci pour toutx réel.

Or g est deux fois dérivable etg ′′(x) = f ′′(x) f (x)

f (x)2
. On en déduit queg est convexe.

2. Si on ne suppose plusf deux fois dérivable surR, la démonstration est plus acrobatique :

Pourx 6= y et t ∈ [0,1], on poseα= ln( f (x))− ln( f (x))

x − y
. Par hypothèse,fα est convexe surR donc

exp(α(t x + (1− t)y)) f (t x + (1− t)y) É teαx f (x)+ (1− t)eαy f (y),

soit

f (t x + (1− t)y) É t exp(α(x − y)(1− t)) f (x)+ (1− t)exp(−α(x − y)t) f (y)

É t exp((ln f (x)− ln f (y))(1− t)) f (x)+ (1− t)exp((ln f (x)− ln f (y))t) f (y)

É
(

f (x)

f (y)

)t−1

f (x)+ (1− t)

(
f (x)

f (y)

)t

f (y)

É f (x)t f (y)1−t

En prenant les logarithmes, on obtient la convexité deg surR.

Exercice 12.62 ♥
On considère une fonctionf deux fois dérivable surI =]0,+∞[ et une fonctiong : I−→R définie par :

∀t ∈ I, g (t)= t f (1/t).

Montrer quef est convexe si et seulement sig est convexe.

Solution :

1. ⇒ La fonctiong est deux fois dérivable surI par opérations sur les fonctions deux fois dérivables surI. Pour
tout t ∈ I : 




g ′(t) = f (1/t)− f ′(1/t)

t

g ′′(t) =
1

t 3
f ′′(1/t) Ê 0

.

On en déduit queg est convexe.

2. ⇐ Soit x ∈ I. Posonst = 1/x. On a f (x) = xg (1/x) et on montre facilement quef ′′(x) = 1/x3g ′′(x) Ê 0 ce qui
montre quef est convexe.

Remarque 12.19 On peut également montrer ce résultat avec comme hypothèse que f est uniquement continue
(utiliser qu’une fonction continue est convexe si elle vérifie le lemme des trois pentes)

Exercice 12.63 ♥
En utilisant la fonction définie parf (x) = ln(ln x), montrer que

∀a,b > 1, ln

(
a +b

2

)
Ê
p

ln a ln b.

Solution : La fonction f est deux fois dérivable sur l’intervalleI =]1,+∞[ et pour toutx > 1, on calculef ′′(x) =
− 1

x2 ln x
− 1

x2(ln x)2
=− 1+ ln x

x2 ln2 x
< 0. La fonctionf est donc concave et poura,b > 1 etλ ∈ [0,1] :

lnln
(λa + (1−λ) b

2

)
Êλ ln ln a + (1−λ) ln ln a.

Donc en prenantλ= 1/2, il vient que :

ln ln
( a +b

2

)
Ê lnln a + ln ln a

2
= ln

(
(ln a ln b)1/2

)

En prenant l’exponentielle qui est croissante, on en déduitl’inégalité de l’énoncé.
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Exercice 12.64 ♥♥
Montrer que

∀x ∈]0,1[, xx (1− x)1−x Ê 1

2
.

Solution : Comme la fonctionln est concave sur]0,1[,

∀(a,b) ∈]0,1[2 ,∀λ ∈ [0,1], ln(λa + (1−λ)b) Êλ ln a + (1−λ) ln b.

Soit x ∈]0,1[. En posanta = x ∈]0,1[, b = 1− x ∈]0,1[ etλ= x ∈]0,1[ , on trouve que

x ln x + (1− x) ln(1− x) É ln(x2 + (1− x)2)

En étudiant la fonctionϕ :

{
R −→ R

x 7−→ x2 + (1− x)2 , on montre qu’elle admet un minimum en
1

2
qui vaut

1

2
. Par

conséquent,

x ln x + (1− x) ln(1− x) Ê ln(
1

2
).

On applique alors l’exponentielle à notre inégalité et comme cette fonction est croissante, on obtient le résultat de
l’énoncé.

Exercice 12.65 ♥♥
Soit f : R 7→R une fonction convexe majorée. Montrer quef est constante.

Solution : Prouvons le résultat par l’absurde. Sif n’est pas constante, alors il existe deux réelsx < y tels quef (x) 6=
f (y). Étudions deux cas :

1. si f (x) < f (y) : Soit z > y , d’après le lemme des trois pentes, on a :

f (y)− f (x)

y − x
É f (z)− f (x)

z − x

d’où en notant∆=
f (y)− f (x)

y − x
> 0,

f (z)Ê (z − x)∆+ f (x) −−−−−→
z→+∞

+∞

ce qui est impossible carf est majorée sur[x,+∞[.

2. si f (x) > f (y) : Supposons cette fois-ci quez < x. D’après le lemme des trois pentes, on a :

f (z)− f (x)

z − x
É f (y)− f (x)

y − x

et en notant∆=
f (y)− f (x)

y − x
< 0, il vient :

f (z)Ê f (x)+ (z − x)∆−−−−−→
z→−∞

+∞

ce qui est impossible carf est majorée sur]−∞, x].

Il ne peut alors existerx < y tels quef (x) 6= f
(
y
)
. On en déduit quef est constante.

Exercice 12.66 ♥♥
Montrer qu’une fonction convexe sur un intervalleI est continue sur l’intérieur de l’intervalleI.

Solution : Soit x ∈ I, un point intérieur. Il existe donc deux points(z1, z2) ∈ I tels quez1 < x < z2. Soit y ∈ [x, z2]. En
utilisant le lemme des trois pentes, on trouve que

f (x)− f (z1)

x − z1
É f (y)− f (x)

y − x
É f (z2)− f (x)

z2 − x

Notons pouri = 1,2, ∆i =
f (x)− f (zi )

x − zi
. L’inégalité précédente devient :

∆1(y − x) É f (y)− f (x) É∆2(y − x)
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et d’après le théorème des gendarmes,f (y) −−−−→
y→x+

f (x). Par les mêmes arguments, en prenanty ∈ [z1, x], on montre

également quef (y) −−−−→
y→x− f (x), et donc quef (y) −−−→

y→x
f (x). On a alors montré quef est continue au pointx.

Exercice 12.67 ♥♥♥
Soit une fonctionf : [0,+∞[−→ [0,+∞[ dérivable et concave sur[0,+∞[. Montrez que

∀(x, y) ∈ [0,+∞[2 , f (x + y) É f (x)+ f (y).

Solution : Comme la fonctionf est concave et dérivable, on sait que la fonctionf ′ est décroissante surI = [0,+∞[.
Soit y ∈ I. Considérons la fonction définie surI par g (x) = f (x + y)− f (x). Elle est dérivable surI et pour toutx ∈ I,
commex + y Ê x, on a :g ′(x) = f ′(x + y)− f ′(x) É 0. Donc∀x ∈ I, g (x) É g (0) = f (y)− f (0). On a alors montré que
∀(x, y) ∈ I2, f (x + y) É f (x)+ f (y)− f (0) et comme par hypothèse,f est à valeurs positives,f (0) Ê 0 et donc

∀(x, y) ∈ I2, f (x + y) É f (x)+ f (y).

12.6.10 Équations fonctionnelles

Exercice 12.68 ♥♥♥
Déterminer les fonctionsf : R −→ R de classeC 1 surR telles que pour toute suite arithmétique(xn ), la suite( f (xn ))

est une suite arithmétique.

Solution : Soit f une fonction vérifiant la propriété. Considérons(a,b)∈R2. Il existe alors(α,β) ∈R2 tels que

∀n ∈N, f (a +bn) =α+βn.

Si on posen = 0 puisn = 1, on trouve que

∀n ∈N, f (a +bn) = f (a)+
[

f (a +b)− f (a)
]

n

En particulier sin = 2, on trouve que
f (a +2b) = 2 f (a +b)− f (a).

et cette relation doit être vraie pour tout(a,b) ∈R2. Aveca = 0, on trouve en particulier que

∀b ∈R, f (2b) = 2 f (b)− f (0).

Posonsg :

{
R −→ R

x 7−→ f (x)− f (0)
. Cette fonction doit vérifier

∀x ∈R, g (2x) = 2g (x).

La fonctiong est dérivable surR car f l’est et en dérivant cette dernière relation, on trouve que

∀x ∈R, g ′(2x) = g ′(x).

Commeg ′ est continue en0, on montre facilement queg ′ est constante. Par conséquent,g est linéaire, etf est affine.
On vérifie réciproquement que toute fonction affine convient.

Exercice 12.69 ♥♥

1. Trouver toutes les fonctions de classeC 1 surR vérifiant

∀x ∈R, f (2x) = 2 f (x)

2. Si l’on ne suppose pasf dérivable, construire une fonction différente de celles trouvées vérifiant la propriété.

Solution :
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1. En dérivant, on trouve que
∀x ∈R, 2 f ′(2x) = 2 f ′(x)

Donc∀x ∈ R, f ′(2x) = f ′(x). Soit x 6= 0. Il s’ensuit par une récurrence facile que∀n ∈N∗, f ′( x
2n ) = f ′(x). Mais

f ′ est continue en0 donc f ′( x
2n ) −−−−−→

n→+∞
f ′(0). La fonction f ′ est donc constante etf est affine de la forme

f (x) = ax +b aveca,b ∈R. Mais f (2×0) = 2× f (0) et nécessairementf (0) = 0 ce qui amèneb = 0. La fonction
f est donc linéaire. Réciproquement, toute fonction linéaire convient.

2. La fonction donnée par

f (x) =
{

0 si x ∈R \Q

x si x ∈Q

vérifie la propriété et n’est pas linéaire.

Exercice 12.70 ♥♥♥
Soit f : R 7→R une fonction de classeC 1. On suppose que :

∀x ∈R, f ◦ f (x) = x

2
+3 (⋆).

1. Montrer que :∀x ∈R, f ( x
2
+3) = f (x)

2
+3.

2. Montrer que la fonctionf ′ est constante.

3. Trouver les fonctionsf vérifiant la relation(1).

Solution :

1. Soitx ∈R. En appliquantf à (⋆), on trouve quef ( f ◦ f (x)) = f
(

x
2 +3

)
et commef ◦( f ◦ f ) = ( f ◦ f )◦ f , en utilisant

l’expression def ◦ f donnée par(⋆), on obtient que
f (x)

2
+3 = f

(
x
2 +3

)
.

2. Soitx ∈R. En dérivant l’égalité précédente, on obtient que

f ′(x)

2
= 1

2
f ′

(
x

2
+3

)
.

On définit alors une suite(un ) par 



u0 = x

∀n ∈N,un+1 = un

2
+3

.

Cette suite est arithmético-géométrique donc

∀n ∈N, un = 6+ 1

2n
(x −6) −−−−−→

n→+∞
6

Commef ′ est continue au point6, on obtient quef ′(un) −−−−−→
n→+∞

f ′(6) et que finalementf ′(x) = f ′(6). Par con-

séquent,f ′ est constante.

3. Commef ′ est constante, il existe(a,b) ∈R2 tels que

∀x ∈R, f (x) = ax +b

Cherchons les réelsa,b tels quef vérifie(⋆). Après calculs, on trouvea =
p

2

2
,b = 6−3

p
2 ou alorsa =−

p
2

2
,b =

6+3
p

2.
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Chapitre 13
Intégration sur un segment des fonctions à
valeurs réelles

Pour bien aborder ce chapitre

Les mathématiciens se sont intéressés très tôt aux problèmes de calcul d’aires et de volumes. Ainsi Eudoxe de Cnide, math-
ématicien grec du4e siècle avant note ère, parvient à calculer le volume d’une pyramide. Cent ans plus tard, Archimède
généralise son procédé et invente la méthode d’exhaustion.Il s’agit d’approcher l’aire ou le volume à déterminer par des
aires ou des volumes élémentaires, par défaut et par excès. La notion de limite est alors encore bien loin d’être découverte
et le calcul est généralement terminé par un raisonnement par l’absurde. La « révélation » est venue de Newton et de
Leibniz lorsqu’ils inventèrent le calcul infinitésimal : l’opération d’intégration est une opération inverse de cellede la
dérivation et, pour calculer une aire, il suffit de calculer une primitive. C’est « le théorème fondamental de l’analyse »
13.29 page 531. Il faudra attendre néanmoins le19e siècle pour que la notion d’intégrale soit bien formalisée grâce aux
travaux de Cauchy et surtout à ceux de Riemann. Celui-ci s’intéresse à fonctionf donnée sur un segment[a,b] et essaie
d’approcher l’aireA sous le graphe def par les airesΣ− etΣ+ de deux familles de rectangles qui approchent par défaut
et par excèsA comme dans les dessins ci-dessous.

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

FIGURE 13.1 – Somme inférieure :Σ−

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

FIGURE 13.2 – Somme supérieure :Σ+

Une fonction est intégrable au sens de Riemann si et seulement la différence des airesΣ+ etΣ− tend vers0 quand le pas
de la subdivision, c’est-à-dire la largeur des rectangles considérés, tend vers0. La méthode d’exhaustion est sous-jacente
à ce procédé.
Nous travaillerons dans ce chapitre sur une classe de fonctions beaucoup plus simples que celles étudiée dans l’intégrale
de Riemann : les fonctions continues par morceaux. Ce sera amplement suffisant pour pourvoir traiter une large variété de
problèmes. Vous généraliserez ces résultats en spé lors de l’étude des intégrales impropres à des fonctions pas forcément
continues par morceaux.
En particulier, pour un segment[a,b] et une fonctionf : [a,b] → R+ positive, nous nous attacherons dans ce chapitre à
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répondre aux deux questions suivantes.

a b

FIGURE 13.3 – Aire sous une courbe

1 Quelle condition imposée àf pour que l’aire délimitée par sa courbe dans un repère orthonormé soit bien définie ?

2 Comment calculer cette aire ?

13.1 Fonctions en escaliers

13.1.1 Subdivision d’un segment

x0 x1 x2 xn−1 xn

a b

FIGURE 13.4 – Subdivision d’un segment

DÉFINITION 13.1 Subdivision d’un segment
On appellesubdivisiondu segment[a,b] toute familleτ= (xk )1ÉkÉn de réels tels que

a = x0 < x1 < ·· · < xn−1 < xn = b

Le pas de la subdivisionτ est donné parmaxi∈�0,n−1� |xi+1 − xi |. Une subdivision de[a,b] est régulièresi tous les
xi+1 − xi sont égaux.

DÉFINITION 13.2 Subdivision plus fine qu’une autre
Considéronsτ et τ′ deux subdivisions d’un segment[a,b]. On dit queτ′ est plus fine queτ si et seulement si tout

élément de la familleτ est élément de la familleτ′.
Plus précisément, une subdivision est une famille. Une famille est une application. Il vaut mieux dire que l’image deτ est incluse dans l’image deτ′

PROPOSITION13.1
Soientτ etτ′ deux subdivisions d’un segment[a,b]. Il existe une subdivision de[a,b] plus fine queτ etτ′.

Démonstration Il suffit de considérer la familleτ′′ =
(
xk

)
1ÉkÉN dont les éléments sont ceux deτ et ceux deτ′ ordonnés dans

l’ordre croissant et oùN est le cardinal de la famille ainsi construite.τ′′ est plus fine queτ etτ′.

13.1.2 Fonctions en escaliers

DÉFINITION 13.3 Fonction en escalier
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a = x0 x1 x2 b = xn

c0

c1

cn−1

f(x0)

f(x1)

f(xn)

FIGURE 13.5 – Fonction en escalier

– Une fonctionϕ : [a,b] → R estune fonction en escaliersur le segment[a,b] s’il existe une subdivisionτ : a = x0 <
·· · < xn = b du segment[a,b] telle queϕ est constante sur chaque intervalle]xk , xk+1[

∀k ∈ �0,n−1� , ∃ck ∈R, ∀x ∈ ]xk , xk+1[ , ϕ (x) = ck

– La subdivisionτ est ditesubordonnéeà la fonctionϕ.
– On noteraE ([a,b] ,R) l’ensemble des fonctions en escalier sur[a,b] à valeurs réelles.

Remarque 13.1
– Siτ est une subdivision subordonnée àϕ alors toute subdivision plus fine est encore subordonnée àϕ.
– Une fonction constante est une fonction en escalier.

PROPOSITION13.2
Toute fonctionϕ ∈ E ([a,b] ,R) est bornée sur[a,b].

Démonstration Soientϕ une fonction en escalier etτ= x0 < ·· · < xn = b une subdivision qui lui est subordonnée. On a donc :
∀k ∈ �0,n −1� , ∃ck ∈R, ∀x ∈

]
xk , xk+1

[
, ϕ(x) = ck . En posantm = max

0ÉkÉn−1
|ck | puisM = max(m, | f (x0)|, . . . , | f (xn )|), on a

∀x ∈ [a,b], |ϕ(x)| É M.

PROPOSITION13.3

– L’ensemble des fonctions en escalierE ([a,b] ,R) sur le segment[a,b] est un sous-espace vectoriel de l’espace des
fonctions(F ([a,b] ,R) ,+, .).

– L’ensembleE ([a,b] ,R) est aussi un sous-anneau de l’anneau des fonctions(F ([a,b] ,R) ,+,×).

Démonstration La fonction constante égale à0 sur [a,b] est élément deE ([a,b] ,R) . On montre facilement (en utilisant une
subdivision plus fine que les deux subdivisions subordonnées aux deux fonctions) queE ([a,b] ,R) est stable par combinaison
linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel deF ([a,b] ,R). On montre de même qu’un produit de fonctions en escalier estencore
une fonction en escalier, ce qui prouve queE ([a,b] ,R) est un sous-anneau deF ([a,b] ,R).

13.1.3 Intégrale d’une fonction en escaliers

DÉFINITION 13.4 Intégrale d’une fonction en escaliers
Supposons quea < b. Soit une fonction en escalierϕ ∈ E ([a,b] ,R) et τ : a = x0 < ·· · < xn = b une subdivision subor-
donnée àϕ. Soientc0, . . . ,cn−1 ∈ R tels que :∀k ∈ �0,n−1� ∀x ∈ ]xk , xk+1[ ϕ (x) = ck . On définit l’intégralede la
fonction en escalierϕ entrea et b comme étant le nombre réel

∫

[a,b]
ϕ=

n−1∑

k=0

ck (xk+1 − xk ).
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Ce nombre ne dépend pas du choix de la subdivisionτ subordonnée àϕ.

Démonstration Prouvons que cette définition ne dépend pas de la subdivisionchoisie. Soientτ1 et τ2 deux subdivisions subor-
données àϕ. NotonsIτ l’intégrale calculée avec la formule donnée dans la proposition pour une subdivisionτ de[a,b].
• Supposons queτ1 est plus fine queτ2. Si τ1 et τ2 ne diffèrent qu’en un point,τ2 = a = x0 < x1 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xn = b

etτ1 = a = x0 < x1 < . . . < xi <α< xi+1 < . . . < xn = b. On a :ϕ|]xi ,xi+1[ = ci par conséquentϕ|]xi ,α[ = ci , ϕ|]α,xi+1[ = ci et

Iτ1 = c0 (x1 −x0)+c1 (x2 −x1)+ . . .+ci−1

(
xi −xi−1

)
+

ci

(
α−xi

)
+ci

(
xi+1 −α

)
︸ ︷︷ ︸

=ci (xi+1−xi )

+ci+1

(
xi+2 −xi+1

)
+

. . .+cn−1 (xn −xn−1) = Iτ2

Le cas oùτ1 etτ2 ne diffèrent que d’un nombre fini de points se traite de même.
• Étudions maintenant le cas général. Considérons la subdivisionτ= τ1 ∪τ2 qui est plus fine queτ1 etτ2. En appliquant le point

précédent, on aIτ = Iτ1 et Iτ = Iτ2 et par conséquentIτ1 = Iτ2 .

13.1.4 Propriétés de l’intégrale d’une fonction en escaliers

PROPOSITION13.4 L’intégrale est une forme linéaire surE ([a,b] ,R)

Soientϕ1,ϕ2 ∈ E ([a,b] ,R) deux fonctions en escalier sur le segment[a,b]. Pour toutα,β ∈R, on a
∫

[a,b]
αϕ1 +βϕ2 = α

∫

[a,b]
ϕ1 +β

∫

[a,b]
ϕ2

Autrement dit, si

θ :

{
E ([a,b] ,R) −→ R

ϕ 7−→
∫

[a,b] ϕ

alors on a
θ

(
αϕ1 +βϕ2

)
=αθ

(
ϕ1

)
+βθ

(
ϕ2

)

On dit aussi queθ est uneforme linéairesurE ([a,b] ,R).

Démonstration Soientτ1 une subdivision subordonnée àϕ1 etτ2 une subdivision subordonnée àϕ2. Soitτ une subdivision plus
fine queτ1 etτ2. Elle est donc subordonnée à la fois àϕ1 et àϕ2. Supposons queτ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b et que

∀i ∈ �0,n −1� , ϕ1|]xi ,xi+1[ = ci et ϕ2|]xi ,xi+1[ = di .

On a alors

∫

[a,b]
αϕ1 +βϕ2 =

n−1∑

i=0

(
αci +βdi

)(
xi+1 −xi

)

= α
n−1∑

i=0

ci

(
xi+1 −xi

)
+β

n−1∑

i=0

di

(
xi+1 −xi

)

= α

∫

[a,b]
ϕ1 +β

∫

[a,b]
ϕ2

PROPOSITION13.5 L’intégrale d’une fonction en escalier positive est positive
Soitϕ∈ E ([a,b] ,R) une fonction en escalier sur le segment[a,b]. Siϕ est positive sur[a,b] alors

∫
[a,b] ϕÊ 0.

Démonstration Soit τ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b une subdivision subordonnée àϕ : ∀i ∈ �0,n −1� , ϕ1|]xi ,xi+1[ = ci ∈ R.

Commeϕ est positive, pour touti ∈ �0,n −1�, on aci Ê 0. Par conséquent,
∫

[a,b] ϕ=
∑n−1

i=0
ci

(
xi+1 −xi

)
Ê 0.

COROLLAIRE 13.6
Soit

(
ϕ1,ϕ2

)
∈ (E ([a,b] ,R))2. On a

ϕ1 Éϕ2 =⇒
∫

[a,b]
ϕ1 É

∫

[a,b]
ϕ2

Démonstration Il suffit d’appliquer le résultat précédent à la fonction en escalierϕ=ϕ2−ϕ1 et d’utiliser la linéarité de l’intégrale.
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PROPOSITION13.7 Relation de Chasles
Soitϕ une fonction en escalier sur le segment[a,b] et c ∈ ]a,b[. Alors

∫

[a,b]
ϕ=

∫

[a,c]
ϕ+

∫

[c ,b]
ϕ

Démonstration Soit τ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b une subdivision subordonnée àϕ. On peut supposer, quitte à considérer la
subdivisionτ′ = τ∪{c} qui est plus fine queτ quec est un point deτ. On suppose de plus quec est le m-ième élément deτ. Si pour
tout i ∈ �0,n −1�, ϕ1|]xi ,xi+1[ = ci alors

∫

[a,b]
ϕ =

n−1∑

i=0

ci

(
xi+1 −xi

)

=
m−1∑

i=0

ci

(
xi+1 −xi

)
+

n−1∑

i=m

ci

(
xi+1 −xi

)

=
∫

[a,c]
ϕ+

∫

[c ,b]
ϕ

13.2 Fonctions continues par morceaux

13.2.1 Définition et propriétés

a = x0 x1 x2 b = xn

f(x0)

f(x1)

f(xn)

FIGURE 13.6 – Fonction continue par morceaux

DÉFINITION 13.5 Fonction continue par morceaux sur un segment

– Soit[a,b] un segment. On dit qu’une fonctionϕ : [a,b] →R est une fonctioncontinue par morceauxsur[a,b] lorsqu’il
existe une subdivisionτ : a = x0 < ·· · < xn = b du segment[a,b] telle que

1. Pour toutk ∈ �0,n−1�, la restriction deϕ à ]xk , xk+1[ est continue.

2. Pour toutk ∈ �0,n−1�, ϕ restreinte à]xk , xk+1[ admet une limite finie strictement à droite enxk et strictement
à gauche enxk+1. Autrement dit, la restriction deϕ à ]xk , xk+1[ est prolongeable par continuité sur[xk , xk+1].

– Une telle subdivision est diteadaptéeousubordonnéeàϕ.

Remarque 13.2
– Toute fonction en escalier sur[a,b] est continue par morceaux sur[a,b].
– Comme pour les fonctions en escaliers, siτ est une subdivision de[a,b] subordonnée àϕ continue par morceaux sur

[a,b] et siτ′ est une autre subdivision deϕ de[a,b] plus fine queτ alorsτ′ est aussi subordonnée àϕ.
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PROPOSITION13.8
Si ϕ est une fonction continue par morceaux sur un segment[a,b] alorsϕ est bornée sur[a,b].

Démonstration Soitϕ une fonction continue par morceaux sur[a,b] et soitτ : a = x0 < . . . < xn = b une subdivision subordonnée
àϕ. Pour touti ∈ �0,n −1�, la fonction f|]xi ,xi+1[ est continue et se prolonge en une fonctionf̃i continue sur le segment

[
xi , xi+1

]
.

En appliquant le théorème 11.48,f̃i est bornée sur le segment[xi , xi+1 ]. PosonsM = maxi∈�0,n−1�
{

Mi , | f
(
xi

)
|
}
∪ {| f (b)|}. Alors

∀x ∈ [a,b], | f (x)| É M.

PROPOSITION13.9
Soit I un intervalle.
– L’ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a,b] est un sous-espace vectoriel de(F ([a,b] ,R) ,+, .).
– L’ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a,b] est un sous-anneau de(F ([a,b] ,R) ,+,×).

Démonstration Montrons le premier point, le second se prouve de même. Il esttout d’abord clair que l’ensemble des fonctions
réelles continues par morceaux sur[a,b] est non vide. Soientα, β deux scalaires réels et soientϕ1 etϕ2 deux fonctions continues
par morceaux sur[a,b]. Soientτ1 une subdivision de[a,b] subordonnée àϕ1 et soitτ2 une subdivision de[a,b] subordonnée àϕ2.
Soit τ : a = x0 < . . . < xn = b une subdivision plus fine queϕ1 etϕ2. τ est donc subordonnée à la fois àϕ1 et àϕ2. De plus, pour
tout i ∈ �0,n −1�,

(
αϕ1 +βϕ2

)
|]xi ,xi+1[ = αϕ1|]xi ,xi+1[ +βϕ2 |]xi ,xi+1[ qui est continue sur

]
xi , xi+1

[
comme combinaison linéaire

d’applications continues sur
]
xi , xi+1

[
. De plus, par opérations sur les limites,

(
αϕ1 +βϕ2

)
|]xi ,xi+1[ admet une limite stricte à droite

dexi et une limite stricte à gauche dexi+1 . αϕ1 +βϕ2 est donc bien une fonction continue par morceaux sur[a,b].

13.2.2 Approximation des fonctions continues par morceauxpar les fonctions en escalier

THÉORÈME 13.10 ♥ Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier
Soit f une fonction continue sur le segment[a,b] etε> 0. Alors, il existe une fonction en escalierϕ telle que

‖ f −ϕ‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x)−ϕ(x)| É ε.

Démonstration Puisque la fonctionf est continue sur le segment[a,b], elle est uniformément continue sur ce segment (théorème
de Heine, 11.51). Il existe doncη > 0 tel que∀(x, y) ∈ [a,b]2, |x − y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε. Considérons alors un entier
n suffisamment grand pour que(b −a)/n É η et définissons la subdivision de pas constanth = (b −a)/n É η, xi = a + i h pour
i ∈ [[0,n −1]]. Définissons ensuite la fonction en escalierϕ en posant∀i ∈ [[0,n −1]], ∀x ∈ [xi , xi+1 [, ϕ(x) = f (xi ) etϕ(b) = f (b).
Soit x ∈ [a,b[, il existei ∈ [[0,n −1]] tel quexi É x < xi+1 et comme|x −xi | É η, | f (x)−ϕ(x)| = | f (x)− f (xi )| É ε. Si x = b, on a
également| f (b)−ϕ(b)| = 0 É ε. En passant à la borne supérieure, on a bien‖ f −ϕ‖∞ É ε.

Multimédia : animation, n augmente et les aires des rectangles sous le graphe de f

se rapprochent de l’intégrale

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

ǫ

FIGURE 13.7 – Une approximation grossière
avecε assez grand

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20

ǫ

FIGURE 13.8 – Une approximation plus fine avec
ε plus petit

LEMME 13.11 Une fonction continue par morceaux est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en
escalier
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b]. Il existe une fonctiong continue sur[a,b] et une
fonctionψ en escalier sur[a,b] telles quef = g +ψ.

522



Démonstration Considérons une subdivisiona = x0 < ·· · < xn = b subordonnée à la fonction en escalierf . Commef est continue
par morceaux, sa restriction à]x0, x1[ possède une limite finie à droite enx0 et une limite finie à gauche enx1, f (x) −−−−−→

x→x+
0

l et

f (x) −−−−−→
x→x1−

L. Posons∀x ∈]x0, x1[, g (x) = f (x), g (x0 ) = l et g (x1 ) = L et ψ(x0) = f (x0)− l , ∀x ∈]x0, x1[, ψ(x) = 0 et ψ(x1) =
f (x1)−L. On a bieng continue sur[x0, x1], ψ en escalier sur[x0, x1] et ∀x ∈ [x0, x1], f (x) = g (x)+ψ(x). On recommence ce
procédé sur[x1, x2] . . . pour définir les fonctionsg etψ sur[a,b].

x0 x1 x2 x3 x4

FIGURE 13.9 – Toute fonction continue par morceaux est somme d’une fonction continue et d’une fonction en escaliers.

COROLLAIRE 13.12 Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escalier
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b] et ε> 0. Il existe une fonctionϕ en escalier sur[a,b]

telle que‖ f −ϕ‖∞ É ε.

Démonstration D’après le lemme précédent, il existe une fonctiong continue sur[a,b] et une fonctionψ en escalier sur[a,b]

telles quef = g +ψ. D’après le théorème précédent, il existe une fonction en escalierχ sur [a,b] telle que‖g −χ‖∞ É ε. Posons
alorsϕ=ψ+χ. C’est une fonction en escalier et on a bien‖ f −ϕ‖∞ =‖g −χ‖∞ É ε.

COROLLAIRE 13.13 Encadrement d’une fonction continue par morceaux par deux fonctions en escalier

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b] et ε > 0. Il existe deux fonctions en escalier,ϕ,ψ ∈
E ([a,b] ,R) vérifiant

ϕÉ f Éψ et ψ−ϕÉ ε .

Démonstration D’après le corollaire 13.12, il existe une fonction en escalier χ sur[a,b] vérifiant∀x ∈ [a,b], −ε/2 É f (x)−χ(x) É
ε/2. Définissons les fonctions en escalierϕ= χ−ε/2 etψ= χ+ε/2. Elles vérifient bienϕÉ f Éψ etψ−ϕ= ε.

13.2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

PROPOSITION13.14 Intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux

Soit une fonctionf continue par morceaux sur un segment[a,b]. On considère les ensembles

I< f =
{∫

[a,b]
ϕ | ϕ est en escalier sur[a,b] etϕÉ f

}

I> f =
{∫

[a,b]
ϕ | ϕ est en escalier sur[a,b] et f Éϕ

}

On a les propriétés suivantes,
• I< f admet une borne supérieure.
• I> f admet une borne inférieure.
• supI< f = infI> f .
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On définit alors l’intégrale de Riemann de la fonction continue par morceauxf sur[a,b] par

∫

[a,b]
f = supI< f = infI> f

Démonstration On définit les ensemblesE< f etE> f par

E< f =
{
ϕ est en escalier sur[a,b] etϕÉ f

}

et
E> f =

{
ϕ est en escalier sur[a,b] et f Éϕ

}

• On a prouvé que sif est une fonction continue par morceaux sur[a,b] alors elle est minorée par un réelm et majorée par un
réelM sur [a,b]. Par conséquent, les fonctions en escalier sur[a,b] définies parx 7→ m et x 7→ M sont éléments respectivement
deE< f et deE> f . E< f etE> f sont donc non vides.

• Montrons queI< f est majorée. Soitϕ ∈ E< f . On aϕÉ f É M. Par conséquent,
∫

[a,b] ϕÉ
∫

[a,b] M = M(b −a). Cette majoration
étant valable pour toute fonction en escalierϕ∈ E< f , on en déduit queI< f est majorée.

• D’après l’axiome de la borne supérieure, on en déduit queI< f possède une borne supérieureβ.
• De même, on prouve queI> f est non vide minorée et possède une borne inférieureα.
• On aαÉ β. Montrons queα= β. Soitε> 0. Appliquant le théorème précédent, il existe des fonctionsen escalierϕ etψ définies

sur[a,b] telles que
ϕÉ f Éψ et ψ−ϕÉ ε

On a donc :ϕ∈ E< f etψ ∈E> f ce qui donne ∫

[a,b]
ϕÉαÉ βÉ

∫

[a,b]
ψ

ce qui s’écrit aussi :

β−αÉ
∫

[a,b]
ψ−

∫

[a,b]
ϕ=

∫

[a,b]
ψ−ϕÉ ε(b −a)

Cette inégalité étant valable pour toutε> 0, on en déduit que :α= β.

Remarque 13.3 Cette définition généralise la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier. Sif est une fonction
en escalier, son intégrale de Riemann est égale à l’intégrale de la fonction en escalier précédemment définie.

PLAN 13.1 : Pour montrer qu’une fonctionf est intégrable sur un segment

Il suffit de montrer quef est continue par morceaux sur ce segment.

BIO 11 Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 à Breselenz(Allemagne), mort le 20 juillet 1866 à Selasca, Italie

Mathématicien Allemand. Bernhard Riemann est le deuxième enfant
d’une famille de six. Il reçoit de son père, pauvre pasteur luthérien, une
éducation stricte et rigoureuse. Bien que très tôt il montredes talents
intellectuels exceptionnels, il souffre d’une grande timidité, de dépres-
sion nerveuse et hypocondrie. Ses problèmes d’expression le poursuiv-
ront toute sa vie et l’empêcheront d’être reconnu à sa juste valeur de
son vivant. Á19 ans, il s’établit à Hanovre pour étudier la théologie et
la philosophie, mais ses goût s’orientent vite vers les mathématiques.
Il rencontre Gauss à l’université de Göttingen qui sera son directeur de
thèse. Celle-ci porte sur les fonctions complexes et il y introduit les sur-
faces qui portent maintenant son nom et qui sont d’une grandeimpor-
tance dans la recherche mathématique actuelle. Quelques années plus
tard, il jette les bases de la géométrie différentielle. C’est aussi lui qui a
finalisé le travail de Cauchy sur les fonctions intégrables et qui a, le pre-
mier, produit une théorie rigoureuse de l’intégration. Il est le découvreur
de la fonctionζ qui est au carrefour de nombreuses théories mathéma-
tiques modernes. La position des zéros de cette fonction estl’objet d’une
célèbre conjecture qui n’a toujours pas été prouvée et qui permettrait de
mieux comprendre la répartition des nombres premiers. Bernhard Riemann est mort à40 ans de la tuberculose.

13.2.4 Propriétés de l’intégrale

524



PROPOSITION 13.15 L’intégrale est une forme linéaire sur l’espace vectoriel des fonctions continues par
morceaux

Soientf et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment[a,b] etα,β ∈R. Alors

∫

[a,b]
(α f +βg )= α

∫

[a,b]
f +β

∫

[a,b]
g

Démonstration Commef et g sont des fonctions continues par morceaux sur le segment[a,b], il en est de même deα f +βg et
cette fonction est donc intégrable sur le segment[a,b]. PosonsI =

∫
[a,b] α f +βg , I1 =

∫
[a,b] f et I2 =

∫
[a,b] g . On veut donc prouver

queI= αI1 +βI2, ce qui revient à montrer que pour toutε> 0, on a−εÉ I−
(
αI1 +βI2

)
É ε. Soitε> 0. D’après le théorème 13.13, il

existe des fonctions en escalierϕ1,ϕ2, ψ1,ψ2 définies sur[a,b] telles que

ϕ1 É f Éψ1, ψ1 −ϕ1 É ε et ϕ2 É g Éψ2, ψ2 −ϕ2 É ε

On a donc
αϕ1 +βϕ2 É α f +βg É αψ1 +βψ2 et αψ1 +βψ2 −

(
αϕ1 +βϕ2

)
É ε

Il vient alors
∫

[a,b]
αϕ1 +βϕ2 −α

∫

[a,b]
ψ1 −β

∫

[a,b]
ψ2 É I−

(
αI1 +βI2

)
É

∫

[a,b]
αψ1 +βψ2 −α

∫

[a,b]
ϕ1 −β

∫

[a,b]
ϕ2

donc
∫

[a,b]
α

(
ϕ1 −ψ1

)
+β

(
ϕ2 −ψ2

)
É I−

(
αI1 +βI2

)
É

∫

[a,b]
α

(
ψ1 −ϕ1

)
+β

(
ψ2 −ϕ2

)
par linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier

donc
∫

[a,b]
−ε

(
α+β

)
É I−

(
αI1 +βI2

)
É

∫

[a,b]
ε
(
α+β

)
carψ1 −ϕ1 É ε etψ2 −ϕ2 É ε et par application du théorème 13.6

donc −ε
(
α+β

)
(b −a) É I−

(
αI1 +βI2

)
É ε

(
α+β

)
(b −a)

ce qui prouve le théorème.

PROPOSITION13.16 L’intégrale d’une fonction continue par morceaux positiveest positive

Soitϕ une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b]. On a

∀x ∈ [a,b] , ϕ (x) Ê 0 =⇒
∫

[a,b]
ϕÊ 0

Démonstration La fonction nulle sur[a,b] est en escalier et vérifie0 É f . Elle est donc élément deE< f et par définition de
l’intégrale d’une fonction continue par morceaux, on a

∫
[a,b] f Ê

∫
[a,b] 0 = 0.

COROLLAIRE 13.17
Soientϕ1 etϕ2 deux fonctions continues par morceaux sur le segment[a,b]. On a

ϕ1 Éϕ2 =⇒
∫

[a,b]
ϕ1 É

∫

[a,b]
ϕ2

Démonstration En appliquant le théorème précédent à la fonction positiveg − f , on obtient
∫

[a,b] g − f Ê 0 et on conclut en
utilisant la linéarité de l’intégrale d’une fonction continue par morceaux.

PROPOSITION13.18 Relation de Chasles
Soitϕ une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b]. Soitc ∈ ]a,b[. Alors :

∫

[a,b]
ϕ=

∫

[a,c]
ϕ+

∫

[c ,b]
ϕ
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Démonstration Soitϕ∈ E< f . On aϕ|[a,c] É f|[a,c] etϕ|[c ,b] É f|[c ,b]. Par conséquent,

∫

[a,b]
ϕ =

∫

[a,c]
ϕ+

∫

[c ,a]
ϕ par application de la relation de Chasles pour les fonctionsen escalier

É
∫

[a,c]
f +

∫

[c ,a]
f par application du théorème 13.17

Notonsγ cette dernière quantité.γ est donc un majorant deI< f =
{∫

[a,b] ϕ | ϕ ∈ E< f

}
. Par conséquent,γ Ê

∫
[a,b] f . On peut

faire le même raisonnement avec une fonctionϕ ∈ E> f et on aura alorsγÉ
∫

[a,b] f . Doncγ=
∫

[a,b] f et la relation de Chasles est
démontrée.

13.2.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

I désigne ici un intervalle deR.

DÉFINITION 13.6 Fonction continue par morceaux sur un intervalle
On dit qu’une fonction définie sur un intervalleI estcontinue par morceauxsurI si et seulement si elle est continue par
morceaux sur tout segment deI.

✎ Notation 13.1 Soit f une fonction continue par morceaux surI. Soit (a,b) ∈ I2. On note
– Si a É b,

∫b
a f (x) dx =

∫
[a,b] f

– Si b É a,
∫b

a f (x) dx =−
∫

[a,b] f

– Si a = b,
∫b

a f (x) dx = 0

Remarque 13.4 Dans cette notation (comme dans les calculs de sommes), la variablex est muette, on a défini l’intégrale

d’unefonction.
∫b

a
f (x) dx =

∫b

a
f (t) dt = . . . .

PROPOSITION13.19 Relation de Chasles
Soit une fonctionf continue par morceaux sur l’intervalleI et trois réelsa,b,c ∈ I. Alors

∫b

a
f (x) dx =

∫c

a
f (x) dx +

∫b

c
f (x) dx

Démonstration
• Si a < c < b, par application du théorème 13.18,

∫b

a
f (x) dx =

∫

[a,b]
f =

∫

[a,b]
f +

∫

[c ,b]
f =

∫c

a
f (x) dx +

∫b

c
f (x) dx

• Si a < b < c, par application du point précédent,

∫c

a
f (x) dx +

∫b

c
f (x) dx =

∫c

a
f (x) dx −

∫c

b
f (x) dx =

∫b

a
f (x) dx

• Les autres cas se démontrent de même.

13.2.6 Nullité de l’intégrale d’une fonction continue

THÉORÈME 13.20 ♥♥♥ Si l’intégrale d’une fonction continue positive est nulle alors cette fonction est nulle
Soient[a,b] un segment et une fonctionf : [a,b] →R vérifiant

H1 la fonction f est continue sur le segment[a,b],

H2 elle est positive :∀x ∈ [a,b] , f (x) Ê 0.

H3 son intégrale est nulle :
∫b

a f (x) dx = 0.

Alors la fonction est nulle :∀x ∈ [a,b] , f (x) = 0
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Démonstration Par l’absurde, supposons que la fonctionf n’est pas nulle. Alors il existec ∈ [a,b] tel quef (c) 6= 0. Pour simplifier
la rédaction, supposons quec ∈ ]a,b[ et f (c) > 0 (les autres cas se traitent de la même façon). Posonsε= f (c)/2. Puisque la fonction
f est continue au pointc, on peut trouver un voisinage

]
c −η,c +η

[
de c avecη > 0 inclus dans[a,b] tel que∀x ∈

]
c −η,c +η

[
,

−εÉ f (x)− f (c) É ε c’est à dire∀x ∈
]
c −η,c +η

[
f (x) Ê ε. On a donc par la relation de Chasles,

∫b

a
f (x) dx =

∫c−η

a
f (x) dx +

∫c+η

c−η
f (x) dx +

∫b

c+η
f (x) dx

Ê
∫c+η

c−η
f (x) dx car f Ê 0

>
∫c+η

c−η
εdx = 2ηε> 0

ce qui est en contradiction avec la troisième hypothèse.f est donc nulle sur[a,b].

Remarque 13.5
– La réciproque de cette propriété est clairement vraie :

[
∀x ∈ [a,b] , f (x) = 0

]
=⇒

∫b
a f (x) dx = 0.

– Ce théorème est bien entendu faux si l’on ne suppose pasf Ê 0 sur[a,b] ou si la fonctionf est uniquement continue
par morceaux : une fonction nulle partout sauf en un point estd’intégrale nulle.

13.2.7 Majorations fondamentales

a b

M

m

FIGURE 13.10 – Encadrement d’une intégrale

THÉORÈME 13.21 ♥♥♥
Soient f une fonction réelle continue par morceaux sur le segment[a,b]. En appliquant la proposition 13.8, il existe
des réelsm et M tels que∀x ∈ [a,b] , m É f (x) É M. On a alors

m (b −a)É
∫b

a
f (x) dx É M(b −a)

Démonstration En appliquant la proposition 13.17, on obtient

∫b

a
m dx É

∫b

a
f (x) dx É

∫b

a
Mdx

ce qui donne le résultat.
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THÉORÈME 13.22 ♥♥♥
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b] alors f est bornée sur[a,b] et

∣∣∣∣
∫b

a
f (x) dx

∣∣∣∣É
∫b

a

∣∣ f (x)
∣∣ dx É (b −a)sup

[a,b]

∣∣ f
∣∣

Démonstration Remarquons tout d’abord que commef est continue par morceaux, utilisant les théorèmes d’opération sur les
limites et les fonctions continues, il en est de même de

∣∣ f
∣∣ et donc

∣∣ f
∣∣ est intégrable sur[a,b]. De plus, on a−

∣∣ f
∣∣ É f É

∣∣f
∣∣. Par

conséquent, d’après le théorème 13.17,

−
∫

[a,b]

∣∣ f
∣∣É

∫

[a,b]
f É

∫

[a,b]

∣∣ f
∣∣

ce qui donne le résultat.

THÉORÈME 13.23 Inégalité de la moyenne

Soientf et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment[a,b] alors on a l’inégalité de la moyenne

∣∣∣∣
∫

[a,b]
f g

∣∣∣∣É sup
[a,b]

∣∣ f
∣∣
∫

[a,b]

∣∣g
∣∣

Démonstration Comme f est continue par morceaux sur le segment[a,b], appliquant la proposition 13.8,f est bornée sur
[a,b] et il existe donc un réelM > 0 tel quesup[a,b] É M. On a donc :∀x ∈ [a,b] ,

∣∣ f (x) g (x)
∣∣É M

∣∣g (x)
∣∣ et donc, appliquant le

théorème 13.17 et le théorème précédent,
∣∣∣∣
∫

[a,b]
f g

∣∣∣∣É
∫

[a,b]

∣∣ f g
∣∣É

∫

[a,b]
M

∣∣g
∣∣É M

∫

[a,b]

∣∣g
∣∣

THÉORÈME 13.24 ♥♥♥ Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soientf et g des fonctions continues par morceaux sur le segment[a,b]. On a l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣∣∣∣
∫

[a,b]
f g

∣∣∣∣É
√∫

[a,b]
f

√∫

[a,b]
g

Démonstration Introduisons la fonction polynomialeP de la variableα définie par

P =
∫

[a,b]

(
f +αg

)2 =α2
∫

[a,b]
g 2 +2α

∫

[a,b]
f g +

∫

[a,b]
f 2

Remarquons que comme∀α ∈R,
(

f +αg
)2 Ê 0, P est positive ou nulle.

• Si
∫

[a,b] g 2 = 0 alorsP est une fonction affine. Vu qu’elle est positive ou nulle, il est nécessaire que le coefficient de son terme de
degré1 est nul, c’est à dire

∫
[a,b] f g = 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors démontré dans ce cas particulier.

• Sinon,P est un trinôme du second degré. CommeP Ê 0, ses deux racines sont ou confondues ou complexes. Par conséquent son
discriminant réduit∆ est négatif ou nul

∆=
(∫

[a,b]
f g

)2

−
∫

[a,b]
f 2

∫

[a,b]
g 2

On en déduit alors l’inégalité souhaitée. Dans le cas oùf et g sont continues (et plus seulement continues par morceaux),
remarquons qu’il y a égalité dans cette inégalité lorsqueg = 0 ou alors lorsque le trinômeP possède une racine double. C’est à

dire qu’il existeα ∈R tel que
∫

[a,b]
( f +αg )2 = 0. D’après le théorème 13.20 page 526, on doit avoirf +αg = 0, c’est à dire que

les deux fonctionsf et g sont proportionnelles. Réciproquement, si les deux fonctions sont proportionnelles, on vérifie qu’il y a
égalité dans la majoration de Cauchy-Schwarz.

THÉORÈME 13.25 Inégalité de Minkowski

Soient deux fonctions continuesf et g sur le segment[a,b]. En notant
∥∥ f

∥∥
2 =

√∫b
a f 2(x) dx, on a l’inégalité suivante

∥∥ f + g
∥∥

2 É
∥∥ f

∥∥
2 +

∥∥g
∥∥

2
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Démonstration Développons et utilisons Cauchy-Schwarz
∫

[a,b]
( f +g )2 =

∫

[a,b]
f 2 +2

∫

[a,b]
f g +

∫

[a,b]
g 2

É
∫

[a,b]
f 2 +2

√∫

[a,b]
f 2

√∫

[a,b]
g 2 +

∫

[a,b]
g 2

=
(√∫

[a,b]
f 2 +

√∫

[a,b]
g 2

)2

=
(
‖ f ‖2 +‖g‖2

)2

On en déduit l’inégalité souhaitée. Remarquons qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si
∫

[a,b]
f g =

∣∣∣∣
∫

[a,b]
f g

∣∣∣∣ =
√∫

[a,b]
f 2

√∫

[a,b]
g 2 . D’une part, il y a égalité dans Cauchy-Schwarz donc les deuxfonctionsf etg sont proportionnelles et d’autre

part, puisque
∫

f g Ê 0, le coefficient de proportionnalité doit être positif ou nul. On vérifie facilement la réciproque.

13.2.8 Valeur moyenne d’une fonction

DÉFINITION 13.7 Valeur moyenne d’une fonction
Soient[a,b] un segment etf une fonction continue par morceaux sur[a,b] à valeurs réelles. On appellevaleur moyenne
de f sur le segment[a,b] la quantité

1

b −a

∫b

a
f (x) dx

13.2.9 Invariance de l’intégrale par translation

PROPOSITION13.26 Invariance de l’intégrale par translation

Soient f une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b] à valeurs réelles etT ∈ R. Soit fT :{
[a +T,b +T] −→ R

x 7−→ f (x −T)
. Alors fT est continue par morceaux sur le segment[a +T,b +T] et

∫b+T

a+T
fT (x) dx =

∫b

a
f (x) dx

Démonstration
• Supposons quef est une fonction en escalier sur[a,b]. Soitτ : a = x0 < x1 < . . . < xn = b une subdivision subordonnée àf . Il

existe doncc1, . . . ,cn ∈R tels quef|]xi ,xi+1[ = ci . PosonsτT : a+T = x0 +T < x1 +T < . . . < xn +T = b+T. τT est une subdivision
subordonnée àfT. De plus :fT |]xi+T,xi+1+T[ = ci . Par conséquent :

∫

[a+T,b+T]
fT =

n∑

k=1

ck

(
xk+1 +T−

(
xk +T

))
=

n∑

k=1

ck

(
xk+1 −xk

)
=

∫

[a,b]
f

Le théorème est alors démontré pour les fonctions en escalier.
• Supposons quef est une fonction continue par morceaux sur le segment[a,b]. Par définition de l’intégrale, on a :

∫b+T

a+T
fT (x) dx = sup

{∫

[a+T,b+T]
ϕ | ϕ est en escalier sur[a +T,b +T] etϕÉ fT

}

= sup

{∫

[a,b]
ϕ−T | ϕ est en escalier sur[a +T,b +T] etϕÉ fT

}

= sup

{∫

[a,b]
ϕ | ϕ est en escalier sur[a,b] etϕÉ f

}

=
∫b

a
f (x) dx

13.3 Primitive et intégrale d’une fonction continue

Dans toute cette section,I désigne un intervalle deR non trivial.

529



DÉFINITION 13.8 Primitive

Soit : I →R. On dit qu’une fonctionF : I →R est uneprimitive de f sur l’intervalleI si et seulement si

H1 la fonctionF est dérivable surI,

H2 sa dérivée est égale àf : ∀x ∈ I, F′ (x) = f (x)

PROPOSITION13.27 Deux primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante

Soit une fonctionf : I → R définie sur un intervalleI. Si F et G sont deux primitives def sur I alors il existec ∈ R tel
que :G = F+c.

Démonstration CommeF et G sont des primitives def sur I, on a(G−F)′ = f − f = 0. Par conséquentG−F est une fonction
constante surI, c’est une conséquence du théorème des accroissements finis( 12.13 page 478). Il existe doncc ∈R tel queG = F+c.

Remarque 13.6 Le fait queI est unintervalleest fondamental. Si par exempleI = [0,1]∪ [2,3] la fonctionG définie
parG(x) = 0 sur [1,2], G(x) = 1 sur [2,3] est une primitive de la fonctionf sur I. La fonctionF nulle est également une
primitive de f surI et ces deux fonctions ne diffèrent pas d’une constante.

Considérons une fonctionf continue par morceaux sur unintervalle I et un pointa ∈ I. Alors, pour tout réelx ∈ I, le
segment[a, x] est inclus dans l’intervalleI ce qui nous permet de définir la fonction suivante :

F :





I −→ R

x 7−→
∫x

a
f (t) dt

y = f(x)

a x

∫ x

a
f(t)dt

FIGURE 13.11 – Théorème fondamental de l’analyse

LEMME 13.28 La fonction F est continue surI
Si la fonctionf est continue par morceaux sur l’intervalleI, alors la fonctionF est continue surI.

Démonstration Considérons un segment[a,b] inclus dans l’intervalleI. Comme la fonctionf est continue par morceaux sur le
segment[a,b], elle est bornée sur ce segment. NotonsM[a,b] = sup

x∈[a,b]
| f (x)|. Soient(x, y) ∈ [a,b]2, avecx < y. En utilisant Chasles

et la majoration classique 13.21 page 527,

|F(y)−F(x)| =
∣∣∣∣
∫y

a
f (t) dt −

∫x

a
f (t) dt

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫y

x
f (t) dt

∣∣∣∣É
∫y

x
| f (t)| dt É M[a,b]|y −x|

Nous avons montré que la restriction deF au segment[a,b] était lipschitzienne, donc continue. La fonctionF est donc continue en
tout point de tout segment inclus dansI ce qui montre qu’elle est continue sur l’intervalleI.

Le théorème suivant permet de relier calcul différentiel etcalcul intégral. Les anglo-saxons lui ont donné le nom de
« Fundamental Theorem of Calculus »que nous traduisons par :
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THÉORÈME 13.29 ♥♥♥♥ Théorème fondamental de l’analyse

H1 Soit I un intervalle deR.

H2 Soit f une fonction continue surI.

Soit a ∈ I alors la fonction

F :

{
I −→ R

x 7−→
∫x

a f (t)dt

est de classeC 1 surI et est la seule primitive def qui s’annule ena F′ = f et F(a) = 0

Démonstration Soit x0 ∈ I. Pour simplifier la preuve, supposons quex0 n’est pas l’extrémité droite de l’intervalleI. Nous allons
montrer que la fonctionF est dérivable au pointx0. Soit h > 0 tel quex0 +h ∈ I. Puisque la fonctionf est continue au pointx0 ,
lorsqueh est petit, pourt ∈ [x0, x0 +h], f (t) est proche def (x0). Effectuons cette approximation :

F(x0+h) =
∫x0+h

a
f (t) dt =

∫x0

a
f (t) dt+

∫x0+h

x0

f (t) dt = F(x0)+
∫x0+h

x0

(
f (x0)+ [ f (t)− f (x0)]

)
dt = F(x0)+h f (x0)+

∫x0+h

x0

[
f (t)− f (x0)

]
dt

Nous avons fait apparaître un reste de notre approximation

R(h) =
∫x0+h

x0

[
f (t)− f (x0)

]
dt

Soitε> 0. Puisque la fonctionf est continue au pointx0, il existeη> 0 tel que∀t ∈ [x0, x0 +η], | f (t)− f (x0)| É ε. Soith ∈]0,η],

|R(h)| =
∣∣∣∣
∫x0+h

x0

[
f (t)− f (x0)

]
dt

∣∣∣∣É
∫x0+h

x0

∣∣ f (t)− f (x0)
∣∣ dt É εh

Par conséquent,|R(h)|/h É ε. Nous avons montré queR(h)/h −−−→
h→0

0, donc queR(h) = o(h). La fonctionF admet un développement

limité à l’ordre1 au pointx0 et d’après le théorème 12.1 page 471, elle est dérivable à droite au pointx0 avecF′
d

(x0) = f (x0). On
montre de la même façon (en prenanth < 0) queF est dérivable à gauche enx0 avecF′g (x0) = f (x0). PuisqueF′ = f est continue

par hypothèse, la fonctionF est de classeC 1 sur l’intervalleI.

Le théorème fondamental garantit l’existence de primitives d’une fonctioncontinuesur un intervalle.

COROLLAIRE 13.30 Une fonction continue sur un intervalle possède une primitive

H1 Soit I un intervalle deR.

H2 Soit f une fonction continue surI

alors f possède une primitiveF surI .

Jusqu’à présent, nous avons construit de façon théorique l’intégrale d’une fonction continue par morceaux, mais nous
sommes pour l’instant incapables de calculer la moindre intégrale ! Le théorème fondamental permet d’effectuer ce calcul
si l’on connaît une primitive de notre fonction sur le segment [a,b].

COROLLAIRE 13.31 Calcul d’intégrale
Soit f : I → R une application continue sur le segment[a,b] ⊂ I. Soit G une primitive def sur[a,b] alors l’intégrale de
f sur[a,b] est donnée par

∫b

a
f (t)dt = G(b)−G(a)

Démonstration Comme la fonctionf est continue sur l’intervalleI, elle admet comme primitive surI la fonctionF du théorème
fondamental. SoitG une primitive quelconque def surI. Il existec ∈R tel queG = F+c. Par conséquent

∫b

a
f (t)dt = F(b)−F(a) = [G(b)+c]− [G(a)+c] = G(b)−G(a)
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THÉORÈME 13.32 ♥♥♥ Théorème fondamental (deuxième forme)

Soit f une fonction de classeC 1 sur un intervalleI deR. Soit a ∈ I. On a

f (b)− f (a)=
∫b

a
f ′(t)dt

Démonstration Commef est de classeC 1 sur I, f ′ est continue et est donc bien intégrable sur tout segment[a,b] deI. De plus
f est une primitive def ′ surI. Appliquant le résultat précédent, on a bien

∫x
a f ′(t)dt = f (b)− f (a).

Remarque 13.7 Pensez à utiliser cette formule lorsque vous avez une hypothèse surf ′ et vous voulez obtenir une
propriété sur la fonctionf .

Exemple 13.2 On noteE = { f ∈ C 1([a,b]) | f (a) = 0}. Nous allons montrer qu’il existe une constanteC Ê 0 telle que
∀ f ∈E, ‖ f ‖2 É C‖ f ′‖2 (c’est l’inégalité de Poincaré).
Nous voulons majorer une quantité faisant intervenirf (‖ f ‖2) en fonction d’une quantité faisant intervenirf ′ (‖ f ′‖2). Il
n’y a pas à hésiter sur l’outil à utiliser : c’est le théorème fondamental.
Soit f ∈ E. Puisquef est de classeC 1 sur l’intervalle[a,b], d’après le théorème fondamental deuxième forme, pour
x ∈ [a,b],

f (x) = f (a)+
∫x

a
f ′(t) dt =

∫x

a
f ′(t) dt

Alors en utilisant Cauchy-Schwarz,

f 2(x) =
(∫x

a
1× f ′(t) dt

)2

É
∫x

a
12 dt

∫x

a
f ′2(t) dt É (x −a)

∫b

a
f ′2(t) dt

Avec la majoration classique 13.21 page 527,

∫b

a
f 2(t) dt É

∫b

a
f ′2(t) dt

∫b

a
(x −a) dx =

(b −a)2

2

∫b

a
f ′2(t) dt

Il suffit de prendreC = (b −a)/
p

2.

✎ Notation 13.3
– On note[F(x)]b

a = F(b)−F(a).
– Si f est une fonction continue, la notation

∫
f (x) dx est utilisée pour représenter une primitive quelconque de la fonction

f . Avec les notations précédentes : ∫
f (x) dx =

∫x

a
f (t) dt +Cte

THÉORÈME 13.33 ♥♥♥ Dérivée d’une fonction définie par une intégrale

H1 Soit une fonctionf continuesur unintervalleI,

H2 Soientu, v : J 7→ I deux fonctionsdérivablessur l’intervalle J.

Alors la fonction

G :





J −→ R

x 7−→
∫v(x)

u(x)
f (t) dt

est dérivable sur l’intervalleJ et

∀x ∈ J, G′(x) = v ′(x) f [v(x)]−u′(x) f [u(x)]

Démonstration Soit un réela ∈ I et F la fonction du théorème fondamental. Il suffit de remarquer que pourx ∈ J, avec la relation
de Chasles,

G(x) =
∫v(x)

a
−

∫u(x)

a
= F(v(x))−F(u(x))

532



PuisqueG = F◦ v −F◦u et que la fonctionF est dérivable surI (théorème fondamental), queu et v sont dérivables surJ à valeurs
dansI, d’après le théorème 12.5 page 473, la fonctionG est dérivable surJ et∀x ∈ J, G′(x) = F′ (v(x))×v ′(x)−F′ (u(x))×u′(x) d’où
la formule du théorème puisqueF′ = f .

Exemple 13.4Étudions les variations de la fonction

g :





]1,+∞[ −→ R

x 7−→
∫x2

x

dt

t 2 −1

La fonctiong est définie et dérivable sur l’intervalleI =]1,+∞[. NotonsJ =]1,+∞[ et définissons les fonctions

u :

{
J −→ I

x 7−→ x
v :

{
J −→ I

x 7−→ x2 f :

{
I −→ R

x 7−→ 1

x2 −1

Les fonctionsu, v sont dérivables deJ versI et la fonctionf est continue sur l’intervalleI. D’après le théorème précédent,
g est dérivable sur l’intervalleJ et pourx ∈ J,

g ′(x) = 2x f (x2)− f (x) =−
x2 −2x −1

(x2 −1)(x2 +1)

Le trinômex2 −2x −1 s’annule surI enx0 = 1+
p

2 et on en déduit queg est croissante sur]1, x0] puis décroissante sur
[x0,+∞[.

13.4 Calcul de primitives et d’intégrales

13.4.1 Intégration par parties

PROPOSITION13.34 Méthode d’intégration par parties

Soit I un intervalle deR. On suppose que :

H1 u et v des fonctions de classeC 1 surI.

alors
∫b

a
u′ (t) v (t) dt = [u (t) v (t)]b

a −
∫b

a
u (t) v ′ (t) dt

Démonstration Par opérations sur les fonctions de classeC 1 sur I, la fonctionuv est de classeC 1 sur I. D’après le théorème
fondamental deuxième forme,

(uv) (b)− (uv) (a)=
∫b

a
(uv)′ (t)dt =

∫b

a

(
u′v

)
(t)+

(
uv ′) (t)dt =

∫b

a

(
u′v

)
(t)dt +

∫b

a

(
uv ′) (t)dt

Remarque 13.8 Application au calcul de primitive.Dans un calcul de primitive, la formule d’intégration par parties
s’écrit ∫

u′ (t) v (t) dt = u (t) v (t)−
∫

u (t) v ′ (t) dt

Remarque 13.9 On consultera la partie C.6.8 page 1236 pour apprendre à utiliser cette technique.

13.4.2 Changement de variables

PROPOSITION13.35 Changement de variable

SoientI un intervalle deR et f : I →R une application continue surI. Soient
(
α,β

)
∈R2 tel queα< β etϕ :

[
α,β

]
→ I de

classeC 1 sur le segment
[
α,β

]
alors

∫ϕ(β)

ϕ(α)
f (t) dt =

∫β

α
f

(
ϕ (u)

)
ϕ′ (u) du
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Démonstration Comme f est continue surI, elle possède une primitiveF sur I et pour toutx0, x1 ∈ I, on a
∫x1

x0
f (t) dt =

F(x1)−F(x0). En particulier, commeϕ(α) ,ϕ
(
β
)
∈ I, on a

∫ϕ(β)
ϕ(α)

f (t) dt = F
(
ϕ

(
β
))
−F

(
ϕ(α)

)
. Par ailleurs,F◦ϕ est de classeC 1

sur
[
α,β

]
comme composée d’applications de classesC 1 sur

[
α,β

]
. En appliquant le théorème fondamental deuxième forme, on

obtient
∫ϕ(β)

ϕ(α)
f (t) dt = F

(
ϕ

(
β
))
−F

(
ϕ(α)

)
=

∫β

α

(
F◦ϕ

)′
(u) du =

∫β

α
ϕ′ (u) F′

(
ϕ(u)

)
du =

∫β

α
ϕ′ (u) f

(
ϕ(u)

)
du

PLAN 13.2 : Changement de variable dans un calcul d’intégrale
�

�

�

�
Pour calculer

∫b
a f (t) dt ,

1. On vérifie queϕ :
[
α,β

]
→ I est de classeC 1 sur le segment

[
α,β

]
et queϕ (α) = a, ϕ

(
β
)
= b.

2. On pose

{
x =ϕ (t)

d x =ϕ′ (t)d t

3. On écrit
∫b

a f (u) du =
∫β
α f

(
ϕ (t)

)
ϕ′ (t) dt

�

�

�

�
Ne pas oublier de transformer les bornes

Exemple 13.5
– CalculonsI =

∫1
0

p
1− t 2 dt en utilisant le changement de variablet = sin u :

I =
∫1

0

√
1− t 2 dt =

∫π
2

0

√
1− sin2 u cos u du

=
∫π

2

0
cos2 u du carcos est positif sur

[
0,

π

2

]

=
∫π

2

0

1+cos 2u

2
du =

[
u

2
+ sin 2u

4

]π
2

0

= π

4

N’aurions-nous pas pu obtenir ce résultat sans calcul ? (Représenter la courbe d’équationy =
p

1− x2 . . .)

– CalculonsJ =
∫ln

p
3

0

ex

1+e2x
dx en utilisant le changement de variableu = ex (on a doncx = ln u).

J =
∫ln

p
3

0

ex

1+e2x
dx =

∫e
p

3

1

u

1+u2

1

u
du

=
∫e

p
3

1

1

1+u2
du

= [arctanu]
p

3
1 = π

3
− π

4
= π

12

Remarque 13.10 Pour calculer une intégrale du type
∫b

a f (xn)
dx

x
, effectuer le changement de variablesy = xn .

13.4.3 Changement de variable affine

L’utilisation d’un changement de variable affine permet souvent sans calcul d’intégrale, de prouver des propriétés graphique-
ment évidentes.

PROPOSITION13.36 Intégrale d’une fonction périodique
Soit f une fonction continue par morceaux surR, T-périodique. Soit(a,b) ∈R2 tel quea < b. Alors :

∫a+T

a
f (x) dx =

∫b+T

b
f (x) dx

∫b

a
f (x) dx =

∫b+T

a+T
f (x) dx
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Démonstration

• Avec le changement de variables

{
t = u −T

du = dt
, on obtient

∫b+T
a+T f (t) dt =

∫b
a f (u −T) du ==

∫b
a f (t) dt car f estT périodique.

• Avec la relation de Chasles,
∫a+T

a f (t) dt =
∫b

a f (t) dt +
∫b+T

b f (t) dt +
∫a+T

b+T f (t) dt . En appliquant l’égalité précédente, on

obtient
∫b

a f (t) dt +
∫a+T

b+T f (t) dt = 0 d’où le résultat.
Dans le cas où la fonctionf est continue surR, on peut retrouver ce résultat à l’aide du théorème fondamental. Considérons la
fonction

g :





R −→ R

x 7−→
∫x+T

x
f (t) dt

Elle est dérivable surR et pourx ∈R, g ′(x) = f (x +T)− f (x) = 0. La fonction est donc constante et on retrouve le résultat.

PROPOSITION13.37 Intégrale d’une fonction paire ou impaire

Soit a > 0 et f une fonction continue par morceaux sur le segment[−a, a].
– Si f est paire,

∫0

−a
f (x) dx =

∫a

0
f (x) dx

En particulier
∫a

−a
f (x) dx = 2

∫a

0
f (x) dx

– Si f est impaire,
∫0

−a
f (x) dx =−

∫a

0
f (x) dx

En particulier
∫a

−a
f (x) dx = 0

Démonstration Par application de la relation de Chasles, on a
∫a
−a f (x) dx =

∫0
−a f (x) dx +

∫a
0 f (x) dx Par le changement de

variable

{
u =−x

du =−dx
, on obtient

∫0
−a f (x) dx =−

∫0
a f (−u) du =

∫a
0 f (−u) du

• Supposons quef est paire. On a alors
∫a

0 f (−u) du =
∫a

0 f (u) du et donc
∫a
−a f (x) dx = 2

∫a
0 f (x) dx.

• Supposons quef est impaire. On a alors
∫a

0 f (−u) du =−
∫a

0 f (u) du et donc
∫a
−a f (x) dx = 0.

Remarque 13.11 Le changement de variableϕ :

{
[0,1] −→ [a,b]

t 7−→ a + (b −a) t
permet de transformer une intégrale sur

le segment[a,b] en une intégrale sur le segment[0,1] :

∫b

a
f (u) du = (b −a)

∫1

0
f (a + (b −a) t) dt

13.4.4 Étude d’une fonction définie par une intégrale

Nous allons résoudre l’exercice suivant, très typique des concours :
Exercice 13.1 ♥♥

Soit f la fonction donnée parx 7→
∫2x

x

e−t

t
dt .

1. Montrer quef est définie surR∗.

2. Prouver que :
∀x ∈R

∗
+, e−2x ln 2 É f (x) É e−x ln2

Établir une inégalité analogue surR∗
−.

3. En déduire que l’on peut prolongerf par continuité en0 et étudier le comportement def à l’infini. On appelle
encoref la fonction ainsi prolongée.

4. Montrer quef est dérivable surR∗ et calculer sa dérivée.

5. Étudier la dérivabilité def en0 et déterminer la position de son graphe par rapport à la tangente en ce point.
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6. Étudier les variations def et tracer son graphe.

Solution :

1. Notonsh :





R∗ −→ R

t 7−→ e−t

t

. Soit x ∈ R∗. h est continue sur le segment[x,2x] et par conséquent admet une

intégrale sur ce segment. On en déduit quef est bien définie surR∗.

2. Soitx ∈R∗
+. La fonctiont 7→ e−t est décroissante surR∗

+. Par conséquent :∀t ∈ [x,2x] , e−2x É e−t É e−x et donc :
∫2x

x

e−2x

t
dt É

∫2x

x

e−t

t
dt É

∫2x

x

e−x

t
dt

ce qui s’écrit :

e−2x

∫2x

x

1

t
dt É

∫2x

x

e−t

t
dt É e−x

∫2x

x

1

t
dt

ou encore :

e−2x [ln t ]2x
x É

∫2x

x

e−t

t
dt É e−x [ln t ]2x

x

d’où il vient :

e−2x ln 2 É
∫2x

x

e−t

t
dt É e−x ln 2

On montre de même que six ∈R∗
−, alors :

e−x ln 2 É
∫2x

x

e−t

t
dt É e−2x ln 2

3. On a : lim
x→0

e−2x ln 2 = lim
x→0

e−x ln2 = ln 2. Utilisant les deux inégalités précédentes et appliquant le théorème des

gendarmes, on en déduit que :lim
x→0

f (x) = ln 2 . f est donc prolongeable par continuité en0. On a de plus :

– lim
x→+∞

e−2x ln 2 = lim
x→0

e−x ln 2 = 0, donc, toujours d’après le théorème des gendarmes,lim
x→+∞

f (x) = 0 .

– lim
x→−∞

e−x ln 2 =+∞, donc, d’après le théorème des gendarmes,lim
x→−∞

f (x) =+∞ .

4. La fonctionh est continue surR∗
+ et admet donc une primitiveH de classeC 1 surR∗

+ . On peut alors écrire,pour
tout x ∈ R∗

+ : f (x) = H(2x)−H(x) et on en déduit quef est de classeC 1 surR∗
+ comme différence et composée de

fonctions de classesC 1 surR∗
+. De plus, six ∈R∗

+, on a : f ′ (x) = 2H′ (2x)−H′ (x) = 2h (2x)−h (x) donc :

f ′ (x) =
e−2x −e−x

x

On prouve de même quef est dérivable surR∗
− et que six ∈R∗

− alors f ′ (x) =
e−2x −e−x

x
. De plus :

– si x ∈R∗
+, on a :x É 2x =⇒ −2x É−x =⇒ e−2x É e−x =⇒ e−2x −e−x É 0 =⇒ e−2x −e−x

x
É 0 =⇒ f ′ (x) É 0.

– si x ∈R∗
−, on a :2x É x =⇒ −x É−2x =⇒ e2x É e−2x =⇒ e−2x −e−x Ê 0 =⇒ e−2x −e−x

x
É 0 =⇒ f ′ (x) É 0.

5. Montrons maintenant quef est dérivable en0 ; Soit t ∈R∗. On a, par produit et quotient d"équivalents :

f ′ (t) =
e−2t −e−t

t
= e−t e−t −1

t
∼

t→0
−e−t

par conséquentf ′ (t) −−−→
t→0

−1. Commef est continue surR, quef est dérivable surR∗ et quef ′ (t) −−−→
t→0

−1, on peut

appliquer le théorème du prolongement dérivable 12.14, et affirmer que f est dérivable en0. De plus :f ′ (0) = −1.
Une équation de la tangente au graphe def en0 est donc :y =−x + ln 2. De plus :

f (x)− (−x + ln 2) =
∫2x

x

e−t + t −1

t
dt

et une étude rapide montre quet 7→ e−t + t −1

t
est positive sit Ê 0 et négative sit < 0. Par conséquent, six > 0,

f (x)− (−x + ln 2) Ê 0 et la tangente au graphe def est en dessous du graphe def si x > 0. Si x < 0, on obtient le
même résultat.
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6. On en déduit les variations def surR ainsi que son graphe :

x −∞ 0 +∞

f ′ (x) − −1 −

f (x)

0 & ln2& 0 −2,5

x

12,5

7,5

2,5

15,0

10,0

5,0

0,0

20 3−2 1−1

13.5 Formules de Taylor

13.5.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f une fonction de classeC 1 sur un intervalleI et un réela ∈ I. Partons du théorème fondamental deuxième forme
pour écrire pourx ∈ I,

f (x) = f (a)+
∫x

a
f ′(t) dt

Si la fonctionf est de classeC 2 surI, on peut effectuer une intégration par parties




u(x) = f ′(t) u′(x) = f ′′(t)

v ′(x) = 1 v(x) = t
u, v sont de classeC 1

f (x) = f (a)+
[

t f ′(t)
]x

a
−

∫x

a
t f ′′(t) dt = f (a)+ x f ′(x)−a f ′(a)−

∫x

a
t f ′′(t) dt

On se rend compte qu’il est plus intéressant de considérer laprimitive de1 qui s’annule enx de telle façon à ne faire
intervenir que les valeurs def ena :





u(x) = f ′(t) u′(x) = f ′′(t)

v ′(x) = 1 v(x) =−(x − t)
u, v sont de classeC 1

f (x) = f (a)+
[
−(x − t) f ′(t)

]x

a
+

∫x

a
(x − t) f ′′(t) dt = f (a)+ (x −a) f ′(a)+

∫x

a
(x − t) f ′′(t) dt

Si la fonction f est de classeC n+1, on peut effectuern intégrations par parties successives pour trouver la formule
suivante.

THÉORÈME 13.38 Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f une fonction de classeC n+1 sur un intervalleI deR. Si (a, x) ∈ I2. Alors :

f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)

k!
(x −a)k +

∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1) (t) dt

– Le polynôme

Tn (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)

k!
(x −a)k = f (a)+ (x −a)

1!
f ′ (a)+ . . .+ (x −a)n

n!
f (n) (a)

est appelépolynôme de Taylor def de degrén.
– La fonction définie surI par

Rn (x) =
∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1) (t) dt

est appeléereste intégral.
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Démonstration C’est une simple récurrence. Pourn = 0, la formule est le théorème fondamental deuxième forme et pour passer
den à n +1, il suffit d’effectuer une intégration par partie deRn−1(x) en primitivant(x − t)n /n! en−(x − t)n+1 /(n +1)!.

Remarque 13.12 Lorsque nous demandons à nos étudiants l’idéede la démonstration de la formule de Taylor intégrale,
toute la classe s’exclame : « par récurrence » ! Une récurrence n’est pas uneidéede démonstration, simplement une
technique de rédaction. Ici, les idées sont :

1. Le théorème fondamental deuxième forme.

2. Intégrer par parties en primitivant1 pour que les primitives successives s’annulent enx.

Les examinateurs de concours se plaignent chaque année des candidats qui sont incapables de retrouver cette formule
sans se tromper. En cas de doute, faites le calcul de l’introduction en intégrant par parties le théorème fondamental,

f (x) = f (a)+ (x −a) f ′(a)+
∫x

a
(x −a) f ′′(t) dt

et à partir de là vous retrouvez sans problème la forme générale.

Exemple 13.6
– Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction cosinus à l’ordre2 en0

∀x ∈R, cos x = 1−
x2

2
+

∫x

0

(x − t)2

2!
sin (t) dt

– Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction exponentielle à l’ordren, n ∈N, en0 :

∀x ∈R, exp x = 1+ x + x2

2!
+ . . .+ xn

n!
+

∫x

0

(x − t)n

n!
exp(t) dt

Remarque 13.13 Effectuant le changement de variablet = a + (x −a)u, on peut exprimer le reste intégral de la façon
suivante

Rn (x) =
∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1) (t) dt

=
∫1

0
(x −a)n+1 (1−u)n

n!
f (n+1) (a + (x −a) u) du

= (x −a)n+1
∫1

0

(1−u)n

n!
f (n+1) (a + (x −a) u) du

13.5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

THÉORÈME 13.39 ♥♥♥ Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f une fonction de classeC n+1 sur un intervalleI deR et soita ∈ I. Si x ∈ I, on peut, d’après le théorème précédent
13.38, écriref (x) sous la forme

f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)

k!
(x −a)k +

∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1) (t) dt

= Tn (x)+Rn (x)

On a alors

∣∣ f (x)−Tn (x)
∣∣= |Rn (x)| É

|x −a|n+1

(n+1)!
Mn+1

où Mn+1 est un majorant de
∣∣ f (n+1)

∣∣ sur[a, x] (qui existe carf (n+1) est continue sur le segment[a, x])
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Démonstration Par application de la formule de Taylor avec reste intégral 13.38, on a, pour touta, x ∈ I, si a É x,

|Rn (x)| =
∣∣∣∣
∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1) (t) dt

∣∣∣∣

É sup
t∈[a,x]

∣∣∣f (n+1) (t)
∣∣∣
∫x

a

|x − t |n

n!
dt

É Mn+1

∫x

a

(x − t)n

n!
dt

É Mn+1

[
− (x − t)n+1

(n +1)!

]x

a

É Mn+1
|x −a|n+1

(n +1)!

La démonstration est similaire lorsquex É a (ne pas oublier d’inverser les bornes).

BIO 12 Brook Taylor, né le 18 août 1685 à Edmonton en Angleterre etmort le 29 décembre 1731 à Londres

Mathématicien Anglais. Brook Taylor est issu d’une familleaisée. Il reçoit sa pre-
mière éducation de précepteurs puis intègre l’université de Cambridge dont il ressort
diplomé en1709 après des études en mathématiques. C’est à John Machin, dontil fut
l’élève, qu’il doit son entrée en1712 à la Royal Society. Son premier travail concer-
nait l’étude de la deuxième loi de Kepler sur le mouvement desplanètes. Il devient
secrétaire de la Royal Society en1714 et participe au comité chargé de départager
Newton et Leibnitz à propos de la paternité de l’invention ducalcul infinitésimal. On
mesurera l’impartialité de ce comité à l’admiration que Taylor portait à Newton ...
Il publia deux livres de mathématiques la même année1715 `̀ Methodus incremen-
torum directa and reversed´́ et `̀Linear Perspectivé́. On trouve dans le premier la
formule qui porte son nom mais sans mention du reste et sans que ne soit abordé les
problèmes de convergence. Bien que Taylor ait découvert cette formule de manière
indépendante, d’autres mathématiciens l’avaient mise en évidence auparavant comme
Grégory, Newton, Leibniz et Johann Bernouilli. L’importance de cette formule ne fut
perçue que bien plus tard, en1772 par Lagrange qui la promulgua comme principe de base du calcul différentiel.
Dans ce même livre, Taylor découvre la formule d’intégration par parties et invente le calcul aux différences finies.
La vie de Taylor ne fut pas heureuse. Son premier mariage, désapprouvé par son père, se termine par la mort de son
épouse lors de sa grossesse et de l’enfant qu’elle portait. Son second mariage se termine de manière identique si ce
n’est que le bébé survivra. Taylor, très ébranlé, ne survécut que deux ans à sa seconde femme.
Ces différents problèmes, ajoutés à l’aridité de ces textesmathématiques, ont fait que le génie de Taylor n’a pas été
perçu à sa juste valeur par ses contemporains.

13.5.3 Formule de Taylor-Young

THÉORÈME 13.40 ♥♥♥ Formule de Taylor-Young

Soientf une fonction de classeC n sur un intervalleI deR et a ∈ I. Il existe une fonctionε définie surI telle que

∀x ∈ I, f (x) = Tn (x)+ (x −a)n ε(x)

avecε(x) −−−→
x→a

0. Autrement dit,

∀x ∈ I, f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)

k!
(x −a)k + o

x→a

(
(x −a)n

)

Démonstration Supposons dans un premier temps que la fonctionf est de classeC n+1 sur I. Considérons un segment inclus
dans l’intervalleI contenant le pointa, a ∈ [α,β]. La fonction f (n+1) étant continue sur ce segment, elle est bornée. Notons
M= sup

x∈[α,β]
| f (n+1)(x)|. D’après la formule de Taylor-Lagrange, on majore alors

|Rn (x)| É |x −a|n
M|x −a|
(n +1)!︸ ︷︷ ︸
ε(x)

et on a bienε(x) −−−−→
x→a

0.
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Dans le cas où la fonctionf est uniquement de classeC n, la démonstration est plus technique. Utilisons la formulede Taylor avec
reste intégral à l’ordren −1 :

f (x) = Tn−1(x)+Rn−1(x) où Rn−1(x) =
∫x

a

(x − t)n−1

(n −1)!
f (n)(t) dt

Lorsquex est proche dea, pourt ∈ [a, x], f (t) est proche def (a). Mettons en évidence cette approximation :

Rn−1(x) =
∫x

a

(x − t)n−1

(n −1)!
f (a) dt +

∫x

a

(x − t)n−1

(n −1)!

[
f (t)− f (a)

]
dt = (x −a)n

n!
f (a)+θ(x)

Il ne reste qu’à vérifier queθ(x) = o((x −a)n ) au voisinage du pointa. Soit ε > 0. Puisquef (n) est continue au pointa, il existe

η > 0 tel que pourt ∈ I, |t −a| É η =⇒ | f (t)− f (a)| É ε. Soit x ∈ I tel que|x −a| É η. Puisque∀t ∈ [a, x], |t −a| É η, on majore
l’intégrale (prenonsx > a pour simplifier)

|θ(x)| É
∫x

a

(x − t)n−1

(n −1)!
| f (t)− f (a)| dt É ε

∫x

a

(x − t)n−1

(n −1)!
= ε

(x −a)n

n!

Nous avons donc montré que|θ(x)/(x −a)n | É ε et donc queθ(x)/(x −a)n −−−−→
x→a

0.

Exemple 13.7Cette formule, appliquée à l’ordre5 en0 pour la fonctionsin permet d’écrire

∀x ∈R, sin x = x − x3

6
+ x5

120
+ o

x→0

(
x5

)

On approxime ainsi, dans un voisinage de0 la fonctionsin par un polynôme de degré5. Plus l’ordre utilisé est élevé,
meilleure est l’approximation obtenue. On s’en convaincraen étudiant les graphes ci dessous.

x

y

O +1

+1

x 7→ sinx
x 7→ x

x 7→ x−
x
3

3!

x 7→ x−
x
3

3!
+

x
5

5!

Multimédia : Tracé de sin, des polynômes de Taylor Tn en fonction de n et voir que
l’approximation est locale en 0.

13.5.4 Utilisation des trois formules de Taylor

Il est important dans les exercices de savoir choisir son outil. Quand utiliser une formule de Taylor-Young? Une inégalité
de Taylor-Lagrange?
– La formule de Taylor-Young fournit une approximationlocale d’une fonction f au voisinage d’un pointa par un

polynômeTn , le polynôme de Taylor.
– L’inégalité de Taylor-Lagrange fournit une majorationglobaledu resteRn de cette approximation sur un segment[a, x],

même lorsquex est éloigné dea.
– La formule de Taylor-intégrale est la plus précise et donneexplicitement le resteRn sous forme d’une intégrale. Les

deux autres formules en sont une conséquence. En première année, on ne l’utilise pas beaucoup, mais elle est importante
en deuxième année.

Exemple 13.8 Déterminerlimx→0
sh(x)− sin(x)

x3
. Les équivalents usuels ne suffisent pas ici puisquesin x ∼

x→0
x et

sh x ∼
x→0

x et on ne peut pas sommer ces équivalents. Nous avons besoin ducomportementlocal des fonctionssh et sin
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au voisinage du point0. Utilisons la formule de Taylor-Young à l’ordre3. Les dérivées successives de ces fonctions en
zéro sont simples à calculer et on obtient

sh(x) = x + x3/3!+o(x3) sin(x) = x − x3/3!+o(x3)

Ces formule sont deségalitéset on peut les sommer pour trouver que

sh(x)− sin(x) = x3/3+o(x3)

d’où [sh(x)− sin(x)]/x3 = 1/3+o(1) −−−→
x→0

1/3.

Exemple 13.9Soit une fonctionf de classeC ∞ surR telle que

∀(x,h) ∈R2, f (x +h) f (x −h) = ( f (x))2

Montrons qu’alors∀x ∈R, f ′′(x) f (x) = ( f ′(x))2.
Écrivons la formule de Taylor-Young pour la fonctionf entrex et x +θ.

f (x +θ)= f (x)+θ f ′(x)+ θ2

2
f ′′(x)+θ2ε(θ) (ε(θ)−−−→

θ→0
0)

Si h 6= 0, en prenantθ= h etθ=−h, on trouve que

f (x)2 = f (x +h) f (x −h) =
[

f (x)+h f ′(x)+ h2

2
f ′′(x)+h2ε(h)

][
f (x)−h f ′(x)+ h2

2
f ′′(x)+h2ε(−h)

]

En développant et en ordonnant par rapport aux puissances deh, on trouve que

0 = h2
[
−( f ′)2

(x)+ f (x) f ′′(x)
]
+h2ϕ(h)

avecϕ(h) −−−→
h→0

0. En divisant parh2 et en faisant tendreh vers0, on obtient le résultat. L’idée était d’utiliser la relation

de l’énoncé en faisant tendreh vers0, d’où l’utilisation de la formule de Taylor-Young.

Exemple 13.10Étudier la limite en0 de la fonction définie par

F(x) = 1

x

∫2x

x

1−cos t

t 2
dt

Il nous faut une approximation de la fonction définie parf (t) = cos t au voisinage de zéro. Utilisons une formule de
Taylor à l’ordre2.

cos t = 1−
t 2

2
+R2(t)

On en tire que(1−cos t)/t 2 = 1/2−R2(t)/t . PuisqueR2(t)= cos t −1+ t 2/2, la fonctionR2 est continue sur[x,2x] et on
peut intégrer :

F(x) = 1

2x

∫2x

x
dt

︸ ︷︷ ︸
=1/2

− 1

x

∫2x

x

R2(t)

t
dt

︸ ︷︷ ︸
θ(x)

Il nous faut traiter le resteθ(x) de notre approximation. Avec l’inégalité de Taylor-Lagrange, on sait que

|R2(t)| É t 3

3!
sup

u∈[0,t ]
| f (3)(u)| É t 3

6

(puisque| f (3)(t)| = |cos t | É 1). Alors,

|θ(x)| É 1

x

∫2x

x

|R2(t)|
t 2

É 1

6x

∫2x

x
t dt = x

4
−−−→
x→0

0

Par conséquent,F(x) −−−→
x→0

1/2.
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Exemple 13.11Trouvons deux réels(a,b)∈R2 tels que

un =
∫1

0
(1+ x2)1/n dx = a +

b

n
+O (

1

n2
)

Écrivons pourx ∈ [0,1], (1+ x2)1/n = e
1
n ln(1+x2). Lorsquen devient grand, le terme dans l’exponentielle tend vers0

à x fixé. On pourrait utiliser une formule de Taylor-Young pour l’exponentielle, mais le reste s’écrirait à l’aide d’une
fonctionε qui dépendrait à la fois dex et den sur laquelle nous n’avons pas d’information suffisante pourl’intégrer.
Utilisons plutôt l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle à l’ordre1 entre0 et X :

eX = 1+X+R1(X) avec|R1(X)| É
X2

2
sup

t∈[0,X]
e t É

X2

2
eX

On en tire que

un =
∫1

0
dx

︸ ︷︷ ︸
a=1

+ 1

n

∫1

0
ln(1+ x2) dx

︸ ︷︷ ︸
b

+
∫1

0
R1

(
1

n
ln(1+ x2)

)
dx

︸ ︷︷ ︸
θn

On calculeb par parties

b =
∫1

0
ln(1+ x2)d x =

[
x ln(1+ x2)

]1

0 −2

∫1

0

x2

1+ x2
d x = ln 2−2+

∫1

0

d x

1+ x2
= ln 2−2+ π

4

et il nous reste à majorer grossièrement le reste.

|θn | É
1

n2

∫1

0

ln2(1+ x2)

2
e ln(1+x2)/n dx É 1

n2

∫1

0

ln2 2

2
e ln(2) É C

n2

Exemple 13.12Soit une fonctionf de classeC ∞ surR. On suppose qu’il existe deux constantesC,k > 0 telles que

1. ∀n ∈N, f (n)(0) = 0,

2. ∀x ∈R, ∀n ∈N, | f (n)(x)| É Ckn n!.

Montrons quef est la fonction nulle.
– Nous pouvons écrire une formule de Taylor à tout ordren : f (x) = Rn(x). Notre hypothèse permet de majorer| f n+1|,

utilisons donc l’inégalité de Taylor-Lagrange :

| f (x)| = |Rn (x)| É |x|n+1

(n+1)!
sup

t∈[0,x]
| f (n+1)(t)| É C|xk|n+1

– Si x ∈]−1/k,1/k[, en notantK = |xk|, |K| < 1 et ∀n ∈ N, | f (x)| É CKn −−−−−→
n→+∞

0. On en déduit quef est nulle sur

l’intervalle ]−1/k,1/k[.
– Considérons la fonction translatée, définie surR par g (x) = f (x −1/k). Puisquef ainsi que toutes ses dérivées s’an-

nulent en1/k, pour toutn, f (n)(0) = 0 et commeg (n)(x) = f (n)(x −1/k), la fonctiong vérifie les mêmes hypothèses
que f . Elle est nulle sur]−1/k,1/k[ ce qui montre quef est nulle sur]−1/k,2/k[. On recommence avec d’autres
translatées pour prouver quef est nulle surR en entier.

13.6 Méthode des rectangles, Sommes de Riemann

THÉORÈME 13.41 Méthode des rectangles

Soit une fonctionf de classeC 1 sur le segment[a,b]. On effectue une subdivision du segment[a,b] de pas constant

h = (b −a)/n. On pose pour un entierk ∈ [0,n], xk = a +k
b −a

n
= a +kh. Posons pour un entiern ∈N,

Rn =
b −a

n

n−1∑

k=0

f (xk )

On obtient une majoration de l’erreur commise en approximant l’intégraleI de la fonctionf sur[a,b] parRn :

|I−Rn | É
(b −a)2

2n
M1
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où M1 = ‖ f ′‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f ′(t)| (la fonction f ′ étant continue sur un segment, elle est bornée).

xk xk+1a b

Démonstration Commençons par estimer l’erreur sur un petit segment[xk , xk+1] :

εn,k =
∣∣∣∣
∫xk+1

xk

f (t) dt −
b −a

n
f (xk )

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫xk+1

xk

[
f (t)− f (xk )

]
dt

∣∣∣∣É
∫xk+1

xk

| f (t)− f (xk )| dt

Puisque la fonctionf est de classeC 1, on peut utiliser le théorème fondamental deuxième forme. Pour t ∈ [xk , xk+1],

| f (t)− f (xk )| =
∣∣∣∣
∫t

xk

f ′(t) dt

∣∣∣∣É
∫t

xk

| f ′(t)| dt É M1(t −xk )

En intégrant cette inégalité, on trouve que

|εn,k | É M1

∫xk+1

xk

(t −xk ) dt = M1
(xk+1 −xk )2

2
= M1

(b −a)2

2n2

On en déduit une majoration de l’erreur globale en sommant ces erreursεn,k

|I−Rn | =
∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

∫xk+1

xk

[ f (t)− f (xk )]

∣∣∣∣∣É
n−1∑

k=0

∫xk+1

xk

| f (t)− f (xk )| =
n−1∑

k=0

εk É
(b −a)2

2n

Dans le cas du segment[0,1], on obtient le résultat suivant, intéressant pour étudier certaines suites.

THÉORÈME 13.42 ♥♥♥ Convergence d’une somme de Riemann

Soit une fonctionf continue sur le segment[0,1]. On définit les suites de termes généraux

Rn = 1

n

n−1∑

k=0

f

(
k

n

)
et Tn = 1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)

Rn −−−−−→
n→+∞

∫1

0
f (x) dx et Tn −−−−−→

n→+∞

∫1

0
f (x) dx

O ~ı

~

R6

O ~ı

~

T6
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Démonstration
– Si la fonction est de classeC 1, le théorème précédent donne le résultat.
– Supposons que la fonctionf est uniquement continue. On remarque queRn représente l’intégrale de la fonction en escalier

ϕn définie par∀x ∈ [k/n, (k +1)/n[, ϕn(x) = f (k/n) etϕ(1) = f (1). Le termeTn représente l’intégrale d’une autre fonction en
escalierψn définie parψn(x) = (k +1)/n lorsquex ∈ [k/n, (k +1)/n[ etψn(1) = f (1).

– Montrons que‖ f −ϕn‖∞ −−−−−→
n→+∞

0. Soit ε> 0. Puisque la fonctionf est continue sur le segment[0,1], elle est uniformément

continue (théorème de Heine). Il existe doncη> 0 tel que∀(x, y) ∈ [0,1]2, |x−y | É η =⇒ | f (x)− f (y)| É ε. PosonsN= E(1/η)+1.
Alors pourn Ê N, si x ∈ [0,1[, il existek ∈ [[0,n −1]] tel quek/n É x < (k +1)/n et alors| f (x)−ϕn(x)| = | f (x)− f (k/n)| É ε

puisque|x −k/n| É 1/n É η. De même, on montre que‖ f −ψn‖∞ −−−−−→
n→+∞

0.

– Alors, |I−Rn | =
∣∣∣∣
∫1

0

[
f (t)−ϕn (t)

]
dt

∣∣∣∣ É
∫1

0
| f (t)−ϕn (t)| dt É ‖ f −ϕn‖∞ −−−−−→

n→+∞
0. La même majoration montre que|I−

Tn | −−−−−→
n→+∞

0.

Remarque 13.14 Plus généralement, sif est une fonction continue sur le segment[a,b], et si

un = (b −a)

n

n−1∑

k=0

f (ξk )

où les pointsξk sont dans l’intervalle[a +kh, a + (k +1)h], avech = b −a

n
, on a

un −−−−−→
n→+∞

∫b

a
f (x) dx

On se sert en pratique uniquement des sommes de Riemann du théorème précédent pour une fonctionf continue sur le
segment[0,1] pour étudier la limite de certaines suites.

PLAN 13.3 : Pour étudier la limite d’une suite(un ) faisant intervenir une somme et le groupementk/n

Essayer d’écrireun sous la formeun = 1

n

n−1∑

k=0

f (k/n) et utiliser les sommes de Riemann.

Exemple 13.13Considérons la suite de terme généralun =∑
p = 0n−1

√
n2 +p2

n2
. On peut faire apparaître le groupe-

mentp/n dansun en factorisant parn2 dans la racine :

un = 1

n

n−1∑
p=0

√
1+ (p/n)2 = 1

n

n−1∑
p=0

f (p/n)

où la fonction f :

{
[0,1] −→ R

x 7−→
p

1+ x2
est continue sur le segment[0,1]. D’après le théorème précédent,

un −−−−−→
n→+∞

I =
∫1

0

√
1+ x2 dx. Le plus rapide pour calculer cette intégrale consiste à intégrer par parties.

I =
[

x
√

1+ x2
]1

0
−

∫1

0

x2 +1−1
p

x2 +1
dx =

p
2− I+

[
argsh(x)

]1

0

d’où l’on tire I =
p

2/2+ ln(
p

2+1)/2.

Exemple 13.14Considérons la suite de terme généralun =
2n−1∑
p=n

1

2p +1
. Avec le changement d’indicek = p −n,

un =
n−1∑

k=0

1

2(k +n)+1
=

1

2n

n−1∑

k=0

1

1+ (k/n)+1/(2n)

On n’obtient pas exactement une somme de Riemann, mais cela yressemble fort ! Lorsquen est grand, on se dit que le
terme1/(2n) devient négligeable. Encadronsun par deux sommes de Riemann :

αn = 1

n

n∑
p=1

1

1+p/n
=

n−1∑

k=0

1

1+ (k +1)/n
É 2un É 1

n

n−1∑

k=0

1

1+k/n
= βn

Les deux suites(αn) et (βn) sont des sommes de Riemann qui convergent vers la même limite, I =
∫1

0

dx

x +1
= ln(2).

D’après le théorème des gendarmes, on en déduit queun −−−−−→
n→+∞

ln(2)/2.
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En résumé

Ce chapitre doit être bien maîtrisé et il sera important de faire un maximum d’exercices pour assimiler les différentes
techniques nouvellement introduites. Plus particulièrement :

1 vous devez être à l’aise avec le calcul de primitives. Vous pourrez consulter les sections
– C.6.3 page 1229 pour apprendre à calculer les primitives des fractions rationnelles
– C.6.4 page 1230 pour apprendre à utiliser les règles de Bioche (qui permettent de calculer des primitives

de la forme
∫

F(cos x,sin x) dx)

– C.6.5 page 1233 pour les primitives de la forme
∫

F(sh x,ch x) dx

– C.6.6 page 1233 pour les primitives de fonctions contenantdes racines

– C.6.7 page 1235 pour les primitives de la forme
∫

f (xα)
dx

x
– et enfin C.6.8 page 1236 pour bien comprendre le cadre d’utilisation de l’intégration par parties.

2 Les majorations fondamentales du paragraphe 13.2.7 page 527 seront d’un usage constant aussi il faudra s’en-
traîner à les utiliser. Les exercices des sections 13.7.9 page 566, 13.7.10 page 569 et 13.7.12 page 580 constitueront
un excellent terrain d’entraînement.

3 Il faudra avoir bien compris le pourquoi des formules et inégalité de Taylor et savoir utiliser, pour un problème
« global », la formule de Taylor avec reste intégrale et pour un problème « local », la formule de Taylor-Young.
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13.7 Exercices

13.7.1 Calcul de primitives

Exercice 13.2 ♥
Déterminer les primitives suivantes :

1.
∫

x2

1+x3 dx

2.
∫

1
(2x+1)3 dx

3.
∫p

1− x dx

4.
∫

cos x sin x dx

5.
∫ 1

x ln x
dx

6.
∫

x
p

1+ x2 dx

Solution : On utilise à chaque fois, là où elle est valide, la formule :
∫

u′ua =





1

a +1
ua+1 +C si a ∈R\ {−1}

ln |u|+C si a =−1
.

1.
∫

x2

1+x3 dx = 1
3

ln(1+ x3)+Cte sur]−1,+∞[

2.
∫

1
(2x+1)3 dx =− 1

4(2x +1)2
+Cte surR\ {−1/2}

3.
∫p

1− x dx =−2

3
(1− x)

3
2 +Cte sur]−∞,1].

4.
∫

cos x sin x dx = 1
2

sin2 x +Cte surR.

5.
∫ 1

x ln x
dx = ln |ln x|+Cte surR∗

+ \ {1}.

6.
∫

x
p

1+ x2 dx = 1

3

(
1+ x2

) 3
2 +Cte surR.

Exercice 13.3 ♥
Déterminer les primitives suivantes :

1.
∫

tan x dx

2.
∫ x2

1+ x2
dx

3.
∫ ln x

x
dx

4.
∫

xex2
dx

5.
∫ sin 2x

1+cos2 x
dx

6.
∫

th x dx

Solution :

1.
∫

tan x dx =− ln |cos x|+Cte surR\ π
2
Z.

2.
∫ x2

1+ x2
dx =

∫ 1+ x2

1+ x2
dx −

∫ 1

1+ x2
dx = x −

arctan x +Cte surR.

3.
∫ ln x

x
dx = 1

2
(ln x)2 +Cte surR∗

+.

4.
∫

xex2
dt = 1

2
ex2 +Cte surR.

5.
∫ sin 2x

1+cos2 x
dx =

∫ 2sin x cos x

1+cos2 x
dx =− ln

(
1+cos2 x

)
+

Cte surR.

6.
∫

th x dx =
∫ sh x

ch x
dx = ln ch x +Cte surR.

Exercice 13.4 ♥
Déterminer les primitives suivantes :

1.
∫ 1

x (ln x)4
dx

2.
∫ 1

cos2 x
dx

3.
∫ 1

th x
dx

4.
∫

cos x sin3 x dx

5.
∫

x

1+x2 dx

6.
∫

1
(1−x)2 dx

Solution :

1.
∫ 1

x (ln x)4
dx =− (ln x)−3

3
+Cte surR∗

+ \ {1}.

2.
∫ 1

cos2 x
dx = tan x +Cte surR\ π

2
Z.

3.
∫ 1

th x
dx =

∫ ch x

sh x
dx = ln |sh x|+Cte surR∗.

4.
∫

cos x sin3 x dx = sin4 x

4
+Cte surR.

5.
∫

x
1+x2 dx =

ln
(
1+ x2

)

2
+Cte surR.

6.
∫

1
(1−x)2 dx =

1

1− x
+Cte surR\ {1}.
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Exercice 13.5 ♥
Déterminer les primitives suivantes :

1.
∫ sin x

1+cos2 x
dx

2.
∫ 1

1+ex
dx

3.
∫

xp
1+x2

dx

4.
∫

tan2 x dx

5.
∫

x
1+x4 dx

6.
∫

(2x −1)2 (x +1) dx

Solution :

1.
∫ sin x

1+cos2 x
dx =−arctancos x +Cte surR.

2.
∫ 1

1+ex
dx =

∫ 1+ex

1+ex
dx −

∫ ex

1+ex
dx = x +

ln(1+ex )+Cte surR.
3.

∫
xp

1+x2
dx =

p
1+ x2 +Cte surR.

4.
∫

tan2 x dx = tan x − x +Cte surR\ π
2
Z.

5.
∫

x
1+x4 dt = 1

2
arctan x2 +Cte surR.

6.
∫

(2x −1)2 (x +1) dx = x4 − 3

2
x2 + x +Cte surR.

13.7.2 Calcul d’intégrales

Exercice 13.6 ♥
Calculer les intégrales suivantes :

1.
∫2π

0 cos2 x dx

2.
∫1

0

1
p

1− x2
dx

3.
∫ch1

1

1
p

x2 −1
dx

4.
∫1

0

x

1+ x4
dx

5.
∫e2

e
1

x(ln x)2 dx

6.
∫1+2e

1+e

x2

x −1
dx

Solution :

1.
∫2π

0 cos2 x dx =
∫2π

0
1+cos 2x

2
dx =

[
x
2
− sin 2x

4

]2π

0
= π

2.
∫1

0

1
p

1− x2
dx =

[
arcsin x

]1

0
= π

2

3.
∫ch 1

0

1
p

x2 −1
dx =

[
argch x

]ch 1

1
= 1

4.
∫1

0

x

1+ x4
dx =

[arctan x2

2

]1

0
= π

8

5.
∫e2

e
1

x(ln x)2 dx =
[
− 1

ln x

]e2

e
= 1

2

6.
∫1+2e

1+e

x2

x −1
dx =

∫1
0

x2 −1

x −1
dx +

∫1
0

1

x −1
dx =

[x2

2
+

x + ln |x −1|
]1+2e

1+e
= 2e + 3

2
e2 + ln 2

13.7.3 Linéarisation

Exercice 13.7 ♥
Déterminer les primitives suivantes :

1.
∫

sin2 x dx

2.
∫

cos4 x dx

3.
∫

sh5 x dx

4.
∫

cos2 x sin 2x dx

5.
∫

ch2 x sh2 x dx

6.
∫

sh x ch x dx.

Solution : On utilise le procédé de linéarisation des expressions trigonométriques B.3.2 page 1165 et on obtient, pour
tout x ∈R :

1. sin2 x =
1−cos 2x

2
et

∫
sin2 x dx =

x − sin x cos x

2
+Cte

2. cos4 x = cos4x

8
+ cos(2x)

2
+ 3

8
et

∫
cos4 x dx =− 1

32
sin 4x − 1

4
sin 2x + 3

8
x +Cte
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3. sh5 x =
1

16
sh 5x−

5

16
sh3x+

5

8
sh x et

∫
sh5 x dx =

1

80
ch5x−

5

48
ch 3x+

5

8
ch x+Cte 0n peut aussi remarquer que

sh5x = shx(ch2 −1)2 et que
∫

sh5x dx = 1
6 (ch2 −1)3 +C.

4. cos2 x sin 2x = 1

4
sin 4x+ 1

2
sin 2x et

∫
cos2 x sin 2x dx =− 1

16
cos4x− 1

4
cos2x+Cte . 0n peut aussi remarquer que

cos2 x sin 2x = 2sin x cos3 x et donc
∫

cos2 x sin 2x dx =−1

2
cos4 x +C.

5. ch2 x sh2 x =
ch4x −1

8
et

∫
ch2 x sh2 x dx =

sh4x

32
−

1

8
x +Cte

6. Inutile de linéariser...
∫

sh x ch x dx = ch2 x

2
+Cte .

13.7.4 Intégration par parties

Exercice 13.8 ♥
Déterminer les intégrales suivantes :

1.
∫e

1 ln x dx

2.
∫1

0 arctan x dx

3.
∫π

2
0 ex cos x dx

4.
∫1

0 (x +2) ex dx

5.
∫π

2
0 x sin3 x dx

6.
∫π

0 (x −1) cos x dx

Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classeC 1 sur les intervalles considérés et on effectue
des intégrations par parties, on trouve :

1. ln x = ln x ×1, on trouve
∫e

1 ln x dx =
[

x ln x
]e

1
−

∫e
1 dx = 1 .

2. arctan x = 1×arctan x. On a alors :
∫1

0 arctan x dx = [x arctan x]1
0−

∫1
0

x
1+x2 dx Mais

∫1
0

x
1+x2 dx =

[
1
2 ln

∣∣1+ x2
∣∣]1

0
=

1
2

ln 2. Donc
∫1

0 arctan x dx = π

4
− 1

2
ln 2 .

3. On effectue deux intégrations par parties successives eton retrouve l’intégrale de départ : NotantI =
∫π

2
0 ex cos x dx, on a :I =

[
ex cos x

]π
2

0
+

∫π
2

0 ex sin x dx =
[

ex cos x
]π

2

0
+

[
ex sin x

]π
2

0
−

∫π
2

0 ex cos x dx =−1+ e
π
2 − I.

Donc I = e
π
2 −1

2
.

4.
∫1

0 (x +2) ex dx =
[

(x +2) ex
]1

0
−

∫1
0 ex dx = 2e −1

5. Commesin3 x = 3sin x − sin 3x

4
, on a :

∫
sin3 x dx = −3

4
cos x + 1

12
cos3x et

∫π
2

0 x sin3 x dx =
[
−3

4
x cos x +

1

12
x cos 3x

]π
2

0
−

∫π
2

0

(
−3

4
cos x + 1

12
cos 3x

)
dx =−

[
−3

4
sin x + 1

36
sin 3x

]π
2

0
= 7

9

6.
∫π

0 (x −1) cos x dx =
[

(x −1) sin x
]π

0
−

∫π
0 sin x dx =

[
cos x

]π
0
= −2

Exercice 13.9 ♥
Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminésur quel intervalle elles sont définies :

1.
∫

ln x dx

2.
∫

arcsin x dx

3.
∫

x arctan x dx

4.
∫

(x +1) sh x dx

5.
∫

argsh(3x) dx

6.
∫

ln
(
1+ x2

)
dx

Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classeC 1 sur les intervallesI considérés et on effectue
des intégrations par parties, on trouve :

1. SurI=R∗
+ :

∫
ln x dx = x ln x −

∫
1dx = x ln x − x +Cte

2. SurI= [−1,1] :
∫

arcsin x dx = x arcsin x −
∫ x
p

1− x2
dx = x arcsin x +

p
1− x2 +Cte
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3. Sur I = R :
∫

x arctan x dx = 1

2

(
x2 arctan x −

∫ x2

1+ x2
dx

)
. Mais

∫ x2

1+ x2
dx =

∫(
1+ x2

1+ x2
− 1

1+ x2

)
dx = x −

arctan(x)+Cte donc :
∫

x arctan x dx = 1

2

(
x2 arctan x − x +arctan(x)

)
+Cte = 1

2

((
x2 +1

)
arctan x − x

)
+Cte .

4. SurI=R :
∫

(x +1) sh x dx = (x +1) ch x −
∫

ch x dx = (x +1) ch x − sh x +Cte

5. SurI=R :
∫

argsh(3x) dx = x argsh (3x)−
∫ 3x
p

1+9x2
dx = x argsh(3x)−

p
1+9x2

3
+Cte

6. SurI=R :
∫

ln
(
1+ x2

)
dx = x ln

(
1+ x2

)
−

∫ 2x2

1+ x2
dx = x ln

(
1+ x2

)
−2x −2arctan x +Cte

Exercice 13.10 ♥
Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminésur quel intervalle elles sont définies :

1.
∫

x ch2 x dx

2.
∫

x ln (x +1) dx

3.
∫

argth x dx.

4.
∫

ch x cos x dx

5.
∫ x

cos2 x
dx

6.
∫

xln2 x dx

Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classeC 1 sur les intervallesI considérés et on effectue
des intégrations par parties, on trouve :

1. Sur I = R : Comme ch2 x =
ch2x +1

2
,

∫
ch2 x dx =

x

2
+

sh 2x

4
+ Cte et

∫
x ch2 x dx =

x2

2
+

x sh 2x

4
−

∫(
x

2
+ sh 2x

4

)
dx = x2

2
+ x sh 2x

4
− x2

4
− ch2x

8
+Cte = x2

4
+ x sh 2x

4
− ch2x

8
+Cte .

2. SurI= ]−1,+∞[ :
∫

x ln (x +1) dx =
1

2

(
x2 ln (x +1)−

∫ x2

x +1
dx

)
=

1

2

(
x2 ln(x +1)−

x2

2
+ x − ln (x +1)

)
+Cte .

3. SurI= ]−1,1[ :
∫

argth x dx = x argth x −
∫ x

1− x2
dx = x argth x + 1

2
ln

(
1− x2

)
+Cte .

4. SurI = R : on effectue deux intégrations par parties successives :
∫

ch x cos x dx = cos x sh x +
∫

sh x sin x dx =
cos x sh x + sin x ch x −

∫
cos x ch x dx. On en déduit que :

∫
cos x ch x dx = 1

2
(cos x sh x + sin x ch x)+Cte

5. SurI=
]
−π

2
, π

2

[
:
∫ x

cos2 x
dx = x tan x −

∫
tan x dx = x tan x + ln |cos x|+Cte

6. SurI =R∗
+ : on effectue deux intégrations par parties successives :

∫
xln2 x dx = 1

2
x2 ln2 x−

∫
x ln x dx = 1

2
x2 ln2 x−

1

2
x2 ln x + 1

2

∫
x dx = 1

2

(
x2 ln2 x − x2 ln x + x2

2

)
+Cte

Exercice 13.11 ♥
CalculerI=

∫π/2
0 t 2 sin2(t) dt .

Solution : Pour toutt ∈ R, sin2 t = 1−cos(2t )
2

. Donc I = π3

48
− 1

2

∫π/2
0 t 2 cos(2t)dt . Pour calculer

∫π/2
0 t 2 cos(2t)dt , on

effectue deux intégrations par parties successives, les fonctions considérées étant bien de classeC 1 sur[0,π/2] :

∫π/2

0
t 2 cos(2t)dt =

[ t 2 sin (2t)

2

]π/2

0
−

∫π/2

0
t sin (2t) dt

=
[ t cos (2t)

2

]π/2

0
− 1

2

∫π/2

0
cos(2t) dt

= −π

4
+ 1

4

[
sin(2t)

]π/2

0

= −π

4

donc I = π3

48
+ π

8
.
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Exercice 13.12 ♥
Soit une fonctionf de classeC 2 sur le segment[a,b]. Montrer que

∫b

a
f (x) dx = b −a

2

[
f (a)+ f (b)

]
+ 1

2

∫b

a
(x −a)(x −b) f ′′(x) dx

Solution : On effectue deux intégrations par parties successives à partir de la seconde intégrale :

∫b

a
(x −a)(x −b) f ′′(x)dx =

[
(x −a)(x −b) f ′(x)

]b

a︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫b

a
(2x − (a +b)) f ′ (x) dx

= −
[

(2x − (a +b)) f (x)
]b

a
+2

∫b

a
f (x) dx

= −(b −a)
(

f (a)+ f (b)
)
+2

∫b

a
f (x) dx

et on trouve la formule proposée.

Exercice 13.13 ♥
On définit la suite de terme général

In =
∫1

0

d x

(1+ x2)n

Soit n ∈N. Trouver une relation de récurrence simple entreIn et In+1 puis calculerI1 et I2.

Solution : Soit n ∈N. On effectue une intégration par parties :

In =
[ x(

1+ x2
)n

]1

0
+

∫1

0

2nx2

(
1+ x2

)n+1
dx =

1

2n
+2n

∫1

0

(
1+ x2

)
−1

(
1+ x2

)n+1
dx =

1

2n
+2nIn −2nIn+1

donc In+1 =
1

2n

(
1

2n
+ (2n−1)In

)
.Il est par ailleurs clair queI1 =

[
arctan x

]1

0
=

π

4
donc I2 =

1

4
+
π

8
.

Exercice 13.14 ♥♥

1. Soitn ∈N∗. Trouver une relation entre
∫

1

(x2+1)
n dx et

∫
1

(x2+1)
n+1 dx.

2. En déduire :
∫

1

(x2+1)
2 dx et

∫
1

(x2+1)
3 dx.

Solution :

1. On effectue une intégration par parties :
∫

1

(x2+1)
n

dx = x(
x2 +1

)n +
∫

2nx2

(x2+1)
n+1

dx

= x(
x2 +1

)n +2n

∫
x2+1−1

(x2+1)
n+1

dx

= x(
x2 +1

)n +2n

∫
1

(x2+1)
n dx −2n

∫
1

(x2+1)
n+1

dx

et on en déduit que
∫

1

(x2+1)
n+1

dx = 1

2n

(
(2n−1)

∫
1

(x2+1)
n

dx + x(
x2 +1

)n

)
.

2. Il s’ensuit que queI2 = 1/2(arctan x + x/(x2 +1)2)+Cte car I1 = arctan x +Cte . On en tire finalement queI3 =
1/4(3arctan x +3x/(x2 +1)2 + x/(x2 +1)3.

Exercice 13.15 ♥♥
Calculer pour un entiern ∈N, l’intégrale

In =
∫1

0
xn

p
1− x dx
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Solution : Soit n Ê 1, en intégrant par parties (dériverxn), on trouve que

In =
[
− 2

3
xn (1− x)3/2

]1

0
+

∫1

0

2n

3
xn−1 (1− x)3/2 dx = 2n

3

∫1

0
xn−1(1− x)3/2d x = 2n

3
(In−1 − In)

d’où la relation de récurrence :

In = 2n

2n+3
In−1 = ·· · = (2n)(2n−2) . . . 2

(2n+3)(2n+1) . . . 5
I0

et puisqueI0 =
2

3
, on obtient finalement

In = 22n+2n!(n+1)!

(2n+3)!

Exercice 13.16 ♥♥
Pour un entiern ∈N, on pose

In =
∫π/2

0

sin nx

sin x
dx

1. Justifier que pour tout entiern > 0, l’intégraleIn existe.

2. Calculer pourn Ê 2, In − In−2, I0 et I1.

3. En déduire la valeur deIn pour tout entiern.

Solution :

1. L’intégraleI0 est clairement bien définie. Soitn ∈N∗. La fonctionf : x 7→ sin nx

sin x
est définie et continue sur]0,π/2]

par opérations sur les fonctions continues. De plus, par équivalents usuelssinnx/sin x ∼
x→0

n. Donc f (x) −−−−→
x→0+

n.

On prolonge alorsf par continuité en0 en posantf (0) = n. La fonction ainsi prolongée est continue sur[0,π/2]

et l’intégraleIn existe.

2. Soitn Ê 2. On utilise la formule valable pour toutp, q ∈R : sin p − sin q = 2cos
p +q

2
sin

p −q

2
. Elle livre :

In − In−2 =
∫π/2

0
2cos ((n−1) x) dx =

[
2

sin ((n−1) x)

n−1

]π/2

0
= 2sin ((n−1)π/2)

n−1

donc In = In−2 +
2sin ((n−1)π/2)

n−1
. Par ailleursI0 = 0 et I1 = π/2.

3. On utilise les résultats de la question précédente. Sin = 2p où p ∈N∗ alors

In = 2

(
1− 1

3
+ 1

5
− 1

7
+ . . .+ (−1)p+1

2p −1

)
= 2

p∑

k=1

(−1)k+1

2k −1
.

Si n = 2p +1 avecp ∈N∗ alors In =π/2 .

13.7.5 Fractions rationnelles

cette section sera complétée à l’occasion du chapitre sur les fractions rationnelles.
Exercice 13.17

Calculer :

1.
∫3

2
1

x(x−1)
dx

2.
∫3

2
2x+1
x2−1

dx

3.
∫1

0
x2−1

x2+4x−5
dx

4.
∫ 1

2
0

x+1

(x2+1)(x−2)
dx

5.
∫1

0
1

(x2+2x+5)(x+2)
dx

6.
∫2

0
x

(x2+x+1)(x+1)
dx

7.
∫1

0
1

(x2+x+1)
2 dx

8.
∫−1

0
1

(x2−3x+2)
2 dx

9.
∫1

0
x−1

(x2+1)
2

(x+2)
dx

Solution :

1. 1
x(x−1)

= −1
x
+ 1

x−1
donc

∫3
2

1
x(x−1)

dx =
[
− ln |x|+ ln |x −1|

]3

2
= ln

(
4
3

)
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2.
∫3

2
2x+1
x2−1

dx = 3
2

∫3
2

1
x−1

dx +
∫2

1
1

x+1
dx = 1

2

[
3ln |x −1|+ ln |x +1|

]3

2
= 1

2 (3ln 2+ ln 4− ln 3)

3.
∫1

0
x2−1

x2+4x−5
dx =

∫1
0

(
x+1
x+5

)
dx =

∫1
0 1− 4

x+5
dx =

[
x −4ln |x +5|

]1

0
= 1−4ln 6+4ln 5.

4.
∫1

2
0

x+1

(x2+1)(x−2)
dx = 3

5

∫ 1
2

0
1

x−2 dx − 3
5

∫ 1
2

0

x+ 1
2

x2+1
dx =

[
3
5 ln |x −2|

] 1
2

0
− 3

5

∫ 1
2

0

x+ 1
2

x2+1
dx = 3

5 ln
(

3
4

)
− 3

5

∫ 1
2

0
x

x2+1
dx −

1
5

∫ 1
2

0
1

x2+1
dx = 3

5 ln
(

3
4

)
+

[
− 3

10 ln
∣∣x2 +1

∣∣− 1
5 arctan x

] 1
2

0
= 3

5 ln( 3
4 )− 3

10 ln( 5
4 )− 1

5 arctan( 1
2 )

5. On écrit la décomposition a priori
1

(x +2)(x2 +2x +5)
= A

x −2
+ Bx +C

x2 +2x +5
.

En multipliant les deux membres parx +2 et en faisantx =−2 on trouveA =
1

4−4+5
=

1

5
.

En multipliant les deux membres parx2+2x+5 et en faisantx =−1+2i on trouveB(−1+2i )+C = 1

−1+2i +2
=

1−2i

5
. D’où B =−1

5
et C = 0.

∫1

0

dx

(x +2)(x2 +2x +5)
= 1

5

∫1

0

dx

x +2
− 1

5

∫1

0

dx

x2 +2x +5

=
1

10

[
2ln(x +2)− ln(x2 +2x +5)

]1

0

=
1

10
(2ln 3−2ln 2− ln 8+ ln 5)

= 1

10
ln

(
45

32

)
.

6. On écrit la décomposition a priori
x

(x +1)(x2 + x +1)
= A

x +1
+ Bx +C

x2 + x +1
.

En multipliant les deux membres parx +1 et en faisantx =−1 on trouveA = −1

1−1+1
=−1.

En multipliant les deux membres parx2+x+1 et en faisantx = j on trouveB j+C = j

j +1
= j ( j 2 +1)

( j +1)( j 2 +1)
= 1+ j .

D’où B= 1 et C = 1.

∫2

0

x dx

(x +1)(x2 + x +1)
=−

∫2

0

dx

x +1
+

1

2

∫2

0

2x +1

x2 + x +1
dx

1

2

∫2

0

dx

x2 + x +1

=
[
− ln(x +1)+ 1

2
ln(x2 + x +1)

]2

0

+ 1

2

∫2

0

dx

(x + 1
2 )2 + 3

4

=− ln3+ 1

2
ln7+ 1

2
× 4

3

∫2

0

dx

( 2x+1p
3

)2 +1

On poseu = 2x+1p
3

, du = 2dx
p

3
,

1

2
× 4

3

∫2

0

dx

( 2x+1p
3

)2 +1
=

p
3

6

∫ 5p
3

1p
3

du

u2 +1

=
p

3

6

(
arctan

(
5
p

3

)
−arctan

(
1
p

3

))

Maintenant

tan

(
arctan

(
5
p

3

)
−arctan

(
1
p

3

))
=

5p
3
− 1p

3

1+ 5p
3
× 1p

3

=
4p
3

1+ 5
3

=
p

3

2
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Doncarctan
(

5p
3

)
−arctan

(
1p
3

)
= arctan

(p
3

2

)
+kπ. D’après la propriété des accroissements finis,arctan

(
5p
3

)
−

arctan
(

1p
3

)
É 5p

3
− 1p

3
,

donc

∣∣∣∣∣arctan
(

5p
3

)
−arctan

(
1p
3

)
−arctan

(p
3

2

)∣∣∣∣∣É
4
p

3
+
p

3

2
<π d’où k = 0 et

∫2

0

x dx

(x +1)(x2 + x +1)
=− ln 3+ 1

2
ln7+

p
3

6
arctan

(p
3

2

)
.

7.
∫1

0

dx

(x2 + x +1)2
=

∫1

0

dx
(
(x + 1

2 )2 + 3
4

)2

= 16

9

∫1

0

dx
(
( 2x+1p

3
)2 +1

)2

= 16

9
×
p

3

2

∫ 3p
3

1p
3

du

(u2 +1)2

En posantu = tanϕ, dϕ=
du

u2 +1
,

∫1

0

dx

(x2 + x +1)2
=

8
p

3

9

∫arctan

(
3p
3

)

arctan

(
1p
3

) cos2ϕdϕ

= 4
p

3

9

[
ϕ+ 1

2
sin 2ϕ

]arctan

(
3p
3

)

arctan

(
1p
3

)

= 4
p

3

9

(
arctan

(
3
p

3

)
−arctan

(
1
p

3

))

+ 2
p

3

9

(
sin

(
2arctan

(
3
p

3

))
− sin

(
2arctan

(
1
p

3

)))
.

8.
1

x −2
− 1

x −1
= 1

(x −2)(x −1)
.

En élevant au carré,

1

(x2 −3x +2)2
= 1

(x −2)2
+ 1

(x −1)2
− 2

(x −2)(x −1)
= 1

(x −2)2
+ 1

(x −1)2
− 2

x −2
+ 2

x −1
.

D’où
∫−1

0

dx

(x2 −3x +2)2
=

[
− 1

x −2
− 1

x −1
− ln(2− x)+ ln(1− x)

]−1

0

= 1

3
+ 1

2
+ ln 2− 1

2
−1+ ln 2

=−2

3
+2ln 2.

9. Le lecteur vérifiera que
∫

(x −1)dx

(x2 +1)2(x +2)
=− 3

25
log(|x +2|)+

3

50
ln

(
x2 +1

)
− 17

50
arctg(x)−

1

10

x +3

x2 +1
+C

et que ∫1

0

(x −1)dx

(x2 +1)2(x +2)
= 3

25
ln3+ 9

50
ln 2− 17π

200
+ 1

10
.
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Exercice 13.18
Calculer la primitive (préciser l’intervalle )

F =
∫

x4

(x +1)2(x2 +1)
d x

Solution : C’est une fraction rationnelle. Après décomposition en éléments simples, on trouve

F = x −
1
2

(x +1)
− 3

2
ln |x +1|− 1

4
ln(x2 +1)+C

où C est une constante qui dépend de l’intervalle (]−∞,−1[ ou ]−1,+∞[) considéré.

13.7.6 Changement de variable

Exercice 13.19 ♥
Déterminer les primitives suivantes en utilisant le changement de variable précisé :

1.
∫e

1
ln x

x dx en posantu = ln x

2.
∫1

0
x3

p
x+1

dx en posantu =
p

x +1.

3.
∫π

2
0 sin x cos2 x dx en posantu = cos x.

4.
∫π

4
0 tan4 x dx en posantu = tan x.

5.
∫1

0

p
1− x2 dx en posantx = cos u.

6.
∫e

1
ln xp

x
dx en posantu =

p
x.

Solution :

1. On poseu = ln x. u est bienC 1 et
∫e

1
ln x

x dx =
∫1

0 u du =
[

u2

2

]1

0
= 1

2
.

Point n’est besoin de changement de variable puisque∫
ln x

x
dx = 1

2
ln2 x +C.

2. On pose





u =
p

x +1

du = d x

2
p

x +1

et x = u2 −1. On a :
∫1

0
x3

p
x+1

dx =
∫p

2
1

(
u2 −1

)3

2
du = 16

35
− 9

35

p
2

3. On pose

{
u = cos x

du =−sin xd x
, on obtient :

∫π
2

0 sin x cos2 x dx =
∫1

0 u2 du =
1

3
.

4. On pose

{
u = tan x

du =
(
1+ tan2 x

)
d x =

(
1+u2

)
d x

, on obtient :
∫π

4
0 tan4 x dx =

∫1
0

u4

1+u2
du =

∫1
0

(
u4 −1

1+u2
+ 1

1+u2

)
du =

∫1
0

(
u2 −1

)
du+

∫1
0

1

1+u2
du =

[u3

3
−u+arctanu

]1

0
= −2

3
+ π

4
.

5. On pose

{
x = cosu

d x =−sin udu
, on obtient :

∫1
0

p
1− x2 dx = −

∫0
π
2

p
1−cos2 u sinu du =

∫π
2

0 sin2 u du =

∫π
2

0

1−cos 2u

2
du = π

4
.

6. On pose





u =
p

x

du =
d x

2
p

x

, on obtient :
∫e

1
ln xp

x
dx =

∫p
e

1 2ln u2 du =
∫p

e
1 4ln u du = 4

[
u ln u−u

]pe

1
= 4−2

p
e .

Exercice 13.20 ♥
Déterminer les primitives suivantes en utilisant un changement de variable adéquat :

1.
∫ 1

x + x ln2 x
dx

2.
∫ sin x

1+cos2 x
dx

3.
∫p

x2 +1dx

4.
∫ 1

ch x
dx

5.
∫

e2x

ex+1
dx

6.
∫

xp
x+1

dx
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Solution :

1. On pose





u = ln x

du = d x

x

, on obtient :
∫ 1

x + x ln2 x
dx =

∫ 1

1+u2
du = arctanu+Cte = arctanln x +Cte .

2. On pose

{
u = cos x

du =−sin xd x
, on obtient :

∫ sin x

1+cos2 x
dx =

∫ −1

1+u2
du =−arctanu+Cte = −arctancos x +Cte

3. On pose

{
u = sh x

du = sh xd x
, on obtient :

∫p
x2 +1dx =

∫√
sh2 x +1ch u du =

∫
ch2 u du =

∫ 1

2
(1+ch 2u) du =

u

2
+ 1

4
sh2u+Cte = 1

2
argsh x + 1

4
x
√

1+ x2 +Cte

4. Un grand classique. Cette fois les différentes méthodes sont instructives :

On pose

{
u = ex

du = ex d x = ud x
, on obtient :

∫ 1

ch x
dx =

∫ 2

ex +e−x
dx =

∫ 2ex

e2x +1
dx =

∫ 2

1+u2
du = 2arctanu+

Cte = 2arctan
(
ex

)
+Cte .

Changement enu = shx.
∫

dx

chx
=

∫
chx dx

ch2x

=
∫

du

1+u2

= arctanu+C

= arctan
(
argshx

)
+C.

Changement ent = th
(

x
2

)
.

∫
dx

chx
=

∫ 2dt

1−t 2

1+t 2

1−t 2

= 2arctan t +C

= 2arctan
(
th

(
x

2

))
+C

Les trois fonctions sont définies surR et ne diffèrent donc que d’une constante !

5. On pose

{
u = ex

du = ex d x
, on obtient :

∫
e2x

ex+1
dx =

∫ u

1+u
du =

∫ 1+u

1+u
du −

∫ 1

1+u
du = u + ln |1+u| +Cte =

ex + ln
(
1+ex

)
+Cte

6. On pose





u =
p

x +1

du = d x

2
p

x +1
= d x

2u

, on obtient :

∫
x dx

p
x +1

=
∫

(u2 −1)du

= u3

3
−u+C

= 2

3

p
x +1(x −2)+C.

Exercice 13.21 ♥
Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable adéquat :

1.
∫1

0

1

1+ex
dx

2.
∫1

0 x2
p

1− x2 dx

3.
∫ 1

2
0

√
arcsin x

1− x2
dx

4.
∫π

4
0

1

cos2 x
p

tan x
dx

5.
∫4

1

1

x +
p

x
dx

6.
∫1

0

1

1+ x + x2
dx
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Solution :

1. On pose

{
u = ex

du = ex d x = ud x
, on obtient :

∫1
0

1

1+ex
dx =

∫e
1

1

u (1+u)
du =

∫e
1

1

u
−

1

u+1
du =

[
lnu −

ln(1+u)
]e

1
= ln 2− ln (e +1)+1 .

2. On pose

{
u = cos x

du =−sin xd x
, on obtient :

∫1
0 x2

p
1− x2 dx =

∫π
2

0 cos2 u sin2 u du =
∫π

2
0

1−cos 4u

8
du = π

16
.

3. On pose





u = arcsin x

du = d x
p

1− x2

, on obtient :
∫ 1

2
0

√
arcsin x

1− x2
dx =

∫π
6

0

√
u

1− sin2 u

√
1− sin2 u du =

∫π
6

0

p
u du =

π
3
2
p

6

54
.

4. On pose





u =
p

tan(x)

du = 1

2cos2 x
p

tan x
d x

, on obtient :
∫π

4
0

1

cos2 x
p

tan x
dx =

∫1
0 2du = 2 .

5. On pose





u =
p

x

du = d x

2
p

x

, on obtient :
∫4

1

1

x +
p

x
dx =

∫2
1

2

1+u
du =

[
2ln (1+u)

]2

1
= 2ln

(
3

2

)
.

6. On a :
∫1

0

1

1+ x + x2
dx =

∫1
0

1
(

x + 1

2

)2

+ 3

4

dx =
∫1

0

4

3

1
(

2
p

3

(
x + 1

2

))2

+1

dx On pose





u = 2
p

3

(
x + 1

2

)

du = 2
p

3
d x

, on ob-

tient :
∫1

0

1

1+ x + x2
dx = 2

p
3

3

∫p
3p
3

3

1

1+u2
du = 2

p
3

3

[
arctanu

]p3p
3

3

= π
p

3

9
.

Exercice 13.22 ♥
Soit a,b ∈R∗

+ et n ∈N. Calculer à l’aide de changements de variables, les intégrales

I1 =
∫a

0

d x
p

a2 − x2
, I2 =

∫a

0

d x

a2 + x2
, I3 =

∫b

a
(x −a)n dx

Solution : Pour les deux premières intégrales, on effectue le changement de variable

{
u = x/a

du = dx/a
. On obtient alors :

I1 =
∫a

0

dx
p

a2 − x2
=

∫1

0

a du
p

a2 −a2u2
=

∫1

0

du
p

1−u2
= arcsin1 =

π

2

I2 =
∫a

0

d x

a2 + x2
=

∫1

0

a du

a2 +a2u2
= 1

a

∫1

0

du

1+u2
= arctan1

a
= π

4a

Pour la troisième, on pose

{
u = x −a

du = dx
:

I3 =
∫b

a
(x −a)n =

∫b−a

0
un du = (b −a)n+1

n+1
.

Exercice 13.23 ♥♥
En utilisant un bon changement de variables, calculer pour0< a < b, l’intégrale

I =
∫b

a
(x −a)3(b − x)4d x
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Solution : Effectuons le changement de variables

{
y = b − x

dy =− dx
. On trouve que :

I =
∫b−a

0
(b −a − y)3 y4d y

On fait ensuite le changement de variables





z =
y

b −a
dy = (b −a) dz

, et on trouve que

I = (b −a)8
∫1

0
z4(1− z)3d z.

En développant, on obtient alors

I =
1

280
(b −a)8

Exercice 13.24 ♥♥
Soit un réela > 0. Calculer en utilisant un bon changement de variables, l’intégrale

I =
∫a

1/a

x ln x

(1+ x2)2
dx

Indication 13.14 :Comment laisser les bornes invariantes?

Solution : On effectue le changement de variables





t = 1
x

dt =− dx

x2

:

I =−
∫1/a

a

t ln 1
t(

1+ t 2
)2

dt =−
∫a

1/a

t ln t
(
1+ t 2

)2
dt =−I

et de ce fait I = 0 .

Exercice 13.25 ♥♥
Calculer en utilisant un bon changement de variables l’intégrale

I =
∫π

0

x sin x

1+cos2 x
dx

Indication 13.14 :Comment laisser les fonctionssin x, cos2 x et les bornes invariantes ?

Solution : On effectue le changement de variables

{
t =π− x

dt =− dx
. On trouve que

I =−
∫π

0

(−π+ t)sin t

1+cos2 t
dt

et donc que2I =
∫π

0

πsin t

1+cos2 t
dt . On effectue ensuite le changement de variables

{
u = cos t

du =−sin t dt
et on trouve

finalement que

I =−1

2

∫−1

1

π

1+u2
du =−π

2

[
arctanu

]−1

1
= π2

4
.

13.7.7 Calcul de primitives et d’intégrales - Techniques mélangées

Exercice 13.26

CalculerI=
∫1

0

t 5

(t 4 +1)2
dt .
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Solution : En posantt 2 = x, ∫1

0

t 5 dt

(t 4 +1)2
=

1

2

∫1

0

x2 dx

(x2 +1)2
.

En intégrant par parties,





u(x) = x u′(x) = 1,

v ′(x) = x

(x2 +1)2
v(x) = − 1

2(x2 +1)

∫1

0

t 5 dt

(t 4 +1)2
=−1

4

[ x

x2 +1

]1

0
+ 1

4

∫1

0

dx

x2 +1
= π

16
− 1

8
.

Exercice 13.27
Calculer

∫1
0

t

(t 4 + t 2 +1)2
dt .

Solution : En posantt 2 = x, ∫1

0

t dt

(t 4 + t 2 +1)2
= 1

2

∫1

0

dx

(x2 +1)2
.

∫1

0

dx

(x2 +1)2
=




2arctan
(

2x+1p
3

)

3
p

3
+ 2x +1

3(x2 + x +1)




1

0

= 2

3
p

3

(π
3
− π

6

)
= π

9
p

3
.

Exercice 13.28
Calculer l’intégrale

I =
∫1

0

√
x(1− x)d x

Solution : On peut écrirex(1− x) =−(x2 − x) =−((x − 1

2
)2 − 1

4
) Donc

I =
∫1

0

√
1

4
− (x −

1

2
)2d x

et en posanty = x − 1

2
, d y = d x,

I = 1

2

∫ 1
2

− 1
2

√
1

4
− (2y)2d y

Par le changement de variablesz = 2y , d y = d z

2
,

I = 1

4

∫1

−1

√
1− z2d z = 1

4

∫π
2

−π
2

cos2 td t = π

8

On peut retrouver ce résultat en étudiant la courbey =
p

x(1− x) : y2 = x(1− x) doncx2 + y2 − x = 0, (x − 1

2
)2 + y2 = 1

4
.

C’est le demi-cercle centré en( 1
2

,0) de rayon1
2
. L’intégrale cherchée est donc la demi-aire d’un disque de rayon

1

2
qui

vaut
π

8
.

Exercice 13.29

Calculer
∫1

0

x3 + x +1

(x2 +2)2
dx.

Solution :
∫1

0

x3 + x +1

(x2 +2)2
dx =

∫1

0

x3 +2x

(x2 +2)2
+

−x +1

(x2 +2)2
dx =

∫1

0

x dx

x2 +2
−

1

2

∫1

0

2x dx

(x2 +2)2
+

∫1

0

dx

(x2 +2)2
=

[
1

2
ln(x2 +2)+

1

2(x2 +2)

]1

0

+
∫1

0

dx

(x2 +2)2

Le terme tout intégré vaut
1

2
ln 3

2
− 1

12
, et, en intégrant par parties,

∫1

0

dx

x2 +2
=

[ x

x2 +2

]1

0
+2

∫1

0

(x2 +2) dx

x2 +2
−4

∫1

0

dx

x2 +2
=−1

3
+2

∫1

0

dx

x2 +2
+4

∫1

0

dx

x2 +2
.
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Or ∫1

0

dx

x2 +2
=

∫p
2/2

0

p
2 du

2u2 +2
=

p
2

2
arctan

(p
2

2

)

On trouve que

I = 1

2
ln

3

2
+
p

2

2
arctan

(p
2

2

)

Exercice 13.30

Calculer
∫ x4

(x +1)2(x2 +1)
dx.

Solution : x −1/2 (x +1)−1 −3/2 ln(x +1)−1/4 ln(x2 +1)+C

Exercice 13.31

Calculer
∫ x4

x2 +1
arctan x dx.

Solution : Pour faire disparaître l’arctangente, on intègre par parties. Pour cela, il nous faut une primitive de
x4

x2 +1
.

∫
x4

x2 +1
=

x3

3
− x +arctan x +C

Donc
∫

x4

(x +1)2(x2 +1)
dx =

(
x3

3
− x +arctan x

)
arctan x −

∫(
x3

3
− x +arctan x

)
dx

x2 +1

=
(

x3

3
− x +arctan x

)
arctan x − 1

3

∫
(x3 + x) dx

x2 +1
− 1

3

∫
4x dx

x2 +1
−

∫
arctan x dx

x2 +1

= 1

2
(arctan x)2 +

(
x3

3
− x

)
arctan x − x2

6
+ 2

3
ln(x2 +1)+C

Exercice 13.32
Calculer

∫ cos x − sin x

1+cos2 x
dx surR (justifier l’intervalle).

Solution : Séparer en deux primitives pour appliquer la règle de Biocheà chacune. En posantu = cos x et v = sin x,
∫

cos x − sin x

1+cos2 x
dx =

∫
cos x

2− sin2 x
dx −

∫
sin x

1+cos2 x
dx =

∫
dv

2− v2
+

∫
du

1+u2
.

En posantv =
p

2w dv =
p

2 dw , on a

∫
dv

2− v2
=

p
2

2

∫
dw

1−w2
=

p
2

4
ln

∣∣∣∣
1+w

1−w

∣∣∣∣+C =
p

2

4
ln

(p
2+ sin x

p
2− sin x

)
+C

D’où p
2

4
ln

(p
2+ sin x

p
2− sin x

)
+arctancos x +C

Exercice 13.33

Calcul de
∫ sh x

3+ sh2 x
dx.

Solution : En posantch x =
p

2u,
∫

sh x

3+ sh2 x
dx =

∫
sh x

2+ch2 x
dx =

∫ p
2 du

2+2u2
,

d’où p
2

2
arctan

(
ch x
p

2

)
+C
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Exercice 13.34

Calculer
∫√

x

(1− x)3
dx surI = [0,1[.

Solution : On poset =
√

x

1− x
, t 2 = x

1− x
, x = t 2

1+ t 2
= 1− 1

1+ t 2
, dx = 2t dt

(1+ t 2)2
.

∫√
x

(1− x)3
dx =

∫√
x

(1− x)

dx

1− x
=

∫
t(1+ t 2)

2t dt

(1+ t 2)2
= 2t −2arctan t +C

D’où ∫√
x

(1− x)3
dx = 2

√
x

1− x
−2arctan

√
x

1− x
+C

Exercice 13.35

Calculer
∫ dx
p

x2 +1−
p

x2 −1
surI =]1,+∞[.

Solution : Multiplier par les quantités conjuguées et se ramener au calcul de deux primitives simples.

∫
dx

p
x2 +1−

p
x2 −1

=
∫ p

x2 +1+
p

x2 −1

2
dx = 1

2

∫
ch2 u du+ 1

2

∫
sh2 v dv

en posantx = sh u puisx = ch v . Maintenant
∫

ch2 u du =
∫

ch 2u+1

2
du =

1

4
sh 2u+

u

2
+C =

1

2
shu ch u+

u

2
+C =

1

2
x
√

x2 +1+
1

2
ln

(
x +

√
x2 +1

)
+C

et
∫

sh2 v dv =
∫

ch2v −1

2
dv = 1

4
sh 2v − v

2
+C = 1

2
ch v sh v − v

2
+C = 1

2
x
√

x2 −1− 1

2
ln

(
x +

√
x2 −1

)
+C

Finalement,
∫

dx
p

x2 +1−
p

x2 −1
= 1

4

(
x
√

x2 +1+ ln
(
x +

√
x2 +1

)
+ x

√
x2 −1− ln

(
x +

√
x2 −1

))
+C

Exercice 13.36

Calculer
∫ 2+

p
x +1

1+
p

x +2
dx.

Solution : Posert =
p

x +2, et ensuite un changement de variables ench.
t 2 = x +2, 2t dt = dx, x +1 = t 2 −1.

∫
2+

p
x +1

1+
p

x +2
dx = 2

∫
2+

p
t 2 −1

1+ t
t dt = 2

∫
2+ sh u

1+ch u
chu sh u du = 2

∫
2+ sh u

1+ch u
(1+ch u)sh u du−2

∫
2+ sh u

1+ch u
sh u du

= 4

∫
sh u du+2

∫
sh2 u du−4

∫
sh u du

1+ch u
−2

∫
sh2 u du

1+ch u
= 4ch u+ch u sh u−u−4ln(1+ch u)−2

∫
(ch2 u−1) du

1+ch u

= 4ch u+ch u sh u−u−4ln(1+ch u)−2sh u+2u+C

= 4
p

x +2+
√

(x +2)(x +1)−4ln(1+
p

x +2)−2
p

x +1+ ln(
p

x +2+
p

x +1)+C,

puisqueu = ln(w +
p

w2 −1) avecw =
p

x +2 et donc
p

w2 −1 =
p

x +1.

Exercice 13.37
Calculer ∫1

0
arctan

(
3
p

x
)

dx
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Solution : Par le changement de variablest = x
1
3 , et par parties.

∫1

0
arctan

(
3
p

x
)

dx =
∫1

0
3t 2 arctan t dt =

[
t 3 arctan t

]1

0 −
∫1

0

t 3 dt

1+ t 2
=

[
t 3 arctan t − t 2

2
+ 1

2
ln(1+ t 2)

]1

0

= π

4
− 1

2
+ 1

2
ln 2.

Exercice 13.38
Calculer ∫

x2 + x +2

(x2 +2x +3)3
d x

Solution : En écrivantx2 +2x +3 = (x +1)2 +2

∫
1

x2 +2x +3
dx = 1

2

∫
dx

(
x +1
p

2

)2

+1

= 1
p

2

∫
dy

1+ y2
= 1

p
2

arctan

(
x +1
p

2

) (
y = x +1

p
2

)

Donc ∫
x +1

(x2 +2x +3)2
d x = 1

2

∫
2x +2

(x2 +2x +3)2
d x =−1

2

1

x2 +2x +3

et donc

I = 1
p

2
arctan

(
x +1
p

2

)
+ 1

2

1

x2 +2x +3
+C

Exercice 13.39
Calculer

I =
∫

2x2 +3

(x2 +1)2
d x

Solution : Écrivons
2x2 +3

(x2 +1)2
= 2

x2 +1
+ 1

(x2 +1)2

En intégrant
∫ d x

(x2 +1)2
par parties, on trouve finalement

I = 5

2
arctan x + 1

2

x

x2 +1
+C

Exercice 13.40
Calculer

I =
∫

d x

5+4sin x

Solution : Par le changement de variablest = tan x
2
,

I =
∫

2

5t 2 +8t +5
= 10

9

∫
dt

(
5
3

t + 4
3

)2 +1

finalement,

I = 2

3
arctan

(
5

3
tan

x

2
+ 4

3

)
+C

Exercice 13.41
Calculer

I =
∫

d x

x
1
2 − x

1
4
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Solution : Par le changement de variablesy = x
1
4 , on trouve

I = 4

∫
y2

y −1
= 2y2 +4y +4ln|y −1|+C

Donc

I = 2x
1
2 +4x

1
4 +4ln|x

1
4 −1|+C

Exercice 13.42
Calculer ∫

x

(5−4x − x2)
3
2

d x

Solution : Il faut éliminer les racines :x2 +4x −5 = (x −1)2 x +5

x −1
. Donc(5−4x − x2)

3
2 = (1− x)3

(
x +5

1− x

) 3
2

= (1− x)2 x +5

1− x

(
x +5

1− x

) 1
2
. Posonsy =

(
x +5

1− x

) 1
2
, alorsx = y2 −5

y2 +1
, d x = 12y

(1+ y2)2
d y et 1− x = 6

y2 +1
. Alors

I = 1

18

∫
y2 −5

y2
d y

et finalement

I = 1

18

(√
x +5

1− x
+5

√
1− x

x +5

)
+C

Exercice 13.43
Calculer

I =
∫

d x

x
p

6+ x − x2

Solution : En écrivantx2 − x −6 = (x +2)(x −3),

I =
∫

d x

x(3− x)

√
x +2

3− x

en effectuant ensuite le changement de variablesy =
√

x +2

3− x
, x = 3y3 −2

y2 +1
et 3− x = 5

y2 +1
, d x = 10y

(y2 +1)2
d y ,

I = 2

3

∫
d y

y3 − 2
3

et finalement,

I = 1

3
ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
x +2

3− x
−

√
2

3√
x +2

3− x
+

√
2

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+C

Exercice 13.44
Calculer

I=
∫

x3

p
x2 +2

dx
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Solution :

I =
∫

x2

p
x2 +2

x dx

par le changement de variablesy = x2,

I = 1

2

∫
y√

y +2
dy = 1

2

∫√
y +2−

∫
dy√
y +2

= 1

3
(y +2)

3
2 −2

√
y +2+C

finalement,

I =
1

3
(x2 +2)

3
2 −2

√
x2 +2+C

Exercice 13.45
Calculer

I =
∫3

2

d x

x +
p

x −1

Solution : Par le changement de variablesy =
p

x −1,

I = ln
3+

p
2

3
− 2
p

3
arctan

3−2
p

2
p

3

Exercice 13.46
Calculer

I =
∫b

a
x
√

(x −a)(b − x)d x

Solution : On écrit(x −a)+ (x −b) = 2x − (a +b).

Or
∫b

a
((x −a)+ (x −b))

√
(x −a)(b − x)dx =

∫b

a
(x −a)3/2(b − x)1/2 dx −

∫b

a
(x −a)1/2(b − x)3/2 dx = 0.

D’où 2

∫b

a
x
√

(x −a)(b − x)dx = (a+b)

∫b

a
x
√

(x −a)(b − x)dx = π

2

(
b −a

2

)2

grâce à l’aire du demi-disque. Le résultat

I = π

16
(a +b)(b −a)2

en découle.

Exercice 13.47
Calculer ∫

tan x

1+ sin2 x
d x

Solution : On écrit
∫

sin x dx

cos x(1+ sin2 x)
=

∫
sin x cos x dx

(1− sin2 x)(1+ sin2 x)
et là le changement de variableu = sin2 x parait

naturel,
1

2

∫
du

(1−u)(1+u)
= 1

4
ln

(
1+u

1−u

)
+C = 1

4
ln

(
1+ sin2 x

1− sin2 x

)
+C.

Exercice 13.48
Calculer

I =
∫1

0
(x −2)

√
x2 +2xd x

Solution : Par les changements de variablesy = x +1 et y = ch z,

I = 3

2
ln(2+

p
3)−2

p
3
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Exercice 13.49
Calculer une primitive de

F =
∫

(x +1)2
√
−x2 −2x +1d x

(préciser l’intervalle )

Solution : La fonction à primitiver est continue sur le l’intervalleI = [−1−
p

2,
p

2−1]. On cherche une primitive sur
cet intervalle. C’est une primitive d’une fraction rationnelle enx et la racine d’un trinôme. On commence par réduire le
trinôme sous forme canonique :

−x2 −2x +1 =−((x +1)2 −2) = 2(1−
(

x +1
p

2

)2

)

et après le changement de variablesy = x +1
p

2
, on se ramène au calcul d’une primitive surJ = [−1,1] :

G = 4

∫
y2

√
1− y2d y

En posant alorsy = sin t , (pour éliminer la racine), on se ramène au calcul d’une primitive sur l’intervalle J′ =
[−π/2,π/2] :

H = 4

∫
sin2 t cos2 td t =

∫
sin2(2t)d t

qui se calcule en linéarisant. Remplacer ensuite en fonction dex. Terminer le calcul !
Une autre méthode consiste à écrire (a et b sont les racines du trinôme aveca < b) :

√
−x2 −2x +1 =

√
(x −a)(b − x) = (x −a)

√
b − x

x −a

et à se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle enx et en la racine d’une homographie. Poser alors
t la racine de l’homographie.

Exercice 13.50
Calculer l’intégrale

I =
∫2

1

√
t −1

t +1

d t

t

Solution : C’est une fraction rationnelle ent et en la racinen-ième d’une homographie. Posons doncu =
√

t −1

t +1
:

t =
u2 +1

−u2 +1
d t =

4u

(1−u2)
du

Donc

I =
∫ 1p

3

0

4u2

(1−u2)(1+u2)
du

et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle,

4u2

(1−u2)(1+u2)
= 1

1+u
− 1

u−1
− 2

u2 +1

on trouve finalement :

I= ln

(p
3+1

p
3−1

)
− π

3

13.7.8 Propriétés de l’intégrale

Exercice 13.51 ♥
On considère une fonctionf : [a,b] →R. On suppose quef est continue sur[a,b]. Montrer que les deux propositions
suivantes sont équivalentes :
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1

∣∣∣
∫b

a f (t)dt
∣∣∣=

∫b
a

∣∣ f (t)
∣∣ dt

2 f É 0 ou f Ê 0.

Solution : Le sens indirect est trivial. Pour le sens direct, supposonsque
∫b

a f (t)dt Ê 0. Alors
∫b

a f (t)dt =
∫b

a

∣∣ f (t)
∣∣ dt

et donc
∫b

a

(∣∣ f (t)
∣∣− f (t)

)
dt = 0. La fonction

∣∣ f
∣∣− f est continue et positive. On sait que l’intégrale d’une fonction

positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle. Donc
∣∣ f

∣∣− f est nulle etf est positive. Le cas
∫b

a f (t)dt É 0

se traite de la même façon.

Exercice 13.52 ♥
Considérons une application continuef : [0,1] → R. Montrer quef admet une et une seule primitiveF vérifiant∫1

0 F(t)dt = 0.

Solution :
Unicité : Supposons qu’il existe deux telles primitivesF et G. Alors F = G+Cte . Comme

∫1
0 F(t)dt =

∫1
0 G(t)dt = 0,

on a nécessairementCte = 0.
Existence : Soit H(x) =

∫x
0 f (t)dt . La fonctionF : x 7→H(x)−

∫1
0 H(t)dt répond au problème

Exercice 13.53 ♥
On considère une fonctionf : [0,1] → R continue sur[0,1] et telle que

∫1
0 f (t)dt = 1

2
. Montrer quef admet un point

fixe.

Indication 13.14 : Introduire la fonctionϕ :

{
[0,1] −→ R

t 7−→ f (t)− t
.

Solution : On a
∫1

0 ϕ(t)dt = 1
2
− 1

2
= 0. Siϕ ne change pas de signe sur[0,1] alors d’après le coursϕ= 0, Sinon, siϕ

change de signe sur[0,1], commeϕ est continue sur[0,1], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, elle s’annule
sur[0,1] et doncf admet un point fixe.
On peut aussi proposer la solution suivante. Comme

∫1
0 f (t) dt = 1/2 il vient que

∫1
0 ϕ (t) dt = 0. D’après le théorème

de la moyenne, il existec ∈ [0,1] tel queg (c) = 0 et par construction,c est un point fixe def .

Exercice 13.54 ♥
Soit f : [a,b]→R une fonction continue sur[a,b]. Montrer que :

∃c ∈]a,b[,
1

b−a

∫b

a
f (t)dt = f (c)

Indication 13.14 :Poserα= 1
b−a

∫b
a f (t)dt et introduire la fonctionϕ : t 7→ f (t)−α.

Solution : Posonsα= 1
b−a

∫b
a f (t)dt et considéronsϕ : t 7→ f (t)−α. La fonctionϕ est définie et continue sur[a,b] et∫b

a ϕdt =
∫b

a f (t)dt −α(b −a) = 0. Doncϕ s’annule en un pointc ∈ [0,1] et on af (c) = 1
b−a

∫b
a f (t)dt .

Exercice 13.55 ♥
Soienta,b ∈R tels quea < b. Trouver les fonctionsf continues sur[a,b] telles que

∫b

a
f (x) dx = (b −a) sup

x∈[a,b]

∣∣∣ f (x)
∣∣∣

Solution : Soit f une fonction vérifiant l’égalité ci dessus. Alors :

∫b

a

(
sup
[a,b]

f − f (x)

)
dx = 0.

Mais sup[a,b] f − f est une fonction continue et positive sur[a,b]. Comme son intégrale sur[a,b] est nulle alors
sup[a,b] f − f est nulle et doncf est constante. On vérifie réciproquement que les fonctions constantes satisfont l’é-
galité de l’énoncé.

Exercice 13.56 ♥♥
Soientf , g : [a,b]→R deux fonctions continues. On suppose queg Ê 0. Montrer qu’il existec ∈ [a,b] tel que

∫b

a
f (t)g (t)dt = f (c)

∫b

a
g (t)dt
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Solution : Si g est identiquement nulle sur[a,b], la propriété est trivialement vérifiée. Supposons que ce nesoit pas le
cas. Commeg Ê 0, on peut affirmer que

∫b
a g (t)dt 6= 0. De plus :

inf
[a,b]

f =
inf[a,b] f

∫b
a g (t)dt

∫b
a g (t)dt

É
∫b

a f (t)g (t)dt
∫b

a g (t)dt
É

sup[a,b] f
∫b

a g (t)dt
∫b

a g (t)dt
= sup

[a,b]

f .

On en déduit que

∫b
a f (t)g (t)dt
∫b

a g (t)dt
∈

[
inf[a,b] f ,sup[a,b] f

]
. Commef est continue, d’après le théorème des valeurs inter-

médiaires appliqué sur le segment[a,b], il existec ∈ [a,b] tel quef (c) =
∫b

a f (t)g (t)dt
∫b

a g (t)dt
et l’égalité est prouvée.

Exercice 13.57 ♥♥♥
Soit f une fonction continue sur[a,b]. On suppose que∀k ∈ [0,n],

∫b
a t k f (t) dt = 0. Montrer quef s’annule au moins

n+1 fois sur[a,b].

Solution : Si f est la fonction identiquement nulle sur[a,b] alors le résultat est évident. On suppose dans toute la suite
que f n’est pas identiquement nulle sur[a,b].
Remarquons que l’hypothèse de l’énoncé est équivalente au fait que pour tout polynômesP de degréÉ n alors∫b

a P (t) f (t) dt = 0.
On va montrer par récurrence la propriétéPn suivante :

Pn :

[[
∀k ∈ [0,n],

∫b

a
t k f (t) dt = 0

]
=⇒ f change au moinsn+1 fois de signe sur[a,b]

]
.

Le résultat découle de cette propriété par application du théorème des valeurs intermédiaires.
MontronsP0. Si f ne change pas de signe sur[a,b] alors f est positive ou négative sur[a,b] et commef n’est pas
identiquement nulle sur[a,b], on ne peut avoir

∫b
a f (t) dt = 0. Donc f change de signe au moins une fois sur[a,b] et

P0 est vraie.
Soit n ∈ N∗. Supposons quePn−1 est vraie et prouvons quePn est vraie. On suppose donc que pour toute fonction
polynomialeP de degréÉ n ,

∫b
a P (t) f (t) dt = 0. D’après l’hypothèse de récurrence, on sait quef change au moinsn

fois de signe sur[a,b]. Notonsα1, . . . ,αn ∈ [a,b] les points de[a,b] en lesquelsf change de signe (ce sont des zéros
distincts def ). Notons aussiα0 = a etαn+1 = b. Par l’absurde, supposons quef ne change pasn +1 fois de signe sur
[a,b]. Considérons une fonction polynomialeP du signe def sur chaque intervalle[αi ,αi+1] pour i ∈ �0,n�. Une telle
fonction existe, il suffit par exemple de considérerP (t) = (t −α1) . . . (t −αn) si f est positive sur[α0,α1] ou son opposé
si f est négative sur ce segment. La fonctionP f est alors positive sur[a,b]. Mais par hypothèse, son intégrale est nulle
donc on devrait avoirP f = 0 ce qui n’est pas possible car nif ni P ne sont nuls. Doncf change au moinsn+1 fois de
signe sur[a,b] et la propriété est prouvée par récurrence.

13.7.9 Majorations d’intégrales

Exercice 13.58 ♥
Soit 0 < a < b. Montrer que ∫b

a

d x

x
< b −a

p
ab

Peut-il y avoir égalité ?

Solution : On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctionsf : x 7→ 1 et g : x 7→ 1/x sur le segment[a,b] :

∫b

a

d x

x
É (

∫b

a
dx)1/2(

∫b

a

d x

x2
)1/2 =

p
b −a

√
1

a
−

1

b
=

b −a
p

ab

On a égalité si et seulement sif et g sont proportionnelles sur le segment[a,b] ce qui n’est évidemment pas le cas.

Exercice 13.59 ♥
Soit deux fonctions continues et positivesf , g : [0,1] 7→R. On suppose que∀x ∈ [0,1], f (x)g (x) Ê 1. Montrer que

[∫1

0
f (t) dt

][∫1

0
g (t) dt

]
Ê 1

Étudier le cas d’égalité.
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Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquées aux fonctions
√

f et
p

g sur[0,1], on a :

1É
∫1

0

√
f g (t) dt É

√∫1

0
f (t) dt

∫1

0
g (t) dt

ce qui prouve l’inégalité. Si cette inégalité est une égalité, alors il y a égalité dans Cauchy-Schwarz, et il est
nécessaire qu’il existeλ ∈ R+ tel queg = λ f (ou alors f = λg ). De plus, pour avoir1 =

∫1
0

√
f g (t) dt , il faut que∫1

0

[√
f g (t)−1

]
dt = 0. Comme la fonction intégrée est continue et positive, et queson intégrale est nulle, d’après le

cours la fonction est nulle. Par conséquent, les deux fonctionsf et g doivent être constantes et inverses l’une de l’autre.
On vérifie la réciproque facilement.

Exercice 13.60 ♥
Soit une fonctionf continue sur le segment[0,1]. Pour un entierk ∈N, on note

Ik =
∫1

0
xk

∣∣ f (x)
∣∣ dx

Montrer que pour(p, q) ∈N2, on aI2
p+q É I2p I2q .

Solution : Soit (p, q)∈N2. On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

I2
p+q =

(∫1

0
xp+q

∣∣ f (x)
∣∣ dx

)2

=
(∫1

0
xp

√∣∣ f (x)
∣∣xq

√∣∣ f (x)
∣∣dx

)2

É
∫1

0
x2p

∣∣ f (x)
∣∣ dx

∫1

0
x2q

∣∣ f (x)
∣∣ dx = I2p I2q

Exercice 13.61 ♥
Soit l’ensembleE = { f ∈C ([a,b]) | ∀x ∈ [a,b], f (x) > 0}. Déterminer

α= inf
f ∈E

(∫b

a
f (x) dx

)(∫b

a

d x

f (x)

)

Solution : Soit f ∈E. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

(∫b

a
f (x) dx

)(∫b

a

d x

f (x)

)
Ê

(∫b

a

√
f

√
f

dx

)2

= (b −a)2

donc(b −a)2 Éα. Mais la fonctionf0 constante égale à1 sur[a,b] est élément deE et vérifie :

(∫b

a
f0(x) dx

)(∫b

a

d x

f0(x)

)
= (b −a)2

donc α= (b −a)2 .

Exercice 13.62 ♥♥
Soienta,b ∈R tels quea < b. Déterminer les fonctionsf : [a,b] 7→R continues vérifiant

∫b

a
f 2(x) dx =

∫b

a
f 3(x) dx =

∫b

a
f 4(x) dx

Solution : Soit une telle fonctionf . Utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣∣∣
∫b

a
f 3(x) dx

∣∣∣=
∣∣∣
∫b

a
f (x) f 2(x) dx

∣∣∣É
(∫b

a
f 2(x) dx

)1/2(∫b

a
f 4(x) dx

)1/2

En notantI =
∫b

a f 2(x) dx =
∫b

a f 3(x) dx =
∫b

a f 4(x) dx, on trouve donc le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz :I =
p

I
p

I.
On sait alors qu’il existe une constanteλ ∈R telle quef 2 =λ f . Donc∀x ∈ [a,b], f (x) = 0 ou bienf (x) =λ. Supposons
qu’il existe x0 ∈ [a,b] tel que f (x0) = 0 et qu’il existex1 ∈ [a,b] tel que f (x1) = λ. Si λ 6= 0 d’après le théorème des
valeurs intermédiaires, il devrait existerc ∈ [x0, x1] tel quef (c) =λ/2 ce qui est impossible. Par conséquent, la fonction
f est constante sur[a,b]. On voit que cette constante vaut0 ou 1. La réciproque est immédiate.
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Exercice 13.63 ♥♥
Soient deux fonctions strictement positivesf , g ∈C 0([0,1]). Montrer que

∫1

0

(
f (t)

g (t)
+ g (t)

f (t)

)
dt Ê 2

Solution : On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

1=
∫1

0

f√
f g

g√
f g

(x) dx

É
[∫1

0

f 2

f g
(x) dx

]1/2

×
[∫1

0

g 2

f g
(x) dx

]1/2

É 1

2

[∫1

0

f 2

f g
(x) dx +

∫1

0

g 2

f g
(x) dx

]

É
1

2

∫1

0

(
f

g
+

g

f

)
dx

Le résultat s’en suit. Pour avoir égalité, il faut qu’il y aitégalité dans Cauchy-Schwarz, donc quef /g et g / f soient
proportionnelles, donc quef et g soient proportionnelles, et ensuite queλ= 1, c’est-à-dire quef = g .

Remarque : Pouru > 0, u+ 1
u Ê 2, d’où le résultat en prenantu =

f (t)

g (t)
. Le cas d’égalité est simple.

Exercice 13.64 ♥♥
Soit une fonction convexeϕ continue surR.

1. Si f est une fonction en escalier sur[0,1], montrer que

ϕ

(∫1

0
f (x) dx

)
É

∫1

0
ϕ◦ f (x) dx

2. Si f est une fonction continue sur[0,1], montrer que

ϕ

(∫1

0
f (x) dx

)
É

∫1

0
ϕ◦ f (x) dx

Solution :

1. Considérons une subdivisionσ : x0 = 0 < . . . < xn = 1 subordonnée àf . Pour touti ∈ �0,n−1�, il existeci ∈ R

tel que f|]xi ,xi+1[ = ci et
∫1

0 f (x) dx = ∑n−1
i=0

ci (xi+1 − xi ). Remarquons que
∑n−1

i=0 (xi+1 − xi ) = 1. Commeϕ est
convexe, on peut alors écrire :

ϕ

(∫1

0
f (x) dx

)
=ϕ

(
n−1∑

i=0

ci (xi+1 − xi )

)
É

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi )ϕ (ci ) =
∫1

0
ϕ◦ f (x) dx.

2. Commef est continue sur[0,1], il existe une suite
(

fn

)
de fonctions en escaliers sur[0,1] qui converge uniformé-

ment versf sur[0,1]. Donc :

ϕ

(∫1

0
f (x)d x

)
=ϕ

(∫1

0
lim

n→+∞
fn (x) dx

)
=ϕ

(
lim

n→+∞

∫1

0
fn (x) dx

)
= lim

n→+∞
ϕ

(∫1

0
fn (x) dx

)

carϕ est continue surR. Mais d’après la première question, pour toutn ∈ N, ϕ
(∫1

0 fn (x) dx
)
É

∫1
0 ϕ ◦ fn(x) dx

donc par passage à la limite

lim
n→+∞

ϕ

(∫1

0
fn (x) dx

)
É lim

n→+∞

∫1

0
ϕ◦ fn (x) dx.

Comme
(

fn

)
converge uniformément versf sur [0,1] et queϕ est, d’après le théorème de Heine, uniformément

continue sur[0,1],
(
ϕ◦ fn

)
converge uniformément versϕ◦ f sur[0,1] et :

lim
n→+∞

∫1

0
ϕ◦ fn (x) dx =

∫1

0
lim

n→+∞
ϕ◦ fn(x) dx =

∫1

0
ϕ◦ f (x) dx

ce qui prouve la propriété.

568



Exercice 13.65 ♥♥♥
Pour f : [a,b] −→ R, on notef = 1

b −a

∫b
a f (t) dt sa valeur moyenne. Montrer qu’il existe une constanteC ne dépen-

dant que dea et b telle que pour toute fonctionf ∈C 1([a,b]),
∫b

a

∣∣∣ f (x)− f
∣∣∣
2

dx É C

∫b

a
( f ′(x))2 dx

Solution : D’après le théorème de la moyenne, il existec ∈ [a,b] tel que f = f (c). Pour toutx ∈ [a,b], on a f (x) =
f (c)+

∫x
c f ′(t) dt . Donc, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∣∣∣ f − f
∣∣∣
2
=

∫x

c
f ′ (t) dt É (x −c)

∫x

c

(
f ′ (t)

)2 dt .

On intègre par rapport àx entrea et b cette inégalité :

∫b

a

∣∣∣ f (x)− f
∣∣∣
2

dx É
∫b

a
(x −c)

(∫x

c

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx

É
∫c

a
(x −c)

(∫x

c

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx +

∫b

c
(x −c)

(∫x

c

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx

É
∫c

a
(c −a)

(∫c

a

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx +

∫b

c
(b −c)

(∫b

c

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx

É
∫c

a
(c −a)

(∫b

a

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx +

∫b

c
(b −c)

(∫b

a

(
f ′ (t)

)2 dt

)
dx

É
(
(c −a)2 + (b −c)2

)(∫b

a
( f ′(t))2 dt

)

Enfin la fonction (convexe)c 7→ (c −a)2 + (b−c)2 prend son maximum aux bornesa et b et l’inégalité est prouvée avec
C = (b −a)2.

13.7.10 Limite de fonctions définies par une intégrale

Exercice 13.66 ♥
Soit une fonctionf : [0,1] 7→R continue. Trouver la limite de la suite de terme général

∫1

0

f (x)

1+nx
dx

Solution : En notantM = supx∈[0,1]| f (x)|,

|In | É M

∫1

0

d x

|1+nx|
É M

∫1

0

d x

1+nx
É M

[
ln(1+nx)

n

]1

0

É M
ln(n+1)

n
−−−−−→
n→+∞

0

carln n = o
n→+∞

(n)

Exercice 13.67 ♥
A l’aide de majorations simples, trouver les limites des suites suivantes :

1. In =
∫1

0

xn

1+enx
d x ;

2. In =
∫1

0

e−nx

1+ x
d x ;

3. In =
∫1

0 xn sin(nx)d x ;

4. In =
∫1

0 e−nx (1+ xn )d x ;

5. In = 1

n

∫2n
n arctan xd x ;

6. In =
∫1

0 xn ln(1+ x2)d x.

Solution : Soit n ∈N.

1. Pour toutx ∈ [0,1], 0 É xn

1+enx É xn donc par passage à l’intégrale :0 É In É 1
n+1

et d’après le théorème des

gendarmesIn −−−−−→
n→+∞

0 .

2. Pour toutx ∈ [0,1], 0 É e−nx

1+x É e−nx donc par passage à l’intégrale :0 É In É − e−n−1
n et d’après le théorème des

gendarmesIn −−−−−→
n→+∞

0 .
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3. Pour toutx ∈ [0,1], 0 É xn sin(nx) É xn donc par passage à l’intégrale :0 É In É 1
n+1 et d’après le théorème des

gendarmesIn −−−−−→
n→+∞

0 .

4. Pour toutx ∈ [0,1], 0 É e−nx (1+xn )É 2e−nx donc en passant à l’intégrale,0 É In É −2

n
(e−n +1) et par le théorème

des gendarmesIn −−−−−→
n→+∞

0 .

5. Commearctan est croissante, pour toutx ∈ [n,2n], arctann É arctan x É arctan(2n) et il vient que :n arctann É∫2n
n arctan xd x É n arctan(2n). On en déduit quearctann É In É arctan(2n) et d’après le théorème des gen-

darmes : In −−−−−→
n→+∞

π

2
.

6. Commex 7→ ln
(
1+ x2

)
est croissante sur[0,1], on a :

0É
∫1

0
xn ln(1+ x2)dx É ln 2

∫1

0
xn dx = ln 2

n+1

donc par le théorème des gendarmes,In → 0 .

Exercice 13.68 ♥♥
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
x→0

∫2x

−2x
cos

(
t 4

)
dt

2. lim
x→+∞

∫2x

x

cos
(

1
t

)

t 2
dt

3. lim
x→+∞

∫3x

x

e−t

t
dt

4. lim
x→+∞

∫x2

x

1

ln t
dt

5. lim
x→−∞

∫2x

x

e
1
t

t
dt

6. lim
x→+∞

∫2x

x

cos t

t
dt

Indication 13.14 : Pour la dernière, penser à une intégra-
tion par parties.

Solution :

1. Soit x ∈ R. Pour toutt ∈ [−2x,2x], −1 É cos
(
t 4

)
É 1 donc

∫2x
−2x −dt É

∫2x
−2x cos

(
t 4

)
dt É

∫2x
−2x dt ce qui amène :

−2x É
∫2x
−2x cos

(
t 4

)
dt É 2x et par application du théorème des gendarmes,lim

x→0

∫2x

−2x
cos

(
t 4

)
dt = 0

2. Soitx ∈ R∗
+. Pour toutt ∈ [x,2x], −

1

t 2
É

cos
(

1
t

)

t 2
É 1

t 2
donc

1

2x
− 1

x
É

∫2x
x

cos
(

1
t

)

t 2
dt É 1

x
− 1

2x
et par application

du théorème des gendarmes,lim
x→+∞

∫2x

x

cos
(

1
t

)

t 2
dt = 0

3. Soitx ∈ R∗
+. Pour toutt ∈ [x,3x],

e−3x

t
É e−t

t
É e−x

t
donce−3x ln 3 É

∫3x
x

e−t

t
dt É e−x ln 3 et par application du

théorème des gendarmes :lim
x→+∞

∫3x

x

e−t

t
dt = 0

4. Soit x ∈ R∗
+. Pour toutt ∈

[
x, x2

]
,

1

ln x2
É 1

ln t
donc

x2 − x

ln x2
É

∫x2

x

1

ln t
dt et par application du théorème des

gendarmes :lim
x→+∞

∫x2

x

1

ln t
dt =+∞

5. Soit x ∈ R∗
−. Pour toutt ∈ [x,2x],

e
1

2x

t
É e

1
t

t
É e

1
x

t
donc ln 2e

1
2x É

∫2x
x

e
1
t

t
dt É ln2e

1
x et par application du

théorème des gendarmes :lim
x→−∞

∫2x

x

e
1
t

t
dt = ln 2.

6. Soitx ∈R∗
+.En effectuant une intégration par parties, on obtient :

∫2x
x

cos t

t
dt =

[sin t

t

]2x

x
+

∫2x
x

sin t

t 2
dt . Il est clair

que :
sin 2x

2x
− sin x

x
−−−−−→
x→+∞

0. Par ailleurs, pour toutt ∈ [x,2x], −
1

t 2
É sin t

t 2
É 1

t 2
donc

1

2x
− 1

x
É

∫2x
x

sin t

t 2
dt É

1

x
− 1

2x
et d’après le théorème des gendarmes,

∫2x
x

sin t

t 2
dt −−−−−→

x→+∞
0. On a ainsi montré que :lim

x→+∞

∫2x

x

cos t

t
dt = 0
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Exercice 13.69 ♥♥
Soit la suite de fonctions(gn) définies sur[0,1] pargn(x) = 0 si x ∈]

1

n
,1] et gn(x) = n si x ∈ [0,

1

n
]. Soit f une fonction

continue sur[0,1]. Trouver la limite de la suite de terme général

In =
∫1

0
f (t)gn(t) dt

Solution : Soitε> 0. Commef est continue en0, il existeη> 0 tel que∀x ∈
[
0,η

]
,

∣∣ f (x)− f (0)
∣∣É ε. Il existe aussi

N ∈N tel que sin Ê N alors1/n É η. Soitn Ê N. On a :

In =
∫1

0
f (t) gn (t) dt =

∫1/n

0
f (t) gn (t) dt +

∫1

1/n
f (t) gn (t) dt =

∫1/n

0
n f (t) dt .

Mais

f (0)−ε=
∫1/n

0
n

(
f (0)−ε

)
dt É

∫1/n

0
n f (t) dt É

∫1/n

0
n

(
f (0)+ε

)
dt = f (0)+ε

Donc In −−−−−→
n→+∞

f (0) .

Exercice 13.70 ♥♥
On définit une fonctionI en posant, pour toutx ∈ R∗, I(x) = 1

x

∫π
0 sin(x2 sin t)d t . Trouver la limite deI(x) lorsque

x → 0.

Solution : Soit x un réel appartenant à un voisinage épointé de0 inclus dans
]
−
p
π/2,

p
π/2

[
. Sur ce voisinage,sin est

strictement croissante. Pour toutt ∈ [0,π], on peut écrire :−x2 É x2 sin t É x2 ce qui amène :sin
(
−x2

)
É sin

(
x2 sin t

)
É

sin
(
x2

)
et donc en passant à l’intégrale et en divisant parx en obtient :

π
sin

(
−x2

)

x
É I (x) Éπ

sin
(
x2

)

x
.

Mais comme
sin

(
x2

)

x
∼

x→0
x, d’après le théorème des gendarmes, il vient :I (x) −−−→

x→0
0 .

Exercice 13.71 ♥♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] → R continue. Trouver la limite des suites de terme général :

1. Hn =
∫1

0 xn f (x)dx

2. In = n
∫1

0 xn f (x) dx

Solution :

1. La fonction f est continue sur[0,1] et est donc majorée sur[0,1] par M = supx∈[0,1]| f (x)|. On a alors∣∣∣
∫1

0 xn f (x)dx
∣∣∣É M

∫1
0 xn dx = M

n+1 −−−−−→
n→+∞

0 et donc d’après le théorème des gendarmes,Hn −−−−−→
n→+∞

0.

2. Remarquons queIn = n
∫1

0 xn
[

f (x)− f (1)
]

dx +n
∫1

0 xn f (1) dx. Par ailleurs :

(a) n
∫1

0 xn f (1) dx = f (1)
n

n+1
−−−−−→
n→+∞

f (1).

(b) Commef est continue sur le segment[0,1], f est bornée. NotonsM = supx∈[0,1]| f (x)|. Soit ε > 0. Comme
f est continue au point1, il existec ∈]0,1[ tel que∀x ∈ [c,1], | f (x)− f (1)| É ε. Alors

∣∣∣n
∫1

0
xn ( f (x)− f (1)) dx

∣∣∣É n

∫1

0
xn | f (x)− f (1)| dx

É n

∫c

0
xn2M dx +n

∫1

c
xnε dx

É 2M
n

n+1
cn + n

n+1
(1−cn )ε

É 2Mcn +ε

Comme|c| < 1, la suite géométrique(cn) converge vers0. Par conséquent, il existeN ∈N tel que∀n Ê N,
|n

∫1
0 xn ( f (x)− f (1)) dx| É 2ε. Donc, la première suite tend vers0.

En conclusion,In −−−−−→
n→+∞

f (1) .
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Exercice 13.72 ♥♥♥
Soit une fonctionf : [0,1] 7→R continue et un réela ∈ [0,1]. Trouver la limite de la suite de terme général

In =
∫1

0
f (axn) dx

Solution : Soit ε > 0. Commef est continue en0, il existeη > 0 tel que si|x| É η alors
∣∣ f (x)− f (0)

∣∣ É ε. Pour tout
c ∈ ]0,1[, on a :

∣∣In − f (0)
∣∣É

∫c

0

∣∣ f
(
axn

)
− f (0)

∣∣ dx +
∫1

c

∣∣ f
(
axn

)
− f (0)

∣∣ dx

– Il est clair quelimc→0+
∫1

c

∣∣ f (axn )− f (0)
∣∣ dx = 0. On peut alors fixerc ∈ ]0,1[ en sorte que

∫1
c

∣∣ f (axn )− f (0)
∣∣ dx É ε.

– Commecn −−−−−→
n→+∞

0, il existeN ∈N tel que pour toutn Ê N, on a0 É acn É η. Comme0 É x É c, on aaxn ∈
[
0,η

]
. Il

vient alors :
∣∣ f (axn )− f (0)

∣∣É ε et
∫c

0

∣∣ f (axn)− f (0)
∣∣ dx É cεÉ ε. carc ∈ ]0,1[.

Au final, pourn Ê N, on a :
∣∣In − f (0)

∣∣É 2ε et donc In −−−−−→
n→+∞

f (0) .

Exercice 13.73 ♥♥♥
Soit une fonctionf continue surR. Déterminer la limite lorsquex → 0 de la fonction définie pour toutx ∈R par

I(x)=
∫x

0

x

x2 + t 2
f (t) dt .

Indication 13.14 :Faire un changement de variables qui fera apparaître la variablex à l’intérieur def .

Solution : Par le changement de variablest = xu, on trouve que

I(x) =
∫1

0

f (xu)

1+u2
du

Montrons queI(x)−−−→
x→0

f (0)π/4. Soitε> 0. Commef est continue au point0, il existe un réelα> 0 tel que∀x ∈ [0,α],

| f (x)− f (0)| É ε. Soit alorsx ∈ [0,α],
∣∣∣∣I(x)− f (0)

∫1

0

du

1+u2

∣∣∣∣É
∫1

0

| f (ux)− f (0)|
1+u2

du É ε

En effet, siu ∈ [0,1], on a0 É ux É x É α et donc
| f (ux)− f (0)|

1+u2
É ε, ce qui permet de majorer l’intégrale et d’aboutir

au résultat.

13.7.11 Théorème fondamental, étude de fonctions définies par une intégrale

Exercice 13.74 ♥
Soit f : R→R une fonction continue. Montrer que les fonctionsg :R→R suivantes sont de classeC 1 sur un intervalle
à déterminer et calculer leur dérivée en fonction def :

1. g (x) =
∫x2

2x f (t)dt

2. g (x) =
∫x2

0 sh t f (ch t) dt

3. g (x) =
∫x

0 f (t + x)dt

4. g (x) =
∫x

1

f (ln t)

t
dt

Solution :
Commef est continue surR, elle admet une primitiveF surR d’après le théorème fondamental de l’analyse.

1. Pour toutx ∈ R, g (x) = F(x2)−F(2x). La fonctiong est donc de classeC 1 surR par opérations sur les fonctions
C 1 surR et g ′(x) = 2x f (x2)−2 f (2x).

2. La fonctiont 7→ F(ch t) est une primitive det 7→ sh t f (ch t) donc, pour toutx ∈ R, g (x) = F
(
ch

(
x2

))
−F(1).

La fonctiong est donc de classeC 1 surR par opérations sur les fonctionsC 1 surR. De plus pour toutx ∈ R,
g ′ (x) = 2x sh

(
x2

)
f

(
ch

(
x2

))
.

3. Pour toutx ∈ R, t 7→ F(t + x) est une primitive det 7→ f (t + x) donc la fonctiong donnée, pour toutx ∈ R, par
g (x) = F(2x)−F(x) est de classeC 1 surR par opérations sur les fonctions deC 1. De plusg ′ (x) = 2 f (2x)− f (x).
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4. La fonctiont 7→ F(ln t) est une primitive det 7→
f (ln t)

t
donc la fonctiong donnée, pour toutx ∈ R par g (x) =

F(ln x)−F(0) est de classeC 1 surR par opérations sur les fonctionsC 1. De plusg ′ (x) =
f (ln x)

x
.

Exercice 13.75 ♥
Soit une fonctionf continue et positive sur le segment[a,b]. En utilisant la fonctionF(x) =

∫x
a f (t) dt , montrer que si∫b

a f (t) dt = 0, alors∀x ∈ [a,b], f (x) = 0.

Solution : Commef est continue sur le segment[a,b], d’après le théorème fondamental,f admet une primitiveF sur
[a,b] s’annulant ena et donnée par :F(x) =

∫x
a f (t) dt . Commef est positive, la fonctionF est croissante. Mais d’après

l’hypothèseF(b) =
∫b

a f (t) dt = 0 = F(a), doncF est nécessairement constante. On en déduit quef est identiquement
nulle sur[a,b].

Exercice 13.76 ♥♥
Soit une fonctionf continue sur[0,1], dérivable sur]0,1[ à valeurs dansR telle quef (1) =

∫1
0 f (t) dt . Montrer qu’il

existe un réelc ∈]0,1[ tel quef ′(c) = 0.

Solution : Considérons la fonction

F :

{
[0,1] −→ R

x 7−→
∫x

0

[
f (t)− f (1)

]
dt

Comme f est continue sur[0,1], F est bien définie d’après le théorème fondamental. Pour toutx ∈ [0,1], F(x) =∫x
0 f (t) dt − x f (1) et doncF(0) = 0 = F(1). Donc d’après le théorème de Rolle, il existeα ∈]0,1[ tel queF′(α) = 0,

mais puisque∀x ∈]0,1[, F′(x) = f (x)− f (1), on en déduit quef (α) = f (1). Alors en appliquant le théorème de Rolle àf

sur le segment[α,1], il existec ∈]α,1[ tel quef ′(c) = 0.

Exercice 13.77 ♥
Montrer que la fonction définie par

ϕ(x) =
∫ x

x+1

x−1
x

dt

t 2 +1
+

∫2x2

1

dt

t 2 +1

est constante.

Solution : D’après le théorème fondamental,ϕ est définie et dérivable sur les intervallesI1 =]−∞,−1[, I2 =]−1,0[ et
]0,+∞[. On calcule sa dérivée sur chacun de ces intervalles :

ϕ′(x) = 1
(

x
x+1

)2 +1

1

(x +1)2
− 1

(
x−1

x

)2 +1

1

x2
+ 4x

4x4 +1

= 1

2x2 +2x +1
− 1

2x2 −2x +1
+ 4x

4x4 +1

= −4x

4x4 +1
+ 4x

4x4 +1
= 0

On obtient donc la formule
arctan

( x

x+1

)
−arctan

( x−1

x

)
+arctan(2x2) = ε

π

2

avecε ∈ {−1,1}.

Exercice 13.78 ♥
Déterminer la parité de l’application

g : x 7→
∫3x

x
e t 2

d t

Solution : Soit x ∈R. On effectue le changement de variable

{
u =−t

du =− dt
:

g (−x) =
∫−3x

−x
e t 2

dt =−
∫3x

x
eu2

du =−g (x) .

Doncg est impaire.
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Exercice 13.79 ♥♥

On considèreϕ : R→R définie parϕ(t)=
{

sh t
t

si t 6= 0

1 si t = 0
Soit f : R→R définie par∀x ∈R, f (x) =

∫2x
x ϕ (t) dt .

1. Déterminer l’ensemble de définition def .

2. Montrer quef est impaire.

3. Déterminer la dérivée deF et en déduire ses variations.

4. Déterminer la limite def en+∞.

5. Tracer la tangente à l’origine, puis la courbe représentative de f .

Solution :

1. ϕ est continue surR∗. De plus,
sh x

x
−−−→
x→0

1 doncϕ est aussi continue en0. Par application du théorème fonda-

mental de l’analyse, on en déduit queϕ admet une primitiveF surR. Pour toutx ∈ R, f (x) = F(2x)−F(x). f est
donc définie et de classeC 1 surR.

2. f est impaire : soitx ∈R, f (−x) =
∫−x

0

sh t

t
dt

u=−t=====
∫x

0 − sh u

u
du =− f (x) par imparité desh.

3. f est strictement croissante. Pour toutx ∈R, f ′ (x) = 2F′ (2x)−F′ (x) = 2ϕ (2x)−ϕ (x) =





sh 2x − sh x

x
si x ∈R∗

0 si x = 0
.

Commesh est croissante surR, f est strictement croissante surR.

4. Soitx > 0 et soitt ∈ [x,2x]. On a :
sh t

t
Ê

sh x

x
carϕ est croissante surR∗

+. Donc : f (x) =
∫x

0

sh t

t
dt Ê sh x −−−−−→

x→+∞
+∞. On en déduit quef (x) −−−−−→

x→+∞
+∞. Par symétrie, on a aussi :f (x) −−−−−→

x→−∞
−∞.

5. On montre de plus facilement quef admet la bissectrice principale comme tangente en0.

y

5

−10

x

20

10

10

0

−20

0−5−10

Exercice 13.80 ♥♥
Soit g :R→R une fonction continue. On pose, pour toutx ∈R,

f (x) =
∫x

0
sin (x − t) g (t)dt

1. Montrer quef est dérivable surR et que

f ′(x) =
∫x

0
cos (x − t) g (t)dt

2. En déduire quef est solution de l’équation différentielley ′′+ y = g (x).

3. Résoudre cette équation différentielle.
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Solution :

1. Soitx, t ∈ R. On a :sin (x − t) g (t) = sin x cos t g (t)−cos x sin t g (t). Les fonctionst 7→ cos t g (t) et t 7→ sin t g (t)

sont continues surR par opération sur les fonctions continues. Par applicationdu théorème fondamental, elles
admettent, respectivement, des primitivesG1 et G2 sur R. On peut supposer de plus que ces deux primitives
s’annulent en0. On a alors d’après les formules d’addition :

f (x) =
∫x

0
sin (x − t) g (t)dt = sin xG1 (x)−cos xG2 (x)

G1 et G2 étant de classeC 1, il en est de même def et pour toutx ∈R :

f ′ (x) = cos xG1 (x)+ sin x cos xg (x)+ sin xG2 (x)−cos x sin xg (x)

= cos xG1 (x)+ sin xG2 (x)

=
∫x

0
cos(x − t) g (t)dt

2. En effectuant des calculs analogues au précédent, on obtient :

f ′′ (x) = −sin xG1 (x)+cos2 g (t)+cos xG2 (x)+ sin2 xg (x)

= g (x)− sin xG1 (x)+cos xG2 (x)

= g (x)− f (x)

f est donc solution de l’équation différentielle donnée.

3. Les solutions dey ′′+ y = 0 sont les fonctions :x 7→ αcos x +βsin x oùα,β sont réels. Les solutions dey ′′+ y = g

sont donc les fonctions :
x 7→ f (x)+αcos x +βsin x

avecα,β ∈R

Exercice 13.81 ♥♥
On considère la fonctionf donnée parf (x) =

∫4x
x e−t 2

dt

1. Déterminer l’ensemble de définition def .

2. Montrer quef est impaire.

3. Déterminer la dérivée deF et en déduire ses variations.

4. Déterminer les limites def aux bornes de son domaine.

Solution :

1. La fonctionϕ : t 7→ e−t 2
est continue surR. D’après le théorème fondamental de l’analyse, on peut affirmer qu’elle

admet une primitiveF surR.ϕ étant de classeC +∞, il en est de même deF et pour toutx ∈R, f (x) = F(4x)−F(x)..

2. Soitx ∈R. f (−x) =
∫−4x
−x e−t 2

dt
u=−t=====−

∫4x
x e−t 2

dt =− f (x). f est donc impaire.

3. D’après la première question, pour toutx ∈R, f ′ (x) = 4 f (4x)− f (x) = 4e−16x2 − e−x2
. On vérifie facilement que

f ′ (x) = 0 si et seulement six = ±
√

2ln 2

15
, qu’elle est positive entre ces deux valeurs et négative ailleurs. On en

déduit quef est décroissante sur

]
−∞,

√
2ln 2

15

]
, croissante sur

[
−

√
2ln 2

15
,

√
2ln 2

15

]
et décroissante à nouveau

sur

[√
2ln 2

15
,+∞

[
.

4. ϕ étant décroissante, pour toutx > 0, et toutt ∈ [x,4x], on ae−t 2 É e−x2
et f (x) É

∫4x
x e−x2

dt = 3xe−x2 −−−−−→
x→+∞

0

donc, d’après le théorème des gendarmes,f (x) −−−−−→
x→+∞

0. Par symétrie, on a aussi :f (x) −−−−−→
x→−∞

0
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Exercice 13.82 ♥♥
Pour toutx ∈R, on pose= f (x) =

∫2x
x

1
p

1+ t 4
dt .

1. Montrer quef est bien définie.

2. En effectuant un changement de variable, montrer que, pour tout x ∈R∗ : f (x) = f

(
1

2x

)
.

3. En déduire un équivalent simple def en+∞.

Solution :

1. La fonctionϕ : t 7→ 1
p

1+ t 4
est continue surR par opérations sur les fonctions continues. Par application du

théorème fondamental, on en déduit qu’elle admet une primitive F surR et pour toutx ∈ R, f (x) = F(2x)−F(x).
f est donc bien définie surR. On remarque de plus queϕ étant de classeC ∞ surR, il en est de même deF.

2. Soitx ∈R∗. On a :

f

(
1

2x

)
=

∫ 1
x

1
2x

1
p

1+ t 4
dt (13.1)

u= 1
t=====

∫x

2x
−

1

u2

1√
1+ 1

u4

du (13.2)

=
∫2x

x

1
p

1+u4
dt (13.3)

= f (x) (13.4)

3. Chercher un équivalent def (x) en +∞ revient à chercher un équivalent def

(
1

x

)
en 0. D’après la question

précédente,f
(

1
x

)
= f

(
x
2

)
. D’après la première question, on peut affirmer quex 7→ f

(
x
2

)
est de classeC ∞ surR et

admet donc un développement limité à l’ordre1 en0. Au voisinage de0, on a donc :

f
(

x

2

)
= f (0)+

x

2
f ′ (0)+ o

x→0
(x) .

Mais, d’après la première question,f ′ (x) = 2ϕ (2x)−ϕ (x) donc f ′ (0) = 1. Il est clair d’autre part quef (0) = 0.

On a donc :f
(

x
2

)
= x

2 + o
x→0

(x) ce qui amènef
(

x
2

)
∼

x→0

x

2
et il vient f (x) ∼

x→+∞
1

2x
.

Exercice 13.83 ♥♥
Soit f : R→R une fonction de classeC 1 et g : R∗ →R définie par :

∀x 6= 0, g (x) =
1

2x

∫x

−x
f (t) dt .
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1. Montrer queg peut-être prolongée par continuité en0. On appellera encoreg la fonction ainsi définie surR.

2. Montrer queg est dérivable surR∗ et calculerg ′ (x) pour toutx ∈R∗.

3. Montrer queg est dérivable en0 et calculerg ′ (0).

Solution :

1. Commef est continue surR, elle admet, d’après le théorème fondamental de l’analyse une primitiveF surR.
Commef estC 1 surR, F estC 2 surR. De plus, pour toutx ∈R∗,

g (x) =
F(x)−F(−x)

2x
= 1

2

(
F(x)−F(0)

x
+ F(−x)−F(0)

−x

)
−−−→
x→0

F′ (0) = f (0)

carF est dérivable en0 de dérivéef (0). Donc on peut prolongerg par continuité en0 en posantg (0) = f (0).

2. En utilisant ce qui a été fait dans la question précédente,on peut écrire pour toutx ∈R∗ :

g (x) =
F(x)−F(−x)

2x

avecF qui est de classeC 2 surR. Doncg est de classeC 2 surR∗ par opération sur les fonctions de classeC 2 sur
R∗. En particulier,g est dérivable surR∗ et six ∈R∗ :

g ′ (x) =
2x

(
F′ (x)+F′ (−x)

)
−2(F(x)−F(−x))

4x2
=

x
(

f (x)+ f (−x)
)
− (F(x)−F(−x))

2x2
= f (x)+ f (−x)− g (x)

2x
.

3. Calculons le taux d’accroissement∆ deg en0. Soit x ∈R∗ :

∆(x) =
g (x)− g (0)

x
= 1

x

(
F(x)−F(−x)

2x
− f (0)

)
.

CommeF est de classeC 2 sur [−x, x], d’après le théorème des accroissements finis, il existecx ∈ ]−x, x[ tel que
F(x)−F(−x) = 2x f (cx ). On obtient alors :

∆(x) =
f (cx )− f (0)

x
.

On utilise alors le fait quecx −−−→
x→0

0 et que f est dérivable en0. On trouve limx→0 ∆(x) = f ′ (0) donc

g ′ (0) = f ′ (0) ..

Exercice 13.84 ♥♥♥
On se propose d’étudier la fonction définie parg (x) =

∫2x
x

ch t

t 2
d t .

1. Montrer que le domaine de définition deg estR∗.

2. Etudier la parité de la fonctiong .
3. Calculer la dérivée de la fonctiong et dresser son tableau de variations.

4. Calculer la limite de la fonctiong en0 et en+∞.

Solution :
1. La fonction donnée parf (t) = ch t

t 2 est définie et continue sur les intervalleR∗
+ etR∗

− . D’après le théorème fonda-
mental,f admet une primitive sur chacun de ces deux intervalles. On noteF une fonction définie surR∗, primitive
de f surR∗

+ etR∗
− . Pour toutx ∈ R∗, on peut alors écrireg (x) = F(2x)−F(x). La fonctiong est donc définie sur

R∗.
2. Par le changement de variablesu =−t , on montre que pour toutx ∈ R∗, g (−x) =

∫−2x
−x f (t) dt =−

∫2x
x f (−t) dt =

−g (x) car la fonctionf est paire. La fonctiong est doncimpaire. On ne fera donc son étude que surI =]0,+∞[.
3. Remarquons tout d’abord que commeF est dérivable surR∗, il en est de même deg par opérations sur les

fonctions continues. Soitx ∈]0,+∞[. On a :

g ′(x) = 2F′ (2x)−F′ (x) = 2 f (2x)− f (x) = 2
ch(2x)

(2x)2
− ch x

x2
= 2ch2 x −2ch x −1

x2

Pour trouver les valeursx > 0 telles queg ′(x) = 0, on résout une équation du second degré ench x et l’on trouve

quech x =
1+

p
3

2
. On résout ensuite une équation du second degré enex et l’on trouveex = 1+

p
3+
p

2
p

3
2 . Finale-

mentx0 = ln

(
1+

p
3+
p

2
p

3
2

)
.La fonctiong ′ est négative sur l’intervalle]0, x0[ et positive sur l’intervalle]x0,+∞[.

577



4. Soitx > 0. Puisque∀t ∈ [x,2x],
ch x

4x2
É f (t)É ch(2x)

x2
, on en déduit que

ch x

4x
É g (x)É ch x

x
et d’après le théorème

des gendarmes, on obtient quelimx→0 g (x) =+∞ et limx→+∞ g (x) =+∞.

y

2,5

−5

x

10

5,0

5

0

−10

0,0−2,5−5,0

Exercice 13.85 ♥♥♥
Soient deux fonctionsf et g continues et positives sur l’intervalle[0,+∞[. On suppose que

∀x Ê 0, f (x) É C+
∫x

0
f (t)g (t) dt

où C est une constante strictement positive.

1. Montrer que

∀x Ê 0, f (x) É C exp

(∫x

0
g (t) dt

)
.

C’est le lemme de Gronwall, très utile pour étudier des équations différentielles.

2. Que peut-on dire sif (x) É
∫x

0 f (t)g (t) dt ?

Indication 13.14 : Introduire la fonctionϕ(x) = C+
∫x

0 f (t)g (t) dt et calculer sa dérivée.

Solution :

1. Introduisons la fonctionϕ donnée pour toutx ∈ [0,+∞[ par ϕ(x) = C +
∫x

0 f (t)g (t) dt . D’après le théorème
fondamental, la fonctionϕ est dérivable et en utilisant l’hypothèse, pour toutx Ê 0, il vient que

ϕ′(x) = f (x)g (x)É g (x)ϕ(x)

Introduisons alors la fonctionψ(x) = e−
∫x

0 g (t ) dtϕ(x). On a

ψ′(x) = e−
∫x

0 g (t ) dt
(
ϕ′(x)− g (x)ϕ(x)

)
É 0

Doncψ est décroissante sur[0,+∞[ et donc puisqueψ(0) = C,

∀x Ê 0,ψ(x) É C =⇒ f (x) Éϕ(x)É Ce
∫x

0 g (t ) dt

2. LorsqueC = 0, on trouve quef est nulle sur[0,+∞[.

Exercice 13.86 ♥♥
Étudier la fonction définie par

g (x)=
∫x2

x

e t

t
d t
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Solution : La fonction f : x 7→ e t /t est définie et continue surR∗ par opérations sur les fonctions continues surR∗.
f diverge en0. Si x ∈ R−, alors0 ∈

[
x, x2

]
et donc on ne peut intégrerf sur ce segment. On en déduit queg est

définie sur]0,+∞[. De plus, d’après le théorème fondamental,f admet une primitiveF surR∗
+. Donc, pour toutx ∈R∗,

g (x) = F
(
x2

)
−F(x). On en déduit queg est de classeC 1 surR∗

+ et que pour toutx ∈R∗
+ :

g ′(x) = 2x
ex2

x2
−

ex

x
=

2ex2 −ex

x
.

Pour toutx ∈ ]0,1[ et tout t ∈
[
x, x2

]
, e t /t É ex /x2 donc g (x) É ex

x2

(
x2 − x

)
= ex

(
1− 1

x

)
−−−−→
x→0+

−∞ donc d’après le

théorème des gendarmes,g (x) −−−−→
x→0+

−∞.

De même, pour toutx Ê 1 et toutt ∈
[
x, x2

]
, e t /t Ê 1/t et g (x) Ê ln

(
x2

)
− ln (x) = ln(x) −−−−−→

x→+∞
+∞. Doncg (x) −−−−−→

x→+∞+∞.
Afin d’étudier les variations deg , résolvons l’équation :2ex2 −ex = 0 surR∗

+ :

2ex2

−ex = 0 ⇐⇒ ex2+ln2 = ex ⇐⇒ x2 − x + ln 2 = 0

mais le discriminant de ce trinôme est négatif donc l’équation n’admet pas de solution surR∗
+. On en déduit queg ′ est

strictement positive surR∗
+ et queg est strictement croissante. Remarquons que l’unique zéro de g est enx = 1.

12,5

7,5

x−2,5

15,0

10,0

5,0

2,5

0,0

2,01,81,61,41,21,00,80,60,40,2

Exercice 13.87 ♥♥
Soient deux fonctions continuesf et g sur[0,1]. On suppose que∀x ∈ [0,1],

f (x) =
∫x

0
g (t) dt et g (x) =

∫x

0
f (t) dt

1. Montrer quef et g sontC ∞ ;

2. Montrer quef = g = 0.

Solution :

1. Commef et g sont continues sur[0,1], d’après le théorème fondamentale, elles admettent des primitivesF et G

sur[0,1]. On peut de plus supposer que ces primitives s’annulent en0. Remarquons queF et G sont éléments de
C 1 ([0,1]). Il vient alors pour toutx ∈ [0,1] :

f (x) = G(x) et g (x) = F(x) .

Mais alorsf et g sont aussi éléments deC 1 ([0,1]). Commef ′ = g et queg ′ = f , on montre par une récurrence
facile quef , g ∈C ∞ ([0,1]).

2. Commef ′ = g et queg ′ = f , f est solution de l’équation différentielle :y ′′− y = 0. Donc il existeα,β ∈ R tels
que f : x 7→αex +βe−x . Mais commef (0) = 0 et quef ′ (0) = g (0) = 0, il vient queα= β= 0. Donc f = 0. Comme
f ′ = g , il est clair queg = 0 aussi.
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Exercice 13.88 ♥♥
Soit la fonction définie par

g (x) =
∫2x

x

cos t

t
dt

1. Montrer que la fonctiong est définie et dérivable surR∗.

2. Étudier la parité deg .

3. Montrer que pour toutx ∈ [0,π/2], 1− x2 É cos x É 1.

4. Prolongerg par continuité en0.

5. Montrer queg ainsi prolongée est dérivable en0 ?

6. Trouverlimx→+∞ g (x).

Solution :

1. La fonctionf :

{
R∗ −→ R

t 7−→ cos t/t
est continue surR∗ par opérations sur les fonctions continues. D’après le

théorème fondamental, elle admet une primitiveF surR∗ et pour toutx ∈ R∗, g (x) = F(2x)−F(x). On en déduit
queg est définie et dérivable surR∗.

2. Pour toutx ∈ R∗, g (−x) =
∫−2x
−x cos t/t dt =

∫2x
x cos (−u)/u du = g (x) doncg est paire. On étudiera doncg sur

R∗
+.

3. Soitx ∈ ]0,π/2]. La fonctiont 7→ cos t est dérivable sur[0, x] donc d’après l’inégalité des accroissements finis :
x inft∈]0,x[ (−sin t) É cos x −1 É x supt∈]0,x[ (−sin t) soit :−x2 É cos x −1 É 0

4. Soit x ∈ [0,π/2]. D’après la question précédente, on a :1−t 2

t É cos t
t É 1

t donc ln 2−2x2 + x2/2 É g (x) É ln 2 et
d’après le théorème des gendarmesg (x) −−−−→

x→0+
ln 2. On prolongeg par continuité en0 en posantg (0) = ln 2.

5. Pour toutx ∈R∗
+

g ‘′ (x) = 2F′ (2x)−F′ (x) =
cos2x

x
− cos x

x
= cos2x −1

x
− cos x −1

x

maiscos2x −1 ∼
x→0+

−2x2 donc cos2x−1
x −−−−→

x→0+
0 et 1− cos x ∼

x→0+
x2/2 donc cos x−1

x −−−−→
x→0+

0. On en déduit que

g ′ (x) −−−−→
x→0+

0 et donc queg est dérivable en0 de nombre dérivég ′ (0) = 0.

6. Voir l’exercice 13.68.

13.7.12 Suites dont le terme général est défini par une intégrale

Exercice 13.89 ♥
On considère la suite de terme généralIn =

∫1
0

xn

1+ x2
dx.

1. CalculerI0, I1 et I2.

2. Étudier la monotonie de(In).

3. En déduire que(In) est convergente.

4. Prouver que :

∀n ∈N, 0 É In É 1

n+1
.

5. En déduire la limite de(In).

6. En déduire un équivalent de la suite

Jn =
∫1

0
xn ln

(
1+ x2

)
dx

Solution :

1. On trouve :I0 =
π

4
, I1 = ln

p
2 et I2 = 1− π

4
.

2. Pour toutx ∈ [0,1] et n ∈N, on a :xn+1 É xn ce qui amène :
xn+1

1+ x2
É xn

1+ x2
et doncIn+1 É In . On en déduit que

(In) est décroissante.

3. Comme la fonctionx 7→ xn

1+ x2
est positive sur[0,1], on a :In Ê 0 pour toutn ∈N. La suite(In) est donc minorée

par0. On a montré qu’elle est décroissante. On applique le théorème de la limite monotone, on en déduit qu’elle
est convergente et que sa limite est positive.
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4. Pour toutx ∈ [0,1] et n ∈N, on a :
xn

1+ x2
É xn . Donc :In É

∫1
0 xn dx = 1

n+1
. On a de plus montré précédemment

queIn Ê 0.

5. D’après le théorème des gendarmes, on en déduit queIn −−−−−→
n→+∞

0.

6. Soitn ∈N. Une intégration par parties livre :

Jn =
[ xn+1

n+1
ln

(
1+ x2

)]1

0
−

∫1

0

xn+1

n+1

2x

1+ x2
dx = ln 2

n+1
− 2

n+1
In+2 =

ln2

n+1

(
1− 2

ln2
In+2

)
.

CommeIn+2 −−−−−→
n→+∞

0, il vient que Jn ∼
n→+∞

ln 2

n+1
.

Exercice 13.90 ♥
On considère la suite de terme généralIn =

∫1
0 xn (1− x)n dx.

1. Étudier les variations def : x 7→ x (1− x) sur[0,1].

2. En déduire celles de(In).

3. En déduire que(In) est convergente.

4. Montrer que :

∀n ∈N, 0É In É
(

1

4

)n
.

5. En déduire la limite de(In).

Solution :

1. L’étude des variations def permet de dresser le tableau suivant :

t 0 1
2

1

f ′ (t) + 0 −

f (t) 0% 1
4& 0

2. On déduit de l’étude précédente que :∀x ∈ [0,1] , x (1− x) ∈ [0,1]. Il vient alors, pour toutn ∈ N :
xn+1 (1− x)n+1 É xn (1− x)n et In+1 É In . On en déduit que(In) est décroissante.

3. La fonctionf étant positive sur[0,1], il en est de même de(In). Appliquant le théorème de la limite monotone,
on en déduit que(In) est convergente et que sa limite est positive.

4. f est majorée par
1

4
sur [0,1] : ∀x ∈ [0,1] , f (x) É 1

4
. Il en découle que pour toutn ∈ N et tout x ∈ [0,1],

xn (1− x)n É 1

4n
et In É 1

4n
. On a par ailleurs montré dans la question précédente queIn Ê 0.

5. La suite
(

1

4n

)
est géométrique de raison

1

4
donc elle converge vers0. D’après le théorème des gendarmes,(In)

converge vers0.

Exercice 13.91 ♥♥
Pour toutn ∈N, on considère la suite de terme général

In =
∫e

1
(ln x)n dx

1. CalculerI0 et I1.

2. Trouver une relation de récurrence entreIn+1 et In .

3. En déduire que
∀n ∈N, 0< In < e

n+1

puis la limite de(In).

4. En déduire un équivalent deIn .
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Solution :

1. I0 = e −1 et I1 = 1.

2. On effectue une intégration par parties :

In+1 =
[

x (ln x)n+1
]e

1
−

∫e

1
(n+1) (ln x)n dx

= e − (n+1) In

3. Soitn ∈N. On a :∀x ∈ [1,e] ,0 É (lnx)n Donc0É In . On en déduit que :In = e − In+1

(n+1)
É e

(n+1)
. En appliquant le

théorème des gendarmes, on en déduit queIn −−−−−→
n→+∞

0.

4. D’après la relation de récurrence, pour toutn ∈N, on a :

In = e

n+1
− In+1

n+1
= e

n+1
(1− In+1) .

Mais commeIn+1 −−−−−→
n→+∞

0, il vient que : In ∼
n→+∞

e

n+1
.

Exercice 13.92 ♥♥
On considère la suite de terme généralIn =

∫e
1 x2 (ln x)n dx où n ∈N∗..

1. Étudier la monotonie de(In).

2. En déduire que(In) est convergente.

3. Trouver une relation de récurrence entreIn+1 et In .

4. En déduire la limite de(In) ainsi qu’ un équivalent simple deIn .

Solution :

1. Pour toutn ∈ N∗ et x ∈ [1,e], ln x ∈ [0,1] et lnn+1 x É lnn x. On passe à l’intégrale et cette inégalité amène
In+1 É In . (In) est donc décroissante.

2. Comme, pour toutn ∈N∗, x 7→ x2 lnn x est positive sur[1,e], la suite(In) est positive. Elle est donc minorée par
0 et on a montré qu’elle est décroissante. D’après le théorèmede la limite monotone, elle est convergente et sa
limite est positive ou nulle.

3. On effectue une intégration par partie, on montre que pourtoutn ∈N∗ :

In+1 =
∫e

1
x2 lnn+1 x dx

=
[x3

3
lnn+1 x

]e

1
−

∫e

1
(n+1)

x3

3

lnn x

x
dx

= 1

3

(
e3 − (n+1) In

)

4. On sait que(In) admet une limiteℓ Ê 0. Supposons queℓ 6= 0. Alors, en passant à la limite dans la relation de
récurrence, on obtient une contradiction. Doncℓ= 0. Toujours d’après la relation de récurrence, pour toutn ∈N∗,

on a :In = 1

n+1

(
e3 −3In+1

)
. CommeIn+1 −−−−−→

n→+∞
0, il vient : In ∼

n→+∞
e3

n+1
.

Exercice 13.93 ♥♥
Pour toutn ∈N, on considère la suite de terme général :

In =
∫1

0

1

1+xn
dx

1. Montrer que

∀n ∈N∗,

∫1

0

xn

1+xn
dx = ln2

n
− 1

n

∫1

0
ln

(
1+ xn

)
dx

2. En déduire que

In = 1− ln 2

n
+ o

n→+∞

(
1

n

)
.
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Solution :

1. Soitn ∈N∗. En effectuant une intégration par parties, on obtient :

∫1

0

xn

1+xn
dx =

∫1

0

x.xn−1

1+ xn
dx

=
[

x

n
ln

(
1+ xn

)]1

0
− 1

n

∫1

0
ln

(
1+ xn

)
dx

=
ln2

n
−

1

n

∫1

0
ln

(
1+ xn

)
dx

2. On en déduit que :

In =
∫1

0

1

1+xn
dx

=
∫1

0
dx −

∫1

0

xn

1+xn
dx

= 1− ln 2

n
+ 1

n

∫1

0
ln

(
1+ xn

)
dx

Donc :n

(
In −1+ ln 2

n

)
=

∫1
0 ln (1+ xn ) dx. Mais, d ’après l’inégalité :∀x ∈ ]−1,+∞[ , ln (1+ x) É x, on obtient :

∫1

0
ln

(
1+ xn

)
dx É

∫1

0
xn dx = 1

n+1
−−−−−→
n→+∞

0

ce qui prouve que :In = 1− ln2

n
+ o

n→+∞

(
1

n

)
.

Exercice 13.94 ♥
Soit n ∈N. On pose

In =
∫1

0

t n

n!
e1−t dt

1. Déterminerlimn→+∞ In ;
2. Trouver une relation de récurrence entreIn+1 et In ;

3. En déduire la limite de la suite de terme général

Sn =
n∑

k=0

1

k!

Solution :

1. Pour toutt ∈ [0,1], on a
t n

n!
e1−t É e

n!
. Donc :

0 É |In | É
∫1

0

e

n!
dt =

e

n!
.

Par le théorème des gendarmes,In −−−−−→
n→+∞

0.

2. On effectue une intégration par parties :

In =
∫1

0

t n

n!
e1−t dt =

[ t n+1

(n+1)!
e1−t

]1

0
+

∫1

0

t n+1

(n+1)!
e1−t dt =

1

(n+1)!
+ In+1

donc In+1 = In − 1

(n+1)!
.

3. Par télescopage, on en déduit que
n∑

k=0

1

k!
= I0 − In +1

et donc queSn −−−−−→
n→+∞

I0 +1. CommeI0 = e −1, Sn −−−−−→
n→+∞

e .
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Exercice 13.95 ♥♥
Pour toutn ∈N, on pose :

In =
∫π

2

0
sinn t dt .

Une telle intégrale est appeléeintégrale de Wallis.

1. Montrer que

∀n ∈N, In =
∫π

2

0
cosn t dt .

2. CalculerI0 et I1.

3. Montrer que

∀n ∈N, In+2 =
n+1

n+2
In

4. En déduire, pour toutp ∈N, une expression deI2p et I2p+1 à l’aide de factorielles.

5. Montrer que(In) est décroissante et positive. En déduire que(In) est convergente.

6. En déduire que pour toutn ∈N :

1 É In+1

In+2
É In

In+2
.

7. Montrer queIn ∼
n→+∞

In+1.

8. Établir que pour toutn ∈N, (n+1) In+1In = π
2
.

9. En déduire que :In ∼
n→+∞

√
π

2n
.

Solution : Soit n ∈N.

1.

In =
∫π

2

0
sinn t dt

x=π
2 −t

======= −
∫0

π
2

sinn
(
x + π

2

)
dx

=
∫π

2

0
cosn x dx

2. On vérifie facilement queI0 =
π

2
et I1 = 1.

3. En effectuant une intégration par parties, on montre que :

In+2 =
∫π

2

0
sin t .sinn+1 t dt

=
[
−cos t .sinn+1 t

]π
2

0
+ (n+1)

∫π
2

0
cos2 t .sinn t dt

= (n+1)

∫π
2

0

(
1− sin2 t

)
.sinn t dt

donc :In+2 = (n+1) In − (n+1) In+2 d’où : In+2 = n+1
n+2

In

4. D’après les deux questions précédentes et grâce à un raisonnement par récurrence, on montre que, pour tout
p ∈N :

I2p =
(
2p

)
!

22p

π

2
et I2p+1 =

22p
(
p !

)2

(
2p +1

)
!
.

5. Pour toutt ∈
[
0, π

2

]
, sinn t Ê sinn+1 t doncIn Ê In+1 et (In) est décroissante. Par ailleurs :sinn t Ê 0 doncIn Ê

0. La suite(In) est donc décroissante et minorée. Par application du théorème de la limite monotone,(In) est
convergente.

6. (In) étant décroissante, il vient que :In+2 É In+1 É In ce qui s’écrit aussi :1 É
In+1

In+2
É

In

In+2
.

584



7. D’après les questions 3 et 5, on obtient :

1 É In+1

In+2
É In

In+2
= n+2

n+1

mais
n+2

n+1
−−−−−→
n→+∞

1 donc, par application du théorème des gendarmes,
In+1

In+2
−−−−−→
n→+∞

1 et donc :In+2 ∼
n→+∞

In+1

ou encore :In ∼
n→+∞

In+1.

8. En utilisant les expressions trouvées dans la question 4,on montre que :(n+1) In+1In = π
2
.

9. Par application des deux questions précédentes et par opérations sur les équivalents :

In =
√

I2
n ∼

n→+∞

√
In .In+1 =

√
π

2(n+1)
∼

n→+∞

√
π

2n

.

Exercice 13.96 ♥♥♥
Soit f une fonction de classeC 2 sur le segment[0,1] vérifiant f (1) = f ′(1) = 0. Étudier la suite de terme général

In = n2
∫1

0
xn f (x) dx

Solution : Soit n ∈N. Par deux intégrations par parties, on trouve que

In = n2

(n+1)(n+2)

∫1

0
xn+2 f ′′(x) dx

Mais puisque
n2

(n+1)(n+2)
∼ 1, en posantM2 = supx∈[0,1]| f ′′(x)| (qui existe puisquef ′′ est continue sur le segment

[0,1]), on obtient la majoration suivante :

|
∫1

0
xn+2 f ′′(x) dx| É

∫1

0
xn+2| f ′′(x)| dx É M2

∫1

0
xn+2 dx É M2

n+3

Alors d’après le théorème de majoration,
∫1

0 xn+2 f ′′(x)d x −−−−−→
n→+∞

0 et donc

In −−−−−→
n→+∞

0

Exercice 13.97 ♥♥♥
Soit deux réelsa,b ∈ R tels quea < b et une fonctionf : [a,b] 7→ R continue et positive. Déterminer la limite de la
suite de terme général

In =
[∫b

a
f n (x) dx

] 1
n

Indication 13.14 :On étudiera d’abord le cas oùf est une fonction constante.

Solution : Si f est une fonction constante de valeursc ∈R alorsIn = (cn (b −a))
1
n = c (b −a)

1
n −−−−−→

n→+∞
c.

Montrons que sif n’est pas constante sur[a,b] et siM = sup[a,b] f alorsIn −−−−−→
n→+∞

M. Remarquons queM existe bien

car f est continue sur le segment[a,b]. Ce maximum est de plus atteint en un pointx0 ∈ [a,b]. Soit ε> 0. On suppose
queε< 1. Il existeη> 0 tel que pour toutx ∈

]
x0 −η, x0 +η

[
∩ [a,b], M−εÉ f (x) É M. Commef est positive sur[a,b],

il vient pour toutn ∈N :

0 É M−un = M−
(∫b

a

(
f (x)

)n dx

)1/n

É M−
(∫

]x0−η,x0+η[∩[a,b]

(
f (x)

)n dx

)1/n

É M− (M−ε)
(
2η

)1/n = M
(
1−

(
2η

)1/n
)
+ε

(
2η

)1/n

Comme
(
2η

)1/n −−−−−→
n→+∞

1, on peut supposer qu’à partir d’un certain rangN, on a pour toutn Ê N : 1−
(
2η

)1/n É ε/(2M)

et
(
2η

)1/n É ε/2. On obtient alors :0 É M−un É ε/2+ε2/2 É ε/2+ε/2 = ε car 0 < ε < 1. En résumé, on a montré que
pourn Ê N, |M−un | É ε donc un −−−−−→

n→+∞
M .
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Exercice 13.98 ♥♥
Trouver la limite de la suite de terme général

In =
1

n!

∫1

0
(arcsin x)nd x

Solution : Soitn ∈N. Pour toutx ∈ [0,1], 0 É arcsin x É
π

2
donc0É In É

1

n!
(π/2)n. Mais pour touta > 1, par croissance

comparées,an = o
n→+∞

(n!) donc
1

n!
(π/2)n −−−−−→

n→+∞
0. Par conséquent,In −−−−−→

n→+∞
0 .

Exercice 13.99 ♥♥

1. Soit un entierk Ê 1. Encadrer l’intégraleIk =
∫k+1

k ln t dt .

2. En déduire un équivalent de la suite de terme généralun = lnn!.

Solution :

1. Soit k ∈ N∗. Comme la fonction logarithme est croissante surR∗
+, pour toutt ∈ [k,k +1], on a : lnk É ln t É

ln(k +1) et il vient que pour toutk Ê 1, ln k É Ik É ln(k +1).

2. Soitn ∈N∗. En sommant ces inégalités pour1 É k É n, on trouve que

∫n

1
ln t dt É lnn! É

∫n+1

2
ln t dt

et puisquex 7→ x ln x − x est une primitive deln sur[1,+∞[, on obtient l’encadrement suivant :

n ln n−n+1 É ln n! É (n+1) ln(n+1)− (n+1)−2ln 2+2

et l’on démontre ensuite facilement en divisant cette inégalité parn ln n que(lnn!)/(n ln n) est encadrée par deux
suites qui convergent vers1. Par conséquent,ln(n!) ∼

n→+∞
n ln n .

Exercice 13.100 ♥♥
On considère la suite de terme général

In =
∫1

0

t n

1+ t
dt

1. Trouverlimn→+∞ In

2. Trouver une relation de récurrence simple entreIn et In−1 pourn Ê 1.
On considère ensuite la suite dite de Mercator et de terme général

Sn = 1− 1

2
+ 1

3
−·· ·+ (−1)n+1

n
=

n∑

k=1

(−1)k+1

k

3. Exprimer pourn Ê 1, Sn en utilisantIn .

4. En déduire que la suite(Sn) converge et préciser sa limite.

Solution :

1. Soit un entiern ∈ N. Puisque pour toutt ∈ [0,1], on a la majoration
t n

1+ t
É t n , on peut encadrer l’intégraleIn

ainsi :

0É In É
∫1

0
t nd t = 1

n+1
.

Par le théorème des gendarmes, on en déduit queIn −−−−−→
n→+∞

0 .

2. Écrivons pourn Ê 1,

In =
∫1

0

(t +1−1)t n−1

1+ t
dt =

∫1

0
t n−1 dt − In−1 =

1

n
− In−1

Alors In = 1

n
− In−1 .
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3. En exprimantIn en fonction deI0, on trouve que

In = 1

n
− In−1 =

1

n
− 1

n−1
+ In−2 = ·· · = 1

n
− 1

n−1
+·· ·+ (−1)n−1

1
+ (−1)nI0

En multipliant par(−1)n−1, on trouve alors que(−1)n−1In = Sn − I0. FinalementSn = I0 + (−1)n−1In .

4. Puisque
∣∣(−1)n−1In

∣∣ = In −−−−−→
n→+∞

0, il vient que Sn −−−−−→
n→+∞

I0. Mais I0 =
∫1

0

d t

1+ t
= ln2 et donc la suite(Sn )

converge versln 2.

Exercice 13.101 ♥♥♥
Étudier la suite(un ) de terme général :

un =
∫nπ

π

sin t

t
dt

Indication 13.14 : On commencera par déterminer le signe deun+1 −un , puisun+2 −un et l’on s’intéressera ensuite
aux deux suites extraitesu2n et u2n+1.

Solution : Soit n ∈N. On calcule grâce au changement de variablesu = t −nπ,

un+1 −un =
∫(n+1)π

nπ

sin t

t
dt = (−1)n

∫π

0

sin u

u+nπ
du

Alors

un+2 −un = (−1)n

∫π

0

πsinu

(u+nπ)(u+ (n+1)π)
du

Puisque pour toutu ∈ [0,π],
πsin u

(u+nπ)(u+ (n+1)π)
Ê 0, on en déduit queu2n+2 −u2n Ê 0 et u2n+3 −u2n+1 É 0. Donc

(
u2p

)
est croissante et

(
u2p+1

)
est décroissante. Comme de plus,

|u2n+1 −u2n | É
∫π

0

|sin u|
u+2nπ

du É 1

2n
−−−−−→
n→+∞

0

en en déduit que les deux suites extraites(u2n ) et (u2n+1) sont adjacentes, et donc qu’elles convergent vers la même
limite l . D’après un théorème du cours, la suite(un ) converge alors également versl .

Exercice 13.102 ♥♥♥
On note pour un entiern non-nul :

Sn =
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

1

i + j +1
et In =

∫n

0

(∫n

0

dy

x + y +1

)
dx

1. Calculer l’intégraleIn pourn > 0.

2. Déterminer un équivalent de la suite(In).

Indication 13.14 :On pourra utiliser un développement limité à l’ordre1 deln en0.

3. EncadrerSn à l’aide deIn pourn > 0.

4. En déduire un équivalent de(Sn ).

Solution :

1. Une première intégration suivant la variablex conduit àIn =
∫n

0 ln(x+n+1) dx−
∫n

0 ln(x+1) dx. En intégrant par

parties, on trouve finalementIn = (2n+1) ln(2n+1)−2(n+1) ln(n+1) .

2. Pour toutx ∈ ]−1,+∞[, on a :ln (1+ x) = x + o
x→0

(x) donc si(un ) est une suite réelle convergeant vers0 alors
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ln(1+un ) = un + o
n→+∞

(un ). Écrivons

In = (2n+1) ln(2n+1)−2(n+1) ln(n+1)

= (2n+1) (ln(2n)+ ln (1+1/2n))−2(n+1) (ln n+ ln (1+1/n))

= (2n+1)

(
ln (2n)+

1

2n
+ o

n→+∞

(
1

2n

))
−2(n+1)

(
lnn+ 1

n
+ o

n→+∞

(
1

n

))

= (2n+1) ln 2− ln n−1− 3

2n
+ o

n→+∞
(1)

= 2n ln 2


1+

ln 2− ln n−1− 3
2n

+ o
n→+∞

(1)

2n ln 2




︸ ︷︷ ︸
−−−−−→

n→+∞
1

∼
n→+∞

2n ln 2

3. Commex 7→ 1/x est décroissante, et que

In =
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

∫i+1

i

∫ j+1

j

1

x + y +1
dx dy

on en tire l’encadrement
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

1

i + j +3
É In É Sn

d’où In É Sn et en sortant les termes de la somme à gauche :

In É Sn É In +
n+1∑

j=2

1

j

Mais toujours en comparant cette somme avec une intégrale,
∑n+1

j=2

1

j
É

∫n+1
1

dt

t
. Finalement,

In É Sn É In + ln(n+1)

4. On tire facilement des deux questions précédentes queSn ∼
n→+∞

2n ln 2 .

Exercice 13.103 ♥♥♥
Pourn ∈N, on pose

In =
∫1

0

t n − t 2n

1− t
d t

1. Justifier l’existence deIn pourn Ê 1.

2. Déterminer la limite de la suite(In) 1.

Solution :

1. Soitt ∈ [0,1[. Puisque1− t n = 1+ t +·· ·+ t n−1,

t n − t 2n

1− t
= t n(1+ t +·· ·+ t n−1) =

2n−1∑

k=n

t k

Donc àn fixé, la fonction à intégrer est continue sur le segment[0,1], donc l’intégraleIn existe.

2. D’après ce calcul, on peut exprimerIn à l’aide d’une somme :

In =
2n−1∑

k=n

1

k +1
=

2n∑

i=n+1

1

i

En encadrant pouri Ê 2, 1/i par deux intégrales :
∫i+1

i

d t

t
É 1

i
É

∫i

i−1

d t

t

1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes deRiemann est proposée dans l’exercice 13.120 page 594
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on obtient un encadrement deIn : ∫2n+1

n+1

d t

t
É In É

∫2n

n

d t

t

et donc
ln

2n+1

n+1
É In É ln 2.

D’après le théorème des gendarmes,In → ln 2 .

13.7.13 Algèbre linéaire et intégration

Exercice 13.104 ♥♥
Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues deR dansR. Si f ∈E, on noteT( f ) = g l’application définie par

∀x ∈R, g (x) =
∫x

0
t f (t) d t

1. Montrer queT est un endomorphisme deE.

2. DéterminerKerT et ImT.

Solution :

1. La linéarité deT provient de la linéarité de l’intégrale. Sif ∈ E alors par opérations sur les fonctions continues,
la fonctiont 7→ t f (t) est continue surR et admet, d’après le théorème fondamental, une unique primitive F surR
qui s’annule en0. Donc, pour toutx ∈R, g (x) = F(x). CommeF est continue surR il en est de même deg et on a
bieng ∈ E. L’applicationT est bien à valeurs dansE.

2. Soit f ∈ Ker T et F la primitive surR de t 7→ t f (t) qui s’annule en0. Alors F = 0 et F′ = 0. Donc pour toutt ∈ R,
t f (t) = 0. On en déduit quef est identiquement nulle surR∗. Commef est continue en0, on a aussif (0) = 0.
Donc f = 0 et KerT = {0}. L’endomorphismeT est injectif. Montrons queImT est l’ensembleF des fonctions
définies surR de la formex 7→ xF(x) −G(x) où F ∈ C 1 (R) et où G : x 7→

∫x
0 F(t) dt . Soit f ∈ E. NotonsF la

primitive de f surR qui s’annule en0 et G celle deF surR qui s’annule en0. Une intégration par parties livre :

T
(

f
)
=

∫x

0
t f (t) dt =

[
tF(t)

]x

0
−

∫x

0
F(t) dt = xF(x)−G(x)

doncT
(

f
)
∈F . Réciproquement, siH = x 7→ xF(x)−G(x) ∈F alorsH est de classeC 1 surR et pour toutt ∈R,

H′ (t)= F(t)+ tF′ (t)−G′ (t) = tF′ (t) carG′ = F. DoncH = T
(
F′ (t)

)
et H ∈ ImT.

Exercice 13.105 ♥♥
Soient leR-espace vectorielE =C ∞ (R,R) et les applications :

ϕ :

{
E −→ E

f 7−→ f ′ et ψ :

{
E −→ E

f 7−→
∫x

0 f (t) dt

1. Prouver queϕ etψ sont des endomorphismes deE.

2. Calculerϕ◦ψ etψ◦ϕ.

3. Déterminer les noyaux et images deϕ etψ.

Solution :

1. La linéarité deϕ provient de la linéarité de la dérivation et celle deψ de la linéarité de l’intégration.

2. Soit f ∈ E. Commef est de classeC ∞ surR, elle est continue surR et, d’après le théorème fondamental, elle
admet une primitiveF surR. On a :∀x ∈R,

(
ψ

(
f
))

(x) = F(x)−F(0). Par conséquent :ϕ◦ψ
(

f
)
= F′ = f et donc

ϕ◦ψ= idE. De même,f ′ est de classeC ∞ surR et une primitive def ′ surR est bien entendu donnée parf . Donc,
pour toutψ◦ϕ

(
f
)
=ψ

(
f ′)= f − f (0).

3. Commeϕ◦ψ= idE est bijective, nécessairementϕ est surjective etψ est injective. DoncImϕ= E et Kerψ= {0}.
Par ailleurs,Kerϕ est donné par les fonctions constantes surR et Imψ=

{
f ∈C ∞ (R,R) | f (0) = 0

}
. En effet, sif

est élément de ce dernier ensemble alorsψ
(

f ′) est la primitive def ′ qui s’annule en0. Il en est de même pourf
et doncf =ψ

(
f ′). Réciproquement, toute fonction de la formex 7→

∫x
0 f (t) dt s’annule en0 et estC ∞ si f l’est.
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13.7.14 Formules de Taylor

Exercice 13.106 ♥
1. Montrer que pour toutn ∈N et pour toutx ∈R, on a :

∣∣∣∣∣e
x −

n∑

k=0

xk

k !

∣∣∣∣∣É
|x|n+1 e |x|

(n+1)!

2. En déduire lim
n→+∞

n∑

k=0

xk

k !
.

Solution :

1. Soitx ∈ R∗. On applique la formule de Taylor avec reste intégrale sur[0, x] à la fonctionexp qui estC ∞ sur ce
segment :

ex =
n∑

k=0

xk

k !
+

∫x

0

(x − t)n e t

n!
dt .

Mais ∣∣∣∣
∫x

0

(x − t)n e t

n!
dt

∣∣∣∣É
∫|x|

0

|x − t |n e t

n!
dt É

∫|x|

0
|x|n e |x|dt =

|x|n+1 e |x|

(n+1)!

et on en déduit l’inégalité annoncée.

2. Comme
|x|n+1 e |x|

(n+1)!
−−−−−→
n→+∞

0 par le théorème des gendarmes
∣∣∣ex −∑n

k=0
xk

k !

∣∣∣−−−−−→
n→+∞

0 et
n∑

k=0

xk

k !
−−−−−→
n→+∞

ex .

Exercice 13.107 ♥
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale à la fonctionx 7→ ln (1+ x) entre0 et 1, montrer que :

1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . .+ (−1)n−1

n
−−−−−→
n→+∞

ln2

Solution : La fonction x 7→ ln (1+ x) est de classeC ∞ sur [0,1]. On montre facilement que∀n ∈ N∗, ∀x ∈

[0,1] , ln(n) (1+ x) = (−1)n−1 (n−1)!

(1+ x)n . On applique alors la formule de Taylor avec reste intégrale:

ln 2 =
n∑

k=0

1

k!

(−1)k−1 (k −1)!

(1+ x)k
+

∫1

0

(1− t)n

n!

(−1)n (n)!

(1+ t)n+1
dt

= 1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+ . . .+ (−1)n−1

n
+

∫1

0

(−1)n (1− t)n

(1+ t)n (1+ t)
dt .

Mais ∣∣∣∣
∫1

0

(−1)n (1− t)n

(1+ t)n (1+ t)
dt

∣∣∣∣=
∫1

0

1

1+ t

(
1− t

1+ t

)n

dt É
∫1

0

1

(1+ t)n+1
dt = 1

n

(
1− 1

2n

)
−−−−−→
n→+∞

0

et on conclut comme dans l’exercice précédent.

Exercice 13.108 ♥
Soientf :R→R de classeC 2 et a ∈R. Montrer que :

lim
h→0

f (a+h)−2 f (a)+ f (a−h)

h2
= f ′′ (a)

En déduirelim
x→0

2cos(x)−2

x2
.

Solution : On utilise la formule de Taylor-Young à l’ordre2. Pour touth ∈R :

f (a +h) = f (a)+ f ′ (a)h+ f ′′ (a)
h2

2
+ o

h→0

(
h2

)

et on remplace :

f (a +h)−2 f (a)+ f (a −h)

h2
= f ′′ (a)+ o

h→0
(1) −−−→

h→0
f ′′ (a)

On applique ce résultat à la fonction cosinus qui est bien de classeC 2 surR ena = 0. On obtient :lim
x→0

2cos(x)−2

x2
=−1
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Exercice 13.109 ♥
Trouver

lim
x→0

x(ex +1)−2(ex −1)

x3

Solution : Utilisons la formule de Taylor-Young pour l’exponentielleen0 à l’ordre3 :

ex = 1+ x + x2

2
+ x3

6
+ x3ε(x) avecε(x) −−−→

x→0
0

Alors le numérateur s’écrit
1

6
x3 +o(x3) ∼

x→0

x3

6
et par conséquent, la fonction tend vers

1

6
.

Exercice 13.110 ♥
Soit f une fonction de classeC ∞ sur[0,1]. On pose pourx ∈]0,1[,

g (x) = f (x)− f (0)− x( f (1)− f (0))

sin(πx)

Montrer que l’on peut prolongerg par continuité en0 et 1.

Solution : On écrit la formule de Taylor-Young pourf en 0 à l’ordre1 pour toutx ∈ [0,1] : f (x) = f (0)+ x f ′ (0)+
o

x→0+
(x) et on remplace dansg (x) :

g (x) =
x f ′ (0)+ o

x→0+
(x)− x

(
f (1)− f (0)

)

sin (πx)
∼

x→0+

f ′ (0)+ o
x→0+

(1)−
(

f (1)− f (0)
)

π
−−−−→
x→0+

1

π

(
f ′ (0)− f (1)+ f (0)

)

et on prolongef par continuité en0 en posantf (0) =
1

π

(
f ′ (0)− f (1)+ f (0)

)
. La formule de Taylor-Young appliquée

aux fonctionsf et x 7→ sin (πx) en1 à l’ordre1 donne pour toutx ∈ [0,1] :

f (x) = f (1)+ (x −1) f ′ (1)+ o
x→1−

(x −1) et sin (πx)=−π (x −1)+ o
x→1−

(x −1)

et on procède comme précédemment :

g (x) =

(
− f (1)+ f ′ (1)− f (0)

)
(x −1)+ o

x→1−
(x −1)

−π (x −1)+ o
x→1−

(x −1)
=

− f (1)+ f ′ (1)− f (0)+ o
x→1−

(1)

−π+ o
x→1−

(1)
−−−−→
x→1−

1

π

(
f (1)− f ′ (1)+ f (0)

)
.

On prolonge alorsf par continuité en1 en posantf (1) =
1

π

(
f (1)− f ′ (1)+ f (0)

)
.

Exercice 13.111 ♥♥
1. Écrire l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle entre0 et X ∈R∗

+.

2. En déduire l’existence d’une constanteC > 0 telle que :

∀n ∈N∗, ∀x ∈ [0,1] ,

∣∣∣∣
(
1+ x2

)1/n −1− 1

n
ln

(
1+ x2

)∣∣∣∣É
C

n2
.

3. Trouver alors deux réelsa,b ∈R tels que

∀n ∈N
∗,

∫1

0

(
1+ x2

)1/n
dx = a +

b

n
+
εn

n

où εn −−−−−→
n→+∞

0

Solution :

1. On écrit l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle entre0 et X ∈R∗
+ :

∣∣eX − (1+X)
∣∣É X2

2
eX

carsupx∈[0,X] |ex | = eX.
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2. Soientx ∈ [0,1] et n ∈N. Comme
(
1+ x2

)1/n = exp
(

1
n

ln(1+ x2)
)
, avecX = 1

n
ln(1+ x2), on trouve que :

∣∣∣∣
(
1+ x2

)1/n −
(

1+
1

n
ln

(
1+ x2

))∣∣∣∣É
ln2

(
1+ x2

)

2n2

(
1+ x2

)
É

ln2 (2)

n2

car1+ x2 É 2

3. Posonsa =
∫1

0 dx = 1 et b =
∫1

0 ln
(
1+ x2

)
dx. On a alors :

εn =
∣∣∣∣
∫1

0

(
1+ x2

)1/n
dx −a − b

n

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫1

0

[(
1+ x2

)1/n −1− 1

n
ln

(
1+ x2

)]
dx

∣∣∣∣É
∫1

0

C

n2
dx É C

n2
.

Donc
∫1

0

(
1+ x2

)1/n dx = a+ b

n
+εn et |nεn | É

C

n
doncεn = o

n→+∞

(
1

n

)
. Il ne reste plus qu’à calculerb par parties :

b =
∫1

0
ln

(
1+ x2

)
dx =

[
x ln

(
1+ x2

)]1

0
−2

∫1

0

x2

1+ x2
dx = ln 2−2+

∫1

0

1

1+ x2
dx = ln 2−2+ π

4
.

13.7.15 Sommes de Riemann

Exercice 13.112 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

1
p

n2 +2kn

Solution : Soit n ∈N∗. On met en évidence le groupementk/n :

un =
n∑

k=1

1
p

n2 +2kn
= 1

n

n∑

k=1

1√
1+ 2k

n

et on reconnaît une somme de Riemann doncun −−−−−→
n→+∞

∫1
0

1
p

1+2x
dx =

[p
1+2x

]1

0
=

p
3−1 .

Exercice 13.113 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
2n∑

p=n

1

p

Solution : Soit n ∈N∗. On met en évidence le groupementk/n :

un =
2n∑

p=n

1

p
=

n∑
p=0

1

p +n
= 1

n

n∑
p=1

1
p
n
+1

+ 1

n
.

On reconnaît une somme de Riemann :
1

n

∑n
p=1

1
p
n
+1

−−−−−→
n→+∞

∫1
0

1

1+ x
dx = ln 2. On en déduit queun −−−−−→

n→+∞
ln 2 .

Exercice 13.114 ♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

n

n2 +k2

Solution : Soit n ∈N∗. On met en évidence le groupementk/n :

un =
n∑

k=1

n

n2 +k2
= 1

n

n∑

k=1

1

1+ k2

n2

et on reconnaît une somme de Riemann. Doncun −−−−−→
n→+∞

∫1
0

1

1+ x2
dx = π

4
.
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Exercice 13.115 ♥
Étudier la suite de terme général

un = 1
p

n

n∑

k=0

1
p

n+k

Solution : Soit n ∈N∗. On met en évidence le groupementk/n :

un = 1
p

n

n∑

k=0

1
p

n+k
= 1

n

n∑

k=1

1√
1+ k

n

+ 1

n

On reconnaît une somme de Riemann
1

n

∑n
k=1

1√
1+ k

n

−−−−−→
n→+∞

∫1
0

1
p

1+ x
dx = 2(

p
2−1) donc un −−−−−→

n→+∞
2(
p

2−1) .

Exercice 13.116 ♥
Déterminer la limite de la suite de terme général

un = n
n∑

k=1

e−n/k

k2

Solution : Soit n ∈N∗. On écrit :

un = n
n∑

k=1

e−n/k

k2
= 1

n

n∑

k=1

n2e
−n

k

k2

et on reconnaît une somme de Riemann. L’intégrale à calculerest
∫1

0

e−1/x

x2
dx. La fonctionf : x 7→ e−1/x

x2
est prolonge-

able par continuité en0 en posantf (0) = 0 donc cette intégrale est bien définie. Une primitive def surR∗
+ estx 7→ e−1/x

donc l’intégrale vaut−1/e. En conclusionun −−−−−→
n→+∞

−1/e .

Exercice 13.117 ♥
Trouver la limite des suites de termes général

n∑

k=1

k2

8k3 +n3

Solution : Soit n ∈N. En mettant en évidence le groupementk/n, on reconnaît une somme de Riemann :

un = 1

n

n∑

k=1

(
k
n

)2

8
(

k
n

)3
+1

−−−−−→
n→+∞

∫1

0

x2 dx

8x3 +1
= I

On calcule la limiteI = 1
24 ln 9= 1

12 ln 3.

Exercice 13.118 ♥
Soient deux réelsα> 0,β> 0. Déterminer la limite de la suite de terme général

un =
n−1∑

k=0

1

αn+βk

Solution : Soit n Ê 1. Écrivons

un =
1

n

n−1∑

k=0

1

α+βk/n

On reconnaît alors une somme de Riemann. Posonsf :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ 1/(α+βx)
. Cette fonction est continue sur le

segment[0,1] et doncun −−−−−→
n→+∞

∫1
0 f (x) dx. Reste à calculer cette intégrale :

∫1

0
f (x) dx =

[
ln(α+βx)

]1
0 = ln(1+α/β)

.
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Exercice 13.119 ♥♥
Étudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

1

n+k

√
k

k +n

Solution : On reconnaît une somme de Riemann :

un = 1

n

n∑

k=1

f
(

k

n

)
où f :





[0,1] −→ R

x 7−→
1

1+ x

√
x

1+ x

avec la fonctionf qui est continue sur le segment[0,1]. Par conséquent, la suite(un ) converge vers

I =
∫1

0

1

1+ x

√
x

1+ x
dx

C’est une intégrale d’une fraction rationnelle enx et en une racinen-ième d’une homographie qui se calcule grâce au

changement de variablest =
√

x

1+ x
. On trouve alors :x = t 2

1−t 2 =−1+ 1
1−t 2 , dx = 2t dt

(1−t 2)2 et

I =
∫1/

p
2

0
(1− t 2)t

2t dt

(1− t 2)2
=

∫1/
p

2

0

2t 2 dt

(1− t 2)2
=−2× 1

p
2
+

∫1/
p

2

0

dt

1− t
+

∫1/
p

2

0

dt

1+ t
= −

p
2+ ln

p
2+1

p
2−1

Exercice 13.120 ♥♥
Pourn ∈N, on pose

In =
∫1

0

t n − t 2n

1− t
d t

1. Justifier l’existence deIn pourn Ê 1.

2. Déterminer la limite de la suite(In).

Solution :

1. Soitt ∈ [0,1[. Puisque1− t n =
(
1+ t +·· ·+ t n−1

)
(1− t),

t n − t 2n

1− t
= t n(1+ t +·· ·+ t n−1) =

2n−1∑

k=n

t k −−−−→
x→1−

n

Donc àn fixé, la fonction à intégrer se prolonge par continuité sur lesegment[0,1], donc l’intégraleIn existe.

2. D’après ce calcul, on peut exprimerIn à l’aide d’une somme :

In =
2n−1∑

k=n

1

k +1
=

2n∑

i=n+1

1

i

On reconnaît une somme de Riemann :

In =
n∑

k=1

1

n+k
= 1

n

n∑

k=1

1
n
k
+1

= 1

n

n∑

k=1

f (k/n)

où f :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ 1

x +1

est une fonction continue sur le segment[0,1]. donc

In −−−−−→
n→+∞

∫1

0
f (x) dx = ln 2

Exercice 13.121 ♥♥
Étudier la suite de terme général

un = 1

n4

2n∏

k=1

(
n2 +k2

)1/n
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Solution : Comme les termes deun sont strictement positifs, nous pouvons transformer le produit en somme en
utilisant le logarithme. Posons pourn ∈N, vn = lnun . On calcule alors

vn =−4ln n+ 1

n

2n∑

k=1

ln
[
n2(1+k2/n2)

]
= 1

n

2n∑

k=1

ln(1+k2/n2)

On reconnaît alors une somme de Riemann, associée à la subdivision du segment[0,1] en2n intervalles en écrivant

vn = 2× 1

(2n)

2n∑

k=1

ln

(
1+4

k2

(2n)2

)

Comme la fonctionf :

{
[0,1] −→ R

x 7−→ ln(1+4x2)
est continue sur le segment[0,1], vn −−−−−→

n→+∞
2I = 2

∫1
0 f (t) dt . En

intégrant par parties cette intégrale, on trouveI = 1

2

∫2
0 ln(1+u2) du = 1

2

[
u ln(1+u2)

]2

0 −
1

2

∫2
0

2u2 du

1+u2
= 1

2
ln 5− 2+

2arctan2 et donc finalement,un = evn −−−−−→
n→+∞

5

e4
e2arctan2.

Exercice 13.122 ♥♥
Trouver un équivalent de la suite de terme général

un =
n∑

k=1

√
n(k2 +n2)

n

Solution : Soit n ∈N. Écrivonsun en faisant apparaître le groupementk/n :

un =
p

n
1

n

n∑

k=1

√
(k/n)2 +1 =

p
nvn

où vn est une somme de Riemann qui converge versI =
∫1

0

p
x2 +1 dx. Pour calculerI, le plus rapide est d’intégrer par

parties :

I =
[

x
√

x2 +1
]1

0
−

∫1

0

x2 +1−1
p

x2 +1
dx

d’où l’on tire 2I =
p

2+
[
argsh x

]1
0 et commeargsh x = ln(x +

p
x2 +1), on tireI =

p
2

2
+ 1

2
ln(1+

p
2). Par conséquent,

un ∼
n→+∞

(p
2

2
+ 1

2
ln(1+

p
2)

)p
n .

Exercice 13.123 ♥♥♥
Déterminer la limite de la suite de terme général

un =
( (2n)!

n!nn

)1/n

Solution : Considérervn = ln un = 1

n

[
ln(2n!)− ln(n!)−n ln n

]
. On a

vn =
1

n

[ 2n∑

k=n+1

ln k −n ln n
]

= 1

n

n−1∑
p=0

ln
(
1+ p+1

n

)

Par conséquent,vn est une somme de Riemann qui converge versI =
∫1

0 ln(1+x) dx (la fonction est continue sur[0,1]).

Grâce à une intégration par parties, on calculeI = 2ln 2−1 . La limite deun est donc
4

e
.
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Chapitre 14
Développements limités

Pour bien aborder ce chapitre

On a mis en évidence dans le chapitre précédent les formules de Taylor. Celle de Taylor-Young, en particulier, permet
d’approximer dans un voisinage d’un point donné, à la précision voulue, une fonction par un polynôme. Cette approxima-
tion, comme nous l’avons expliqué, sera d’un grand intérêt pour connaître localement le comportement d’une fonction.
Le problème est cependant de déterminer le polynôme de Taylor. En effet, à l’exception de quelques fonctions simples,
la formule de Taylor-Young, pour être appliquée, demande deconnaître les différentes dérivées de la fonction étudiée et
celles-ci, en général, sont difficiles à calculer.
Pour répondre à ce problème, nous allons introduire dans ce chapitre différentes techniques qui permettront, à partir des
polynômes de Taylor des fonctions usuelles, de calculer le polynôme de Taylor pour une large classe de fonctions.

14.1 Développements limités

Dans tout ce chapitre,I désigne un intervalle deR non trivial (non vide et non réduit à un point).

14.1.1 Définitions

DÉFINITION 14.1 Développement limité
Soient une fonctionf : I → R et un point adhérentx0 ∈ I. Soit n ∈ N. On dit quef admet undéveloppement limité à
l’ordre n au voisinage dex0 s’il existe un polynômeP de degréÉ n, une fonctionε : I → R vérifiantε(x) −−−−→

x→x0
0 tels

que
∀x ∈ I, f (x) = P (x)+ (x − x0)n ε(x)

– Le polynômeP est appelépartie régulièreoupartie principaledu développement limité def enx0.
– La fonctionx 7→ (x − x0)n ε(x) est appeléerestedu développement limité def enx0.

Remarque 14.1
– Avec les notations précédentes,

(x − x0)n ε(x) = o
x→x0

(
(x − x0)n

)

– Par le changement de variable {
h = x − x0 si x0 ∈R

h = 1/x si x0 =±∞

on peut toujours se ramener à un développement limité enx0 = 0.�

�

�

�
On se limitera désormais à l’étude des développements limités en0

14.1.2 DL fondamental

THÉORÈME 14.1 DL de
1

1− x
La fonction

f :

{
R\ {1} −→ R

x 7−→ 1

1− x
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admet, pour toutn ∈N un DL à l’ordren en0 et on a

∀x ∈R\ {1} ,
1

1− x
= 1+ x + x2 +·· ·+ xn + o

x→0

(
xn

)

Démonstration Soit x ∈ R \ {1}. On a, par application de la formule donnant la somme desn premiers termes d’une suite
géométrique

1

1−x
= 1−xn+1

1−x
+ xn+1

1−x
= 1+x +x2 +·· · +xn + xn+1

1−x

mais
xn+1

1−x
= xn x

1−x
et

x

1−x
−−−→
x→0

0 et donc :
1

1−x
= 1+x +x2 +·· · +xn + o

x→0

(
xn

)
.

COROLLAIRE 14.2

1

1+ x
= 1− x + x2 −·· ·+ (−1)n xn + o

x→0
(xn) et

1

1− x2
= 1+ x2 + x4 · · ·+ x2n + o

x→0

(
x2n

)

Démonstration Il suffit de remplacer, dans la formule précédente,x par−x pour obtenir la première formule ou de remplacerx

parx2 pour obtenir la seconde.

14.1.3 Propriétés

PROPOSITION14.3 ♥ Unicité du DL
Soit une fonctionf admettant un DL d’ordren en 0. Alors la partie régulière du DL d’ordren en 0 de f est unique.
Autrement dit, s’il existe des polynômes de degrén P1 et P2 tels que

f (x) = P1(x)+o(xn) = P2(x)+o(xn)

alorsP1 = P2.

Démonstration NotonsP1 = a0 +a1x + . . . +an xn et P2 = b0 +b1x + . . . +bn xn . Il existe donc une fonctionε : I → R telle que,
pour toutx ∈ I, P1 (x)−P2 (x) = xnε(x) et ε(x) −−−→

x→0
0. On peut ainsi écrire

(a0 −b0)+ (a1 −b1) x + . . .+ (an −bn ) xn = xnε(x)

En passant à la limite lorsquex → 0 dans cette égalité, on obtienta0 −b0 = 0 et donca0 = b0. On a donc

(a1 −b1)+ . . .+ (an −bn ) xn−1 = xn−1ε(x)

En appliquant ce procédén −1 fois, on prouve quea1 = b1, ...,an = bn et donc queP1 = P2.

PROPOSITION14.4 Troncature d’un DL
Soit une fonctionf admettant un DL à l’ordren en0. Soit un entier naturelp É n. Alors f admet un DL à l’ordrep en
0 et celui ci est obtenu en ne gardant que les termes de degré inférieur àp dans la partie principale.

Démonstration Commef admet un développement limité à l’ordren en0, il existeP = a0+a1x+ . . .+an xn ∈Rn [X] etε : I →R

telle queε(x) −−−→
x→0

0 et f (x) = P (x)+xnε(x). Par conséquent

f (x) = a0 +a1x + . . .+ap xp +ap+1 xp+1 + . . .+an xn +xnε(x)

= a0 +a1x + . . .+ap xp +xp (
ap+1x + . . .+an xn−p +xn−p ε(x)

)

= a0 +a1x + . . .+ap xp +xp ε1 (x)

où ε1 (x) = ap+1x + . . .+an xn−p +xn−p ε(x) vérifie bien, par opération sur les limitesε1 (x) −−−→
x→0

0.

PROPOSITION14.5 Utilisation de la parité
Soit une fonctionf admettant un DL d’ordren en0. Si f est paire (impaire) sur un voisinage symétrique de0, alors la
partie principale de son DL à l’ordren en0 ne contient que des puissances paires (impaires).

Démonstration Effectuons la démonstration dans le cas oùf est paire. Le cas impair se démontre de la même façon. Comme
la fonction f est paire, on a∀x ∈ R, f (x) = f (−x). Si f (x) = a0 +a1x + . . .+an xn + o

x→0

(
xn

)
alors f (−x) = a0 −a1x + . . . +

an (−1)n xn + o
x→0

(
xn

)
. Par unicité du développement limité def en0 à l’ordren, on a donc, pour toutk ∈ �1,n� impair ak =−ak

ce qui n’est possible que siak = 0.
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14.1.4 DL et régularité

THÉORÈME 14.6 ♥ DL et dérivabilité
Soit une fonctionf : I 7→R définie sur]0,α]. On suppose que

H1 La fonction f admet un DL à l’ordre1 en0 f (x) = a0 +a1x +o(x)

Alors la fonctionf se prolonge en une fonction

f̃ :





[0,α] −→ R

x 7−→
{

f (x) si x 6= 0

a0 si x = 0

dérivable en0 avec f̃ ′(0) = a1.

Démonstration Puisque pourx 6= 0, f̃ (x) = a0+a1x+xε(x) −−−→
x→0

a0 = f̃ (0), la fonction f̃ est continue en0. Le taux d’accroisse-

ment def̃ en0 s’écrit pourx 6= 0,

f̃ (x)− f̃ (0)

x −0
= a1x +xε(x)

x
= a1 +ε(x) −−−→

x→0
a1

ce qui montre quẽf est dérivable en0 avec f̃ ′(0) = a1.

THÉORÈME 14.7 ♥ Une fonctionC n admet un DL d’ordre n

Soit f : I 7→R une fonction définie sur un intervalle avec0 ∈ I. On suppose que

H1 f ∈C n(I)

Alors la fonctionf admet un développement limité en0 à l’ordren donné par

f (x) = f (0)+ f ′(0)x + f ′′(0)

2!
x2 +·· ·+ f (n)(0)

n!
xn +o(xn )

Démonstration C’est la formule de Taylor-Young (13.40 page 539)

Remarque 14.2 Cette formule permet de justifier l’existence d’un développement limité. Elle a donc un intérêt
théorique. Pour calculer effectivement les coefficients dece DL à l’aide de cette formule, il faut pouvoir calculer les
dérivées successives de la fonction en0 ce qui n’est possible que pour des fonctions simples.

Remarque 14.3 La réciproque du théorème précédent est fausse comme le montre l’exemple fondamental suivant. Soit
n Ê 2. Considérons la fonction

f :





R −→ R

x 7−→
{

xn+1 sin(1/xn ) si x 6= 0

0 si x = 0

Cette fonction admet un développement limité à l’ordren en0 puisque

f (x) = 0+0x +·· · +0xn + xnε(x)

où ε(x) = xn sin(1/xn ) pourx 6= 0, avec|ε(x)| É |x|n −−−→
x→0

0. La fonction f est bien continue en0 puisquef (x) −−−→
x→0

0 =
f (0). Elle est également dérivable en0 puisque| f (x)/x| É |x|n −−−→

x→0
0. Elle est dérivable enx 6= 0 avec

f ′(x) = (n+1)xn sin(1/xn )−n cos(1/xn )

et f ′ n’admet pas de limite lorsquex → 0 ce qui montre quef n’est pas de classeC 1 surR.
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BIO 13 William Young, né à Londres le 20 octobre 1863, mort à Lausanne le 7 juillet 1942

Mathématicien Anglais. William Young, issu de parents épiciers, montre dès le pri-
maire un fort potentiel pour les mathématiques à tel point que le directeur de son
école, Edwin A. Abott, auteur d’une célèbre livre de mathématiques, `̀Flatland´́ ,
l’encourage à poursuivre ses études dans cette direction. Young entre à l’univer-
sité de Cambridge en 1881. Il est assez probable qu’il ne se serait pas intéressé à
la recherche s’il n’avait pas rencontré sa futur femme, Grace Chisholm, elle même
tout juste docteur en mathématiques suite à une thèse avec Félix Klein. Young s’est
intéressé à la théorie des fonctions réelles et a découvert,de manière indépendante
de Lebesgue et avec un autre formalisme, la théorie d’intégration dite de Lebesgue,
qui généralise celle de Riemann. Il s’est intéressé aux séries de Fourier et aux séries
orthogonales. Sa contribution majeure est sans doute celleapportée au calcul dif-
férentiel pour les fonctions à plusieurs variables qui inspira de nombreux livres
d’enseignement consacrés à ce sujet. Young fit de nombreux voyages et visita de
nombreuses universités en Europe, Amériques, Asie et Afrique. En 1940, alors que la seconde guerre mondial a
éclaté, il se retrouve coincé à Lausanne et ne peut rejoindresa femme et ses cing enfants. Il passa ainsi les deux
dernières années de sa vie dans la détresse de cette séparation.

14.2 Développement limité des fonctions usuelles

14.2.1 Utilisation de la formule de Taylor-Young

PROPOSITION14.8 DL classiques à partir de Taylor-Young
On obtient les DL classiques suivants en0 en calculant les dérivées successives en0 et en appliquant la formule de
Taylor-Young.
– Fonctions exponentielle et hyperboliques:

ex = 1+ x + x2

2!
+ x3

3!
+·· ·+ xn

n!
+ o

x→0

(
xn

)

ch x = 1+
x2

2!
+

x4

4!
+·· ·+

x2n

(2n)!
+ o

x→0

(
x2n+1

)

sh x = x + x3

3!
+ x5

5!
+·· ·+ x2n+1

(2n+1)!
+ o

x→0

(
x2n+2

)

– Fonctions trigonométriques:

cos x = 1− x2

2!
+ x4

4!
−·· ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o

x→0

(
x2n+1

)

sin x = x −
x3

3!
+

x5

5!
−·· ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ o

x→0

(
x2n+2

)

– Fonction logarithme:

ln(1+ x) = x − x2

2
+ x3

3
−·· ·+ (−1)n+1 xn

n
+ o

x→0

(
xn

)

ln(1− x) = −
(

x +
x2

2
+

x3

3
+·· ·+

xn

n

)
+ o

x→0

(
xn

)

– Fonctionx 7→ (1+ x)α avecα ∈R :

(1+ x)α = 1+αx +·· ·+ α(α−1) · · · (α−n+1)

n!
xn + o

x→0

(
xn

)
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Remarque 14.4 Cette dernière formule appliquée àα= 1

2
et n = 2 donne

p
1+ x = 1+ x

2
− x2

8
+ o

x→0

(
x2

)

p
1− x = 1− x

2
− x2

8
+ o

x→0

(
x2

)

Remarque 14.5 Parmi ces DLs certains s’obtiennent de manière plus rapide qu’en appliquant la formule de Taylor-
Young grâce aux théorèmes que nous allons maintenant introduire.

14.3 Opérations sur les développements limités

14.3.1 Combinaison linéaire et produit

PROPOSITION14.9 Combinaison linéaire et produit de DLs
Soient deux fonctionsf et g réelles définies surI admettant en0 des DL d’ordren

∀x ∈ I, f (x) = P (x)+ o
x→0

(
xn

)
et g (x) = Q (x)+ o

x→0

(
xn

)

où P et Q sont des polynômes réels de degrén. Soient(α,β) ∈ R2. Les fonctionsα f +βg et f × g admettent des Dl
d’ordren en0 et ces DLs sont donnés par, pour toutx ∈ I

(
α f +βg

)
(x) =

(
αP+βQ

)
(x)+ o

x→0

(
xn

)

(
f × g

)
(x) = R(x)+ o

x→0

(
xn

)

où R(x) est égal au produitP (x)Q (x) auquel on a retiré tous les termes de degré> n.

Démonstration Pour i = 1,2, il existe des fonctionsεi : I → R telles quef (x) = P (x) + xnε1 (x), g (x) = Q(x) + xnε2 (x) et
εi (x) −−−→

x→0
0.

• On a donc :
α f (x)+βg (x) =αP (x)+βQ(x)+xn (

αε1 (x)+βε2 (x)
)
=αP (x)+βQ(x)+xnε(x)

avecε(x) = αε1 (x)+βε2 (x) −−−→
x→0

0 par opérations sur les limites. Par conséquentα f +βg admet un développement limité à

l’ordre n en0 de partie régulièreαP+βQ.
• Pour le produit,

f (x) g (x) = P (x) Q(x)+xn Q(x)ε1 (x)+xn P (x)ε2 (x)+x2nε1 (x)ε2 (x)

= R(x)+xn (
xS (x)+Q(x)ε1 (x)+P (x)ε2 (x)+xnε1(x)ε2(x)

)

= R(x)+xnε(x)

où
N R est un polynôme de degrén et S un polynôme de degrén −1 tels queP (x) Q(x) = R(x)+xn+1S (x)

N ε(x) = xS (x)+Q(x)ε1 (x)+P (x)ε2 (x)+xnε1(x)ε2(x) −−−→
x→0

0 par opération sur les limites.

14.3.2 Composée

PROPOSITION14.10 Composée de DLs
Soient deux fonctionsf et g définies au voisinage de0. On suppose que

H1 La fonction f admet un DL d’ordren en0, f (x) = F(x)+ o
x→0

(xn) où F est un polynôme de degrén.

H2 La fonctiong admet un DL d’ordren en0, g (x) = G(x)+ o
x→0

(xn ) où G est un polynôme de degrén.

H3 f (x) −−−→
x→0

0 .

Alors la fonction composéeg ◦ f admet un DL d’ordren en0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes
de degréÉ n dans le polynômeG◦F.

Démonstration Admise
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14.3.3 Quotient

PROPOSITION14.11
Soit une fonctionu définie au voisinage de0. On suppose que

H1 lim
x→0

u (x) = 0

H2 u admet un DL d’ordren en0 de partie régulière un polynômeP.

Alors la fonctionx 7→ 1

1−u (x)
admet un DL d’ordren en0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes de

degré inférieur àn dans le polynôme1+P+P2 +·· ·+Pn .

Démonstration Appliquer le théorème de composition de DL à la fonction définie parg (y) = 1/(1− y) (qui admet un DL à tout
ordre) et à la fonctionf = u.

PROPOSITION14.12 Quotient de DLs
Soient deux fonctionsf et g définies au voisinage de0. On suppose que

H1 Les fonctionsf et g admettent des DL d’ordren en0.

H2 g (x) −−−→
x→0

l 6= 0.

alors la fonction
f

g
admet un DL d’ordren en0.

Démonstration Puisquel 6= 0, nous pouvons écrire pourx ∈ I,

f (x)

g (x)
= f (x)

l
g (x)

l

= 1

l

f (x)

1−u(x)

où u(x) = 1− g (x)/l . La fonctionu admet un développement limité à l’ordren (combinaison linéaire de DL) etu(x) −−−→
x→0

0. Il

suffit d’appliquer la proposition précédente.

Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants :

PLAN 14.1 : Pour calculer le DL à l’or den de
1

g

On suppose queg (x) = 1+a1x + . . .+an xn + o
x→0

(xn ). Alors :

1

g (x)
= 1

1−u
avecu =−

(
a1x + . . .+an xn + o

x→0

(
xn

))

= 1+u+u2 + . . .+un + o
x→0

(
un

)

= 1−
(
a1x + . . .+an xn

)
+

(
a1x + . . .+an xn

)2 + . . .+ (−1)n
(
a1x + . . .+an xn

)n + o
x→0

(
xn

)

qu’on développe et tronque en ne gardant que les termes de degréÉ n.

COROLLAIRE 14.13
On a :

tan x = x + x3

3
+ 2x5

15
+ o

x→0

(
x6

)

tanh x = x − x3

3
+ 2x5

15
+ o

x→0

(
x6

)

14.3.4 Développement limité d’une primitive

THÉORÈME 14.14 Primitivation d’un DL
Soit I un intervalle deR tel que0 ∈ I et f : I →R. On suppose que

H1 la fonction f est dérivable sur l’intervalleI.
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H2 la fonction f ′ admet un DL d’ordren en0, ∀x ∈ I, f ′ (x) =
P′(x)︷ ︸︸ ︷

a0 +a1x + . . .+an xn + o
x→0

(xn)

H3 f (x) −−−→
x→0

l ∈R.

alors la fonctionf admet un DL d’ordren+1 en0 obtenu en primitivant la partie régulière du DL def ′ et en ajoutant
la limite de f en0 :

∀x ∈ I, f (x) = l +a0x + a1

2
x2 + . . .+ an

n+1
xn+1

︸ ︷︷ ︸
P(x)

+ o
x→0

(
xn+1

)

Démonstration Pour fixer les idées, supposons queI =]0,α[. Posons, pour toutx ∈ I, F(x) = f (x)−
(

a0x +a1
x2

2
+ . . .+an

xn+1

n +1

)

et F(0) = l . La fonctionF ainsi définie est continue sur[0,α[ et dérivable sur]0,α[ avec

∀x ∈]0,α[, F′ (x) = f ′ (x)−
(
a0 +a1x + . . .+an xn )

= o
x→0

(
xn )

= xn ε̃ (x)

où ε̃ (x) −−−→
x→0

0. Soit x ∈]0,α[. La fonctionF est continue sur[0, x], dérivable sur]0, x[. D’après le théorème des accroissements

finis, il existeθ(x) ∈ ]0,1[ tel queF(x)−F(0) = xF′ (θ(x)). Remarquons que la fonctionθ ainsi définie vérifieθ(x) −−−→
x→0

0. On a alors

f (x)− l −
(

a0x +a1
x2

2
+·· ·+an

xn+1

n +1

)
= xn+1ε̃ (θ(x)) = o(xn+1)

En effet, par composée de limites,ε̃ (θ(x)) −−−→
x→0

0.

Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants :

COROLLAIRE 14.15

ln (1+ x) = x − x2

2
+ x3

3
−·· ·+ (−1)n+1 xn

n
+ o

x→0

(
xn

)

arctan x = x − x3

3
+ x5

5
−·· ·+ (−1)n x2n+1

2n+1
+ o

x→0

(
x2n+2

)

argth x = x + x3

3
+ x5

5
+·· ·+ x2n+1

2n+1
+ o

x→0

(
x2n+2

)

arcsin x = x + 1

2

x3

3
+ 1 ·3

2 ·4
x5

5
+ 1 ·3 ·5

2 ·4 ·6
x7

7
+·· ·+ o

x→0

(
x2n+2

)

argsh x = x − 1

2

x3

3
+ 1 ·3

2 ·4
x5

5
− 1 ·3 ·5

2 ·4 ·6
x7

7
+·· ·+ (−1)n o

x→0

(
x2n+2

)

arccos x = π

2
− x − 1

2

x3

3
− 1 ·3

2 ·4
x5

5
− 1 ·3 ·5

2 ·4 ·6
x7

7
−·· ·+ o

x→0

(
x2n+2

)

Remarque 14.6 Le dernier s’obtient en remarquant quearccos x = π

2
−arcsin x.

Remarque 14.7 Attention :On peut primitiver les DL mais pas les dériver. L’existence d’un DL à l’ordre n pour une
fonction f dérivable n’implique pas toujours l’existence d’un DL à l’ordren−1 pour la fonctionf ′. Pour s’en convaincre,
reprendre l’exemple 14.3 page 598 où la fonctionf possède un DL à l’ordren Ê 2, alors quef ′ n’était pas continue en
0 donc ne possédait même pas un DL à l’ordre0 !

On peut tout de même dériver des DL dans certains cas, mais il faut le justifier en utilisant les propriétés du cours.

Exemple 14.1On suppose que

H1 la fonction f est de classeC n surI.

Alors la fonctionf ′ admet un DL à l’ordre(n−1) sur I de partie principale le polynômeP′ où P est la partie principale
du DL de f . C’est une conséquence de la formule de Taylor-Young.

602



Exemple 14.2Considérons la fonctionf :

{
I =]−π/2,π/2[ −→ R

x 7−→ tan x
. Elle est dérivable surI et vérifie une équa-

tion différentielle.
∀x ∈ I, f ′(x) = 1+ f 2(x)

Utilisons cette équation différentielle pour déterminer le DL à l’ordre5 de f en0.
– Puisquef est de classeC 5 sur I, d’après Taylor-Young, elle possède un DL à l’ordre5 en 0. De plus, commef est

impaire, on peut écrire
f (x) = a1x +a3x3 +a5x5 +o(x5)

– Par opérations algébriques sur les développements limités et en utilisant l’équation différentielle, la fonctionf ′ admet
donc un DL en zéro à l’ordre4 donné par

f ′(x) = 1+ x2
[

a1 +a3x2 +o(x2)
]2

= 1+ x2
[

a2
1 +2a1a3x2 +o(x2)

]
= 1+a2

1 x2 +2a1a3x4 +o(x4)

– Par primitivation de DL et puisquef (0) = 0, on obtient que

f (x) = x +
a2

1

3
x3 + 2a1a3

5
x5 +o(x5)

– Par unicité du DL def , on en tire quea1 = 1, a2
1/3 = a3 et 2a1a3/5 = a5 d’où par résolution de ce système,a1 = 1,

a3 = 1/3 et a5 = 2/15.

L’intérêt des développements limités est essentiellementpratique. Il faut savoir calculer rapidement des développements
limités simples. Vous pouvez consulter maintenant l’appendice C.4.5 page 1210 pour apprendre à calculer efficacement
les DL et étudier leurs applications en analyse.

En résumé

1 Les calculs de développements limités sont avant tout des calculs sur les polynômes. Afin d’être efficace dans ces
derniers, une lecture du paragraphe B.4.2 page 1170 s’impose.

2 Pour apprendre à prévoir l’ordre d’un développement limitéet savoir les utiliser pour déterminer des équivalents
ou des limites on pourra consulter le paragraphe C.4.5 page 1210.

3 Vous devrez prendre de l’aisance dans les calculs de développements limités, il serviront souvent aussi il con-
viendra de les manipuler avec efficacité et sûreté, ce qui demande au départ de pratiquer un assez grand nombre
d’exercices calculatoires.
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14.4 Exercices

14.4.1 Calcul de développements limités

Exercice 14.1 ♥
En utilisant la formule de Taylor-Young, trouver les développements limités en0 à l’ordren des fonctions suivantes :

1. f : x 7→ ex

2. f : x 7→ sin x

3. f : x 7→ cos x

4. f : x 7→ ch x

5. f : x 7→ 1

1− x

6. f : x 7→ ln (1− x)

Solution : Soit n ∈N.

1. f est de classeC n surR et pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) = ex donc, par application de la formule de Taylor-Young,

f (x) = 1+
x

1!
+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ o

x→0
(xn ).

2. f est de classeC n surR et pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) = sin
(
x +k

π

2

)
donc, par application de la formule de

Taylor-Young,f (x) =
x

1!
−

x3

3!
+ . . .+ (−1)p x2p+1

(
2p +1

)
!
+ o

x→0

(
x2p+1

)
où p =

[
n−1

2

]
.

3. f est de classeC n surR et pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) = cos
(
x +k

π

2

)
donc, par application de la formule de

Taylor-Young,f (x) = 1− x2

2!
+ x4

4!
+ . . .+ (−1)p x2p

(
2p

)
!
+ o

x→0

(
x2p+1

)
où p =

[n

2

]
.

4. f est de classeC n sur R et pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) =
{

ch x si k est pair

sh x si k est impair
donc, par application de la

formule de Taylor-Young,f (x) = 1+ x2

2!
+ x4

4!
+ . . .+ x2p

(
2p

)
!
+ o

x→0

(
x2p+1

)
où p =

[n

2

]
.

5. f est de classeC n sur R et pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) =
k!

(1− x)k+1
donc, par application de la formule de

Taylor-Young,f (x) = 1+ x + x2 + . . .+ xn + o
x→0

(xn ).

6. f est de classeC n sur R et, utilisant le calcul précédent, pour toutk ∈ �0,n�, f (k) (x) = − (k −1)!

(1− x)k
donc, par

application de la formule de Taylor-Young,f (x) =−
(

x +
x2

2
+ . . .+

xn

n

)
+ o

x→0
(xn).

Exercice 14.2 ♥
Soientf :R→R définie par :

f (x) =
{

x3 sin
(

1
x

)
si x 6= 0

0 si x = 0

Montrer quef admet un développement limité d’ordre2 en0 mais quef n’est pas deux fois dérivable en0.

Solution : On a : f (x)

x2 = x sin
(

1
x

)
−−−→
x→0

0 d’après le théorème des gendarmes. Doncf admet un développement limité

d’ordre2 en0 donné parf (x) = o
x→0

(
x2

)
. D’autre part

f (x)− f (0)

x
= x2 sin

(
1
x

)
−−−→
x→0

0 et

f ′ (x)− f ′ (0)

x
= 3x2 sin(1/x)− x cos(1/x)

x
= 3x sin(1/x)−cos(1/x)

qui diverge quandx tend vers0. Donc f n’est pas deux fois dérivable en0.

Exercice 14.3 ♥
Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 = 0 à l’ordre indiqué :
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1. sin x cos x à l’ordre5

2. (1+ x)
− 1

2 à l’ordre3

3. arctan x à l’ordre5.

4. sh x cos x à l’ordre5

5. ex
p

1− x à l’ordre4

6. esin x à l’ordre5.

Solution :

1. Par produit de DLs :

sin x cos x =
(

x − x3

3!
+ x5

5!

)(
1− x2

2!
+ x4

4!

)
+ o

x→0

(
x5

)

= x − 2

3
x3 + 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

)

On retrouve ce résultat en écrivantsin x cos x = 1
2 sin (2x).

2. Appliquant les formules usuelles :

(1+ x)
− 1

2 = 1− 1

2
x + 3

8
x2 − 5

16
x3 + o

x→0

(
x3

)

3. Utilisant les formules usuelles, on a :
1

1+ x2
= 1− x2 + x4 o

x→0

(
x4

)
et donc par primitivation :

arctan x = x − 1

3
x3 + 1

5
x5 + o

x→0

(
x5

)

4. Par produit de DLs :

sh x cos x =
(

x +
x3

3!
+

x5

5!

)(
1−

x2

2!
+

x4

4!

)
+ o

x→0

(
x5

)

= x −
1

3
x3 −

1

30
x5 + o

x→0

(
x5

)

5. Par produit de DLs :

ex
p

1− x = −
(

1+ x + x2

2!
+ x3

3!
+ x4

4!

)(
1− x

2
− x2

8
− x3

16
− 5x4

128

)
+ o

x→0

(
x4

)

= 1+ x

2
− x2

8
− 13x3

48
− 79x4

384
+ o

x→0

(
x4

)

6. Par composition de DLs :

esin x = 1+ x + 1

2
x2 − 1

8
x4 − 1

15
x5 + o

x→0

(
x5

)

Exercice 14.4 ♥
Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 = 0 à l’ordre indiqué :

1. (ex −1) (sin x − x) à l’ordre6

2.
1

cos x
à l’ordre6

3. ln
(

sin x
x

)
à l’ordre4

4. tan x à l’ordre5

5. arcsin x à l’ordre5

6.
ln (1+ x)

ex −1
à l’ordre3

Solution :
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1. Par produit de DLs :

(
ex −1

)
(sin x − x) = −

(
x + x2

2!
+ x3

3!

)(
− x3

3!
+ x5

5!

)
+ o

x→0

(
x6

)

= −
1

6
x4 −

1

12
x5 −

7

360
x6 + o

x→0

(
x6

)

2. Par composition de DLs :

1

cos x
= 1

1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+ o

x→0

(
x6

)

= 1+ x2

2
+ 5

24
x4 + 61

720
x6 + o

x→0

(
x6

)

3. Par quotient de DLs :
sin x

x
= 1− x2

6
+ x4

130
+ o

x→0

(
x4

)
et donc par composition de DLs, on a :

ln
(

sin x

x

)
= ln

(
1− x2

6
+ x4

130
+ o

x→0

(
x4

))

=
(
−

x2

6
−

x4

180

)
−

1

2

(
−

x2

6
−

x4

180

)2

+ o
x→0

(
x4

)

= − x2

6
− x4

180
+ o

x→0

(
x4

)

4. On a prouvé dans la question 2 que
1

cos x
= 1+ x2

2
+ 5

24
x4 + o

x→0

(
x5

)
donc, par produit de DLs :

tan x =
sin x

cos x

=
(

x − x3

6
+ x5

120
+ o

x→0

(
x5

))(
1+ x2

2
+ 5

24
x4 + o

x→0

(
x5

))

= x + x3

3
+ 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

)

Voir aussi l’exercice 14.14.

5. Utilisant les formules usuelles :
1

p
1− x2

= 1+ x2

2
+ 3

8
x4 + o

x→0

(
x4

)
et donc par primitivation :

arcsin x = x + x3

6
+ 3

40
x5 + o

x→0

(
x5

)

6. Par quotient de DLs :

ln (1+ x)

ex −1
=

x − x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ o

x→0

(
x4

)

x +
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+ o

x→0

(
x4

)

=
1− x

2
+ x2

3
− x3

4
+ o

x→0

(
x3

)

1+
(

x

2
+ x2

6
+ x3

24
+ o

x→0

(
x3

))

=
(
1− x

2
+ x2

3
− x3

4
+ o

x→0

(
x3

))(
1+ x

2
+ x2

12
+ o

x→0

(
x3

))

= 1− x + 2

3
x2 − 11

24
x3 + o

x→0

(
x3

)
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Exercice 14.5 ♥

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 = 0 à l’ordre indiqué :

1. (1+2x)x à l’ordre5

2. ln (1+ sh x) à l’ordre4.

3. ln (cos x) à l’ordre6

4.
p

cos x à l’ordre4

5. ech x à l’ordre3

6. th x à l’ordre3

Solution :

1. Par produit et composition de DLs :

(1+2x)x = ex ln(1+2x)

= e
x

(
2x−2x2+

8

3
x3−4x4+ o

x→0
(x4)

)

= e
2x2−2x3+

8

3
x4−4x5+ o

x→0
(x5)

= 1+2x2 −2x3 + 14

3
x4 −8x5 + o

x→0

(
x5

)

2. Par composition de DLs :

ln(1+ sh x) = ln

(
1+ x + x3

6
+ o

x→0

(
x4

))

= x −
x2

2
+

x3

2
−

5

12
x4 + o

x→0

(
x4

)

3. Par composition de DLs :

ln(cos x) = ln(1+ (cos x −1))

= ln

(
1−

(
x2

2
− x4

24
+ x6

720
+ o

x→0

(
x6

)))

= −
(

x2

2
+ x4

12
+ x6

45

)
+ o

x→0

(
x6

)

4. Comme
p

1+ x = 1+
x

2
−

x2

8
−

5

128
x4 + o

x→0

(
x4

)
, par composition de DLs :

p
cos x =

√
1+ (cos x −1)

=

√
1+

(
− x2

2
+ x4

24
+ o

x→0

(
x4

))

= 1− x2

4
− x4

96
+ o

x→0

(
x4

)

5.

ech x = ee(ch x−1)

= e


e

x2

2
+ o

x→0
(x3)




= e

(
1+ x2

2

)
+ o

x→0

(
x3

)
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6. Par quotient de DLs :

th x = sh x

ch x

=
x + x3

6
+ o

x→0

(
x3

)

1+ x2

2
+ o

x→0

(
x3

)

= x − x3

3
+ o

x→0

(
x3

)

Exercice 14.6 ♥
Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 = 0 à l’ordre indiqué :

1. ln
(

x2+1
x+1

)
à l’ordre3

2.
1

th x
− 1

tan x
à l’ordre3

3.
p

1+cos x à l’ordre5

4. (1+ x)
1
x à l’ordre3

5. ln
(

sh x
x

)
à l’ordre4

6. ln
(
1+

p
1+ x

)
à l’ordre3

Solution :

1. Utilisant les formules usuelles :

ln

(
x2+1

x+1

)
= ln

(
1+ x2

)
− ln(1+ x)

= −x + 3

2
x2 − x3

3
+ o

x→0

(
x3

)

2. Commetan x = x + x3

3
+ 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

)
et queth x = x − x3

3
+ 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

)
, on a :

1

th x
− 1

tan x
= 1

x − x3

3
+ 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

) −
1

x + x3

3
+ 2

15
x5 + o

x→0

(
x5

)

=
1

x




1

1− x2

3
+ 2

15
x4 + o

x→0

(
x4

) −
1

1+ x2

3
+ 2

15
x4 + o

x→0

(
x4

)




=
1

x

(
1+

x2

3
−

x4

45
−1+

x2

3
+

x4

45
+ o

x→0

(
x4

))

= 2

3
x + o

x→0

(
x3

)

3.

p
1+cos x =

√

1+1− x2

2
+ x4

24
+ o

x→0

(
x5

)

=
p

2

√

1− x2

4
+ x4

48
+ o

x→0

(
x5

)

=
p

2

(
1− x2

8
+ x4

384

)
+ o

x→0

(
x5

)
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4.

(1+ x)
1
x = e

ln(1+x)
x

= e

1

x


x−

x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+ o

x→0
(x4)




= e
1−

x

2
+

x2

3
−

x3

4
+ o

x→0
(x3)

= ee
−

x

2
+

x2

3
−

x3

4
+ o

x→0
(x3)

= e

(
1− x

2
+ 11

24
x2 − 7

16
x3

)
+ o

x→0

(
x3

)

5.

ln
(

sh x

x

)
= ln

(
1

x

(
x +

x3

6
+

x5

120
+ o

x→0

(
x5

)))

= ln

(
1+ x2

6
+ x4

120
+ o

x→0

(
x4

))

= x2

6
− x4

180
+ o

x→0

(
x4

)

6.

ln
(
1+

p
1+ x

)
= ln

(
2+ x

2
− x2

8
+ x3

16
+ o

x→0

(
x3

))

= ln2

(
1+ x

4
− x2

16
+ x3

32
+ o

x→0

(
x3

))

= ln2+ ln

(
1+

x

4
−

x2

16
+

x3

32
+ o

x→0

(
x3

))

= ln 2+ x

4
− 3

32
x2 + 5

96
x3 + o

x→0

(
x3

)

Exercice 14.7 ♥

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 = 0 à l’ordre indiqué :

1. x 7→ sin(tan(x)) à l’ordre7

2. e
p

1+x à l’ordre3

3. (ln(1+ x))2 à l’ordre4

4.
p

3+cos x à l’ordre3

5. x 7→ sin6(x) à l’ordre9

6. ln (3ex +e−x ) à l’ordre3

Solution :

1. Commetan x = x + 1

3
x3 + 2

15
x5 + 17

315
x7 + o

x→0

(
x7

)
, on a :

sin (tan x) =
(

x + 1

3
x3 + 2

15
x5 + 17

315
x7

)
− 1

6

(
x + 1

3
x3

)3

+ 1

120
x5 − 1

5040
x7 + o

x→0

(
x7

)

= x + 1

6
x3 − 1

40
x5 − 55

1008
x7 + o

x→0

(
x7

)
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2.

e
p

1+x = e
1+

1

2
x−

1

2
x2+

1

16
x3+ o

x→0
(x3)

= e.e

1

2
x−

1

2
x2+

1

16
x3+ o

x→0
(x3)

= e

(
1+

(
1

2
x −

1

2
x2 +

1

16
x3

)
+

1

2

(
1

2
x −

1

2
x2

)2

+
1

6

(
1

2
x

)3

+ o
x→0

(
x3

))

= e

(
1+ 1

2
x + 1

48
x3 + o

x→0

(
x3

))

3.

(ln(1+ x))2 =
(

x − x

2
+ x2

3
+ o

x→0

(
x2

))2

= x2 − x3 + 11

12
x4 + o

x→0

(
x4

)

4.

p
3+cos x =

√

4− x2

2
+ o

x→0

(
x3

)

= 2

√

1− x2

4
+ o

x→0

(
x3

)

= 2− x2

8
+ o

x→0

(
x3

)

5.

sin6(x) =
(

x − x3

6
+ o

x→0

(
x3

))6

= x6 − x8 + o
x→0

(
x9

)

6.

ln
(
3ex +e−x

)
= ln

(
4+2x +2x2 + 1

3
x3 + o

x→0

(
x3

))

= ln4+ ln

(
1+

1

2
x +

1

2
x2 +

1

12
x3 + o

x→0

(
x3

))

= 2ln 2+ 1

2
x + 3

8
x2 − 1

8
x3 + o

x→0

(
x3

)

Exercice 14.8 ♥
Déterminer les développements limités des fonctions suivantes enx0 à l’ordre indiqué :

1. sin (x) enx0 = π
4 à l’ordre3

2. cos(x) enx0 = π
3

à l’ordre4

3. ex enx0 = 1 à l’ordre4.

4.
ln x

x2
enx0 = 1 à l’ordre4

5. sin x cos 3x enx0 =
π

3
à l’ordre2

6. arctan x enx0 = 1 à l’ordre3

Solution :
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1. Posonst = x − π

4
. Chercher le DL

(π
4

,3
)

desin x revient à chercher celui desin
(
t + π

4

)
en0 :

sin x = sin
(
t + π

4

)

=
p

2

2
(sin t +cos t)

=
p

2

2

(
1+ t −

t 2

2
−

t 3

6

)
+ o

t→0

(
t 3

)

=
p

2

2


1+

(
x − π

4

)
−

(
x − π

4

)2

2
−

(
x − π

4

)3

6


+ o

x→π
4

((
x − π

4

)3
)

2. Comme précédemment, on se ramène en0 en posantt = x − π

3
.

cos x = cos
(
t +

π

3

)

= 1

2
cos t −

p
3

2
sin t

= 1−
p

3

2
t − 1

4
t 2 +

p
3

12
t 3 + t 4

48
+ o

t→0

(
t 4

)

= 1−
p

3

2

(
x − π

3

)
− 1

4

(
x − π

3

)2
+
p

3

12

(
x − π

3

)3
+ 1

48

(
x − π

3

)4
+ o

x→π
3

((
x − π

3

)4
)

3. On se ramène en0 en posantt = x −1. Il vient :

ex = e1+t

= e.e t

= e

(
1+ t + t 2

2
+ t 3

6
+ t 4

24
+ o

t→0

(
t 4

))

= e

(
1+ (x −1)+

1

2
(x −1)2 + 1

6
(x −1)3 + 1

24
(x −1)4 + o

x→1

(
(x −1)4

))

4. On poset = x −1 :

ln x

x2
=

ln (1+ t)

(1+ t)2

= ln (1+ t)

1+2t + t 2

=
(

t −
t 2

2
+

t 3

3
−

t 4

4
+ o

t→0

(
t 4

))(
1−2t +3t 2 −4t 3 + o

t→0

(
t 3

))

= t − 5

2
t 2 + 13

3
t 3 − 77

12
t 4 + o

t→0

(
t 4

)

= (x −1)−
5

2
(x −1)2 + 13

3
(x −1)3 − 77

12
(x −1)4 + o

x→1

(
(x −1)4

)
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5. Posonst = x − π

3

sin x cos 3x = sin
(
t + π

3

)
cos t +π

= −sin
(
t + π

3

)
cos t

= −
(

1

2
sin t +

p
3

2
cos t

)
cos t

= −
(p

3

2
+ t

2
−
p

3

4
t 2 + o

t→0

(
t 2

)
)(

1− x2

2
+ o

t→0

(
t 2

))

= −
p

3

2
− 1

2
t +

p
3

2
t 2 + o

t→0

(
t 2

)

= −
p

3

2
− 1

2

(
x − π

3

)
+
p

3

2

(
x − π

3

)2
+ o

x→π
3

((
x − π

3

)2
)

6. Utilisant directement la formule de Taylor-Young, on trouve :

arctan x = π

4
+ 1

2
(x −1)−

1

4
(x −1)2 + 1

12
(x −1)3 + o

x→1

(
(x −1)3

)

Exercice 14.9 ♥♥
Trouver le DL(0,2) de la fonction définie par (

sin x

x

)3/x2

Solution : Écrivons la fonction sous forme exponentielle et utilisonsles DL classiques :

(
sin x

x

)3/x2

= e
3

x2 ln
(

sin x
x

)

= e
3

x2 ln

(
1−1/6x2+1/120x4+ o

x→0
(x4)

)

= e
3

x2

(
−1/6x2−1/180x4 o

x→0
(x4)

)

= e
−1/2−1/60x2+ o

x→0
(x2)

= e−1/2e
−1/60x2+ o

x→0
(x2)

= e−1/2

(
1−1/60x2 + o

x→0

(
x2

))

= 1
p

e
− 1

60
p

e
x2 + o

x→0

(
x2

)

Exercice 14.10 ♥♥
Déterminer le DL(0,4) de la fonction définie par :

(cos x)1+sin x

Solution : On met la fonction sous forme exponentielle et on utilise lesDL classiques :

(cos x)1+sin x = e(1+sin x) ln(cos x)

= e
(1+x−1/6x3)(−1/6∗x2−1/180x4)+ o

x→0
(x4)

= e
−1/2x2−1/2x3−1/12x4+ o

x→0
(x4)

= 1− x2

2
− x3

2
+ 1

24
x4 + o

x→0

(
x4

)
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Exercice 14.11 ♥♥
Déterminer le développement limité à l’ordre4 en0 de la fonction définie par

x 7→ e3+cos x

Solution :

e3+cos x = e
4−1/2x2+1/24x4+ o

x→0
(x4)

(14.1)

= e4e
−1/2x2+1/24x4+ o

x→0
(x4)

(14.2)

= e4

(
1−

1

2
x2 +

1

6
x4 + o

x→0

(
x4

))
(14.3)

Exercice 14.12 ♥♥
Déterminer le DL(0,4) de la fonction définie par

(1+
√

1+ x2)1/2

Solution :

(1+
√

1+ x2)1/2 =
(
2+1/2x2 −1/8x4 + o

x→0

(
x4

))1/2

(14.4)

=
p

2

(
1+1/4x2 −1/16x4 + o

x→0

(
x4

))1/2

(14.5)

=
p

2

(
1+1/8x2 −5/128x4 + o

x→0

(
x4

))
(14.6)

=
p

2+
p

2

8
x2 − 5

p
2

128
x4 + o

x→0

(
x4

)
(14.7)

Exercice 14.13 ♥♥
Déterminer leDL(0,2) de la fonction définie par :

arcsin

(
1+ x

2+ x

)

Solution :

La fonction f : x 7→ arcsin

(
1+ x

2+ x

)
estC 1 est voisinage de0 et au voisinage de0, on a :

f ′ (x) =
1

(2+ x)
p

3+2x

= 1

2
p

3

1

1+ x/2

1
p

1+2/3x

=
1

2
p

3

(
1−1/2x + o

x→0
(x)

)(
1−1/3x + o

x→0
(x)

)

= 1

2
p

3

(
1−5/6x + o

x→0
(x)

)

donc par primitivation :

arcsin

(
1+ x

2+ x

)
= π

6
+ 1

2
p

3
(x − 5

12
x2 + o

x→0

(
x2

)
)

Exercice 14.14

– Calculer
∫x

0 (1+ tan2 t)dt .
– Déterminer leDL(0,10) dex 7→ tan x.
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Solution :
– On a

∫x
0 (1+ tan2 t)dt = tan x.

– On va se servir de deux arguments : 1) La primitivation fait gagner un ordre. 2) pour les fonctions paires ou impaires,
la moitié des coefficients sont nuls, ce qui permet de gagner aussi un ordre. Par ailleurs, la fonctionx 7→ tan x

admet des développements limités en0 à tous ordres. On a donc successivement, en intégrant puis enélevant au carré :

1+ tan2 x = 1+ o
x→0

(x)

tan x = x + o
x→0

(
x2

)

1+ tan2 x = 1+ x2 o
x→0

(
x3

)

tan x = x + x3

3
+ o

x→0

(
x4

)

1+ tan2 x = 1+ x2 +2
x4

3
+ o

x→0

(
x5

)

tan x = x + x3

3
+ 2x5

15
+ o

x→0

(
x6

)

1+ tan2 x = 1+ x2 +2
x4

3
+2

2x6

15
+ x6

9
+ o

x→0

(
x7

)

tan x = x + x3

3
+ 2x5

15
+ 17x7

315
+ o

x→0

(
x8

)

1+ tan2 x = 1+ x2 +2
x4

3
+ 17x6

45
+ 34x8

315
+ 4x8

45
+ o

x→0

(
x9

)

tan x = x + x3

3
+ 2x5

15
+ 17x7

315
+ 62x8

2835
+ o

x→0

(
x10

)

On pourrait continuer, mais les calculs detan2 x deviennent vite fastidieux. En revanche on peut ainsi démontrer que
∀n ∈N, tan(2n+1)(0) > 0.

14.4.2 Limites

Exercice 14.15 ♥
Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

(
x − x2 ln

(
1+

1

x

))

2. lim
x→0

x
ln (1+ x)− sin x

tan x − x

3. lim
x→0

(
tan x

x

) 1
x2

4. lim
x→0

ex2 −cos x

x2

5. lim
x→+∞

√
x2 + x +1− x

6. lim
x→2

p
x +2−2

1−
p

3x −5

Solution :

1.

x − x2 ln

(
1+ 1

x

)
= x − x2

(
1

x
− 1

2x2
+ o

x→+∞

(
1

x2

))

= x −
(

x −
1

2
+ o

x→+∞
(1)

)

=
1

2
+ o

x→+∞
(1) −−−−→

x→∞
1

2
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2.

x
ln (1+ x)− sin x

tan x − x
=

− x3

2
+ o

x→0

(
x3

)

x3

3
+ o

x→0

(
x3

)

=
−1

2
+ o

x→0
(1)

1

3
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

−
3

2

3.

(
tan x

x

) 1
x2

= e

ln

(
tan x

x

)

x2

= e

ln

(
1+ x2

3
+ o

x→0

(
x2

))

x2

= e

x2

3
+ o

x→0

(
x2

)

x2

= e
1
3+ o

x→0
(1) −−−→

x→0
e

1
3

4.

ex2 −cos x

x2
=

3

2
x2 + o

x→0

(
x2

)

x2

= 3

2
+ o

x→0
(1) −−−→

x→0

3

2

5.

√
x2 + x +1− x = x

(√
1+ 1

x
+ 1

x2
−1

)

X=
1

x===== 1

X

(√
1+X+X2 −1

)

= 1

X

(
1+ 1

2
X−1+ o

X→0
(X)

)

= 1

2
+ o

X→0
(1) −−−→

X→0

1

2

6.
p

x +2−2

1−
p

3x −5

X=x−2======
p

X+4−2

1−
p

3X+1

= 2

√
1+ X

4 −1

1−
p

1+3X

= 2

1
8 X+ o

X→0
(X)

− 3
2 X+ o

X→0
(X)

=
1
4 + o

X→0
(1)

− 3
2 + o

X→0
(1)

−−−→
X→0

−1

6
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Exercice 14.16 ♥
Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes :

1. lim
x→+∞

√
x2 +3x +2− x

2. lim
x→0

(
sin x

x

) 1

x2

3. lim
x→0

sin (x − sin x)
p

1+ x3 −1

4. lim
x→0

x (1+cos x)−2tan x

2x − sin x − tan x

5. lim
x→0

ex − x −cos x

x2

6. lim
x→0

1

x
− 1

ln (1+ x)

Solution :
1.

√
x2 +3x +2− x = x

(√
1+

3

x
+

2

x2
−1

)

X=
1

x=====
p

1+3X+2X2 −1

X

=

3

2
X+ o

X→0
(X)

X

=
3

2
+ o

X→0
(1) −−−→

X→0

3

2

2.

(
sin x

x

) 1

x2 = e

ln

(
sin x

x

)

x2

= e

ln

(
1− 1

6
x2 + o

x→0

(
x2

))

x2

= e

− 1
6

x2 + o
x→0

(
x2

)

x2

= e
− 1

6+ o
x→0

(1) −−−→
x→0

e−
1
6

3.

sin (x − sin x)
p

1+ x3 −1
=

sin

(
1

6
x3 + o

x→0

(
x3

))

1

2
x3 + o

x→0

(
x3

)

=

1

6
x3 + o

x→0

(
x3

)

1

2
x3 + o

x→0

(
x3

)

=

1

6
+ o

x→0
(1)

1

2
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

1

3

4.

x (1+cos x)−2tan x

2x − sin x − tan x
=

−
7

6
x3 + o

x→0

(
x3

)

−1

6
x3 + o

x→0

(
x3

)

=
−7

6
+ o

x→0
(1)

−
1

6
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

7
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5.

ex − x −cos x

x2
=

x2 + o
x→0

(
x2

)

x2

= 1+ o
x→0

(1) −−−→
x→0

1

6.

1

x
−

1

ln (1+ x)
=

ln (1+ x)− x

x ln (1+ x)

∼
x→0

ln (1+ x)− x

x2

=
−1

2
x2 + o

x→0

(
x2

)

x2

= −1

2
+ o

x→0
(1) −−−→

x→0
−1

2

Exercice 14.17 ♥

Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes :

1. lim
x→1

ln
(
2x2 −1

)

tan(x −1)

2. lim
x→+∞

x − x2 ln

(
1+ 1

x

)

3. lim
x→0

x −arctan x

sin3 x

4. lim
x→0

1

x3
− 1

sin3 x

5. lim
x→0

1

x
− 1

ln(1+ x)

6. lim
x→0

(
1x +2x + . . .+nx

n

) 1
x

Solution :

1.

ln
(
2x2 −1

)

tan (x −1)

X=x−1======
ln

(
1+4X+2X2

)

tanX

=
4X+ o

X→0
(X)

X+ o
X→0

(X)

=
4+ o

X→0
(1)

1+ o
X→0

(1)

−−−→
X→0

4

2.

x − x2 ln

(
1+ 1

x

)
X= 1

x===== 1

X
− 1

X2
ln (1+X)

=
1

X
−

1

X2

(
X−

X2

2
+ o

X→0

(
X2

))

= 1

2
+ o

X→0
(X)

−−−→
X→0

1

2
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3.

x −arctan x

sin3 x
∼

x→0

x −arctan x

x3

=
1
3

x3 + o
x→0

(
x3

)

x3

= 1

3
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

1

3

4.

1

x3
− 1

sin3 x
= sin3 x − x3

x3 sin3 x

∼
x→0

sin3 x − x3

x6

=
− x5

2 + o
x→0

(
x6

)

x6

= − 1

2x
+ o

x→0
(1)

et lim
x→0+

1

x3
− 1

sin3 x
=−∞ tandis que lim

x→0−

1

x3
− 1

sin3 x
=+∞

5.

1

x
− 1

ln(1+ x)
= ln (1+ x)− x

x ln(1+ x)

∼
x→0

ln (1+ x)− x

x2

=
− x2

2
+ o

x→0

(
x2

)

x2

= − 1

2
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

− 1
2

6.

(
1x +2x + . . .+nx

n

) 1
x

=
( (1+ x ln 1)+ (1+ x ln 2)+ . . .+ (1+ x ln n)+ o

x→0
(x)

n

) 1
x

=
(n+ (ln 1+ . . .+ lnn) x + o

x→0
(x)

n

) 1
x

=
(
1+ ln

(
n!

1
n

)
x + o

x→0
(x)

) 1
x

= e

ln

(
1+ ln

(
n!

1
n

)
x + o

x→0
(x)

)

x

= e

ln
(
n!

1
n

)
x + o

x→0
(x)

x

= e

(
ln

(
n!

1
n

)
+ o

x→0
(1)

)

−−−→
x→0

e
ln

(
n!

1
n

)

= n!
1
n
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Exercice 14.18 ♥♥
Déterminer la limite suivante :

lim
x→+∞

(
ch

1

x

)x2

Solution : Par le changement de variablesh = 1

x
, on se ramène à la limite lorsqueh → 0 de la fonction définie par

g (h) = (ch h)1/h2

= e1/h2 ln(chh)

Mais

ln(chh) = ln(1+ h2

2
+o(h2)) = h2

2
+o(h2)

et donc
1

h2
ln(chh) ∼

1

2
et par conséquentg (h) −−−→

h→0
e1/2. La limite cherchée vaut donc

p
e .

Exercice 14.19 ♥♥
Déterminer la imite lorsquex −→ 0 de la fonction définie par :

u(x) = ln(ch x)+ ln(cos x)
p

ch x +
p

cos x −2

Solution : Par opérations sur les DLs, on trouve :

ln (ch x) = 1/2x2 −1/12x4 + o
x→0

(
x5

)
, ln (cos x) =−1/2x2 −1/12x4 + o

x→0

(
x5

)

p
ch x = 1+1/4x2 −1/96x4 + o

x→0

(
x5

)
,

p
cos x = 1−1/4x2 −1/96x4 + o

x→0

(
x5

)

donc

u (x) =
−1/6x4 + o

x→0

(
x5

)

−1/48x4 + o
x→0

(
x5

) −−−→
x→0

8

Exercice 14.20 ♥♥
Déterminer la limite lorsquex →+∞ de la fonction définie par :

u(x) =
((

ln(x +1)

ln x

)x

−1

)
ln x

Solution : On écritu (x) sous forme exponentielle :

u (x) =


e

x ln

(
ln (1+ x)

ln x

)

−1


 ln x =


e

x ln

(
1+

ln(1+1/x)

ln x

)

−1


 ln x

et en utilisant les DLs et les équivalents usuels :

ln

(
1+ ln (1+1/x)

ln x

)
= ln

(
1+1/(x ln x)+1/ln x o

x→+∞
(1/x)

)
∼

x→+∞
1/(x ln x)

doncx ln

(
1+

ln(1+1/x)

ln x

)
∼

x→+∞
1/ln x et exp

(
x ln

(
1+

ln (1+1/x)

ln x

))
−1 ∼

x→+∞
1/ln x. Doncu (x) ∼

x→+∞
ln x/ln x = 1.

On en déduit quelim
+∞

u = 1 .

Exercice 14.21 ♥♥
Déterminer la limite lorsquex →+∞ de la fonction définie par :

u(x) =
(
e −

(
1+ 1

x

)x) 1
x
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Solution : Par opérations sur les développements limités, on calcule :

(
1+ 1

x

)x

= e
x ln

(
1+

1

x

)

= e − e

2x
+ o

x→+∞

(
1

x

)

donc

u (x) =
(

e

2x
+ o

x→+∞

(
1

x

))1/x
= e

1
x ln

(
e

2x + o
x→+∞

(
1
x

))

mais
1

x
ln

(
e

2x
+ o

x→+∞

(
1

x

))
X=e/(2x)======== 2X

e
ln

(
X+ o

X→0+
(X)

)
−−−−→
X→0+

0

donc u (x) −−−−−→
x→+∞

1 .

Exercice 14.22 ♥♥
Trouver la limite lorsquex → 0+ de la fonction définie par :

f (x) = xxx
ln x

xx −1

Solution : On utilise les équivalents usuels :

f (x) =
xxx

ln x

xx −1
= xxx

ln x

ex ln x −1
∼

x→0+

xxx
ln x

x ln x
= xxx−1

car x ln x −−−−→
x→0+

0. Mais xxx−1 = e(xx−1) ln x et xx −1 = ex ln x −1 ∼
x→0+

x ln x donc(xx −1) ln x ∼
x→0+

x ln2 x −−−−→
x→0+

0 donc

par composition de limitef (x) −−−−→
x→0+

e0 = 1 .

Exercice 14.23 ♥♥
Déterminer la limite lorsquex → 1+ de la fonction définie par :

f (x) = xx − x

ln(1+
p

x2 −1)

Solution : On utilise les équivalents usuels :

f (x) = xx − x

ln(1+
p

x2 −1)
= x

xx−1 −1

ln(1+
p

(x −1) (x +1))

X=x−1====== (X+1)
(X+1)X −1

ln
(
1+

p
X (X+2)

)

∼
X→0+

eX ln(1+X) −1

ln
(
1+

p
X (X+2)

) ∼
X→0+

X ln (1+X)
p

X (X+2)
∼

X→0+

p
X ln (1+X)

p
2

−−−−→
X→0+

0

Exercice 14.24 ♥♥♥

1. Écrire le DL(0,n) de
1

1+u
en écrivant le reste exact.

2. Que donne cette formule pour
1

1+e−2t
?

3. Montrer que ∫π

0

sin t

ch t
d t = 2 lim

n→∞

n∑

k=0

(−1)k e−(2k+1)π+1

(2k +1)2 +1

Solution :

1. Pour toutu ∈R\ {±1},
1

1−u
=

n∑

k=0

uk + un+1

1−u

donc
1

1+u
=

n∑

k=0

(−1)k uk + (−1)n+1 un+1

1+u
.
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2. On obtient alors pour toutt ∈R :

1

1+e−2t
=

n∑

k=0

(−1)k e−2kt + (−1)n+1 e−2(n+1)t

1+e−2t
.

3. Pour toutt ∈R :

sin t

ch t
= 2sin t

e t +e−t
= 2sin t

e t

1

1+e−2t
= 2

n∑

k=0

(−1)k e−(2k+1)t sin t + (−1)n+1 2e−(2n+3)t sin t

1+e−2t
.

En effectuant deux intégrations par parties successives, on calcule que pour toutk ∈ �0,n� :

∫π

0
e−(2k+1)t sin t dt = e−(2k+1)π+1

(2k +1)2 +1

donc en passant à l’intégrale dans la somme, on obtient :

∫π

0

sin t

ch t
d t = 2

n∑

k=0

(−1)k e−(2k+1)π+1

(2k +1)2 +1
+

∫π

0
(−1)n+1 2e−(2n+3)t sin t

1+e−2t
dt .

Mais
∣∣∣∣
∫π

0
(−1)n+1 2e−(2n+3)t sin t

1+e−2t
dt

∣∣∣∣É
∫π

0
e−2(n+1)t sin t

ch t
dt É

∫π

0
e−2(n+1)t dt =− 1

2(n+1)

(
e−2(n+1)π−1

)
−−−−−→
n→+∞

0

d’où le résultat.

14.4.3 Applications à l’étude de fonctions

Exercice 14.25 ♥
Déterminer un équivalent des fonctions suivantes au voisinage du point indiqué :

1. f (x) =
ex −

p
1+ x(

x2 +1
)

(x +3)
enx = 0.

2. f (x) =
(

sh x

x

)sin x

−
(

sin x

x

)sh x

enx = 0.

3. f (x) =
x2 +cos x −ch x

p
x

enx = 0.

4. f (x) =
p

x −
p

sin x enx = 0+.

5. f (x) = sh (sin x)− sin (sh x) enx = 0.

6. f (x) = arctan(2x)−2arctan(x) enx = 0.

7. f (x) = arctansin x − sin arctan x enx = 0.

8. f (x) = e
1
x −e

1
x+1 enx =+∞.

Solution :

1. On aex −
p

1+ x = (1+ x)−
(
1+

x

2

)
+ o

x→0
(x) =

x

2
+ o

x→0
(x) et

(
x2 +1

)
(x +3) ∼

x→0
3. Donc

ex −
p

1+ x(
x2 +1

)
(x +3)

∼
x→0

x

6
.

2. On a :
(

sh x

x

)sin x

= 1+ x3

6
+ o

x→0

(
x3

)
et

(
sin x

x

)sh x

= 1− x3

6
+ o

x→0

(
x3

)
donc :

(
sh x

x

)sin x

−
(

sin x

x

)sh x

=
1

3
x3 + o

x→0

(
x3

)
(14.8)

∼
x→0

1

3
x3 (14.9)

3.

x2 +cos x −ch x
p

x
=

− 1

360
x6 + o

x→0

(
x6

)

p
x

(14.10)

∼
x→0

− x
11
2

360
(14.11)
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4.

p
x −

p
sin x =

p
x −

√
x −

x3

6
+ o

x→0

(
x3

)
(14.12)

=
p

x

(
1−

√
1− x2

6
+ o

x→0

(
x2

)
)

(14.13)

=
p

x

(
1

12
x2 + o

x→0

(
x2

))
(14.14)

∼
x→0

x
5
2

12
(14.15)

car
sin x

x
−−−→
x→0

1.

5. On a :sh (sin x) = x −
x5

15
+

x7

90
+ o

x→0

(
x7

)
et sin (sh x) = x −

x5

15
−

x7

90
+ o

x→0

(
x7

)
donc :

sh (sin x)− sin (sh x) = x7

45
+ o

x→0

(
x7

)
(14.16)

∼
x→0

x7

45
(14.17)

6. On a :arctan x = x − x3

3
+ o

x→0

(
x3

)
et donc :arctan2x = 2x − 8x3

3
+ o

x→0

(
x3

)
ce qui amène :

arctan(2x)−2arctan(x) = −2x3 + o
x→0

(
x3

)
(14.18)

∼
x→0

−2x3 (14.19)

7. On aarctan(sin (x)) = x−
1

2
x3+

3

8
x5−

83

240
x7+ o

x→0

(
x7

)
etsin (arctan(x)) = x−

1

2
x3+

3

8
x5−

5

16
x7+ o

x→0

(
x7

)
donc :

arctansin x − sin arctan x = −
x7

30
+ o

x→0

(
x7

)

∼
x→0

−
x7

30

8. PosonsX = 1

x

e
1
x −e

1
x+1 = eX −e

X
1+X

= eX −e
X

(
1+X+ o

X→0
(X)

)

= eX −e
X+X2+ o

X→0
(X2)

= 1+X+ X2

2
−

(
1+X− X2

2

)
+ o

X→0

(
X2

)

= X2 + o
X→0

(
X2

)

∼
X→0

X2

∼
x→+∞

1

x2

Exercice 14.26 ♥
Étudier la position du graphe de l’applicationf : x 7→ ln(1+ x + x2) par rapport à sa tangente en0 et 1.
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Solution : On écrit le DL def à l’ordre2 en0 et en1 :

ln(1+ x + x2) = x +1/2x2 + o
x→0

(
x2

)
et ln(1+ x + x2) = ln(3)+ (x −1)−1/6(x −1)2 + o

x→1

(
(x −1)2

)

Une équation de la tangente au graphe def est :
– en0 : y = x

– en1 : y = x −1+ ln 3

Donc :
f (x)− x = 1/2x2 + o

x→0

(
x2

)
∼

x→0
1/2x2

et le graphe def est au dessus de sa tangente au voisinage de0. De même :

f (x)− ((x −1)+ ln 3) =−1/6(x −1)2 + o
x→1

(
(x −1)2

)
∼

x→1
−1/6(x −1)2

donc le graphe def est en dessous de sa tangente au voisinage de1.

Exercice 14.27 ♥
On considère la fonctionf : x 7→

x

ex −1
.

1. Montrer que la fonctionf peut être prolongée en une fonction de classeC 1 surR.

2. Déterminer une équation de la tangente au graphe def en0 puis étudier la position de la courbe def par rapport
cette tangente.

Solution :

1. f est de classeC 1 surR∗ par opération sur les fonctions de classeC 1 surR∗. Montrons quef est prolongeable en
0 en une fonction de classeC 1 en0. Pour ce faire, calculons le développement limité def en0. Dans l’objectif
d’étudier la position du graphe def relativement à sa tangente en0, poussons ce développement limité à l’ordre
2 :

x

ex −1
= x

x + 1

2
x2 + 1

6
x3 + o

x→0

(
x3

)

= 1

1+ 1

2
x + 1

6
x2 + o

x→0

(
x2

)

= 1− 1

2
x + 1

12
x2 + o

x→0

(
x2

)

On peut donc prolongerf par continuité et dérivabilité en0 en posantf (0) = 1 et f ′ (0) =
1

2
.

Il peut être utile de le vérifier :

f (x)− f (0)

x −0
=

−
1

2
x +

1

12
x2 + o

x→0

(
x2

)

x

= −
1

2
+

1

12
x + o

x→0
(x)

−−−→
x→0

−1

2

donc f est dérivable en0 et f ′ (0) =
1

2
.
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Reste à montrer quef ′ est continue en0. On a, pour toutx ∈R∗,

f ′ (x) = − (x −1) ex +1

(ex −1)2

∼
x→0

− (x −1) ex +1

x2

= −

1

2
x2 + o

x→0

(
x2

)

x2

= −1

2
+ o

x→0
(1)

−−−→
x→0

−1

2

En résumé,f estC 1 surR.

2. Une équation de la tangente en0 au graphe def est y =− x

2
+1 . De plus :

f (x)−
(
−

x

2
+1

)
=

1

12
x2 + o

x→0

(
x2

)

= x2

12

(
1+ o

x→0
(1)

)

∼
x→0

x2

12

La quantitéf (x)−
(
−

x

2
+1

)
est donc positive dans un voisinage de0. On en déduit que le graphe def est situé au

dessus de sa tangente en0 dans un voisinage de0.

Exercice 14.28
On considère la fonctionf donnée pour toutx ∈]− π

2
, π

2
[− {0} par f (x) = (cos x)

1
x

1. Montrer quef est prolongeable par continuité en0.

2. Étudier la dérivabilité du prolongement def .

Solution : On a :

(cos x)
1
x = e

ln(cos x)
x

= e

ln

(
1− x2

2 + o
x→0

(x2)
)

x

= e

− 1
2 x2+ o

x→0
(x2)

x

= e
− 1

2 x+ o
x→0

(x)

= 1− 1

2
x + o

x→0
(x)

1. On déduit de ce calcul quelim
x→0

f (x) = 1. On peut alors prolongerf par continuité en0 en posant f (0) = 1 .

2. L’existence d’un DL à l’ordre 1 équivaut à l’existence de la dérivée (du moins pour la fonction prolongée). Donc

f est dérivable en0 et f ′ (0) =−1

2
.

Exercice 14.29
Soit la fonctionf : x 7→

arctan x

(sin x)3
−

1

x2
.

1. Donner le domaine de définition def .

2. Montrer qu’elle se prolonge par continuité en0 en une fonction dérivable.

3. Déterminer la tangente en0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par rapport à celle-ci.
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Solution :

1. f est définie surR\πZ.

2. Calculons le développement limité def à l’ordre2 :

arctan x

(sin x)3
−

1

x2
=

x2 arctan x − sin3 x

x2 sin3 x

=
x2

(
x −

1

3
x3 +

1

5
x5 + o

x→0

(
x5

))
−

(
x3 −

x5

2
+

13

120
x7 + o

x→0

(
x7

))

x2

(
x3 − x5

2
+ o

x→0

(
x5

))

=

1

6
x5 + 11

120
x7 + o

x→0

(
x7

)

x5 − 1

2
x7 + o

x→0

(
x7

)

=

1

6
+ 11

120
x2 + o

x→0

(
x2

)

1−
1

2
x2 + o

x→0

(
x2

)

=
(

1

6
+ 11

120
x2 + o

x→0

(
x2

))(
1+ 1

2
x2 + o

x→0

(
x2

))

= 1

6
+ 7

40
x2 + o

x→0

(
x2

)

L’existence du DL en0 à l’ordre1 assure que l’ on peut prolongerf par continuité en0 en posantf (0) =
1

6
et par

dérivabilité en posantf ′ (0) = 0.

3. Une équation de la tangente en0 est y = 1

6
. De plus :

f (x)−
1

6
=

7

40
x2 + o

x→0

(
x2

)

= 7

40
x2

(
1+ o

x→0
(1)

)

∼
x→0

7

40
x2

donc la quantitéf (x)−
1

6
est positive dans un voisinage de0 et on en déduit que le graphe def est au dessus de

sa tangente en0 dans un voisinage de0.

Exercice 14.30 ♥♥
Faire l’étude locale en0 de la fonction définie par :

f (x) =
(

2

sin2 x
+ 1

ln(cos x)

)

Solution : En effectuant unDL(0,n) desin, on trouvera :
2

sin2 x
=

1

x2(· · ·+o(xn−2))

et de même avec unDL(0,n) decos x, on trouvera :
1

ln(cos x)
= 1

x2(· · ·+o(xn−2))

et finalement, on aura à la fin :
f (x) = ·· ·+o(xn−4)

Pour faire l’étude locale complète en0, il nous faut un terme significatif qui tend vers0, et doncn−4 Ê 1, doncn Ê 5.
Faisons donc nos développements limités à l’ordre5. On trouve après calculs que

f (x) = 1+ 1

6
x2 +o(x2)
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Donc f se prolonge en une fonctioñf dérivable en0, avecf̃ (0) = 1, f̃ ′(0) = 0 et localement la courbe représentative de
f̃ est située au dessus de sa tangente en0 d’équationy = 1.

Exercice 14.31 ♥♥
Étudier le prolongement en0 de la fonction

f (x) = 1−cos x

tan2 x

Solution : Effectuons unDL(0,2) de f (x) :

f (x) = 1

2
− 3

8
x2 +o(x2)

Donc f (x) se prolonge par continuité en0 en une fonctioñf dérivable en0, avec f̃ (0) = 1

2
, f̃ ′(0) = 0. Localement, la

courbe est située en dessous de sa tangente en0.

14.4.4 Branches infinies

Exercice 14.32 ♥
Construire la courbe

y =
(

ex +1

2

) 1
x

Solution : Introduisons la fonctionf : x 7→
(

ex +1

2

) 1
x
= e

1
x ln

(
ex +1

2

)

. Le domaine de définition def estR∗. f est

dérivable surR∗ par opérations sur les fonctions dérivables et pour toutx ∈R∗ :

f ′(x) = f (x)

x2

(
− ln(

ex +1

2
)+ xex

ex +1

)

Étudions la fonctiong donnée parg (x) =
xex

ex +1
− ln(

ex +1

2
). On a :g ′(x) = xex

(ex +1)2
, de quoi on tire facilement les

variations deg puis celles def : f est croissante surR. En utilisant les règles de calcul avec les DLs, on montre que:

f (x) = e1/2+ e1/2

8
x+ o

x→0
(x). Donc on peut prolongerf par continuité en0 en posantf (0) = e1/2 et le prolongement est

dérivable en0. En+∞, on remarque que

ln f (x) = 1

x
ln

(
ex +1

2

)
= 1

x

(
x + ln

(
1+e−x

)
− ln 2

)
−−−−−→
x→+∞

1

donclim+∞ f = e.

Exercice 14.33 ♥
Étudier les branches infinies de la courbe

y = x arctan
( x

x −1

)

Solution : Introduisons la fonctionf : x 7→ x arctan
( x

x −1

)
. Elle est définie surR\ {1}.

On a une branche infinie d’asymptotex = 1 quandx → 1+ ou quandx → 1−. On vérifie facilement quelim+i n f t y f =
+∞. Étudions la branche infinie quandx →+∞. À cette fin, formons un développement asymptotique def (1/x) au

voisinagex = 0. On obtient, avecX = 1/x : f (X) = 1
X

arctan 1
1−X

= π

4X
+ 1

2
+ X

4
+ o

X→0
(X) ou encoref (x) = π

4
x+ 1

2
+ 1

4x
+

o
x→+∞

(
x−1

)
. On en déduit que la droite d’équationy = π

4
x + 1

2
est asymptote à la courbe en+∞. On fait de même en

−∞.

Exercice 14.34 ♥
Étudier les branches infinies de la fonction définie par

f (x) = x2 arctan
( 1

1+ x

)
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Solution : Remarquons quef (x) −−−−−→
x→−1±

∓π
2 . On vérifie facilement quelim+∞ f =+∞. Au voisinage de+∞, on a :

f (x)
X=1/x====== 1

X2
arctan

(
X

1+X

)
= 1

X2
arctan

(
X−X2 +X3 o

X→0+

(
X3

))
= 1

X2

(
X−X2 +2/3X3 + o

X→0+

(
X3

))

= 1

X
−1+2/3X+ o

X→0+
(X) = x −1+ 2

3x
+ o

x→+∞
(1/x)

donc la droite d’équationy = x −1 est asymptote à la courbe en+∞. On procède de même en−∞.

Exercice 14.35 ♥
Étudier les branches infinies de la fonction définie par

f (x) = (x −1)e
1

x−3

Solution : Commelim3+ f = +∞, f admet une branche infinie d’asymptotex = 3. En±∞, on a :f (x) −−−−−→
x→+∞

+∞.

Calculons un développement asymptotique def (1/x) au voisinage de0 de f (1/x) :

f (1/x) =
1− x

x
e

x
1−3x =

1− x

x
e

x+3x2+ o
x→0

(x2) =
1− x

x

(
1+ x +7/2x2 + o

x→0

(
x2

))
= 1/x +5/2x + o

x→0
(x)

et f (x) = x+5/(2x)+ o
x→+∞

(1/x) donc la droite d’équationy = x est asymptote au graphe def en+∞. On fait de même
en−∞.

Exercice 14.36 ♥♥
Construire les courbes représentatives des deux fonctionsdéfinies par :

f (x) = ln(1+ x)

ln x
et g (x)=

(
ex +1

2

) 1
x

On précisera les asymptotes éventuelles, la position de la courbe par rapport aux asymptotes, et on étudiera éventuelle-
ment les prolongements par continuité.

Solution :
– Le domaine de définition def est D f =]0,1[∪]1,+∞[. Cette fonction est dérivable sur son domaine de définition

par opérations sur les fonctions dérivables et pour toutx ∈ D f , f ′(x) = x ln x − (x +1) ln(x +1)

x(x +1) ln2 x
É 0 (car x ln x É

(x+1) ln(x+1)). Donc la fonctionf est décroissante. On remarque quef (x) ∼
x→0+

x

ln x
et doncf (x) −−−−→

x→0+
0. Puisque

f (x)

x
∼

x→0+

1

ln x
−−−−→
x→0+

−∞, la courbe présente une tangente verticale en0. Lorsquex → +∞, f (x) =
ln x(1+ 1

x )

ln x
=

1+
ln(1+ 1

x )

ln x
et doncf (x)−1 ∼

x→+∞
1

x ln x
−−−−−→
x→+∞

0. La droitey = 1 est une asymptote, et la position par rapport à

l’asymptote se lit sur le tableau de variations.

– Le domaine de définition deg est Dg = R \ {0}. g (x) = exp

[
1

x
ln

(
ex +1

2

)]
. g est dérivable sur son domaine de

définition par opération sur les fonctions dérivables et pour tout x ∈ Dg ,

g ′(x) =

(
ex +1

2

) 1
x

x2

[
2x

ex

ex +1
− ln(

ex +1

2
)

]

Étudions le signe deϕ(x) = 2x
ex

ex +1
− ln(

ex +1

2
). On remarque queϕ′(x) = 2xex

(ex +1)2
est du signe dex. Comme

ϕ(0) = 0, il vient queg ′(x) Ê 0.
Lorsquex → 0, posons

a(x) = 1

x
ln(

ex +1

2
) = 1

x
ln(1+ ex −1

2
) = 1

2
+ 1

8
x − 1

192
x3 +o(x3)

On a alors

g (x) =
p

e +
p

e

8
x +

p
e

128
x2 +o(x2)
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Doncg se prolonge par continuité en0 en posantg (0) =
p

e. La fonction ainsi prolongée est dérivable en0, de dérivée

g ′(0) =
p

e

8
et localement, la courbe se situe au dessus de sa tangente.

Lorsquex →+∞, posonsh =
1

x
,

g̃ (h) = exp


h ln


 e

1
h +1

2





= exp


1+h ln


 1+e

− 1
h

2







Lorsqueh → 0−, e
1
h → 0, et doncg̃ (h) → 1. Lorsqueh → 0+, on utilise la deuxième expression :e

− 1
h → 0 et donc

g̃ (h) → e. On trouve donc que lorsquex →−∞, g (x) → 1 et lorsquex →+∞, g (x) → e. La position par rapport aux
asymptotes se lit sur le tableau de variations.

Exercice 14.37 ♥♥♥
Étudier le prolongement en0 et les branches infinies de la fonction définie par

f (x) = x3

(x2 +1)arctan x

Solution : On a au voisinage de0 :

f (x) = x3

(x2 +1)arctan x
= x3

x +2/3x3 + o
x→0

(
x4

) = x2

1+2/3x2 + o
x→0

(
x3

) = x2 + o
x→0

(
x3

)

donc f est prolongeable par continuité en0 en posantf (0). Son prolongement est dérivable en0. La tangente au graphe
de f en0 est l’axe des abscisses et le graphe est au dessus de la tangente.
Pour étudier le comportement def au voisinage de+∞, calculons un développement asymptotique au voisinage de0 de
f (1/x). On sait que pour toutx > 0, arctan x +arctan1/x = π/2 (voir la proposition 4.32 page 166) doncarctan1/x =
π/2− x +1/3x3 −1/5x5 + o

x→0

(
x6

)
et on a :

f (1/x) =
1

x
(
1+ x2

)(
π/2− x +1/3x3 −1/5x5 + o

x→0

(
x6

)) = 2

πx

1

1+ x2

1

1−2/πx +2/(3π)x3 − (2/5π)x5 + o
x→0

(
x6

)

et f (x) = 2 x
π +4π−2 +2 −1+4π−2

πx +2
−2/3π−1−2 π2−4

π3

πx2 + o
x→+∞

(
x2

)
donc la droite d’équationy = 2 x

π +4π−2 est asymptote

à la courbe en+∞.

14.4.5 Développements asymptotiques

Exercice 14.38 ♥
Considérons la fonction définie par l’intégrale

f (x) =
∫x2

x

d t
p

1+ t 4

1. Montrer quef est définie et de classeC ∞ surR.

2. Déterminer leDL(0,10) de la fonctionf .

3. Déterminer un développement asymptotique de la fonctionf au voisinage de+∞ à la précision1/x10.

Solution :

1. La fonctiong : t 7→ 1/
p

1+ t 4 est définie et continue surR. D’après le théorème fondamental, elle admet une
primitive G surR. De plusG est de classeC ∞ surR et pour toutx ∈R :

f (x) = G
(
x2

)
−G(x) .

On en déduit quef est définie et de classeC ∞ surR et que pour toutx ∈R,

f ′(x) =
2x

p
1+ x8

−
1

p
1+ x2

.
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2. Il vient alors que fonctionf ′ est de classeC 9 surR et en primitivant leDL(0,9) de f ′, on obtient leDL(0,10) de
f :

f (x) =−x + x2 + x5

10
+ x9

24
− x10

10
+o(x10).

3. Posons ensuiteX = 1

x
. On a

f (X) =
∫1/x2

1/x

1
p

1+ t 4
dt =

∫x2

x

−1

u2

u2

p
1+u4

du =− f (x)

en effectuant le changement de variablesu = 1

t
. On trouve qu’au voisinage de+∞,

f (x) = 1

x
− 1

x2
− 1

10x5
− 1

24x9
+ 1

10x10
+o(x−10)

Exercice 14.39 ♥
On considère la fonction définie par

f (x) = (x2 +1)e1/x

p
x2 +2

Étudier la branche infinie lorsquex →+∞.

Solution : On poseX = 1/x et on utilise les DLs usuels en0 :

f (1/X) = 1

X

(X2 +1)eX

p
1+2X2

= X2 +1

X

(
1+X+ X2

2
+ o

X→0+

(
X2

))(
1−X2 + o

X→0+

(
X2

))

= X2 +1

X

(
1+X−1/2X2 + o

X→0+

(
X2

))

= 1

X
+1+ X

2
+ o

X→0+
(X)

et f (x) = x +1+
1

2x
+ o

x→+∞
(1/x)

Exercice 14.40 ♥♥
On considère la fonction définie par

f (x) = arctan(x2) ln
(
2
p

x +1
)

Trouver un développement asymptotique def au voisinage de+∞ à la précision1/
p

x. En déduire une courbe asymp-
tote simple et la position de la courbe par rapport à son asymptote.

Solution : PosonsX = 1/x et utilisons les développements limités usuels en0+ ainsi que la formule 4.32 page 166 :

f (X) = arctan
(
1/X2

)
ln

(
2/
p

X+1
)

=
(
π/2−arctanX2

)(
ln 2+ ln

(
1+

p
X/2

)
− ln

p
X
)

=
(
π/2−X2 + o

X→0+

(
X2

))(
ln 2− 1

2
lnX+ 1

2
X1/2 − 1

8
X+1/24X3/2 − 1

64
X2 + o

x→0+

(
X2

))

= −π

4
ln X+ π ln2

2
+ π

4

p
X+ o

X→0+

(p
X
)

donc

f (x) = π

4
ln x + π ln2

2
+ π

4

1
p

x
+ o

x→+∞

(
1/
p

x
)

La courbe d’équationy = π

4
ln x + π ln2

2
est donc asymptote et la courbeC f est située localement au dessus.

630



14.4.6 Applications à l’étude de suites

Exercice 14.41

Déterminer un équivalent des suites dont le terme général est donné par :

1. un = (n+1)
1

n+1 −n
1
n 2. un = 2

p
n −

p
n+1−

p
n−1 3. un =

ln (n+1)− lnn
p

n+1−
p

n

Solution :

1. On utilise le DL(0,1) deexp et le fait queln n/n −−−−−→
n→+∞

0. Il existe des suites
(
γn

)
,
(
γ̃n

)
toutes deux convergentes

vers0 tels que :

(n+1)
1

n+1 −n
1
n = e

ln(n+1)
n+1 −e

ln n
n

= 1+ ln (n+1)

n+1
+γn

ln (n+1)

n+1
−1− ln n

n
+ γ̃n

ln n

n

= ln n

n+1
− lnn

n
+ ln (1+1/n)

n+1
+γn

ln (n+1)

n+1
+ γ̃n

ln n

n

=− ln n

n(n+1)
+ ln (1+1/n)

n+1
+γn

ln (n+1)

n+1
+ γ̃n

ln n

n

Il n’est pas difficile de voir que
ln (1+1/n)

n+1
∼ 1

n2
et donc

ln(1+1/n)

n+1
est négligeable par rapport au terme

ln n

n(n+1)
.

Mais qu’en est-il des autres termes ? Pour le savoir, il faut aller plus loin dans le développement limité. Mais

auparavant, pour éviter les redites, notons queln(n+1)− ln n ∼
1

n
.

(n+1)
1

n+1 −n
1
n = e

ln(n+1)
n+1 −e

lnn
n

= 1+ ln(n+1)

n+1
+ ln2 (n+1)

2(n+1)2
+εn

ln2 (n+1)

2(n+1)2
−1− ln n

n
− ln2 n

n2
+ ε̃n

ln2 n

n2

= ln n

n+1
− ln n

n
+ ln (1+1/n)

n+1
+ ln2 (n+1)− ln2 n

2(n+1)2
+ ln2 n

2(n+1)2
− ln2 n

2n2
+εn

ln2 (n+1)

2(n+1)2
+ ε̃n

ln2 n

n2

Maintenant

• ln n

n+1
− ln n

n
∼− ln n

n2
.

•
ln(1+1/n)

n+1
∼

1

n2
= o

(
ln n

n2

)
.

•
ln2 (n+1)− ln2 n

2(n+1)2
∼

ln (n+1)+ ln n

2n(n+1)2
= o

(
lnn

n2

)
.

• Bien entenduεn
ln2 (n+1)

2(n+1)2
= o

(
ln n

n2

)
et ε̃n

ln2 n

n2
= o

(
lnn

n2

)
.

Finalement, on a bienun ∼− ln n

n2
.

2. Comme
p

1+ x = 1+ 1

2
x − 1

8
x2 + o

x→0

(
x2

)
et que

p
1− x = 1− 1

2
x − 1

8
x2 + o

x→0

(
x2

)
, on a :

2
p

n −
p

n+1−
p

n−1 =
p

n

(
2−

√
1+

1

n
−

√
1−

1

n

)

=
p

n

(
1

4

1

n2
+ o

n→+∞

(
1

n2

))

∼
n→+∞

1

4

1

n
3
2
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3. Commeln (1+ x) = x + o
x→0

(x) et que
p

1+ x = 1+
1

2
x + o

x→0
(x) :

ln(n+1)− ln n
p

n+1−
p

n
=

ln
(
1+ 1

n

)

p
n

(√
1+ 1

n
−1

)

=
1
p

n

1
n
+ o

n→+∞

(
1
n

)

1
2n

+ o
n→+∞

(
1
n

)

∼
n→+∞

2
p

n

Exercice 14.42
Déterminer les limites suivantes :

1. lim
n→+∞

n sin
(

1

n

)
2. lim

n→+∞

(
n sin

(
1

n

))n2

3. lim
n→+∞

n2
(
(n+1)

1
n −n

1
n

)

Solution :

1.

n sin
(

1

n

)
= n

(
1

n
+ o

n→+∞

(
1

n

))

= 1+ o
n→+∞

(1)

−−−−−→
n→+∞

1

2.

(
n sin

(
1

n

))n2

= e
n2 ln

(
n sin 1

n

)

= e
n2 ln

(
n

(
1
n − 1

6n3 + o
n→+∞

(
1

n3

)))

= e
n2 ln

(
1− 1

6n2 + o
n→+∞

(
1

n2

))

= e
−n2

(
1

6n2 + o
n→+∞

(
1

n2

))

= e
− 1

6+ o
n→+∞

(1)

−−−−−→
n→+∞

e−
1
6

3.

n2
(
(n+1)

1
n −n

1
n

)
= n2

(
e

ln(n+1)
n −e

ln n
n

)

= n2e
ln n

n


e

ln
(
1+ 1

n

)

n −1




= n2e
ln n

n

(
e

1
n2 + o

n→+∞

(
1

n2

)
−1

)

= n2e
ln n

n

(
1

n2
+ o

n→+∞

(
1

n2

))

= e
ln n

n

(
1+ o

n→+∞
(1)

)

−−−−−→
n→+∞

1

Exercice 14.43 ♥♥
On considère la suite de terme général :

In =
∫ 1

n

0

ex

1+ x2
d x
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Déterminer leDL(0,3) deIn .

Solution : Remarquons que commef : x 7→ ex /(1+x2) est continue surR, elle admet, d’après le théorème fondamental,
une unique primitiveF surR qui s’annule en0. On calcule facilement queex /(1+ x2) = 1+ x − 1

2
x2 + o

x→0

(
x2

)
donc par

primitivation : F(x) = x + 1
2

x2 − 1
6

x3 + o
x→0

(
x3

)
. Il vient alors pour toutn ∈N∗ :

In = F

(
1

n

)
= 1

n
+ 1

2n
+ 1

6n3
+ o

n→+∞

(
1

n3

)
.

Exercice 14.44 ♥♥
Montrer que les suites suivantes(un ) et (vn), données par leur terme général, sont adjacentes :

un = n−
(
cos1+cos

1

2
+ . . .+cos

1

n

)
et vn = un + sin

1

n

Solution : La suite(un ) est clairement croissante etun − vn −−−−−→
n→+∞

0. Reste à montrer que(vn) est décroissante. Soit

n ∈N. On calcule en utilisant les développements limités usuels:

vn+1 − vn = un+1 −un + sin
1

n+1
− sin

1

n

= n+1−n−cos
1

n+1
+ sin

1

n+1
− sin

1

n

= 1−
(

1− 1

2(n+1)2

)
+ 1

n+1
− 1

n
+ o

n→+∞

(
1

(n+1)2

)

=
n+2n(n+1)−2(n+1)2

2n(n+1)2
+ o

n→+∞

(
1

(n+1)2

)

= − n+2

2n(n+1)2
+ o

n→+∞

(
1

(n+1)2

)

∼
n→+∞

−
n+2

2n(n+1)2

La suite(vn+1 − vn) est équivalente à une suite négative donc à partir d’un certain rang on avn+1 − vn É 0. On montre
ainsi que(vn) est décroissante à partir d’un certain rang. Les deux suitessont bien adjacentes et elles convergent vers
une même limite.

Exercice 14.45 ♥♥♥
Etudier la suite de terme général

un =
n∑

k=1

[√
1+ k

n(n+1)
−1

]

Solution : Utilisons leDL(0,1) de
p

1+u = 1+u/2+ o
u→0

(u). Soitn ∈N. Pour toutk ∈ �1,n�, il vient alors

√
1+ k

n(n+1)
−1= k

2n(n+1)
+ k

n(n+1)
γ

(
k

n(n+1)

)
et lim

0
γ= 0.

Donc

un =
1

n (n+1)

n∑

k=1

(
k

2
+kγ(

k

n(n+1)
)

)
=

1

4
+

n∑

k=1

k

n (n+1)
γ

(
k

n(n+1)

)

et ∣∣∣∣un −
1

4

∣∣∣∣É
n∑

k=1

k

n (n+1)

∣∣∣∣γ(
k

n(n+1)
)

∣∣∣∣ .

Soit ε> 0. Commelim0γ= 0, il existeη> 0 tel que si|x| É ε alors
∣∣γ(x)

∣∣É ε. Par ailleurs, commek ∈ �1,n� :

k

n(n+1)
É 1

n+1
−−−−−→
n→+∞

0.

Donc à partir d’un certain rangN, si n Ê N alors1/(n+1) É η et pour toutk ∈ �1,n�, k
n(n+1)

É η. Il vient alors pour tout

k ∈ �1,n� que
∣∣∣∣γ

(
k

n(n+1)

)∣∣∣∣É ε et on peut écrire :

∣∣∣∣un − 1

4

∣∣∣∣É ε
n∑

k=1

k

n (n+1)
= ε

2
.
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On a ainsi montré queun −−−−−→
n→+∞

1/4 .

14.4.7 Applications à l’étude locale des courbes paramétrées

Exercice 14.46 ♥

Pour chacune des courbes suivantes, déterminer les points stationnaires ainsi que l’allure de la courbe au voisinage de
ces points stationnaires.

{
x (t) = t − tanh t

y (t) = 1
ch t

{
x (t) = 1+ t 3 + t 5

y (t) = 1+ t 4

{
x (t) = e t−1 − t

y (t) = t 3 −3t





x (t)=−2t + t 2

y (t) = t 2 + 1

t 2

{
x (t) = t 3 + t 4

y (t)= t 5 + t 7





x (t)=
t 2

2
+ t

y (t) = t + 1

t

Solution :

1. On a :x′ (t) = th2 t et y ′ (t) = − sh t

ch2 t
. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 0. De

plus :

x (t) = 1

3
t 3 o

t→0

(
t 3

)

y (t) = 1− 1

2
t 2 + o

t→0

(
t 2

)

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.

1,00,50,0

1,0

0,8

−0,5

0,6

0,4

−1,0

2. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètret = 0. De plus, comme :

x (t) = 1+ t 3 + t 5

y (t) = 1+ t 4

ce point stationnaire est donc un point banal.
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1,5

1,4

1,3

1,2

1,1

1,0

1,51,251,00,750,5

3. On a :x′ (t) = e t−1 −1 et y ′ (t) = 3t 2 −3. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 1. De
plus :

x (t) = 1

2
(t −1)2 + 1

6
(t −1)3 + 1

24
(t −1)4 + o

t→1

(
(t −1)4

)

y (t) = −2+3(t −1)2 + (t −1)3

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de seconde espèce.

2,0

2

1

1,5

0

−1

1,0

−2

0,50,0

4. On a :x′ (t) =−2+2t et y ′ (t) = 2t − 2

t 3
. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 1. De

plus :

x (t) = −1+ (t −1)2

y (t) = 2+2(t −1)2 −2(t −1)3 + o
t→1

(
(t −1)3

)

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.

25

20

15

10

5

0

−5

3210−1
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5. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètret = 0. De plus, comme :

x (t) = t 3 + t 4

y (t) = t 5 + t 7

ce point stationnaire est un point d’inflexion.

0,3

0,2

0,1

0,4

0,0

−0,1
0,2

−0,2

0,0

6. On a :x′ (t) = 1+ t et y ′ (t) = 1− 1

t 2
. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = −1. De

plus :

x (t) = −1

2
+ 1

2
(t +1)2

y (t) = −2− (t +1)2 − (t +1)3 + o
t→−1

(
(t +1)3

)

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.

0,0

−2

−4

−0,2

−6

−8

−0,4

−10

Exercice 14.47 ♥
Étudier les courbes suivantes au voisinage du point de paramètret0 :
{

x (t) = (t +1) ln t −2t +2

y (t) = (t −1) ln t
et t0 = 1.





x (t)= cos(t)+ 1

2
cos2t

y (t) = sin(t)− 1

2
sin 2t

et t0 = 0

Solution :

1. On vérifie que le point de paramètret0 = 1 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus :

x (t) = 1

6
(t −1)3 + o

t→1

(
(t −1)3

)

y (t) = (t −1)2 − 1

2
(t −1)3 + o

t→1

(
(t −1)3

)

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.
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−0,2

1,25

1,0

0,75

0,5

0,25

0,0

0,40,20,0

2. On vérifie que le point de paramètret0 = 0 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus :

x (t) = 3

2
− 3

2
t 2 + o

t→0

(
t 3

)

y (t) =
1

2
t 3 + o

t→0

(
t 3

)

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce.

1,0

0,5

0,0

−0,5

1,5

−1,0

1,00,50,0−0,5

14.4.8 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de
raccord des solutions

Exercice 14.48 ♥♥
On considère l’équation différentielle(L) : x(x2 −1)y ′+2y = x2.
a) Résoudre(L) dans chacun des sous-intervallesI1 =]−∞,−1[, I2 =]−1,0[, I3 =]0,1[ et I4 =]1,+∞[.
b) Existe-t-il des solutions de(L) définies surR.

Solution :

a) Soit(N) : y ′+ 2y

x
(
x2 −1

) = x2

x
(
x2 −1

) . (N) est définie surI = I1∪I2∪I3∪I4. Notons(H) l’équation homogène associée

à (N) et introduisons la fonctiona :





I −→ R

x 7−→ 2

x
(
x2 −1

) = 1
1+x

− 2
x
+ 1

x−1
. Pour toutk = 1,2,3,4, une primitive de

a surIk est donnée par :

x 7→ ln
|1+ x| |x −1|

x2
.

Par conséquent, pour toutk = 1,2,3,4, les solutions de(H) surIk sont, par application du théorème de résolution des
équations linéaires du premier degré, de la forme :

ϕαk
:





Ik −→ R

x 7−→ αk
x2

(x +1) (x −1)

;αk ∈R
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Soitk ∈ �1,4�. Déterminons une solution particulière de(N) surIk en utilisant la méthode de variation de la constante.

On la cherche sous la formex 7→ α(x)
x2

(x +1) (x −1)
où α est une fonctionC 1 sur Ik . On a :α′ (x)

x2

(x +1) (x −1)
=

x2

x (x +1) (x −1)
c’est-à-direα′ (x) = 1

x et donc on peut prendreα(x) = ln |x|. En résumé, pour toutk ∈ �1,4�, les

solutions de(N) et donc de(E) sont, surIk , de la forme :

x 7→ (ln |x|+αk )
x2

x2 −1
oùαk ∈R

b) Cherchons s’il existe des solutions de(E) définies surR. Si une telle solutionϕ existe alors :

1. ϕ doit être continue et dérivable surR.

2. ∀k ∈ �1,4� , ∃βk ∈R : ϕ|Ik
=

(
ln |x|+βk

) x2

x2 −1
.

Mais

lim
x→1−

ϕ (x) = lim
x→1−

(
ln x +β3

) x2

x2 −1
= lim

x→1−

(
ln x

x −1
+ β3

x −1

)
x2

x +1

qui n’est définie (et vaut12 ) que siβ3 = 0. On montre de même quelim
x→1+

ϕ (x) n’est définie que siβ4 = 0, lim
x→−1+

ϕ (x)

n’est définie que siβ2 = 0 et lim
x→−1−

ϕ (x) n’est définie que siβ1 = 0. De plus
ln |x|
x2 −1

−−−→
x→0

0. La fonctionϕ définie par :

ϕ (x) =





x2 ln |x|
x2 −1

si x ∈R\ {−1,0,1}

1
2 si x =±1

0 si x = 0

est donc continue surR. Montrons qu’elle est dérivable surR. Soit x ∈ I :

En 0
ϕ (x)−ϕ (0)

x −0
= x2 ln |x|

x
(
x2 −1

) −−−→
x→0

0 donc f est dérivable en0 et f ′ (0) = 0.

En 1

lim
x→1

ϕ (x)−ϕ (1)

x −1
= lim

x→1

x2 ln x(
x2 −1

) − 1
2

x −1

X=x−1====== lim
X→0

2(X+1)2 ln (X+1)− (X+2) X

2X2 (X+2)

et, commeln(1+X) = X− X2

2 + o
X→0

(
X2

)
,

2(X+1)2 ln(X+1)− (X+2)X

2X2 (X+2)
=

1

X+2
+ o

X→0
(1) −−−→

X→0

1

2

f est dérivable en1 et f ′ (1) = 1
2 .

En−1 On montre de même quef est dérivable en−1 et quef ′ (−1) = 0.
On vérifie réciproquement que la fonctionf ainsi construite est solution de(E) surR.

638



Chapitre 15
Propriétés métriques des arcs

Pour bien aborder ce chapitre

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité du chapitre 6 qu’ilparachève.
Les différentes propriétés des courbes planes qu’on a étudié
jusqu’ici : présence de point stationnaire, de branche infinie,
d’asymptotes sont préservées si on applique à notre courbe une ap-
plication affine (c’est-à-dire une translation, une homothétie, une ro-
tation, une affinité,...). On dit que ce sont des propriétés affines ou
géométriques. Ce n’est pas le cas par exemple de la longueur de la
courbe. Ainsi, dans la proposition 7.10 page 277, on a montréque
l’image d’un cercle par une affinité orthogonale est une ellipse. Cette
ellipse n’a évidemment pas le même périmètre que le cercle initial. La
longueur n’est pas une propriété affine. Par contre, si on applique une
isométrie à notre courbe, la courbe image sera de même longueur que
la courbe initiale. On dit que la longueur est une propriété métrique
et ce sont sur ces propriétés que nous allons nous focaliser ici.
Nous définirons en particulier ce qu’est la longueur d’un arc
paramétré. Afin d’éviter les arcs trop pathologiques comme le flocon de Von Koch, nous nous limiterons aux arcs de
classeC 1. Puis nous définirons la courbure d’un arc. Cette quantité peut être vue de différentes façons. Si un mobileM

parcourt la courbe à vitesse constante égale à1, on verra que la courbure enM est égale, en valeur absolue, à la norme du
vecteur accélération. On verra aussi que la courbure enM est l’inverse du rayon du cercle qui épouse la courbe au plus
près au voisinage deM 1. On comprend que la courbure permet de mesurer le virage effectuer par notre mobile : plus la
courbure est grande plus le virage est serré.

15.0.9 Difféomorphismes

DÉFINITION 15.1 ♥ C 1 difféomorphisme

SoientI et J deux intervalles deR et

ϕ :

{
I −→ J

t 7−→ ϕ(t)

On dit queϕ est unC 1-difféomorphismedeI versJ lorsque :

1. ϕ est de classeC 1 surI ;

2. ϕ est bijective ;

3. ϕ−1 est de classeC 1 surJ.

PROPOSITION15.1 ♥ Caractérisation desC 1-difféomorphismes
Soitϕ : I 7→R une fonction vérifiant :

H1 ϕ est de classeC 1 surI.

1. Le cercle osculateur à la courbe au pointM

639



H2 ∀t ∈ I, ϕ′(t) 6= 0

alorsϕ réalise unC 1-difféomorphisme de l’intervalleI vers l’intervalleJ =ϕ(I).

Démonstration Puisqueϕ′ est continue surI et qu’elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant. Si par exemple∀t ∈ I,
ϕ′(t) > 0, alorsϕ est strictement croissante surI et d’après le théorème de la bijection 4.1 page 151,ϕ réalise une bijection
bicontinue deI vers l’intervalleJ = f (I). Comme de plus,ϕ′ ne s’annule pas surI, d’après un théorème, la bijection réciproqueϕ−1

est également de classeC 1 surJ.

Remarque 15.1 On définit de la même façon unC k-difféomorphisme deI versJ :
– ϕ est de classeC k ,
– ϕ est bijective deI versJ,
– La bijection réciproqueϕ−1 : J 7→ I est de classeC k .

15.0.10 Arcs paramétrés

Rappelons qu’un arc paramétré constitue en la donnée d’un coupleγ= (I,
−→
F ) où I ⊂R est un intervalle et

−→
F : I 7→ R2 une

application de classeC k (I,R2). le support de l’arc paramétré(I,
−→
F ) est l’ensemble des points du plan :

Γ=
{

M ∈P | ∃t ∈ I :
−−→
OM =−→

F (t)
}

Pour toutt ∈ I, on noteraM(t) le point du support de l’arc(I,
−→
F ) tel que

−−→
OM(t) =−→

F (t).

DÉFINITION 15.2 ♥ Changement de paramétrage
Soit γ = (I,

−→
F ) un arc paramétré etϕ : J 7→ I un C k-difféomorphisme de l’intervalleJ vers l’intervalleI. On définit

la fonctionG = −→
F ◦ϕ : J 7→ I et l’arc paramétréγ′ = (J,G). On dit que les deux arcsγ et γ′ sontC k -équivalents. En

particulier, ils ont même supportΓ.

Remarque 15.2

On dit queϕ définit unparamétrage admissiblede la courbeΓ.

DÉFINITION 15.3 Orientation d’un arc paramétré
On dit que deux arcsC k -équivalents ont même orientation si leC k-difféomorphismeϕ de la définition précédente est
strictement croissant deJ dansI.

15.1 Propriétés métriques des courbes planes

Les arcs paramétrés de ce paragraphe n’ont pas de points stationnaires et sont de classeC k , aveck Ê 2.

Remarque 15.3 La notion de point régulier ne dépend pas du paramétrage admissible, c’est une notion géométrique.

En effet, si
−→
G (t)=−→

F ◦ϕ(t),
−→
G′(t)=ϕ′(t).

−−−−−→
F′(ϕ(t)). En notants0 =ϕ(t0), puisqueϕ′(t0) 6= 0,

−−−→
F′(t0) 6= −→

0 si et seulement si
−→
G′(s0) 6= −→

0 .

On peut montrer de même que la notion de tangente en un point nedépend pas du paramétrage admissible, c’est une
notion indépendante du paramétrage choisie.

15.1.1 Longueur, abscisse curviligne d’un arc paramétré

DÉFINITION 15.4 Longueur d’un arc paramétré
Soitγ= ([t0, t1],

−→
F ) un arc paramétréC k (k Ê 1). On appellelongueurde cet arc,

L(γ) =
∫t1

t0

‖
−−−→
F′(t)‖ dt

PROPOSITION15.2 Indépendance du paramétrage
Si γ′ = ([c,d],

−→
G ) est un paramétrage admissible de l’arc,L(γ′) = L(γ) ce qui montre que la longueur est une notion

géométrique.
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Démonstration Si
−→
F : [a,b] 7→R2 etϕ : [c,d] 7→ [a,b] est unC 1-difféomorphisme croissant, en notant

−→
G =−→

F ◦ϕ etγ′ = ([c,d],
−→
G),

L(γ′) =
∫d

c
‖−→G ′(s)‖ ds =

∫d

c
‖−→F ′(ϕ(s))‖|ϕ′(s)| ds et par le changement de variablest = ϕ(s), dt = ϕ′(s) ds, commeϕ(c) = a et

ϕ(d) = b, on trouve queL(γ′) =
∫b

a
‖−→F ′(t)‖ dt = L(γ). On trouve le même résultat siϕ est décroissante car dans ce cas,ϕ(c) = b,

ϕ(d) = a et |ϕ′(t)| =−ϕ′(t).

PLAN 15.1 : Pour calculer la longueur d’une courbe dont on connaîtune équation polaire

On suppose que l’arcγ est donné par l’équation polaire :ρ= f (θ) avecf de classeC 1 sur[−π,π]. On se place dans
le repère polaire

(
O,

−→
u r ,

−→
u θ

)
. On a :

−→
F (θ) = f (θ)

−→u r et
−→
F ′ (θ)= f ′ (θ)

−→u r + f (θ)
−→u θ

On calcule alors :L
(
γ
)
=

∫π
−π‖

−→
F ′ (θ)‖dθ.

PLAN 15.2 : Pour calculer la longueur du graphe d’une fonction

Pour calculer le graphe de la fonctionf : I ⊂R→R de classeC 1 surI entre deux pointsa etb deI, on la paramétrise
par : {

x (t) = t

y (t) = f (t)

et −→
F (t) =

(
x (t) , y (t)

)
=⇒ −→

F ′ (t) =
(
1, f ′ (t)

)

donc :L
(
γ
)
=

∫b
a

√
1+

(
f ′ (t)

)2 dt .

Exemple 15.1Calculons la longueur d’un arc d’astroïde (voir l’exemple 6.8 page 242).

{
x(t) = a cos3 t

y(t) = a sin3 t

pourt ∈ [0,π/2].

‖−→F ′(t)‖ = 3a|cos t sin t | = 3a

2
|sin(2t)|

L(γ) = 3a

2

∫π/2

0
sin(2t) dt = 3a

2
.

Exemple 15.2 Calculons la longueur d’un arc de parabole d’équationy =
x2

2p
pour x ∈ [0,L]. La courbe peut être

paramétrée par 



x(t) = t

y(t) = t 2

2p

d’où L(γ) =
∫L

0

√
1+ t 2/p2 dt = p

∫pL

0

√
1+u2 du. Avec une intégration par parties (pour utiliser

∫ 1
p

1+u2
= argshu =

ln(1+
p

1+u2)), on trouve queL =
L
√

p2 +L2

2p
+

p

2
ln

(L+
√

p2 +L2

p

)
.

DÉFINITION 15.5 Abscisse curviligne
Soit un arcγ= (I,

−→
F ) régulier (sans point stationnaire) ett0 ∈ I. On appelleabscisse curviligned’origine t0, la fonction

s :





I −→ R

t 7−→
∫t

t0

‖
−→
F′ (u)‖ du

Le réels(t) représente la longueur de la portion de la courbe située entreM(t0) et M(t).

PROPOSITION15.3 Paramétrage normal
Une abscisse curviligne définit unC k−1-difféomorphisme deI = [a,b] versJ = [c,d]. Le paramétrage admissible associé

641



−→
G =−→

F ◦ s−1 décrit la même courbeΓ avec la même orientation, mais parcourue à vitesse constante1 :

∀s ∈ J, ‖
−→
G′(s)‖ = 1

Démonstration La fonction s : [a,b] 7→ R est dérivable (théorème fondamental) et∀t ∈ [a,b], s′(t) = ‖
−−−→
F′(t)‖ > 0 puisqu’on

a supposé que la courbe n’avait pas de point stationnaire. Lafonction s est donc strictement croissante sur[a,b] et d’après le
théorème de la bijection, elle définit unC 1-difféomorphisme de[a,b] vers [c,d]. Comme

−→
G(u) = −→

F (s−1(u)), en dérivant pour

u ∈ [c,d],
−−−→
G′(u) = 1

s′(s−1(u))

−→
F ′(s−1(u)) d’où ‖G′(u)‖ = ‖−→F ′(s−1(u))‖

s′(s−1(u))
= 1 puisques′(t) = ‖−→F ′(t)‖.

DÉFINITION 15.6 Repère de Frenet
Soit M = O+−→

F (t) un point régulier d’un arc paramétré plan(I,
−→
F ). On définit levecteur tangente unitaireau pointM

par
−→
T =

−→
F′ (t)

‖
−→
F′ (t)‖

et on définit levecteur normal unitairecomme étant le vecteur unitaire
−→
N faisant un angle orienté de

+π

2
avec le vecteur

−→
T . On appellerepère de Frenetau pointM, le repère(M,

−→
T ,

−→
N).

15.1.2 Courbure

THÉORÈME 15.4 ♥ Relèvement
Soit I ⊂R un intervalle etF : I 7→U une fonction de classeC k (I,U) (k Ê 1). Alors il existe une applicationθ ∈C k(I,R)

telle que
∀t ∈ I, F(t) = eiθ(t )

Démonstration Soit t0 ∈ I, commef (t0) ∈U, il existeθ0 ∈R tel queF(t0) = eiθ0 .

1. Analyse : si θ existe, en dérivant,
F′(t) = iθ′(t)F(t)

Comme|F(t)| = 1, θ′(t) = F′(t)

i F(t)
donc∀t ∈ I,

θ(t) = θ(t0)+
∫t

t0

F′(s)

i F(s)
ds

2. Synthèse :Définissonsθ comme ci-dessus. CommeF ∈C k (I,U), θ est bien définie etθ ∈C k (I,C). Posonsg (t) = e−iθ(t )F(t),
g ∈C k (I,C). et∀t ∈ I,

g ′(t) = e−iθ(t )[F′(t)− iθ′(t)F(t)
]
= 0

Doncg est constante surI et commeg (t0 ) = e−iθ0 F(t0) = 1, g = 1. Donc∀t ∈ I, F(t) = eiθ(t ) . On conclut en remarquant que
puisque|F(t)| = 1, Im(θ(t)) = 0 et doncθ est à valeurs réelles. Remarque : Comme∀t ∈ I, F(t)F(t) = 1, en dérivant,

F(t)F′(t)+F′(t)F(t) = 0

et l’on retrouve queF′/F∈ iR et donc queθ est à valeurs réelles.

PROPOSITION15.5 ♥ Paramètre angulaire
On considère un arc paramétré planγ= (I,

−→
F ) de classeC k , oùk Ê 2. Il existe une fonctionα : I 7→R de classeC k−1(I,R)

telle que∀t ∈ I,
−→
T (t)

∣∣∣∣
cosα(t)

sinα(t)
et

−→
N(t)

∣∣∣∣
−sinα(t)

cosα(t)

Démonstration Comme
−→
T (t) =

−→
F ′(t)

‖−→F ′(t)‖
est une fonction de classeC k−1 de norme1, on peut la considérer comme une fonction

complexe à valeur dans le cercle unité. Il suffit alors d’appliquer le théorème de relèvement pour obtenir une fonctionα de classe
C k−1.
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✎ Notation 15.3 Notations différentielles.Nous allons adopter de nouvelles notations très pratiques pour manipuler

desC k-difféomorphismes. Siϕ :

{
[c,d] −→ [a,b]

s 7−→ t =ϕ(s)
est unC 1-difféomorphisme, on note

dt

ds
= ϕ′(s). Alors on

justifie la notation :
ds

dt
= (ϕ−1)′(t) = 1

ϕ′(ϕ−1t)
= 1

dt

ds

De même pour une composée de difféomorphismes :

[a,b]
ϕ−→ [c,d]

ψ−→ [e, f ]

t 7→ s 7→ u

avecθ=ψ◦ϕ,
du

ds
= θ′(s) =ψ′(ϕ(s))×ψ′(s)= du

dt
× dt

ds

On notera par la suite pour les courbes paramétrées,
d
−→
M

dt
= −→

F ′(t). Si s est une abscisse curviligne sur la courbe,
ds

dt
=

‖d
−→
M

dt
‖. Nous avons vu qu’une abscisse curviligne définissait unC 1-difféomorphisme de[c,d] vers[a,b] et qu’on pouvait

utiliser un paramétrage admissible
−→
G =−→

F ◦ s−1 : [c,d] 7→R2 de notre courbe. Pourt ∈ [a,b], on notes = s(t) ∈ [c,d] et M

le point de la courbe tel que
−−→
OM =−→

F (t)=−→
G (s). En notant

d
−→
M

ds
=−→

G ′(s), on a alors :

d
−→
M

ds
=

dt

ds

d
−→
M

dt
=

1

ds

dt

d
−→
M

dt

DÉFINITION 15.7 ♥ Courbure d’un arc plan
On définit la courbure d’un arc(I,

−→
F ) sans point stationnaire au pointM(s) par

c(s) = dα

ds

où s est une abscisse curviligne. Sic 6= 0, l’inverse de la courbure au pointM(s), r = 1

c
est appelé rayon de courbure de

l’arc au pointM(s).

Remarque 15.4 Si on suppose que la courbure ne s’annule pas sur notre arc, lafonctionα définit un nouveauC 1-
difféomorphisme et nous pouvons l’utiliser pour obtenir unnouveau paramétrage admissible. Cette remarque justifie les
calculs avec les notations différentielles qui vont suivre.

THÉORÈME 15.6 ♥ Formules de Frenet
Pour un arc paramétréγ= (I,

−→
F ) de classeC 2,

d
−→
T

ds
= c

−→
N,

d
−→
N

ds
=−c

−→
T

Démonstration Il suffit de dériver les expressions de
−→
T et

−→
N :

d
−→
T

ds
=

dα

ds

∣∣∣∣
−sinα

cosα
= c

−→
N

d
−→
N

ds
=

dα

ds

∣∣∣∣
−cosα

−sinα
=−c

−→
T
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15.1.3 Calcul pratique de la courbure

1. Pour un arc paramétré γ= (I,
−→
F ), avec

−→
F (t)

∣∣∣∣
x(t)

y(t)
:

(a) Rectification : on introduit une abscisse curvilignes :

ds

dt
= ‖

−→
F′ (t)‖

(b) on introduit le paramètre angulaireα :

c =
dα

ds
=

dα

dt

dt

ds
=

dα

dt

1

ds

dt

(c) Puisqueα représente l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire
−→
T , c’est également l’angle entre

l’horizontale et le vecteur
−→
F ′(t)

∣∣∣∣
x′(t)

y ′(t)
:

tanα= y ′

x′

Il arrive souvent que cette quantité puisse se mettre sous laforme tan f (t), auquel casα= f (t)+kπ et
dα

dt
=

f ′(t).

(d) sinon on dérive :

(1+ tan2α)
dα

dt
= y ′′x′− y ′x′′

x′2

(e) On en déduit l’expression finale de la courbure (ne pas la retenir par coeur) :

c(t) =
[−→

F′ (t),
−→
F′′(t)]

‖
−→
F′ (t)‖3

=

∣∣∣∣
x′(t) x′′(t)

y ′(t) y ′′(t)

∣∣∣∣
(
x′2(t)+ y ′2(t)

)3/2

2. Pour une courbe polaireρ= ρ(θ) :

(a) Rectification : introduisons une abscisse curviligne sur notre arc. Puisque
−→
F (θ)= ρ(θ)

−−→
u(θ),

−→
F ′(θ)= ρ′(θ)

−→
u (θ)+

ρ(θ)
−→
v (θ) et comme(

−→
u ,

−→
v ) est une base orthonormale,‖−→F ′(θ)‖ =

√
ρ2 +ρ′2 d’où

d s

dθ
=

√
ρ2(θ)+ρ′2(θ)

(b) On introduit l”angleα entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire. SiV désigne l’angle entre le vecteur
−→u (θ) et le vecteur tangente unitaire

−−→
T(θ),

α= θ+V

De la relation

M(θ)

−→
T

θ

α

V

θ

FIGURE 15.1 –α= θ+V

tanV(θ) = ρ(θ)

ρ′(θ)
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que l’on essaie de mettre sous la formetan g (θ). Sinon, en dérivant on trouve
dV

dθ
, et alors

dα

dθ
= 1+ dV

dθ

(c) Courbure :

c(θ) = dα

d s
= dα

dθ
× 1

d s

dθ

(d) Expression finale de la courbure au pointM(θ) (ne pas l’apprendre par coeur) :

c(θ) = ρ2 +2ρ′2 −ρρ′′

(ρ2 +ρ′2)3/2

3. Pour une courbe cartésienney = f (x), on la considère comme une courbe paramétrée de paramètrex :

(a) Rectification : sis est une abscisse curviligne sur la courbe, comme
−→
F ′(x) =

∣∣∣∣
1

f ′(x)
,

d s

d x
=

√
1+ f ′2(x)

(b) En notantα l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou le vecteur
−→
F ′(x),

tanα(x) = y ′(x)

En dérivant l’expression, on tire
dα

dx
= y ′′(x)

1+ tan2α
= y ′′

1+ y ′2

(c) On en déduit la courbure :

c(x) = dα

d s
= dα

d x
× d x

d s

(d) d’où l’expression finale de la courbure au pointM(x) (ne pas l’apprendre par coeur) :

c(x) = f ′′(x)

(1+ f ′2(x))3/2

Exemple 15.4Calculons la courbure en un point régulierM(t), t ∈]0,π/2[ de l’astroïde (voir l’exemple 6.8 page 242) :

{
x(t) = a cos3 t

y(t) = a sin3 t

Introduisons une abscisse curvilignes sur notre courbe :

ds

dt
= ‖−→F ′(t)‖ = 3a|cos t sin t | = 3a

2
sin(2t)

Si α désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangenteunitaire (
−→
F ′(t)),

tanα= y ′(t)

x′(t)
=− tan t = tan(−t)

d’où
dα

dt
=−1. On en déduit l’expression de la courbure au pointM(t) :

c =
dα

ds
=

1

ds

dt

dα

dt
=−

2

3a sin(2t)

Le résultat trouvé est cohérent, lorsqu’on parcourt la courbe dans le sens dest croissants entre0 et π/2, l’angleα est
négatif. D’autre part, lorsquet → 0 et t → π/2, on se rapproche d’un point stationnaire où la courbure devient infinie.
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Exemple 15.5Calculons la courbure en un pointM(θ) de la cardioïde d’équation polaire

ρ= a(1+cosθ)

oùθ∈ [0,π[ (voir la section 6.3.3 page 246). Sis est une abscisse curviligne sur notre courbe,

ds

dθ
= ‖−→F ′(θ)‖ =

√
ρ2 +ρ′2 = 2a|cos(θ/2)|

En notantα l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou
−→
F ′(θ)), V l’angle entre la droite polaireDθ et

−→
F ′(θ),

α= θ+V

tan V = ρ

ρ′
=−cotan

θ

2
= tan(

θ

2
+ π

2
)

d’où
dα

dθ
= 1+ 1

2 = 3
2 . On en tire l’expression de la coubure au pointM(θ) :

c = dα

ds
= 1

ds

dθ

dα

dθ
= 3

4a cos(θ/2)

Exemple 15.6 Calculons la courbure en un pointM(x) de la courbey = ex . Comme
−→
F (x)

∣∣∣∣
x

ex ,
−→
F ′(x)

∣∣∣∣
1

ex , si s est une

abscisse curviligne,
ds

dx
= ‖−→F ′(x)‖ =

√
1+e2x

En notantα le paramètre angulaire,tanα= ex d’où en dérivant,

dα

dx
= ex

1+e2x

On en tire la courbure :

c = dα

ds
= 1

ds

dx

dα

dx
= ex

(1+e2x )3/2

DÉFINITION 15.8 Centre de courbure
On appellecentre de courbureen un pointM d’un arc paramétréΓ, le pointI défini par

I = M+ r.
−→
N

où r est le rayon de courbure au pointM et
−→
N le vecteur normale unitaire au pointM. On appellecercle de courbureou

cercle osculateur, le cercle de centreI et de rayonr . On montre que c’est le cercle qui « colle »le mieux à la courbeau
pointM.

−→
T

−→
N

I

FIGURE 15.2 – Centre de courbure
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Pour calculer en pratique le centre de courbure, on commencepar exprimer le vecteur tangente unitaire au pointM :

−→
T = d

−→
M

ds
=

∣∣∣∣∣∣∣

dx

ds
dy

ds

=
∣∣∣∣
cosα

sinα

d’où l’on déduit l’expression du vecteur normale unitaire au pointM :

−→
N =

∣∣∣∣
−sinα

cosα
=

∣∣∣∣∣∣∣

−dy

ds
dx

ds

Par conséquent, en notantI

∣∣∣∣
xI

yI
et puisquer = ds

dα
, on tire :





xI = xM − ds

dα
× dy

ds
= xM − dt

dα
× dy

dt

yI = yM + ds

dα
× dx

ds
= yM + dt

dα
× dx

dt

Il suffit donc d’exprimertanα=
d x/d t

d y/d t
et de dériver pour trouver

dα

dt
et de reporter dans les formules précédentes pour

obtenir les coordonnées du pointI.

Exemple 15.7On considère la paraboleP d’équation

(P ) : y2 = 2px (p > 0)

Soit M

∣∣∣∣
x

y
un point de cette parabole. On noteN l’intersection de la normale enM à la parabole avec l’axe(Ox). SoitD

la parallèle à la tangente à la parabole au pointM passant par le pointN. On noteQ l’intersection de la droiteD avec la
parallèle à(Ox) passant parM. Montrer que le centre de courbureI au pointM et le pointQ ont même abscisse.

M

N

Q

I

Commençons par paramétrer cette parabole : 



x(t) = t 2

2p

y(t) = t

La tangente au pointM(t) est dirigée par
−→
F ′(t)

∣∣∣∣
t/p

1
, et la normale par−→n

∣∣∣∣
1

−t/p
. Il existe doncλ ∈ R tel queN =

M+λ−→n
∣∣∣∣
t 2/2p +λ

t −λt/p
. CommeyN = 0, on en tireN

∣∣∣∣∣∣

t 2 +2p2

2p
0

. Comme il existeµ ∈R tel queQ = N+µ
−→
F ′(t), et queyQ = t ,
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on en tireQ

∣∣∣∣∣∣

3t 2 +2p2

2p
t

. Introduisons maintenant le paramètre angulaireα. Le vecteur tangente unitaire enM s’écrit

−→
T

∣∣∣∣∣∣∣

cosα= dx

ds

sinα= dy

ds

et le vecteur normale unitaire
−→
N

∣∣∣∣∣∣∣

−sinα=−dy

ds

cosα= dx

ds

. Les cordonnées du centre de courbure vérifient :





xI = x − ds

dα

dy

ds
= x − dt

dα

dy

dt

yI = y +
ds

dα

dx

ds
= y +

dt

dα

dx

dt

et commetanα= y ′

x′ =
p

t
, en dérivant on tire

dα

dt
= p

t 2 +p2
. En reportant, on trouve finalement que

xI =
t 2

2p
+ t 2 +p2

p
= 3t 2 +2p2

2p

et le centre de courbure a même abscisse que le pointQ.

Exemple 15.8Tracer l’arc paramétré 



x(t) = t − th t

y(t)= 1

ch t

Cette courbe s’appelle latractrice (voir l’exercice 6.7 page 253). Déterminer l’ensemble des centres de courbure de cette
courbe (développée).
L’étude de la courbe ne présente pas de difficulté. Le point(0,1) est un point de rebroussement de première espèce à
tangente verticale. En introduisant le paramètre angulaireα,

tanα= y ′

x′ =− 1

sh t

En dérivant, on trouve que
dα

dt
= 1

ch t
. En reportant dans les coordonnées du centre de courbure,





xI = t − th t +ch t
sh t

ch2 t
= t

yI = 1

ch t
+ch t th2 t = sh2 t +1

ch t
= ch t

On reconnaît la chaînette d’équation cartésienney = ch(x).

M

I

La développée d’une courbeest le lieu des centres de courbure de la courbe. On remarque sur cet exemple que la normale
à la tractrice au pointM est la tangente à la développée au pointI. Montrons que cette propriété est vraie dans le cas
général en utilisant les notations différentielles :

I = M+ r
−→
N
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Dérivons cette relation par rapport à l’abscisse curviligne (qui définit un paramétrage admissible sur la courbe et sa
développée). En utilisant la deuxième formule de Frenet,

d
−→
I

ds
= d

−→
M

ds
+ dr

ds
.
−→
N + r.

d
−→
N

ds

=−→
T +

dr

ds
.
−→
N − r c.

−→
T

= dr

ds
.
−→
N

Comme le vecteur
d
−→
I

ds
est tangent à la développée au pointI et que le vecteur

−→
N est normal à la courbe au pointM, on

a prouvé le résultat.
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15.2 Exercices

15.2.1 Calcul de longueur

Exercice 15.1 ♥
Calculer les longueurs des courbes données par :

1. le paramétrage

{
x (t) = 3cos t −cos 3t

y (t) = 3sin t − sin 3t
.

2. l’équation polaireρ(θ)= cos2θ

3. l’équation cartésienney = ch x pourx ∈ [−a, a] aveca > 0.

Solution :

1. On utilise la trigonométrie :

L
(
γ
)
=

∫2π

0

√
9(−sin t + sin 3t)2 +9(cos t −cos3t)2dt = 3

∫2π

0

√
2(1− sin t sin 3t −cos t cos3t)dt =

3
p

2

∫2π

0

p
1−cos 2t dt = 6

∫2π

0

√
sin2 t dt = 12

∫π

0
sin t dt = 24 .

2. On utilise la méthode 37 page 641. Dans le repère polaire
(
O,−→u r ,−→u θ

)
, on considère la fonction vectorielle

−→
F (θ) =

cos2θ−→u r et on calcule : −→
F ′ (θ)=−2sinθcosθ−→u r +cos2θ−→u θ.

En raison des symétries de la courbe, on peut calculer la longueur de la courbe par une intégrale de0 àπ/2. On
mulipliera le résultat obtenu par4. Comme−→u r et−→u θ sont orthogonaux :

L
(
γ
)
= 4

∫π/2

0
cosθ

√
4sin2θ+cos2θdθ= 4

∫π/2

0
cosθ

√
1+3sin2θdθ= 4

∫1

0

√
1+3u2 du = 4+ 2

p
3

3
ln

(
2+

p
3
)

.

en posantu = sinθ.

3. On utilise la méthode 37 page 641 et on se limite à l’intervalle [0, a] en raison des symétries de la courbe :

L
(
γ
)
= 2

∫a

0

√
1+

(
f ′ (t)

)2 dt = 2

∫a

0
1+ sh2 t dt =

∫a

0
ch2 t dr =

∫a

0

1+ch 2t

2
dt =

1

2
sh 2a +a .

15.2.2 Calcul de courbure

Exercice 15.2 ♥♥
On considère une courbe passant par l’origine, et tangente àl’axe (Ox) d’équation :

(C) y = f (x)

avecf de classeC 2 sur un voisinage de0 et f (0) = f ′(0) = 0 et f ′′(0) 6= 0.

1. Déterminer le rayon de courbure à la courbe(C) au point(0,0).

2. On considère la famille de cercles centrés enΩ

∣∣∣∣
0

λ
passant par le point0. Au voisinage de0, on peut écrire

l’équation de la branche de ce cercle passant par l’origine sous la forme :

(Cλ y = g (x)

Déterminerλ pour que l’on aîtg (x)− f (x) = o(x2).

Solution :
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1. On calcule le rayon de courbure au pointO par

r = d s

dα
= d s

d x
× d x

dα

et puisque
d s

d x
=

√
1+ f ′2(0) et quetanα(t) = f ′(t), en dérivant, on trouve que

dα

d t
= f ′′(t)

1+ f ′2(t)

Donc le rayon de courbure en0 vaut :

r =
(
1+ f ′2(0)

)3/2

f ′′(0)
= 1

f ′′(0)

2. L’équation cartésienne d’un cercle centré enΩ et passant par l’origine s’écrit

y2 −2λy + x2 = 0

d’où l’on tire localement au voisinage de0 :

y = g (x) =λ−
√
λ2 − x2 =λ

[
1−

(
1− (x/λ)2

)1/2
]

En effectuant unDL(0,2) de la fonctiong , on trouve

g (x) = x2

2λ
+o(x2)

Et donc

g (x)− f (x) =
[

f ′′(0)−1/λ
] x2

2
+o(x2)

Pour avoir un contact d’ordre supérieur à2 des deux courbes, il faut donc queλ= 1

f ′′(0)
= r .

Exercice 15.3 ♥♥
On considère une hyperbole équilatèreH et un pointM de cette hyperbole. On noteI le centre de courbure à l’hyper-
bole au pointM. La normale à l’hyperbole au pointM recoupe l’hyperbole en un autre pointN. Montrez que

−−→
NM = 2

−→
MI

Solution : Considérons le repère orthonormé(O,
−→
i ,

−→
j ) défini par les asymptotes à l’hyperbole. Dans ce repère l’équa-

tion de l’hyperbole est
(H ) : x y = 1

SoitM

∣∣∣∣
x

1/x
un point de l’hyperbole. Comme le vecteur−→u

∣∣∣∣
1

−1/x2 dirige la tangente à l’hyperbole au pointM, le vecteur

−→n
∣∣∣∣

1

x2 dirige la normale. On aN= M+λ−→n avecN ∈H . On tire

N

∣∣∣∣
−1/x3

−x3 et
−−→
NM

∣∣∣∣∣∣∣∣

x4 +1

x3

x4 +1

x

Pour déterminer le centre de courbure au pointM, calculons le rayon de courbure défini par

R =
d s

dα
=

d s

d x
×

d x

dα

Comme
d s

d x
=

√
1+1/x4 =

p
x4 +1

x2
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et que

tanα(x) =−1/x2 =⇒
dα

d x
=

2x

x4 +1

on tire

R = (x4 +1)3/2

x4 +1

et puisque le vecteur normale unitaire au pointM s’écrit

−→
N

∣∣∣∣∣
1/
p

x4 +1

x2/
p

x4 +1

on détermine

−→
MI = R.

−→
N =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x4 +1

2x3

x4 +1

2x

=
1

2

−−→
NM

15.2.3 Développée, développante

Exercice 15.4 ♥
Déterminer la développée (ensemble des centres de courbures) de la cardioïde d’équation polaire

ρ= a(1+cosθ) (a > 0)

Solution : On trouve en notantI
∣∣∣∣
xI

yI
le centre de courbure au pointM(θ) que

{
xI = 2a/3+a/3(cosθ(1−cosθ)

yI = a/3sinθ(1−cosθ)

et donc si l’on se place dans le repère(A,
−→
i ,

−→
j ) où A

∣∣∣∣
2a/3

a/3
, l’équation polaire de la développée est

ρ= a

3

(
1−cosθ

)

On trouve une cardioïde (par une rotation d’angleπ).

Exercice 15.5 ♥
Déterminer la développée d’une ellipse d’équation

(E) :
x2

a2
+ y2

b2
= 1

Solution : Paramétrons l’ellipse : {
x(t) = a cos t

y(t)= b sin t

Si α désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangenteunitaire au pointM(t),

tanα= b

a
tan(t +π/2)

et en dérivant,
dα

d t
= ab

a2 sin2 t +b2 cos2 t

D’où l’on tire, si xI et yI désignent les coordonnées du centre de courbure :




xI =
a2 −b2

a
cos3 t = c cos3 t

yI =
b2 −a2

b
sin3 t = (−a/b)c sin3 t
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En notantc = a2 −b2

a
. Par conséquent, la développée de l’ellipse est l’image parl’affinité de rapport−a/b par rapport

à (Oy) de l’astroïde d’équation paramétrée {
x(t) = c cos3 t

y(t)= c sin3 t

15.2.4 Exercices divers

Exercice 15.6 ♥♥
On considère dans le plan ramené à un repère orthonorméR la parabole d’équation

(P ) : y2 = 2px

et un pointM de cette parabole. On noteN l’intersection de la normale enM àP et l’axe(Ox). On noteD la parallèle
à la tangente à la parabole passant par le pointN, etQ l’intersubsection de la droiteD avec la parallèle à(Ox) passant
parM. Montrer que le centre de courbureI à la parabole enM et le pointQ ont même abscisse.

Solution :

1. Paramétrons la parabole : {
x(t) = t 2/(2p)

y(t) = t

2. M

∣∣∣∣
xM = t 2/2p

yM = t
. Le vecteur

−→
F ′(t)

∣∣∣∣
t/p

−1
dirige la tangente àP au pointM et donc le vecteur−→u

∣∣∣∣
−1

t/p
dirige la

normale à la parabole au pointM.

3. En notantN
∣∣∣∣
xN

yN
, puisqueN = M+λ.

−→
u , on obtient

{
xN = t 2/(2p)−λ

yN = t +λt/p

d’où l’on tire λ=−p et

N

∣∣∣∣∣∣

t 2 +2p2

2p
0

4. NotonsQ

∣∣∣∣
xQ

yQ
. CommeQ = N+λ

−→
F ′(t), on tire





xQ = t 2 +2p2

2p
+λ

t

p

yQ = λ

et puisqueyQ = yM = t , on obtientλ= t d’où

Q

∣∣∣∣∣∣

3t 2 +2p2

2p
t

5. NotonsI

∣∣∣∣
xI

yI
le centre de courbure au pointM à la parabole. D’après le cours, on a

xI = xM − d s

dα

d y

d s
= xM − d t

dα

d y

d t
= xM − d t

dα

(puisqued y
d t

= 1). Comme

tanα= d y/d t

d x/d t
= p

t
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en dérivant, on tire
dα

d t
=− p

p2 + t 2

et donc

xI =
t 2

2p
+ t 2 +p2

p
= 3t 2 +2p2

2p
= xQ
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Chapitre 16
Suites et fonctions à valeurs complexes

Pour bien aborder ce chapitre

On généralise aux suites et fonctions à valeurs complexes certain des résultats des chapitres 10, 11, 12 et 13. Il n’existe
pas de relation d’ordre dansC compatible avec l’addition aussi certaines notions ou certains théorèmes énoncés dans le
cas réel n’ont pas de traduction dans le cas complexe. On pense au théorème des gendarmes, au théorème de la limite
monotone, à la notion de suite adjacente, à l’égalité des accroissements finis...

16.1 Suites complexes

DÉFINITION 16.1 Convergence d’une suite de complexes
On dit qu’une suite de nombres complexes(zn) converge vers un nombre complexea ∈ C si et seulement si la suite
réelle|zn −a| converge vers0.
On dit que la suite(zn) diverge vers l’infini lorsque la suite réelle|zn | diverge vers+∞.

Remarque 16.1 Une autre façon de dire quezn −−−−−→
n→+∞

a :

∀r > 0,∃N ∈N tq ∀n Ê N, zn ∈ D(a,r )

où D(a,r )= {z ∈C | |z −a| É r } est le disque de centrea et de rayonr .

Multimédia : Une suite qui tourne en se rapprochant de sa limi te

Remarque 16.2 Toutes les propriétés démontrées sur les suites réellesne faisant pas intervenir d’inégalitéssont encore
valables pour les suites complexes (les démonstrations n’utilisent que l’inégalité triangulaire). En particulier, on dispose
des théorèmes généraux sur les sommes, produits, quotients, l’unicité de la limite, une suite convergente est bornée. Par
contre, le passage à la limite dans les inégalités, le théorème de la limite monotone et le théorème des gendarmes ne sont
plus valables. Le théorème suivant permet de montrer en pratique qu’une suite de complexes converge vers une limite
connue.

THÉORÈME 16.1 Théorème de majoration
Soit (zn) une suite de complexes eta ∈C. Si (αn) est une suite de réels vérifiant :

1. |zn −a| Éαn à partir d’un certain rang ; 2.αn −−−−−→
n→+∞

0 ;

Alors zn −−−−−→
n→+∞

a.

Démonstration D’après le théorème 10.8 page 358 pour les suites réelles, lasuite réelle(|zn −a|) converge vers0.
Une autre façon d’étudier une suite complexe consiste à étudier deux suites réelles.

THÉORÈME16.2 La convergence d’une suite complexe correspond à la convergence des parties réelles et imag-
inaires

(
zn −−−−−→

n→+∞
a
)
⇐⇒







Re(zn) −−−−−→
n→+∞

Re(a)

Im(zn) −−−−−→
n→+∞

Im(a)



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Démonstration
⇒ Pour tout complexez ∈ C, on sait que|Re(z)| É |z| et que|Im(z)| É |z| donc|Re(zn )−Re(a)| = |Re(zn −a)| É |zn −a| et donc

Re zn −−−−−→
n→+∞

Re(a), Im(zn )−−−−−→
n→+∞

Im(a).

⇐ Il suffit d’écrire |zn −a| =
√

Re(zn −a)2 + Im(zn −a)2 d’où le résultat grâce à la continuité de la fonction racine en 0 et les
théorèmes généraux sur les suites réelles.

THÉORÈME 16.3 Suites géométriques complexes
Soit un nombre complexek ∈ C. On appellesuite géométriquede raisonk, la suite définie parzn = kn . Elle vérifie la
relation de récurrence∀n ∈N, zn+1 = kzn .

1. |k| < 1 =⇒ (zn) converge vers0.

2. |k| Ê 1 et k 6= 1 =⇒ (zn) diverge.

3. k = 1 =⇒ (zn) est constante et vaut1.

Démonstration
– Si |k| < 1, |zn | = |k|n −−−−−→

n→+∞
0 (on utilise la suite géométrique réelle de raison|k| < 1).

– Si |k| > 1, |zn | = |k|n −−−−−→
n→+∞

+∞ donc la suite(zn ) diverge vers l’infini.

– Si |k| = 1 aveck 6= 1, la démonstration est plus astucieuse. On utilise la relation de récurrence vérifiée par la suite(zn ). Si par
l’absurde la suite(zn ) convergeait vers un complexea, la suite extraite(zn+1) convergerait également versa, la suite(kzn )

convergerait verska et par unicité de la limite, on auraita = ka d’où (1− k)a = 0 et donca = 0 puisquek 6= 1. Mais avec
l’inégalité triangulaire, comme||zn |− |a|| É |zn − a| −−−−−→

n→+∞
0, la suite(|zn |) convergerait vers|a| = 0 ce qui est impossible

puisque∀n ∈N, |zn | = |k|n = 1.

THÉORÈME 16.4 Séries géométriques complexes
On appelle série géométrique de raisonk, la suite complexe de terme général

Sn = 1+k +·· · +kn =
n∑

i=0

ki

1. |k| < 1 =⇒ Sn −−−−−→
n→+∞

1

1−k

2. |k| Ê 1 =⇒ (Sn) diverge.

Démonstration Lorsquek = 1, on calculeSn = (n +1) et donc la suite(Sn) diverge. Lorsquek 6= 1, on dispose de l’expression
d’une somme géométrique :

Sn = 1−kn+1

1−k

Lorsque|k| < 1, la suite géométrique complexe(kn ) converge vers0 donc la suite(Sn) converge vers
1

1−k
. Lorsque|k| Ê 1 et

k 6= 1, on raisonne par l’absurde. Si la suite(Sn) convergeait vers un complexea, on aurait

kn =
1+ (k −1)Sn

k
−−−−−→
n→+∞

1+ (k −1)a

k

ce qui est absurde puisqu’on a vu que la suite géométrique complexe(kn ) diverge.

THÉORÈME 16.5 Théorème de Bolzano-Weierstrass
De toute suite complexe bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration Soitzn = xn +i yn une suite complexe bornée. La suite(xn )n∈N est bornée, donc d’après le théorème de Bolzano-
Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite

(
xnk k∈N

)
qui converge vers un réelx. La suite

(
ynk k∈N

)
est une sous-suite d’une

suite bornée, donc elle est bornée. D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite
(

ynkp p∈N

)

qui converge vers un réely. Maintenant la suite
(

xnkp p∈N

)
est une suite extraite d’une suite convergente, donc elle est convergente

vers la même limite. Finalement la suite
(

znkp p∈N

)
converge (versx + i y). Ce qu’il fallait démontrer.
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(a) Convergence d’une suite géométrique
complexe
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(b) Convergence d’une série géométrique
complexe

FIGURE 16.1 – Suites et séries géométriques complexe

16.2 Continuité des fonctions à valeurs complexes

Si on munitR2 de la norme euclidienne
∥∥(x, y)

∥∥ =
√

x2 + y2 qui s’identifie au module du complexez = x + i y de telle
sorte que tous les résultats suivants seront valables pour une fonction à valeurs dansR2.
On considère dans ce paragraphe un intervalleI ⊂ R et une fonction fonctionf : I 7→ C. On peut considérer pourx ∈ I, la
partie réelle et imaginaire def (x) et écriref (x) = f1(x)+ i f2(x) où f1, f2 : I 7→ R sont deux fonctions réelles. On écrira

f1 = Re( f ), f2 = i m( f ), f = f1 − i f2, | f | =
√

f 2
1 + f 2

2 .

DÉFINITION 16.2 Limite d’une fonction à valeurs complexes
Soit un réelx0 ∈ I et un complexez = a + i b ∈C. On dit quef (x) −−−−→

x→x0
z si et seulement si

| f (x)− z| −−−−→
x→x0

0

(La fonctionx 7→
∣∣ f (x)− z

∣∣ est à valeurs réelles).
Cette définition est équivalente à dire que les deux fonctions réellesf1(x) et f2(x) tendent respectivement versa et b

lorsquex tend versx0.

DÉFINITION 16.3 Fonctions continues
Soit x0 ∈ I. On dit quef est continue enx0 si et seulement sif (x) −−−−→

x→x0
f (x0) et on dira quef est continue surI lorsque

f est continue en tout pointx0 ∈ I.

Remarque 16.3
– On montre quef est continue surI si et seulement si les deux fonctionsf1 et f2 sont continues surI.
– On montre qu’une fonction continue en un pointx0 est bornée au voisinage de ce point.
– Les opérations algébriques sur les limites vues pour les fonctions à valeurs dansR sont encore valables (limite d’une

somme, produit, quotient).
– L’ensemble des fonctions continues surI à valeurs dansC forme une algèbre.

16.3 Dérivabilité des fonctions à valeurs complexes

DÉFINITION 16.4 Dérivée d’une fonction à valeurs complexes
Soit x0 ∈ I.

– On dit quef est dérivable au pointx0 si et seulement si la fonctionx 7→ f (x)− f (x0)

x − x0
admet une limite finie lorsque

x tend versx0. Cette limite finie se notef ′(x0).
– On dit qu’une fonction est dérivable surI si et seulement si elle est dérivable en tout point deI et on noteD(I)

l’ensemble des fonctions dérivables surI.
– On définit de même les fonctions de classeC k etC ∞ surI.
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Remarque 16.4
– f ′(t) = f ′

1(t)+ i f ′
2(t).

– On a les mêmes règles pour le calcul de la dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit et d’un quotient que pour
les fonctions à valeurs réelles.

– L’ensembleC k (I,C) des fonctions de classeC (k) sur l’intervalleI est uneC algèbre.
– On noteC ∞(I,C) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur l’intervalleI.

THÉORÈME 16.6 Dérivation de l’exponentielle complexe
Soit un nombre complexeα= a + i b ∈C et la fonction

f :

{
R −→ C

t 7−→ eαt

Cette fonction est indéfiniment dérivable surI et∀t ∈ I, f ′(t) =αeαt .
Si ϕ : I 7→ C est une fonction dérivable surI, alors la fonction définie parg (t) = eϕ(t ) est dérivable surI avec∀t ∈ I,
g ′(t) = eϕ(t )ϕ′(t).

Démonstration Il suffit d’utiliser la définition de l’exponentielle d’un nombre complexe. Pourt ∈ R, eαt = e(a+ib)t = eat eibt =
eat cos(bt)+i eat sin(bt). Les deux fonctions réellesRe( f ) et Im( f ) sont dérivables surR et donc la fonctionf est dérivable surR
avec∀t ∈R,

f ′(t) = eat (−b sin(bt)+a cos(bt))+ i eat (b cos(bt)+a sin(bt)) = (a + i b)eat (cos(bt)+ i sin(bt)) =αeαt

L’autre résultat se montre de même en examinant la partie réelle et imaginaire de la fonctiong .

Remarque 16.5 Le théorème de Rolle et le théorème des accroissements finis ne sont plus valables pour les fonctions
à valeurs complexes comme le montre la fonction définie parf (t) = ei t . Elle est continue sur le segment[0,1], dérivable
sur]0,1[, avecf (0) = f (2π)= 1 et pourtant∀t ∈]0,2π[, f ′(t)= i ei t 6= 0.

16.4 Intégration des fonctions à valeurs complexes

DÉFINITION 16.5 Intégrale d’une fonction complexe
Si f est une fonction continue par morceaux sur[a,b], on définit son intégrale comme étant le nombre complexe

∫b

a
f (t) dt =

∫b

a
Re( f )(t) dt + i

∫b

a
Im( f )(t) dt

Remarque 16.6 Les techniques de changement de variables et d’intégrationpar parties sont encore valables pour les
intégrales de fonctions à valeurs complexes.

THÉORÈME 16.7 Majoration du module d’une intégrale complexe
Soit une fonctionf : [a,b] 7→C continue sur le segment[a,b]. On peut majorer le module de l’intégrale par l’intégrale
du module ∣∣∣

∫b

a
f (t) dt

∣∣∣É
∫b

a

∣∣ f (t)
∣∣ dt

avec égalité si et seulement si la fonctionf est de la formef (t) = g (t)eiθ avecg une fonction réelle positive. En
d’autres termes, il y a égalité si et seulement si la fonctioncomplexef prend ses valeurs dans une demi-droite issue de
l’origine.

Démonstration Cette démonstration n’est pas évidente et mérite une attention particulière. Posonsz =
∫b

a
f (t) dt et écrivons ce

complexe sous forme trigonométriquez = ρeiθ avecθ ∈R etρÊ 0. On a donc
∣∣∣∣
∫b

a
f (t) dt

∣∣∣∣= ρ= e−iθz =
∫b

a
e−iθ f (t) dt

Définissons la fonction complexeg parg (t) = e−iθ f (t) = Re(g )+i Im (g ). Puisque
∫b

a
g (t) dt = ρ ∈R et

∫b

a
g (t) dt =

∫b

a
Re(g )(t) dt+

i

∫b

a
Im(g )(t) dt ,

∫b

a
Im(g )(t) dt = 0. Utilisons maintenant la majoration de la valeur absolue d’une intégrale d’une fonction réelle :

∣∣∣∣
∫b

a
f (t) dt

∣∣∣∣=
∫g

a
Re(g )(t) dt É

∫b

a
|Re(g )(t)| dt
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Mais∀t ∈ [a,b], |Re(g )(t)| É |g (t)| = |e−iθ f (t)| = | f (t)| d’où finalement
∣∣∣∣
∫b

a
f (t) dt

∣∣∣∣É
∫b

a
| f (t)| dt .

Le cas d’égalité dans cette majoration se produit si et seulement si
∫b

a
Re(g )(t) dt =

∫b

a
|g |(t) dt , c’est à dire si et seulement si

∀t ∈R, Im(g )(t) = 0 et Re(g )(t) Ê 0. En d’autres termes, la fonctiong doit être à valeurs réelles positives et alorsf (t) = eiθg (t) ce
qui montre que la fonctionf prend ses valeurs dans la demi-droite issue de l’origine faisant un angleθ avec l’axe(Ox). On vérifie
facilement la réciproque.

THÉORÈME 16.8 Théorème fondamental de l’analyse
Soit une fonctionf : I 7→C continue sur un intervalleI et a ∈ I. Alors la fonction définie surI par

F(x) =
∫x

a
f (t) dt

est de classeC 1 surI et∀x ∈ I, F′(x) = f (x).

Démonstration Il suffit d’appliquer le théorème fondamental de l’analyse pour les fonctions réelles aux deux fonctionsRe( f ) et
Im( f ) et utiliser la définition de la dérivée d’une fonction complexe.

Bien que l’égalité des accroissements finis soit fausse pourune fonction complexe, on dispose tout de même de l’inégalité
des accroissements finis avec une hypothèse un peu plus forte.

THÉORÈME 16.9 Inégalité des accroissements finis
Soit une fonctionf : I 7→C de classeC 1 sur le segment[a,b]. Alors

∀x ∈ I, f (x) = f (a)+
∫x

a
f ′(t) dt

et par majoration, on en déduit l’inégalité des accroissements finis

∣∣ f (b)− f (a)
∣∣É (b −a) sup

x∈[a,b]

∣∣ f ′(x)
∣∣

Démonstration Il suffit d’utiliser le théorème fondamental deuxième formepour les fonctions réelles et les deux fonctionsRe( f )

et Im( f ) et de majorer ensuite grâce au théorème 16.7,

| f (b)− f (a)| =
∣∣∣∣
∫b

a
f ′(t) dt

∣∣∣∣É
∫b

a
| f ′(t)| dt

La fonction f ′ étant continue sur un segment, elle est bornée sur ce segmentet donc en notant‖ f ′‖∞ = sup
t∈[a,b]

| f ′(t)|, on obtient

l’inégalité souhaitée.

THÉORÈME 16.10 Formules de Taylor
Soit un intervalleI et une fonctionf : I 7→C.

1. Formule de Taylor-intégrale :si [a, x] ⊂ I et si la fonctionf est de classeC n+1 sur le segment[a, x], alors

f (x) = f (a)+ (x −a) f ′(a)+·· ·+ (x −a)n

n!
f (n)(a)+

∫x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t) dt

2. Formule de Taylor-Lagrange :si x ∈ I, et h ∈ R tel que[x, x +h] ⊂ I et si la fonctionf est de classeC n+1 sur le
segment[x, x +h], alors

f (x +h) = f (x)+h f ′(x)+·· ·+ hn

n!
f (n)(x)+Rn(h)

avec|Rn(h)| É
Mn+1

(n+1)!
hn+1 où Mn+1 = supt∈[x,x+h]| f (n+1)(t)|.

3. Formule de Taylor-Young :si la fonctionf est de classeC n sur l’intervalleI, et sia ∈ I, alors∀x ∈ I,

f (x) = f (a)+ (x −a) f ′(a)+·· ·+ (x −a)n f (n)(a)

n!
+o

(
(x −a)n

)

Démonstration Il suffit d’écrire les formules de Taylor pour les fonctions réelles et les fonctionsRe( f ) et Im( f ).
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Remarque 16.7 La formule de Taylor-Young permet de trouver les développements limités d’une fonction à valeurs
complexes.

Exemple 16.1Soit z ∈C. Pourf (t) = 1

1− t z
, on a f (t) = 1+ zt + z2t 2 + zn t n +o

(
xn

)
.
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16.5 Exercices

16.5.1 Suites

Exercice 16.1 ♥
VRAI ou FAUX :
Soit(un )n∈N une suite de nombres complexes telle quelim

n→∞
|un | = +∞ alors on alim

n→∞
|Re(un )| = +∞ ou lim

n→∞
|Im(un)| =

+∞.

Solution : FAUX. On considèreun = n si n est pair etun = i n si n est impair.

Exercice 16.2 ♥♥
Soit z ∈C. Démontrer quelim

n→∞

(
1+ z

n

)n
= ez .

Solution :
On posez = x + i y.un (z) =

(
1+ z

n

)n
. |un (z)|2 =

(
1+ 2x

n
+ x2+y2

n2

)n
. ln |un (z)|2 = n ln

(
1+ 2x

n
+ x2+y2

n2

)
∼ n. 2x

n
∼ 2x. (pour

x 6= 0) D’où lim
n→∞

ln |un (z)|2 = 2x (même pourx = 0) et lim
n→∞

|un (z)| = ex . Soit ϑn un argument de1+ z
n

. tanϑn =
y
n

1+ x
n
= y

n+x
. D’où lim

n→∞
tanϑn = 0.ϑn est déterminé modulo2π. On peut choisirϑn dans]−π;π]. lim

n→∞
tanϑn = π ou

lim
n→∞

tanϑn = −π est impossible carlim
n→∞

1+ z

n
= 1. reste lim

n→∞
tanϑn = 0. Donctanϑn ∼ ϑn . Doncn. tanϑn ∼ nϑn . Or

lim
n→∞

n. tanϑn = y.nϑn qui est un argument deun (z) tend vers y. Finalementun (z) = |un(z)| .(cosnϑn + i sin nϑn ) →
ex (cos y+ i.sin y) = ez..

Exercice 16.3 ♥♥
Démontrer que(cosn2)n∈N n’est pas convergente.

Solution : Supposons le contraire et notonslim
n→∞

cos n2 = ℓ.

La suite extraite(cos4n2)n∈N et (cos9n2)n∈N convergent versℓ. On acos 4x = T4(cos x) et cos 9x = T9(cos x) où T4 et
T9 sont des polynômes de degrés4 et 9 respectivement. Voir paragraphe B.3.1 p. 1164. On a doncT4(ℓ) = ℓ et T9(ℓ) = ℓ.
Doncℓ est une racine commune des polynômesT4(X)−X et T9(X)−X.
Pour les racines deT4(X)−X, on cherche les différentes valeurs decos x vérifiantcos4x = cos x. Or cos4x = cos x pour
4x = x+2kπ ou 4x =−x+2kπ. On prend lesx dans[0,π] pour avoir des valeurs distinctes du cosinus. On obtient ainsi
les quatre valeurs distinctescos0,cos 2π

3 et cos 2π
5 ,cos 4π

5 . Ces quatre racines sont distinctes. Ce sont donc les quatre
racines deT4(X)−X.
On travaille de même pourT9(X)−X en résolvantcos9x = cos x. Malheureusement, on trouve parmi les neuf racines,
1,cos 2π

5
et cos 4π

5
ce qui n’arrange pas nos affaires. On retrouve encore ces trois racines chezT16(X)−X, donc on va

chercherT25(X)−X dont les racines sont données par
25x = x + 2kπ : 1,cos 2π

24 ,cos 4π
24 ,cos 6π

24 ,cos 8π
24 ,cos 10π

24 ,cos 12π
24 ,cos 14π

24 ,cos 16π
24 ,cos 18π

24 ,cos 20π
24 ,cos 22π

24 et −1. (13
racines)
et 25x = −x + 2kπ : cos 2π

26
,cos 4π

26
,cos 6π

26
,cos 8π

26
,cos 10π

26
,cos 12π

26
,cos 14π

26
,cos 16π

26
,cos 18π

26
,cos 20π

26
,cos 22π

26
et cos 22π

26
(outre−1 et 1) ce qui fait 12 racines.
Soit 25 racines en tout. La seule racine commune àT4(X)−X,T9(X)−X etT25(X)−X est donc1. Si (cosn2)n∈N converge,
ce ne peut être que vers1. De là, on déduit que(sinn2)n∈N converge vers0, donc que(exp(i n2))n∈N converge vers1.

La suite(exp(i (n +1)2))n∈N converge elle aussi vers1. Donc la suite
(

exp(i (n+1)2)

exp(i n2)

)

n∈N
convergerait elle aussi vers

1. Autrement dit la suite(exp(2i n))n∈N convergerait versexp(−i ). Donc la suite constanteexp(2i ) = exp(2i (n+1))

exp(2i n)

tendrait vers
exp(−i )

exp(−i )
= 1 ce qui n’est pas possible.

16.5.2 Dérivées

Exercice 16.4 ♥♥
Calculer la dérivéen-ième def (x) = cos x ch x.

Solution : Soit F(x) = e(1+i)x , on aF(n)(x) = (1+ i )ne(1+i)x =
p

2n einπ/4e(1+i)x . En prenant la partie réelle et en posant
f1(x) = ex cos x, f (n)

1 (x) =
p

2n ex
(
cos

(
nπ
4

)
cos x − sin

(
nπ
4

)
sin x

)
=
p

2n ex cos
(

nπ
4 + x

)
. De même, soitG(x) = e(−1+i)x ,

on a G(n)(x) = (−1 + i )ne(−1+i)x =
p

2n e3inπ/4e(−1+i)x . En prenant la partie réelle et en posantg1(x) = e−x cos x,
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g (n)
1 (x) =

p
2n e−x

(
cos

(
3nπ

4

)
cos x − sin

(
3nπ

4

)
sin x

)
=

p
2n e−x cos

(
3nπ

4 + x
)
. Donc f (n)(x) =

1

2

p
2nex cos

(
nπ
4 + x

)
+

1

2

p
2n e−x cos

(
3nπ

4
+ x

)
.

16.5.3 Intégrales et primitives

Exercice 16.5 ♥
Calculer

∫π/2

0
ex cos x dx.

Solution :
∫π/2

0
exp((1+ i )x) dx =

1

1+ i

[
exp((1+ i )x)

]π/2
0

= i eπ/2 −1

1+ i

=
(
i eπ/2 −1

)
(1− i )

2

=
(
−1+eπ/2

)
+ i

(
1+eπ/2

)

2

D’où ∫π/2

0
ex cos x dx =

eπ/2 −1

2
.

Exercice 16.6 ♥
CalculerI=

∫π
0 sin(t)sh(t) dt .

Solution : Deux solutions : par les complexes, ou intégrer deux fois parparties.

1.
∫π

0
ei x ex dx =

1

1+ i

[
e(1+i)x

]π
0
= −

eπ+1

1+ i
= −

1− i

2

(
eπ+1

)
et

∫π

0
ei x e−x dx =

1+ i

2

(
e−π+1

)
. En effectuant la

demi-différence des parties imaginaires,
∫π

0
sin(t)sh(t) dt = 1

2
shπ.

2. I =
∫π

0
sin(t)sh(t) dx = [sin x ch x]π0 −

∫π

0
cos(t)ch(t) dx = 0− [cos x sh x]π0 −

∫π

0
sin(t)sh(t) dx = shπ− I. D’où

I=
1

2
shπ.

Exercice 16.7 ♥♥♥

1. SoitP ∈R[X]. Démontrer que
∫1

−1
P2(x)dx =−i

∫π

0
P2

(
eiϑ

)
eiϑdϑ.

2. En déduire que∀n ∈N∗, ∀(a1, . . . , an) ∈Rn ,
∑

1ÉkℓÉn

ak aℓ

k +ℓ+1
É

n∑
q=1

a2
q .

Solution :

1. Il suffit de montrer que pourQ ∈ R[X]. Démontrer que
∫1

−1
Q(x)dx = −i

∫π

0
Q

(
eiϑ

)
eiϑdϑ. Ce qui se montre par

linéarité. En effet, soit0 É k É n,

∫1

−1
xkdx = 1+ (−1)k

k +1
=−i

∫π

0

(
ekiϑ

)
eiϑdϑ.

2. Soitn ∈N∗, (a1, . . . , an) ∈Rn, on poseP(X) =
n∑

k=1

ak Xk .

On a alorsP2(X) =
∑

1ÉkℓÉn

ak aℓXk+l et
∫1

0
P2(x)dx =

∑

1ÉkℓÉn

ak aℓ

k +ℓ+1
.

D’où
∫1

0
P2(x)dx É

∫1

−1
P2(x)dx É−i

∫π

0
P2

(
eiϑ

)
eiϑdϑÉ

∣∣∣∣−i

∫π

0
P2

(
eiϑ

)
eiϑdϑ

∣∣∣∣É
∫π

0

∣∣∣P2
(
eiϑ

)∣∣∣dϑ.

Maintenant
∫π

0

∣∣∣P2
(
eiϑ

)∣∣∣dϑ=
∫π

0
P

(
eiϑ

)
P

(
eiϑ

)
dϑ=

∫π

0
P

(
eiϑ

)
P

(
e−iϑ

)
dϑ carP est un polynôme réel.
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Enfin
∫π

0
P

(
eiϑ

)
P

(
e−iϑ

)
dϑ =

∑

1ÉkℓÉn

ak aℓ

∫π

0
ei(k−ℓ)ϑdϑ = π

n∑
q=1

a2
q +

∑

1Ék<ℓÉn

∫π

0
2cos(k − ℓ)ϑdϑ = π

n∑
q=1

a2
q

puisque
∫π

0
cos pϑdϑ= 0 pourp ∈Z∗.
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Chapitre 17
Notions sur les fonctions de deux variables
réelles

Pour bien aborder ce chapitre

Ce chapitre a pour vocation de servir d’introduction aux fonctions de plusieurs variables. Ces fonctions sont bien évidem-
ment importantes que ce soit en maths ou en physique. Un phénomène physique en particulier dépend souvent de plusieurs
paramètres. Nous nous cantonnerons ici aux fonctions de deux variables réelles à valeurs dansR. Vous étudierez le cas
général en deuxième année dans le cadre des espaces vectoriels normés. Vous verrez alors que tout a déjà été dit ou
presque dans le cas simplifié qui va nous occuper ici.
On verra que l’on transpose facilement les notions de limiteet de continuité aux fonctions de deux variables. Il n’en est
malheureusement pas de même pour la notion de dérivée. Ainsi, le taux d’accroissement pour une fonctionf : I ⊂ R→ R

en un pointa ∈ I est donné par :
f (x)− f (a)

x −a
, x ∈ I \ {a} .

La même quantité n’a pas de sens pour les fonctions de deux variables carx et a sont dans ce cas des vecteurs deR2.
C’est à ce niveau que va intervenir la notion de différentielle et qu’un pont va être posé entre l’analyse et l’algèbre linéaire.
Plutôt que de chercher à définir une dérivée, on va approximerla fonction étudiée par une application linéaire.
On verra qu’alors la théorie sera très proche de celle que vous connaissez pour les fonctions d’une variable réelle. En
particulier, on pourra écrire une inégalité des accroissements finis et une formule de Taylor-Young pour les fonctions de
deux variables.
Nous terminerons ce chapitre par quelques éléments sur les équations aux dérivées partielles. Elles sont aux fonctionsde
plusieurs variables ce que les équations différentielles sont aux fonctions d’une seule. Elles sont aussi évidemment très
importantes en physique.
Dans tout ce chapitre,R2 est muni de la norme euclidienne usuelle :∀

(
x, y

)
∈R2,

∥∥(
x, y

)∥∥=
√

x2 + y2.

17.1 Continuité des fonctions à deux variables

DÉFINITION 17.1 ♥ Boule ouverte
On appelleboule ouvertede centreM0 ∈R2 et de rayonr > 0 le sous-ensemble deR2 notéB(M0,r ) défini par :

B(M0,r ) =
{
M ∈R2 | ‖M−M0‖< r

}
.

DÉFINITION 17.2 ♥ Partie ouverte
On dit queU ⊂R2 est unepartie ouvertedeR2 si pour tout pointM0 ∈ U il exister > 0 tel que la boule ouverte de centre
M0 et de rayonr soit incluse dansU.

DÉFINITION 17.3 ♥ Voisinage d’un point
SoitM0 ∈R2. On dit qu’une partieV ⊂R2 estun voisinage du pointM0 s’il exister > 0 tel que la boule ouverte de centre
M0 et de rayonr soit incluse dansV. Avec ce vocabulaire, une partieU est ouverte si et seulement siU est un voisinage
de chacun de ses points.
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On s’intéresse dans ce chapitre aux fonctionsf définies sur une partie ouverteU ⊂R2 et à valeurs réelles :

{
U ⊂R2 −→ R

(x, y) 7−→ f (x, y)

On peut représenter legraphed’une telle fonction : en tout point(x, y) ∈ U, on associe une hauteurz = f (x, y) et lorsque
(x, y) varie dansU, on décrit une surface deR3 de base l’ouvertU :

G = {(x, y, z) ∈R
3 | (x, y) ∈ U, z = f (x, y)}

Pour un point(x0, y0) ∈ U, commeU est ouvert, il existeα> 0 tel que∀u ∈]−α,α[, (x0 +u, y0) ∈ U et (x0, y0 +u) ∈ U. On
peut donc définir deux fonctions d’une variablef1 (définie sur un voisinage dex0) et f2 (définie sur un voisinage dey0)
appeléesapplications partiellesde f au point(x0, y0) :

f1 :

{
]x0 −α, x0 +α[ −→ R

t 7−→ f (t , y0)
f2 :

{
]y0 −α, y0 +α[ −→ R

t 7−→ f (x0, t)

x

y

z

U

(x, y)

z = f (x, y)

(a) Fonction de deux variables

x

y

z

U

M0

(b) Applications partielles enM0

FIGURE 17.1 – Fonction de deux variables

DÉFINITION 17.4 ♥ Limite en un point
SoientU ⊂ R2 une partie ouverte,M0 = (x0, y0) ∈ U et f : U 7→ R. On dit quef tend vers l ∈ R quand M = (x, y) tend
vers M0 si et seulement si :

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ U, ‖M−M0‖É η =⇒ | f (M)− l | É ε

On note alorsf (M) −−−−−→
M→M0

l .

Remarque 17.1 Si f admet une limite quandM tend versM0 alors cette limite est unique.

DÉFINITION 17.5 ♥ Continuité en un point
Soit U ⊂R2 un ouvert,M0 ∈U et f : U 7→R. On dit quef est continue enM0 si et seulement si

f (M) −−−−−→
M→M0

f (M0)

THÉORÈME 17.1 ♥ Théorème de majoration
Soit U ⊂R2 un ouvert,M0 ∈U, l ∈R, f : U 7→R etθ :R→R tels que, au voisinage deM0 on ait :
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H1
∣∣ f (M)− l

∣∣É θ (‖M−M0‖)

H2 θ (t)−−−→
t→0

0

alors : f (M) −−−−−→
M→M0

l .

Démonstration Soit ε> 0. Puisqueθ(t) −−−→
t→0

0, il existeη> 0 tel que∀t ∈]−η,η[, |θ(t)| É ε. Soit M ∈ U tel que‖M−M0‖ É η,
on a

| f (M)− l | É θ(‖M−M0‖) É ε

Pour montrer en pratique qu’une fonction de deux variables admet une limite enM0 = (x0, y0), on utilise les coordonnées
polaires de pôleM0. PourM = (x, y) ∈U, en écrivant

{
x = x0 + r cosθ

y = y0 + r sinθ

on a r = ‖M −M0‖ et il suffit alors de majorer| f (M)− f (M0)| par une fonction qui ne dépend que der , θ(r ) avec
θ(r )−−−→

r→0
0.

Exemple 17.1Étudier la limite lorsque(x, y) → (0,0) de la fonction définie surR2 \ {(0,0)} par

f (x, y) =
x3 y

x2 + y2

Introduisons des coordonnées polairesx = r cosθ, y = r sinθ,

| f (x, y)| = r cos2θ|sinθ| É r

Par conséquent,f (x, y) −−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0.

Exemple 17.2Même question pourf (x, y) = x3 y2

x4 + y4
. Avec les coordonnées polaires,

| f (x, y)| = r
|cosθ|3 sin2θ

cos4θ+ sin4θ
É r

cos4θ+ sin4θ

Comme la fonctionϕ : θ 7→ cos4θ+sin4θ est continue sur le segment[0,2π], elle possède un minimum qui est strictement
positif (le cosinus et le sinus ne peuvent s’annuler simultanément) :∀θ ∈ [0,2π], cos4θ+sin4θÊα> 0 et alors| f (x, y)| É
r /α ce qui montre quef (x, y) −−−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0.

PROPOSITION17.2 ♥♥ Caractérisation séquentielle de la limite
Si f (M) −−−−−→

M→M0

l , alors pourtoutesuiteMn = (xn , yn ) vérifiant ‖Mn −M0‖ −−−−−→
n→+∞

0 (on noteMn −−−−−→
n→+∞

M0), on a

f (Mn) −−−−−→
n→+∞

l .

Démonstration Soit ε > 0. Commef (M) −−−−−→
M→M0

, il existeη > 0 tel que∀M ∈ U, ‖M−M0‖ É η =⇒ | f (M)− l | É ε. Puisque

Mn −−−−−→
n→+∞

M0, il existeN ∈N tel que∀n Ê N, ‖Mn −M0‖ É η. Alors pourn Ê N, | f (Mn)− l | É ε.

On se sert souvent de cette propriété séquentielle pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite.

Exemple 17.3Étudier l’existence d’une limite en(0,0) de la fonction définie parf (x, y) = x y

x2 + y2
. Avec les coordonnées

polaires à l’origine,f (x, y) = sin(2θ)

2
. On voit que les valeurs que prendf dépendent de l’angleθ selon lequel on

s’approche de l’origine. Montrons quef n’a pas de limite en(0,0) en exhibant deux suites :Xn = (1/n,0) et Yn =
(1/n,1/n). Si f admettait une limitel ∈ R lorsque(x, y) −−−−−→

n→+∞
0, alors commeXn −−−−−→

n→+∞
(0,0) et Yn −−−−−→

n→+∞
(0,0),

on auraitf (Xn) −−−−−→
n→+∞

l et f (Yn) −−−−−→
n→+∞

l mais∀n ∈ N⋆, f (Xn) = 0 et f (Yn) = 1/2. On devrait avoirl = 0 = 1/2, une

absurdité.
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PROPOSITION17.3 ♥ Continuité des applications partielles
Si f est continue au pointM0 = (x0, y0), alors les deux applications partielles au pointM0, f1 et f2 sont continues
respectivement enx0 et y0.

Démonstration Soit ε > 0. CommeU est ouvert, les deux applications partiellesf1 et f2 sont définies respectivement sur
un voisinage dex0, f1 :]x0 −α, x0 +α[ 7→ R et sur un voisinage dey0 : f2 :]y0 −α, y0 +α[ 7→ R. Puisquef est continue au point
M0 = (x0, y0), il existe0 < η É α tel que∀M ∈ U, ‖M−M0‖ É η =⇒ | f (M)− f (M0)| É ε. Soit alorsx ∈]x0 −α, x0 +α[ vérifiant
|x −x0 | É η. PosonsM = (x, y0), ‖M−M0‖ = |x −x0 | É η d’où

| f1(x)− f1(x0)| = | f (x, y0)− f (x0, y0)| É ε

De même, puisque‖(x0 , y)− (x0 , y0)‖ = |y − y0| É η,

| f2(y)− f2(y0)| = | f (x0, y)− f (x0, y0)| É ε

Il est important de comprendre que la réciproque de ce résultat est fausse comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 17.4

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





x y

x2 + y2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

Les deux applications partielles en(0,0) sont définies parf1(x) = f (x,0) = 0 et f2(y) = f (0, y) = 0. Ces deux fonctions
sont continues alors qu’on a vu précédemment quef n’admettait pas de limite à l’origine.

Exemple 17.5Il se peut qu’une fonction admette un limite à l’origine danstoutes les directions sans qu’elle soit continue
comme le montre l’exemple suivant :

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





x y6

x6 + y8
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

Considérons la restriction def à une droite d’équationy = αx :

fα :





R −→ R

x 7−→ f (x,αx) =





α6x

1+α8x2
si x 6= 0

0 si x = 0

On a bienfα(x) −−−→
x→0

0 = fα(0) ce qui montre que toutes les applicationsfα sont continues en0, mais la fonctionf

n’admet pas de limite en(0,0). En effet, si l’on s’approche de l’origine suivant la parabole d’équationx = y2 avec la
suiteMn = (1/n2,1/n),

f (Mn) = 1

1+1/n4
−−−−−→
n→+∞

1 6= f (0,0)

Multimédia : animation pour illustrer cet exemple, sur un gr aphe on voit la coupe
par un plan qui tourne, une bosse qui tend vers 0 et la parabole mise en évidence
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THÉORÈME 17.4 ♥♥ Composée de fonctions continues
On considère une fonction

f :

{
U −→ R

(x, y) 7−→ f (x, y)

continue au point(x0, y0) ∈ U et une fonction

ϕ :

{
V ⊂R2 −→ U

(u, v) 7−→ (x(u, v), y(u, v))

On suppose que les deux fonctionsx : V 7→R et y : V 7→R sont continues au point(u0, v0). Alors la composée :

F :

{
V −→ R

(u, v) 7−→ f (x(u, v), y(u, v))

est continue au point(u0, v0).

Démonstration Il suffit d’écrire les définitions de continuité.

Remarque 17.2 Si f : U ⊂ R2 7→ R est continue etx, y : I ⊂ R 7→ R sont deux fonctions continues surI vérifiant∀t ∈ I,
(x(t), y(t))∈ U, la composée

ϕ :

{
I −→ R

t 7−→ f (x(t), y(t))

est continue en tout point deI.

17.2 Dérivées partielles, fonctionsC 1

Soit U ⊂R2 un ouvert deR2.

DÉFINITION 17.6 ♥ Dérivée selon un vecteur
Soit f : U 7→ R, M0 ∈ U et un vecteur non nul

−→
H ∈ R2. On dit quef possède unedérivée au pointM0 selon le vecteur

−→
H s’il existe un réell ∈R tel que

1

t

[
f (M0 + t .

−→
H)− f (M0)

]
−−−→
t→0

l

On note alorsl = D−→
H

f (M0).

Exemple 17.6Pour la fonction

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





x2 y

x2 + y2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = 0

On considère un vecteur
−→
H = (h,k) ∈R2. Formons le taux d’accroissement

1

t

[
f (th, tk)− f (0,0)

]
= h2k

h2 +k2
−−−→
t→0

h2k

h2 +k2

ce qui montre quef possède une dérivée selon le vecteur
−→
H en(0,0) et D−→

H
f (0,0) = h2k

h2 +k2
.

Multimédia : Coupe de la surface par un plan qu’on fait tourne r et représenter le
graphe de la fonction partielle avec la pente de la tangente

DÉFINITION 17.7 ♥ Dérivées partielles en un point
Soit f : U 7→R et a ∈U. On considère la base canoniquee = (e1,e2) deR2. On appelledérivées partiellesde f au point
M0 ∈ U les dérivées def , si elles existent, selon les vecteurse1 et e2 et on note alors

∂ f

∂x
(M0)= De1 f (M0) = lim

t→0

f (M0 + te1)− f (M0)

t
et

∂ f

∂y
(M0) = De2 f (M0) = lim

t→0

f (M0 + te2)− f (M0)

t
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Remarque 17.3 En notantf1 et f2 les applications partielles au pointM0 = (x0, y0),





∂ f

∂x
(x0, y0) = limt→0

f (x0 + t , y0)− f (x0, y0)

t
= limt→0

f1 (x0 + t)− f1 (x0)

t

∂ f

∂y
(x0, y0) = limt→0

f (x0, y0 + t)− f (x0, y0)

t
= limt→0

f2

(
y0 + t

)
− f2

(
y0

)

t

Ces limites existent si et seulement sif1 et f2 sont dérivables respectivement enx0 et y0. De plus, dans ce cas :





∂ f

∂x
(x0, y0) = f ′

1 (x0)

∂ f

∂y
(x0, y0) = f ′

2

(
y0

)

Par exemple, sif (x, y) = x2 cos(y), pour calculer en un point(x, y)
∂ f

∂x
, on fixe la variabley , la première fonction

partielle en(x, y) est définie parf1(t) = f (t , y) = t 2 cos(y), elle est dérivable ent = x et
∂ f

∂x
(x, y) = f ′

1(x) = 2x cos(y). La

deuxième fonction partielle en(x, y) est définie parf2(t) = f (x, t) = x2 cos(t), elle est dérivable ent = y et
∂ f

∂y
(x, y) =

f ′
2(y) =−x2 sin(y).

On retient la règle de calcul suivante : pour calculer
∂ f

∂x
(x, y), on « gèle » la variabley (considérée comme constante) et

on dérive par rapport àx. De même, pour calculer
∂ f

∂y
(x, y), on fixex et on dérive l’expression par rapport ày .

Exemple 17.7Considérons la fonction définie surR2 par

f (x, y) =
{

x4 si y É x2

y2 si y > x2

f (x, y) = x4f (x, y) = y2

y = x2

Étudions l’existence de dérivées partielles def en un pointM0 = (x0, y0).

1. Si y0 < x2
0 , sur un voisinage deM0, la fonction f est définie parf (x, y) = x2. On peut appliquer la règle de calcul

ci-dessus,
∂ f

∂x
(x0, y0) = 2x0 et

∂ f

∂y
(x0, y0) = 0.

2. Si y0 > x2
0 , sur un voisinage deM0, f (x, y) = y2 donc

∂ f

∂x
(x0, y0) = 0 et

∂ f

∂y
(x0, y0) = 2y0.

3. SiM0 = (x0, x2
0) avecx0 > 0, on se trouve sur un point de la parabole et les applications partielles sont définies par :

f1 :





]0,+∞[ −→ R

t 7−→
{

y2
0 si t < x0

t 4 si t Ê x0

f2 :





R −→ R

t 7−→
{

x4
0 si t < y0

t 2 si t Ê y0

La fonction f1 est dérivable à droite enx0, avecf ′
1d

(x0) = 4x3
0 . Elle est dérivable à gauche enx0 avecf ′

1g (x0) = 0.

On en déduit quef1 n’est pas dérivable enx0 donc que
∂ f

∂x
(x0, x2

0 ) n’existe pas. De la même façon,
∂ f

∂y
(x0, x2

0)

n’existe pas.

4. SiM0 = (0,0), les deux fonctions partielles en(0,0) sont définies par

f1(t) = t 4, f2(t)=
{

0 si t É 0

t 2 si t > 0

Puisque ces fonctions sont dérivables en0, on en tire que
∂ f

∂x
(0,0) = ∂ f

∂y
(0,0) = 0.
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DÉFINITION 17.8 ♥♥♥ Fonction de classeC 1

Soit f : U ⊂R2 7→R. On dit que la fonctionf est de classeC 1 sur l’ouvertU lorsque :

1. En tout point(x, y) ∈ U, f possède des dérivées partielles
∂ f

∂x
(x, y) et

∂ f

∂y
(x, y).

2. Chacune des fonctions

∂ f

∂x
:





U −→ R

(x, y) 7−→ ∂ f

∂x
(x, y)

et
∂ f

∂y
:





U −→ R

(x, y) 7−→ ∂ f

∂y
(x, y)

est continue surU.

On noteC 1(U,R) l’ensemble des fonctions de classeC 1 surU.

Exemple 17.8Considérons la fonction définie par

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





sin(x3)− sin(y3)

x2 + y2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

Soit M0 = (x0, y0) ∈R2. Étudions l’existence de dérivées partielles enM0.
– Si (x0, y0) 6= (0,0), sur un voisinage deM0, la première application partiellef1 enM0 est définie par

f1(t)=
sin(t 3)− sin(y3

0)

t 2 + y2
0

Elle est dérivable enx0 et f ′
1(x0) =

∂ f

∂x
(x0, y0) =

3x2
0 cos(x3

0 )

x2
0 + y2

0

−2x0

sin(x3
0)− sin(y3

0 )

(x2
0 + y2

0 )2
On calcule de même

∂ f

∂y
(x0, y0).

– Si (x0, y0) = (0,0), revenons à la définition de
∂ f

∂x
(0,0) et formons le taux d’accroissement

f (t ,0)− f (0,0)

t
=

sin(t 3)

t 3
−−−→
t→0

1

ce qui montre que
∂ f

∂x
(0,0) existe et vaut1. De même,

∂ f

∂y
(0,0) =−1.

Nous pouvons donc définir les deux fonctions

∂ f

∂x
:





R2 −→ R

(x, y) 7−→





3x2 cos(x3)

x2 + y2
−2x

sin(x3)− sin(y3)

(x2 + y2)2
si (x, y) 6= (0,0)

1 si (x, y) = (0,0)

∂ f

∂y
:





R2 −→ R

(x, y) 7−→




−3y2 sin(y3)

x2 + y2
−2y

sin(x3)− sin(y3)

(x2 + y2)2
si (x, y) 6= (0,0)

−1 si (x, y) = (0,0)

Étudions maintenant la continuité de
∂ f

∂x
. Puisque

∂ f

∂x
(0, t) = 0 −−−→

t→0
0 6=

∂ f

∂x
(0,0), on en déduit que

∂ f

∂x
n’est pas continue

en(0,0). Cela suffit pour affirmer quef n’est pas de classeC 1 surR2.

THÉORÈME 17.5 ♥ Théorème d’opérations sur les fonctions de classeC 1.
Soientf et g deux fonctions définies sur un ouvertU ⊂R2 à valeurs réelles et de classeC 1 surU. Alors :

1 si α,β ∈R, α f +βg est de classeC 1 surU et :

∀i = 1,2,
∂
(
α f +βg

)

∂xi
=α

∂ f

∂xi
+β

∂g

∂xi
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2 f g est de classeC 1 surU et :

∀i = 1,2,
∂
(

f g
)

∂xi
= g

∂ f

∂xi
+ f

∂g

∂xi

3 si g ne s’annule pas surU alors f
g

est définie etC 1 surU. De plus :

∀i = 1,2,
∂
(

f
g

)

∂xi
=

g
∂ f

∂xi
− f

∂g

∂xi

g 2

COROLLAIRE 17.6 ♥
–

(
C 1 (U,R) ,+, .

)
est un sous-espace vectoriel deF (U,R)

–
(
C 1 (U,R) ,+,×

)
est un sous-anneau deF (U,R)

Le théorème suivant (la démonstration est admise) est le résultat fondamental de ce chapitre :

THÉORÈME 17.7 ♥♥♥ Dl d’ordre 1

Soit f : U ⊂R2 7→R de classeC 1 sur l’ouvertU et M0 = (x0, y0) ∈ U. Alors il existe une fonctionε : V ⊂R2 →R définie
sur un voisinageV de(0,0) telle que :

1 Pour tout accroissement
−→
H = (h,k) ∈R2 tel queM0 +

−→
H ∈U, on a :

f (x0 +h, y0 +k) = f (x0, y0)+h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)+‖(h,k)‖ε(h,k)

2 ε(h,k) −−−−−−−−→
(h,k)→(0,0)

0

On dit alors quef admet un développement limité d’ordre1 enM0.

La définition def de classeC 1 ne suppose pas quef est continue surU. C’est une conséquence du résultat suivant :

COROLLAIRE 17.8 ♥ Une fonctionC 1 est continue
Si f est de classeC 1 surU alors f est continue en tout point deU.

Démonstration Soit M0 = (x0, y0) ∈ U et M = (x, y). Notons
−→
H = M−M0 = (x −x0 , y − y0). Puisquef est de classeC 1 surU, il

existeε définie sur un voisinage de(0,0) telle quef (x, y) = f (x0, y0)+(x−x0 )
∂ f

∂x
(x0 , y0)+(y−y0)

∂ f

∂y
(x0, y0)+‖M−M0‖ε(x−x0 , y−

y0) avecε(h,k) −−−−−−−−−→
(h,k)→(0,0)

0. La fonctionε est bornée sur un voisinage de(0,0) donc si‖M−M0‖ É η, |ε(M−M0)| É K et comme

|x−x0 | É ‖M−M0‖, |y−y0| É ‖M−M0‖, | f (x, y)− f (x0, y0)| É |x−x0 ||
∂ f

∂x
(x0 , y0)|+|y−y0||

∂ f

∂y
(x0, y0)|+K‖M−M0‖ É C‖M−M0‖.

Par conséquent,f (x, y) −−−−−−−−−−→
(x,y)→(x0 ,y0)

f (x0 , y0).

Plus intéressant, sif admet des dérivées dans les deux directions de la base canonique, elle admet une dérivée dans toutes
les directions qui se calcule comme combinaison linéaire des dérivées partielles comme le précise le résultat suivant :

COROLLAIRE 17.9 ♥♥ Une fonctionC 1 admet des dérivées selon tout vecteur
Si f : U 7→ R est de classeC 1 sur l’ouvertU, alors pour tout pointM0 = (x0, y0) et tout vecteur non nul

−→
H = (h,k), f

admet une dérivée selon le vecteur
−→
H au pointM0 et

D−→
H

f (M0) = h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)

Démonstration Avec le DL à l’ordre1, le taux d’accroissement s’écrit :
1

t

[
f (x0 + th, y0 + tk)− f (x0, y0)

]
= h

∂ f

∂x
(x0, y0)+

k
∂ f

∂y
(x0, y0)+ |t |

t
‖(h,k)‖ε(th, tk). Puisque||t |/t | = 1 et queε(th, tk) −−−→

t→0
0, on en déduit le résultat.
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17.3 Différentielle

DÉFINITION 17.9 ♥ Différentielle
Soit f : U 7→R une fonction de classeC 1 et M0 = (x0, y0) ∈U un point. On définit la forme linéaire :

d f M0
:





R2 −→ R

(h,k) 7−→ h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)

C’est ladifférentiellede la fonctionf au pointM0.

DÉFINITION 17.10 Gradient

On définit legradientde f au pointM0 comme étant le vecteur
−→∇ f (M0) =

(∂ f

∂x
(x0, y0),

∂ f

∂y
(x0, y0)

)
. Alors pour tout

accroissement
−→
H = (h,k),

D−→
H

f (M0)= d f M0
(
−→
H) =

(−→∇ f (M0) | −→H
)

THÉORÈME 17.10 ♥♥♥ Dérivation d’une composée

Soit f : U ⊂R2 7→R, u, v : I⊂R 7→R. On définitϕ :

{
I −→ R2

t 7−→
(
u(t), v(t)

) . On suppose que :

H1 f est de classeC 1 sur l’ouvertU.

H2 Les deux fonctionsu et v sont de classeC 1 surI.

H3 ∀t ∈ I, ϕ(t)∈ U.

On peut alors définir la fonction

g = f ◦ϕ :

{
I −→ R

t 7−→ f
(
u(t), v(t)

)

Cette fonction est de classeC 1 surI et sa dérivée vaut :

g ′(t)= u′(t)
∂ f

∂x

(
u(t), v(t)

)
+ v ′(t)

∂ f

∂y

(
u(t), v(t)

)

Démonstration Soit t0 ∈ I. Nous allons montrer queg admet un développement limité à l’ordre1 en t0. Puisquef est de
classeC 1, elle admet un développement limité au pointM0 = (u(t0 ), v(t0)). Pourt ∈ I, on peut écrire :f (u(t0 +h), v(t0 +h)) =
f (u(t), v(t))+

[
u(t0+h)−u(t0 )

]∂ f

∂x
(u(t0 , v(t0))+

[
v(t0+h)−v(t0)

]∂ f

∂y
(u(t0 ), v(t0))+‖(u(t0 +h)−u(t0 ), v(t0+h)−v(t0))‖ε(u(t0 +

h)−u(t0 ), v(t0 +h)−v(t0)). Puisque les fonctionsu et v sont dérivables ent0, elles possèdent un développement limité à l’ordre
1 : u(t0 +h) = u(t0 )+hu′(t0)+hε1(h), v(t0 +h) = v(t0)+hv ′(t0)+ε2(h). En reportant dans le DL def , on trouve queg (t0 +h) =
g (t0)+h

[
u′(t0)

∂ f

∂x
(u(t0 ), v(t0))+v ′(t0)

∂ f

∂y
(u(t0), v(t0))

]
+R(h) et par une majoration simple, on vérifie queR(h) = o(h). Nous avons

donc vérifié queg était dérivable ent0 et obtenu l’expression deg ′(t0). Puisque
∂ f

∂x
,
∂ f

∂y
, u′ et v ′ sont des fonctions continues, la

fonctiong ′ est également continue.

Remarque 17.4 On peut exprimerg ′(t0) à l’aide de la différentielle et du gradient def enM0 : g ′(t) = d f M0
(ϕ′(t)) =(−→∇ f (M0) |ϕ′(t)

)
.

THÉORÈME 17.11 ♥♥♥ Dérivées partielles d’une composée
Soit f : U ⊂ R2 7→ R une fonction de classeC 1, x, y : V ⊂ R2 7→ R deux fonctions de classeC 1. On suppose que
∀(u, v) ∈V,

(
x(u, v), y(u, v)

)
∈U. On peut alors définir la fonction

F :

{
U −→ R

(u, v) 7−→ f
(
x(u, v), y(u, v)

)
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La fonctionF est de classeC 1 et en tout point(u, v) ∈V,





∂F

∂u
(u, v) =

∂x

∂u
(u, v)

∂ f

∂x
(x(u, v), y(u, v))+

∂y

∂u
(u, v)

∂ f

∂y
(x(u, v), y(u, v))

∂F

∂v
(u, v) =

∂x

∂v
(u, v)

∂ f

∂x
(x(u, v), y(u, v))+

∂y

∂v
(u, v)

∂ f

∂y
(x(u, v), y(u, v))

Démonstration Soit un pointK = (u, v) ∈ V, considérons la première fonction partielle deF en K définie parF1(t) = F(t , v) =
f
(
x(t , v), y(t , v)

)
= f

(
g1(t), g2 (t)

)
. Les fonctionsg1 et g2 sont de classeC 1 et g ′

1(t) =
∂x

∂u
(t , v), g ′

2(t) =
∂y

∂u
(t , v). On peut utiliser

le théorème précédent : la fonctionF1 est dérivable en tout pointt et F′1(t) = ∂x

∂u
(t , v)

∂ f

∂x
(g1(t), g2 (t))+ ∂y

∂u
(t , v)

∂ f

∂y
(g1(t), g2 (t)).

On en déduit queF admet une première dérivée partielle au point(u, v) et que
∂F

∂u
(u, v) = F′1(u) =

∂x

∂u
(u, v)

∂ f

∂x
(x(u, v), y(u, v))+

∂y

∂u
(u, v)

∂ f

∂y
(x(u, v), y(u, v)). On fait de même pour la deuxième dérivée partielle. Ces dérivées partielles s’expriment comme

composées de fonctions continues donc la fonctionF est de classeC 1 surV.

17.4 Extremum d’une fonction à deux variables

DÉFINITION 17.11 ♥ Maximum, minimum, extremum
Soientf : U ⊂R2 →R et M0 ∈ U. On dit queM0 est :
• un maximum local (respectivement un maximum local strict) def si et seulement si il existe un voisinageV deM0

dansR2 tel que :
∀x ∈ V∩U, f (x) É f (M0) (respectivementf (x) < f (M0)

• un minimum local (respectivement un minimum local strict) def si et seulement si il existe un voisinageV deM0

dansR2 tel que :
∀x ∈ V∩U, f (x) Ê f (M0) (respectivementf (x) > f (M0)

• unextremum localsi M0 est un maximum ou un minimum local.
• unmaximum global si :

∀x ∈U, f (x) É f (M0)

• unminimum global si :
∀x ∈U, f (x) Ê f (M0)

• unextremum globalsi M0 est un maximum ou un minimum global.

THÉORÈME 17.12 ♥♥♥ La différentielle est nulle en un extremum local
Soientf : U ⊂ R2 → R de classeC 1 surU et M0 = (x0, y0) ∈ U. Si M0 est un extremum local def alorsd f M0

= 0 c’est

à dire :
∂ f

∂x
(x0, y0) = ∂ f

∂y
(x0, y0) = 0.

Démonstration Supposons par exemple qu’il existe un voisinageV deM0 tel queM0 est un maximum def surV. Considérons
la première fonction partiellef1 de f au pointM0 définie sur un voisinage dex0 par f1(t) = f (t , y0). Puisquex0 est un maximum

de f1, on sait quef ′1(x0) = 0, c’est à dire
∂ f

∂x
(x0 , y0) = 0. On fait de même avec la deuxième fonction partielle pour montrer que

∂ f

∂y
(x0, y0)= 0.

Remarque 17.5 Un point où la différentielle s’annule s’appelle unpoint critiquede la fonction.

Attention 17.9 La réciproque est en général fausse, même pour des fonctionsd’une variable : la fonction définie par
f (x) = x3 a une dérivée nulle en0 et pourtant0 n’est pas un extrémum local. Pour des fonctions de deux variables, on

peut également avoir despoints selles. Si f est définie surR2 par f (x, y) = x2 − y2,
∂ f

∂x
(0,0) = ∂ f

∂y
(0,0) = 0 et pourtant le

point (0,0) n’est ni un maximum local, ni un minimum local :f1(t) = f (t ,0) = t 2 et f2(t) = f (0, t) =−t 2.
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Exemple 17.10Cherchons les extremums de la fonction définie surR2 par

f (x, y) = (x + y)2 + x4 + y4

Commençons par chercher les points critiques :





∂ f

∂x
(x, y) = 2(x + y)+4x3 = 0

∂ f

∂y
(x, y) = 2(x + y)+4y3 = 0

Le seul point critique est(0,0). Puisquef (x, y) Ê 0 avec égalité si et seulement si(x, y) = (0,0), l’origine est un minimum
global de la fonctionf est c’est le seul extrémum.

Exemple 17.11 On considère une boîte rectangulaire sans son couvercle de volumeV. Déterminer les dimensions de
cette boîte pour la fabriquer avec le moins de carton possible.
Notonsx, y les longueurs de la base eth sa hauteur. Puisque le volume est fixé, on ax yh = V. L’aire des parois en carton
que l’on cherche à minimiser vaut :

f (x, y) = 2xh+2yh+ x y = 2V

y
+ 2V

x
+ x y

Cette fonction est de classeC 1 sur l’ouvertU =]0,+∞[×]0,+∞[ et





∂ f

∂x
(x, y) = y −

2V

x2

∂ f

∂y
(x, y) = x − 2V

y2

Un point critique doit vérifierx y =
2V

x
=

2V

y
d’où l’on tire x = y = (2V)1/3 et h = V1/3/22/3. Il est clair dans notre

contexte que cet unique point critique est le minimum globalde la fonction.

Exemple 17.12 On considère un nuage de points dans le plan :M1 = (x1, y1), . . . ,Mn = (xn , yn) que l’on suppose non
alignés sur une même verticale. On recherche la droite d’équationy = ax +b qui minimise la quantité :

f (a,b)=
n∑

k=1

[
yi − (axi +b)

]2
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y = ax +b
M1

Mk

Mn

yk − (axk +b)

La fonction f est de classeC 1 surR2 et




∂ f

∂a
(a,b) =−

n∑

k=1

[yi − (axi +b)]xi = a
n∑

k=1

x2
i +b

n∑

k=1

xi −
n∑

k=1

xi yi

∂ f

∂y
(a,b) =−

n∑

k=1

[yi − (axi +b)] = a
n∑

k=1

xi +nb −
n∑

k=1

yi

Pour simplifier les notations, définissons les vecteurs deRn suivants :X = (x1, . . . , xn ), Y = (y1, . . . , yn) et N = (1, . . . ,1).
Les points critiques(a,b) vérifient le système linéaire :

{
‖X‖2a + (N | X)b = (X | Y)

(N |X) a +‖N‖2b = (N | Y)

Le déterminant du système vautdet(S) = ‖X‖2‖N‖2 − (N |X)2 Ê 0. Il est positif d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
s’il était nul, d’après le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz,les deux vecteursN etX seraient liés et tous les points seraient
sur une même verticale, ce qui est faux. Le système possède donc une solution unique et on trouve que





a =
n (X | Y)− (N |X)(N | Y)

n‖X‖2 − (N |X)2

b =
‖X‖2 (N | Y)− (N | x) (X | Y)

n‖X‖2 − (N |X)2

Le seul point critique est ici le minimum global de la fonction.

Remarque 17.6 En pratique, on définit souvent des fonctionsf : K 7→ R où K n’est pas un ouvert deR2. Pour trouver
les extremums def , on procède comme suit :
– Déterminer les points critiquesintérieursà K, c’est à dire les pointsM ∈ K tels qu’il existe une boule ouverte centrée

enM incluse dansK avec
∂ f

∂x
(M) = ∂ f

∂y
(M) = 0.

– Étudier la nature de ces points critiques intérieurs (maximum, minimum local, ou point selle). Cette partie est difficile
à traiter avec les connaissances de math. sup. En deuxième année, vous disposerez d’un outil agréable pour déterminer
la nature d’un point critique.

– Étudierf sur lebord deK.

Exemple 17.13 On considère le domaine∆ = {(x, y) ∈ R2 | −1 É x É y É 1} et la fonctionf définie sur∆ par f (x, y) =
(y − x)3 +6x y . Déterminer son maximum et son minimum global.
Le domaine∆ est un triangle :

−1 1

1

S1

S2

S3

La fonction f est de classeC 1 sur l’intérieur du domaine :
◦
∆= {(x, y) ∈R2 | −1< x < y < 1} et on calcule





∂ f

∂x
(x, y) = 6y −3(y − x)2

∂ f

∂y
(x, y) = 6x +3(y − x)2
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On trouve les points critiques intérieurs(x, y) qui doivent vérifier(y−x)2 = 2y =−2x d’où y =−x puisy =−x = 1/2. On
calculef (−1/2,1/2) =−1/2. Étudions ensuite la restriction def sur les trois segments qui forment le bord du domaine.
Sur le segmentS1, g (t) = f (−1, t) = (1+ t)3 −6t . On étudie la fonctiong définie sur[−1,1] et on trouve queg atteint
son minimum ent =

p
2−1 et ce minimum vaut6−4

p
2 et atteint son maximum ent =−1 avecg (−1) = 6. On fait de

même pour la restriction def à S2 en étudianth(t) = f (t ,1) puis surS3 aveck(t) = f (t , t) pour t ∈ [−1,1]. On trouve
finalement quef admet son minimum global au point critique intérieur et que ce minimum vaut−1/2 et quef admet
son maximum global sur la frontière qui vaut6.

17.5 Dérivées partielles d’ordre2

DÉFINITION 17.12 ♥ Dérivées partielles d’ordre2

Soit U ⊂ R2 un ouvert etf : U 7→ R une fonction numérique de classeC 1(U,R). On peut donc définir les fonctions
dérivées partielles :

∂ f

∂x
:





U −→ R

a 7−→
∂ f

∂x
(a)

et
∂ f

∂y
:





U −→ R

a 7−→ ∂ f

∂y
(a)

On dit quef est de classeC 2(U,R) lorsque les2 fonctions
∂ f

∂x
et

∂ f

∂y
sont de classeC 1(U,R). On note alors

∂2 f

∂x2
(a)=

∂
∂ f

∂x

∂x
(a),

∂2 f

∂x∂y
(a) =

∂
∂ f

∂y

∂x
(a),

∂2 f

∂y2
(a)=

∂
∂ f

∂y

∂y
(a),

∂2 f

∂y∂x
(a) =

∂
∂ f

∂x

∂y
(a).

BIO 14 Hermann Schwarz né le 25 Janvier 1843 à Hermsdorf (Silésie) et mort le 30 Novembre 1921 à Berlin

Hermann Schwarz a commencé ses études à l’université de Berlin pour
apprendre la chimie mais les cours de Kümmer et de Weierstrass lui font
abandonner son idée première et il décide de se consacrer auxmathéma-
tiques. Il effectue sa thèse sous la direction de Weierstrass.
Il est nommé maître de conférence à Halle en 1867, puis professeur à
Zurich en 1869 et rejoint l’université de Göttingen en 1875 pour finale-
ment prendre un poste à Berlin en 1892. Schwarz est au départ très in-
téressé par la géométrie et, au contact de Weierstrass, il apprend à traduire
ses idées avec les outils de l’analyse. En 1870, il résout le problème de
Dirichlet qui consiste à trouver une fonction harmonique définie sur un ou-
vert prolongeant une fonction continue définie sur la frontière de l’ouvert.
La plus importante de ses contributions a été celle aux surfaces minimales
(les surfaces minimisant leur aire relativement à une contrainte donnée).
C’est dans un travail relatif à ce sujet qu’il publie, pour des intégrales dou-
bles, l’inégalité 13.24 page 528 qui porte maintenant son nom. Elle est en
fait due à Bunyakowsky qui l’énonça le premier pour des intégrales sim-
ples. Notons que Cauchy, dans son cours à Polytechnique, l’avait aussi
énoncé dans le cas des suites.

THÉORÈME 17.13 ♥ Théorème de Schwarz
Soit f : U 7→R une fonction de classeC 2(U,R). Alors en tout pointa ∈U,

∂2 f

∂x∂y
(a)= ∂2 f

∂y∂x
(a)

Démonstration Admise.
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Exemple 17.14Considérons la fonction

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





x y(x2 − y2)

x2 + y2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

On vérifie facilement que la fonctionf est de classeC 1 surR2 et que

∂ f

∂x
(x, y) =





3x2 y − y3

(x2 + y2)
−

2x(y x3 − x y3)

(x2 + y2)2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

∂ f

∂y
(x, y) =





x3 −3x y2

x2 + y2
−

2y(y x3 − x y3)

(x2 + y2)2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

Formons le taux d’accroissement :
1

t

[∂ f

∂x
(0, t)− ∂ f

∂x
(0,0)

]
=−1 −−−→

t→0
−1

ce qui montre que
∂
∂ f

∂x

∂y
(0,0) =−1. De même, formons le taux d’accroissement

1

t

[∂ f

∂y
(t ,0)− ∂ f

∂y
(0,0)

]
= 1 −−−→

t→0
1

ce qui montre que
∂
∂ f

∂y

∂x
(0,0) = 1. Les deux dérivées partielles secondes croisées sont différentes. On peut vérifier l’exis-

tence des quatre fonctions dérivées partielles secondes sur R2, mais on vérifie qu’elles ne sont pas continues en(0,0).

THÉORÈME 17.14 Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2

Soit f : U 7→ R une fonction de classeC 2. On suppose queU est un ouvert convexe. SoitM0 = (x0, y0) ∈ U et un
accroissement

−→
H = (h,k) tel queM0 +

−→
H ∈ U. On a :

f (x0 +h, y0 +k) = f (x0, y0)+
[

h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)

︸ ︷︷ ︸
d f M0

(
−→
H)

]
+R(h,k)

où

R(h,k) =
∫1

0
(1− t)

[
h2 ∂

2 f

∂x2
(x0 + th, y0 + tk)+2hk

∂2 f

∂x∂y
(x0 + th, y0 + tk)+k2 ∂

2 f

∂y2
(x0 + th, y0 + tk)

]
dt

Démonstration ♥♥ La preuve est instructive. On se ramène aux théorèmes déjà prouvés pour les fonctions d’une variable en
considérant la fonction

ϕ :

{
[0,1] −→ R

t 7−→ f (x0 + th, y0 + tk)

Cette fonction est définie sur[0,1] car on a supposé que l’ouvertU était convexe. Elle est de classeC 1 d’après le théorème de
dérivée d’une composée ( 17.10 page 672) et∀t ∈ [0,1],

ϕ′(t) = h
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)+k

∂ f

∂y
(x0 + th, y0 + tk)

En ré-appliquant le même théorème, on vérifie queϕ est de classeC 2 sur[0,1] avecϕ′′(t) = h2 ∂
2 f

∂x2
(x0+th, y0+tk)+hk

∂2 f

∂x∂y
(x0+

th, y0+tk)+kh
∂2 f

∂y∂x
(x0+th, y0 +tk)+k2 ∂2 f

∂y2
(x0+th, y0 +tk). Avec le théorème de Schwarz,ϕ′′(t) = h2 ∂

2 f

∂x2
(x0+th, y0 +tk)+

2hk
∂2 f

∂x∂y
(x0+th, y0+tk)+k2 ∂2 f

∂y2
(x0+th, y0+tk). Il suffit alors d’écrire la formule de Taylor intégrale à l’ordre1 pour la fonction

ϕ entre0 et 1 :

ϕ(1) =ϕ(0)+ϕ′(0)+
∫1

0
(1− t)ϕ′′(t) dt

pour obtenir le résultat.
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THÉORÈME 17.15 ♥♥♥ Formule de Taylor-Young à l’ordre 2

Si f : U 7→R est de classeC 2 sur l’ouvert convexeU ⊂R2, pour(x0, y0) ∈ U et (h,k) ∈R2 tel que(x0 +h, y0 +k) ∈ U,

f (x0+h, y0+k) = f (x0, y0)+h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)+

1

2

[
h2 ∂

2 f

∂(2
x0, y0)+2hk

∂2 f

∂x∂y
(x0, y0)+

∂2 f

∂y2
(x0, y0)

]
+‖(h,k)‖2R(h,k)

avecR(h,k) −−−−−−−−→
(h,k)→(0,0)

0.

Démonstration Reprenons la formule de Taylor-intégrale et travaillons sur le reste. Écrivons
∫1

0
(1 − t)

∂2 f

∂x2
(x0 + th, y0 +

tk) dt = ∂2 f

∂x2
(x0, y0)

∫1

0
(1− t) dt +ε1(h,k) oùε1(h,k) =

∫1

0
(1− t)

[ ∂2 f

∂x2
(x0 + th, y0 + tk)− ∂2 f

∂x2
(x0, y0)

]
dt . Puisque

∫1

0
(1− t) dt =

1/2, on fait apparaître dansR(h,k), 1
2 h2 ∂

2 f

∂x2
(x0 , y0). Puisque la fonction

∂2 f

∂x2
est continue en(x0, y0), on montre avecε que

ε1(h,k) −−−−−−−−−→
(h,k)→(0,0)

0. On fait de même avec les deux autres termes du reste pour obtenir le résultat.

Remarque 17.7 La partie entre crochet est une forme quadratiqueq(h,k) en l’accroissement(h,k). Le reste peut
s’écrireo(‖(h,k)‖2). La formule de Taylor-Young permettra d’étudier la nature d’un point critique en math. spé.

17.6 Exemples d’équations aux dérivées partielles

Le but de ce paragraphe est de résoudre quelques équations aux dérivées partielles simples. Pour simplifier l’étude, on
considère un ouvert de la formeU =]a,b[×]c,d[. Commençons par résoudre des équations aux dérivées partielles fonda-
mentales :

PROPOSITION17.16 ♥ EDP
∂ f

∂x
= 0

(E1) :
∂ f

∂x
(x, y) = 0

Une fonctionf ∈ C 1(U,R) est solution de(E1) si et seulement s’il existe une fonction d’une variablek ∈ C 1(]c,d[,R)

telle que∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = k(y) .

Démonstration

⇒ Supposons quef ∈C 1(U,R) est solution de(E1). Fixonsy ∈ ]c,d[. La fonction :ϕ :

{
]a,b[ −→ R

t 7−→ f
(
t , y

) est dérivable

surR et de dérivée nulle. Elle est donc constante :∀t ∈ ]a,b[, ϕ(t) = ϕ(0) et on a donc :∀
(
x, y

)
∈ U, f

(
x, y

)
= k

(
y
)

avec

k :

{
]c,d[ −→ R

y 7−→ f
(
0, y

) qui est une fonction de classeC 1 sur]c,d[ d’après le théorème de composée 17.10 page 672.

⇐ Réciproquement, une fonctionk ∈C 1(]c,d[,R) est clairement solution de(E1).

PROPOSITION17.17 ♥ EDP
∂ f

∂x
= h

Soit h ∈C 0(]a,b[,R).

(E2) :
∂ f

∂x
(x, y) = h(x)

Une fonctionf ∈ C 1(U,R) est solution de(E2) si et seulement s’il existe une fonction d’une variablek ∈ C 1(]c,d[,R)

telle que∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = H(x)+k(y) où H est une primitive deh sur]a,b[.

Démonstration D’après le théorème fondamental de l’analyse, commeh est continue sur]a,b[, elle possède une primitiveH

sur ]a,b[. Soit f ∈C 1(U,R). Introduisons la fonctionψ :

{
U −→ R(

x, y
)

7−→ f
(
x, y

)
−H(x)

. Supposons quef est solution de(E2),
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alors :

∀(x, y) ∈ U,
∂ f

∂x
(x, y) = h(x)

=⇒ ∀(x, y) ∈ U,
∂
(

f −H
)

∂x
(x, y) = 0

=⇒ ψ est solution de(E0)

=⇒ ∀
(
x, y

)
∈U, ψ

(
x, y

)
= k

(
y
)

aveck :

{
]c,d[ −→ R

y 7−→ f
(
0, y

)

=⇒ ∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = H(x)+k(y)

Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de(E2).

PROPOSITION17.18 ♥ EDP
∂2 f

∂x∂y
= 0

(E3) :
∂2 f

∂x∂y
= 0

Une fonction f ∈ C 2(U,R) est solution de(E3) si et seulement s’il existe deux fonctionsH ∈ C 2(]a,b[,R) et
K ∈C 2(]c,d[,R) telles que :

∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = H(x)+K(y)

Démonstration Soit f ∈C 2(U,R). Supposons quef est solution de(E3). Alors :

∂ f

∂y
est solution de(E1)

=⇒ ∃k ∈C 1(]c,d[,R) : ∀(x, y) ∈ U,
∂ f

∂y
(x, y) = k(y)

=⇒ f est solution de(E2)

=⇒ ∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = H(x)+K(y)

où K est une primitive dek et est donc de classeC 2 et oùK ∈C 1(]c,d[,R). Comme :∀(x, y) ∈ U, K(y) = H(x)− f (x, y), K est de
classeC 2 comme différence de fonctions de classeC 2.
Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de(E3).

PROPOSITION17.19 ♥ EDP
∂2 f

∂y2
= 0

(E4) :
∂2 f

∂y2
= 0

Une fonction f ∈ C 2(U,R) est solution de(E4) si et seulement s’il existe une fonctionϕ ∈ C 2(]a,b[,R) et ψ ∈
C 2(]a,b[,R) telles que

∀(x, y) ∈U, f (x, y) = yϕ(x)+ψ(x)

Démonstration Soit f ∈C 2(U,R). Supposons quef est solution de(E4) alors :

∂ f

∂y
est solution de(E1)

=⇒ ∃ϕ ∈C 1(]a,b[,R) : ∀(x, y) ∈ U,
∂ f

∂y
(x, y) =ϕ(x)

=⇒ ∀(x, y) ∈ U,
∂
(

f − yϕ
)

∂y
(x, y) = 0

=⇒ f − yϕ est solution de(E1)

=⇒ ∃ψ ∈C 1(]a,b[,R) : ∀(x, y) ∈ U, f
(
x, y

)
− yϕ(x) =ψ(x)

Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de(E4).

DÉFINITION 17.13 ♥♥♥ Difféomorphisme
Soit U ⊂ E et V ⊂ F. On dit qu’une applicationϕ : U 7→ V est unC 1-difféomorphisme lorsque :
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1. ϕ est une bijection deU versV ;

2. ϕ est de classeC 1 surU ;

3. ϕ−1 : V 7→ U est de classeC 1 surV.

Exemple 17.15Considérons une application linéaire :

ϕ :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (ax +by,cx +d y)

Elle est de classeC 1 et est bijective si et seulement sidet(ϕ) = ad − bc 6= 0. La bijection réciproque est encore une
application de classeC 1 et doncϕ définit unC 1-difféomorphisme.

Exemple 17.16 Considérons l’ouvertU =]0,+∞[×R = {(x, y) ∈ R2 | x > 0}. Tout pointM = (x, y) ∈ U peut être décrit à
l’aide de coordonnées polairesx = r cosθ, y = r sinθ avec(r,θ) ∈V =]0,+∞[×]−π/2,π/2[. Vérifions que l’application

ϕ :

{
V −→ U

(r,θ) 7−→ (r cosθ,r sinθ)

est unC 1-difféomorphisme deV versU. L’applicationϕ est bien de classeC 1 et on calcule facilement sa bijection
réciproque :

ϕ−1 :

{
U −→ V

(x, y) 7−→ (
√

x2 + y2,arctan(y/x))

qui est également de classeC 1.

PLAN 17.1 : Pour résoudre une équation aux dérivées partielles

1 On utilise un changement de variables pour se ramener à une EDP plus simple. Soitϕ : U1 7→ U2 un C k-
difféomorphisme.

2 On poseg = f ◦ϕ−1, f = g ◦ϕ. f est une fonctionC k(U1,R) solution d’une EDP(E1) si et seulement sig est
une fonctionC k(U2,R) solution d’une EDP(E2).

Exemple 17.17On considère l’ouvertU =]0,+∞[×R. Résoudre surU les équations aux dérivées partielles

a. (E1) : y
∂ f

∂x
(x, y)− x

∂ f

∂y
(x, y) = 0.

b. (E2) : x
∂ f

∂x
(x, y)+ y

∂ f

∂y
(x, y) = 0.

c. (E) : x
∂ f

∂x
(x, y)+ y

∂ f

∂y
(x, y) = f (x, y)− (x2 + y2).

Considérons le changement de variables polaires, c’est à dire leC 1-difféomorphismeϕ de la remarque précédente. Pour
f : U 7→R de classeC 1, on poseg = f ◦ϕ :

g :

{
V −→ R

(ρ,θ) 7−→ f (ρcosθ,ρsinθ)

et on calcule : 



∂g

∂ρ
(ρ,θ) = cosθ

∂ f

∂x
(ρcosθ,ρsinθ)+ sinθ

∂ f

∂y
(ρcosθ,ρsinθ)

∂g

∂θ
(ρ,θ) =−ρsinθ

∂ f

∂x
(ρcosθ,ρsinθ)+ρcosθ

∂ f

∂y
(ρcosθ,ρsinθ)

a Si f est solution de(E1), on doit avoir∀(ρ,θ) ∈ V,
∂g

∂θ
(ρ,θ) = 0 et donc il existe une fonctionh :]0,+∞[7→ R

de classeC 1 telle queg (ρ,θ) = h(r ). Par conséquent,f (x, y) = h(
√

x2 + y2). Définissons une nouvelle fonction
H :]0,+∞[7→ R parH(u) = h(

p
u) (elle est encoreC 1), f (x, y) = H(x2 + y2). On vérifie réciproquement que pour

toute fonctionH ∈C 1(]0,+∞[,R), f ainsi définie est solution de(E1).

b. Si f est solution de(E2), la fonctiong doit vérifier
∂g

∂ρ
= 0 et donc il existe une fonctionh ∈ C 1(]−π/2,π/2[)

telle que∀(ρ,θ) ∈ V, g (ρ,θ) = h(θ). On en déduit alors que∀(x, y) ∈ U, f (x, y) = g (arctan(y/x)) et en définissant
une nouvelle fonction parG(u) = g (arctanu), f (x, y) = G(y/x). Réciproquement, pour toute fonctionG ∈ C 1(]−
π/2,π/2[), f ainsi définie est solution de(E2).
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c. Si f est solution de(E3),

ρ
∂g

∂ρ
(ρ,θ)− g (ρ,θ)=−ρ2

En posanth(ρ,θ) = e− lnρg (ρ,θ) = 1

ρ
g (ρ,θ),

∂h

∂ρ
(ρ,θ) = −1 d’où g (ρ,θ) = −ρ2 + ρk(θ) aveck ∈ C 1(]−π,π[,R).

Finalement,

f (x, y) =−(x2 + y2)+
√

x2 + y2k
(
2arctan

y

x +
√

x2 + y2

)

Exemple 17.18Résoudre surU =R2 l’équation des ondes :

(E) :
∂2 f

∂x2
− ∂2 f

∂t 2
= 0

On poseϕ : (x, t) → (u, v) =
(
ϕ1 (x, t) ,ϕ2 (x, t)

)
= (x − t , x + t). Si f = g ◦ϕ, on a :

(
∂ f

∂x
(x, t)

∂ f

∂t
(x, t)

)
=

(
∂g

∂u

(
ϕ (x, t)

) ∂g

∂v

(
ϕ (x, t)

) )



∂ϕ1

∂x
(x, t)

∂ϕ1

∂t
(x, t)

∂ϕ2

∂x
(x, t)

∂ϕ2

∂t
(x, t)




=
(

∂g

∂u

(
ϕ (x, t)

) ∂g

∂v

(
ϕ (x, t)

) )


1 −1

1 1




On a donc :
∂ f

∂x
=

∂g

∂u
+
∂g

∂v
et

∂ f

∂t
=−

∂g

∂u
+
∂g

∂v

Par suite :

∂2 f

∂x2
= ∂

∂x

(
∂g

∂u
+ ∂g

∂v

)

= ∂2g

∂u2

∂ϕ1

∂x
+ ∂2g

∂v∂u

∂ϕ2

∂x
+ ∂2g

∂u∂v

∂ϕ1

∂x
+ ∂2g

∂v2

∂ϕ2

∂x

=
∂2g

∂u2
+2

∂2g

∂u∂v
+
∂2g

∂v2

∂2 f

∂t 2
= ∂

∂t

(
−∂g

∂u
+ ∂g

∂v

)

= −∂2g

∂u2

∂ϕ1

∂t
− ∂2g

∂v∂u

∂ϕ2

∂t
+ ∂2g

∂u∂v

∂ϕ1

∂t
+ ∂2g

∂v2

∂ϕ2

∂t

= −∂2g

∂u2
−2

∂2g

∂u∂v
+ ∂2g

∂v2

et (E) ⇔
(
Ẽ
)

:
∂2g

∂u∂v
= 0 qui est du type(E3). Les solutions de

(
Ẽ
)

sont donc de la forme :g : (u, v) 7→ H(u)+K (v) où

H ∈C 2(R,R) et K ∈C 2(R,R). et les solutions de(E) sont alors de la forme :f : (x, t) 7→ H
( x+y

2

)
+K

( x−y
2

)
.

Exemple 17.19Résoudre surU =]0,+∞[2 l’équation

(E) : x2 ∂
2 f

∂x2
− y2 ∂

2 f

∂y2
+ x

∂ f

∂x
− y

∂ f

∂y
= 0

On pose

ϕ :

{
R2 −→ U

(u, v) 7−→ (eu ,ev )

On vérifie facilement queϕ est unC 2-difféomorphisme et on posantg = f ◦ϕ, on af (x, y) = g (ln x, ln y). Après calculs,
la fonctiong vérifie l’équation des ondes donc il existe deux fonctions d’une variable de classeC 2 H et K telles que
g (u, v) = H(u+ v)+K(u− v) d’où l’existence de deux fonctions de classeC 2 d’une variable telles que

f (x, y) =ϕ(x y)+ψ(x/y)
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On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de l’EDP.
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17.7 Exercices

17.7.1 Limite et continuité

Exercice 17.1 ♥
Déterminer si elle existe la limite en(0,0) des fonctionsf :R2 →R données par :

1. f
(
x, y

)
= x3

y

2. f
(
x, y

)
=

ch
(
x y

)
−cos

(
x y

)

x2 y2

3. f
(
x, y

)
= x y

x − y

4. f
(
x, y

)
= x y sin 1

x

5. f
(
x, y

)
= x +2y

x2 − y2

6. f
(
x, y

)
= x y

x2 + y2
.

Solution :

1. Pourx 6= 0, f1(x) = f (0, x) = 0 et f2(x) = f (x, x3) = 1. Si f avait une limiteℓ en (0,0), ces deux fonctions com-
poséesf1 et f2 auraient la même limiteℓ en0, ce qui est impossible.

2. Pour toutx, y 6= 0, f
(
x, y

)
= ch(x y)−1

x2 y2 − cos(x y)−1

x2 y2 et commech x − 1 ∼
x→0

x2

2
, cos x − 1 ∼

x→0
− x2

2
, il vient que

f
(
x, y

)
−−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

1.

3. Pourx 6= 0, f1(x) = f (x, x + x3) = x2 + x4

−x3
= −x − 1

x
n’admet pas de limite en zéro. Doncf ne peut pas avoir de

limite en(0,0).

4.
∣∣ f

(
x, y

)∣∣É
∣∣x y

∣∣−−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0 donc f
(
x, y

)
−−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

0.

5. Poury 6= 0, f1(y)= f (2y, y) = 4y

3y2
n’admet pas de limite en0, doncf ne peut pas avoir de limite en(0,0).

6. Pourx 6= 0, f (x, x) = 1

2
et f (x,−x) =−1

2
. Donc f ne peut pas avoir de limite en(0,0).

Exercice 17.2 ♥
Déterminer si elle existe la limite en(0,0) des fonctionsf :R2 →R données par :

1. f
(
x, y

)
= x2 y

x2 + y2

2. f
(
x, y

)
=

1−cos
(
x y

)

x y2

3. f
(
x, y

)
= sh x sh y

x + y

4. f
(
x, y

)
= x3 + y3

x y

5. f
(
x, y

)
= x y

sh x + sh y

6. f
(
x, y

)
= sin x − y

x − sin y
.

Solution :

1. En polaire,f (ρcosθ,ρsinθ) = ρcos2θsinθ donc| f (ρcosθ,ρsinθ)| É ρ et donc lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0.

2. f (x, y) =
2sin2

( x y
2

)

x y2
donc| f (x, y)| É 2

∣∣∣∣
x2 y2

4x y2

∣∣∣∣É
|x|
2

. Donc lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0.

3. Pourx 6= 0, f (x) = f (x,−x + x3) = sh x sh(−x + x3)

x3
∼− 1

x
. Donc f ne peut pas avoir de limite en(0,0).

4. Pourx 6= 0, f1(x) = f (x, x3) = x3 + x9

x4
. Donc f ne peut pas avoir de limite en(0,0).

5. f (x, x) = x2

2sh x ∼
x→0

x
2 −−−−−−−−→

(x,y)→(0,0)
0 et en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique, pour

(
x, y

)
6= 0,

f
(
x, y

)
= x y

2sh
(

x+y
2

)
ch

(
x−y

2

) donc f
(
x,−x + x2

)
= x2

2sh

(
x2

2

)
ch

(
2x−x2

2

) ∼
x→0

x2

2x2 = 1
2 donc f n’admet pas de limite en

(0,0).

6. f (x,0) → 1, f (x, x) →−1. Donc pas de limite.
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Exercice 17.3 ♥♥
Déterminer la limite lorsque(x, y) → (0,0) de

f
(
x, y

)
= x2 + y2

|x|+
∣∣y

∣∣

Solution : En polaire,f (ρcosθ,ρsinθ) =
ρ

|cosθ|+ |sinθ| . La fonctionθ 7−→ |cosθ|+ |sinθ| ne s’annule pas sur[0,2π]

et admet donc un minimum strictement positifm (il n’est pas difficile de voir quem = 1). Donc| f (ρcosθ,ρsinθ)| É
ρ

m
et donc lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0.

Exercice 17.4 ♥♥
Déterminer la limite lorsque(x, y) → (0,0) de

f
(
x, y

)
= sh x sh y

|x|+ |y |

Solution : Il est clair que si la limite existe, c’est0. Par ailleursf
(
x, y

)
= sh x sh y

x y

x y

|x|+ |y |
. Les deux fonctions

(x, y) 7−→





sh x

x
si x 6= 0

1 si x = 0
et (x, y) 7−→





sh y

y
si y 6= 0

1 si y = 0

sont continues surR2, il en est de même de leur produit.

Resteg : (x, y) 7−→ x y

|x|+ |y |
. En polaire,g (ρcosθ,ρsinθ) = ρ2 cosθsinθ

|cosθ|+ |sinθ|
. La fonctionθ 7−→ |cosθ|+ |sinθ| ne s’an-

nule pas sur[0,2π] et admet donc un minimum strictement positifm (il n’est pas difficile de voir quem = 1). Donc

|g (ρcosθ,ρsinθ)| É ρ2

m
et donc lim

(x,y)→(0,0)
g (x, y) = 0 et donc finalement lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0.

Exercice 17.5 ♥♥
Déterminer

lim
(x,y)→(0,0)

sin
(
x y

)
√

x2 + y2

Solution : A partir de l’inégalité|sin u| É |u|, on a, en passant en polaire,| f (ρcosθ,ρsinθ)| É ρ2|cosθsinθ|
ρ

É ρ et

donc lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0.

Exercice 17.6 ♥♥
Soit

f (x, y) =
sin4 x + (1−cos y)2

4x4 + y4

Montrer en utilisant un DL quef (x, y) −−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

1

4
.

Solution : On asin4 x = x4 + x4ε1(x) aveclim0 ε1 = 0 et 1−cos y = y2

2
+o(y2) soit (1−cos y)2 = y4

4
+ y4ε2(y) avec

lim0 ε2 = 0. Donc f (x, y) = 1

4
+ x4ε1(x)+ y4ε2(y)

4x4 + y4
, ce aveclim

x→0
ε1(x) = 0 et lim

y→0
ε2(y) = 0. Donc pour|x| < η et |y | < η,

|ε1(x)| < ε et |ε1(y)| < ε et par la suite
∣∣∣∣

x4ε1(x)+ y4ε2(y)

4x4 + y4

∣∣∣∣< ε. Ce qui veut bien dire quef (x, y) −−−−−−−−→
(x,y)→(0,0)

1

4
.

Exercice 17.7 ♥♥
Soientf :R→R une fonction de classeC 1 03/11/09 et

F :

{
R2 \ (0,0) −→ R

(
x, y

)
7−→ f (x2+y2)− f (0)

x2+y2

Déterminer lim
(x,y)→(0,0)

F
(
x, y

)
.
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Solution : La fonction f est dérivable en zéro, donc∀ε> 0, ∃η > 0,0 < |h| < η =⇒
∣∣∣∣

f (h)− f (0)

h
− f ′(0)

∣∣∣∣< ε. Donc en

prenanth = x2 + y2, dès que‖(x, y)‖<p
η, on a|F

(
x, y

)
− f ′(0)| < ε. C’est bien dire que lim

(x,y)→(0,0)
F

(
x, y

)
= f ′(0).

On peut aussi résoudre l’exercice en appliquant le théorèmedes accroissements finis àf sur le segment
[
0, x2 + y2

]
.

Exercice 17.8 ♥♥
Soit f : R2 →R définie par :

f
(
x, y

)
=

{
1
2

x2 + y2 −1 si x2 + y2 > 1

− 1
2 x2 sinon

Montrer quef est continue surR2.

Solution : La fonction f est la somme de deux fonctions :f1(x, y) =− x2

2
qui est continue surR2 par exemple parce

que c’est une fonction polynôme, et la fonctionf2

(
x, y

)
=

{
x2 + y2 −1 si x2 + y2 > 1

0 sinon
. f2 est une fonction radiale,

c’est-à-dire qu’elle ne dépend que du rayonr =
√

x2 + y2. C’est la composée des fonctions continues :
• g (R)= sup(0,R−1) est une fonction continue d’une variable comme sup de deux fonctions continues
• et R(x, y) = x2 + y2.
Donc f2 est une fonction continue comme composée de deux fonctions continues. Doncf est la somme de deux
fonctions continues, elle est donc continue.

17.7.2 Dérivées partielles

Exercice 17.9 ♥
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. f
(
x, y

)
= ln

(
ch(x y)

)

2. f
(
x, y

)
= x y avecy > 0

3. f
(
x, y

)
= argsh

(
x + y

)
.

4. f
(
x, y

)
=

√
x2 + y2

5. f
(
x, y

)
= arctan

(
x tan y

)
avec

y ∈R\π/2Z.

6. f
(
x, y

)
= y cos

(
x + y

)

Solution :

1.
∂ f

∂x

(
x, y

)
=

y sh
(
x y

)

ch(x y)
= y th

(
x y

)
et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= x th

(
x y

)
.

2.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= y x y−1 et commex y = exp

(
y ln x

)
,
∂ f

∂x

(
x, y

)
= ln x exp

(
y ln x

)
= ln xx y .

3.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= 1√

1+ x2 +2x y + y2
= ∂ f

∂y

(
x, y

)
.

4.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= x√

x2 + y2
et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= y√

x2 + y2

5.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= tan y

1+ x2 tan2 y
et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= x

1+ tan2 y

1+ x2 tan2 y
.

6.
∂ f

∂x

(
x, y

)
=−y sin

(
x + y

)
et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= cos

(
x + y

)
− y sin

(
x + y

)
.

Exercice 17.10 ♥
Soit f la fonction définie surR2 par :

f
(
x, y

)
=

{
y2

x
si x 6= 0

0 si x = 0

1. Prouver quef admet une dérivée au point(0,0) suivant tout vecteur deR2.

2. Observer que néanmoinsf n’est pas continue en(0,0).
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Solution :

1. Soit(h,k) avech 6= 0. On a, pourt 6= 0, f (th, tk) =
t 2k

th
= tk

h
. Donc la dérivée au point(0,0) suivant le vecteur

(h,k) existe et vaut
k

h
. Effectuons le même travail suivant le vecteur(0,k). Pour t 6= 0, f (0, tk) = 0. Donc la

dérivée en(0,0) suivant(0,k) existe et vaut0.

2. Pourx 6= 0, on af
(
x2, x

)
= 1 et f (x,0) = 0 donc f n’est pas continue en(0,0).

Exercice 17.11 ♥
Soit f la fonction définie surR2 par :

f
(
x, y

)
=

{
x2 y

x4+y2 si
(
x, y

)
6= 0

0 si
(
x, y

)
= 0

1. Prouver quef admet une dérivée au point(0,0) suivant tout vecteur deR2.

2. Observer que néanmoinsf n’est pas continue en(0,0).

Solution : ♥

1. Soit(h,k) 6= (0,0),
f (th, tk)− f (0,0)

t
= th2k

t 2h4 +k2
. Donc sik 6= 0 la dérivée au point(0,0) suivant le vecteur(h,k)

existe et vaut
h2

k
et sik = 0, cette dérivée existe encore et vaut0.

2. Pourx 6= 0, on af
(
x, x2

)
= 1

2
et f (x,0) = 0 donc f n’est pas continue en(0,0).

Exercice 17.12 ♥
On considère l’applicationf : R2 7→R définie parf (x, y) =

∥∥(x, y)
∥∥ (norme euclidienne). Étudier la continuité def et

étudier les dérivées partielles def .

Solution : f (x, y) =
√

x2 + y2, f est continue surR2 car
∣∣ f (X)− f (Y)

∣∣É |‖X‖ −‖Y‖| É ‖X−Y‖

grâce à l’inégalité triangulaire. Ensuite,
∂ f

∂x
(x, y) =

x√
x2 + y2

pour(x, y) 6= (0,0). En (0,0)
f (t ,0)− f (0,0)

t
=

|t |
t

= sg (t)

qui n’a pas de limite lorsquet → 0. Donc f n’admet pas de dérivée partielle par rapport àx en(0,0). Même calcul pour
la dérivée partielle par rapport ày .
Ce résultat est valable pour une norme quelconque comme le montre l’exercice suivant :

Exercice 17.13 ♥
On considère une norme‖.‖ quelconque surR2 et on définitf (x, y) =

∥∥(x, y)
∥∥. Soit~h 6= 0 un vecteur. Montrer que

D~h
f (0,0) n’existe pas.

Solution : Calculons
f (t

−→
h )− f (

−→
0 )

t
=

|t |
t
‖h‖

qui tend vers‖h‖ lorsquet → 0+ et−‖h‖ lorsquet → 0−. Donc la dérivée selon le vecteur
−→
h en(0,0) n’existe pas.

Exercice 17.14 ♥
Soit

f (x, y) =
{

x4 si y > x2

y2 si y É x2

Etudier la continuité def et l’existence de dérivées partielles.
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Solution : Les problèmes de continuité ou de dérivées partielles ne peuvent se produire qu’en(x, x2), x ∈ R. On a
f (x, x2) = x4 et f (x +h, x2 +k) = (x +h)4 ou (x2 +k)2 suivant quex2 +k > (x +h)2 ou non. Lorsque(h,k) → (0,0) ces
deux expressions tendent versx4, donc lim

(h,k)→(0,0)
f (x +h, x2 +k) = f (x, x2). Donc f est continue en(x, x2), x ∈ R, donc

partout.
Prenonsx > 0. Á gauche dex, la première fonction partiellet 7−→ f (t , x2) a pour dérivée4t 3 et à droite,0. Il n’y a donc
pas de première dérivée partielle. Á gauche dex2, la deuxième fonction partiellet 7−→ f (x, t) a pour dérivée2t et à
droite,0. Il n’y a donc pas de deuxième dérivée partielle. Idem pour(x, x2) avecx < 0. En (0,0) les dérivées à droite et

à gauche sont égales à zéro et donc
∂ f

∂x
(0,0) =

∂ f

∂y
(0,0) = 0.

Exercice 17.15 ♥
La fonction f (x, y) = |x y |α (α> 0) est-elle de classeC 1 surR2 ?

Solution : Oui siα> 1, sinon, non.

Exercice 17.16 ♥♥
On considère la fonctionf donnée par

f
(
x, y

)
= arccos

(
1− x y√

1+ x2 + y2 + x2 y2

)
.

1. Calculer les dérivées partielles def .

2. En déduire une expression simplifiée def .

Solution :

1. On remarque que1+ x2 + y2 + x2 y2 = (1+ x2)(1+ y2).

∂ f

∂x

(
x, y

)
=− 1√

1− (1− x y)2

(1+ x2)(1+ y2)

×
(
− y√

(1+ x2)(1+ y2)
− 1− x y

(
(1+ x2)(1+ y2)

)3/2
× 1

2
(2x +2x y2)

)

=
√

(1+ x2)(1+ y2)√
1+ x2 + y2 + x2 y2 −1− x2 y2 +2x y

(
y(1+ x2)(1+ y2)+ (1− x y)x(1+ y2)

(
(1+ x2)(1+ y2)

)3/2

)

= 1√
x2 +2x y + y2

(1+ y2)(y + y x2 + x − x2 y)

(1+ x2)(1+ y2)
= ε

1

1+ x2

Où ε désigne le signe dex + y . De même
∂ f

∂y

(
x, y

)
= ε

1

1+ y2
.

2. En intégrant
∂ f

∂y

(
x, y

)
= 1

1+ y2
pour x + y > 0 on obtient quef

(
x, y

)
= arctan y +ϕ(x). En dérivant par rapport

à x, on obtientϕ′(x) = 1

1+ x2
, d’où ϕ(x) = arctan x +C et f

(
x, y

)
= arctan y + arctan x +C. En faisant tendre

y vers−x par valeurs supérieures, on trouveC = arccos1 = 0. Donc pour tout
(
x, y

)
∈ R2 tel quex + y > 0,

f
(
x, y

)
= arctan x +arctan y . Si x + y < 0 alors comme précédemment, on trouve quef

(
x, y

)
= −arctan y −

arctan x+C′ et en faisant tendrey vers−x par valeurs inférieures, il vient queC′ = arccos(1) = 0 et on trouve que
f

(
x, y

)
=−arctan x −arctan y . Si x + y = 0, alors il est clair quef

(
x, y

)
= 0.

17.7.3 Fonctions de classeC 1

Exercice 17.17 ♥♥
Étudier la continuité, l’existence et la continuité des dérivées partielles premières def :

1. f
(
x, y

)
=

{
x2 y2 ln

(
x2 + y2

)
si

(
x, y

)
6= 0

0 si
(
x, y

)
= 0

2. f
(
x, y

)
=





(
x2 + y2

)
sin 1p

x2+y2
si

(
x, y

)
6= 0

0 si
(
x, y

)
= 0

3. f (x, y) =





ex4 −e y4

(x2 + y2)2
si (x, y) 6= (0,0)

1 si
(
x, y

)
= 0

.
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Solution :

1. En polaire,f (ρcosθ,ρsinθ) = ρ4 cos2θsin2θ ln
(
ρ2

)
. Donc| f (ρcosθ,ρsinθ)| É −ρ4 ln

(
ρ2

)
(pourρ< 1). Comme

lim
ρ→0

ρ4 ln
(
ρ2

)
= 0 on en déduit que lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0. Donc f est continue en(0,0).

En dehors de(0,0), f est de classeC 1. On a, pour
(
x, y

)
6= (0,0),

∂ f

∂x

(
x, y

)
= 2x y2 ln

(
x2 + y2

)
+ x2 y2 2x

x2 + y2
.

Toujours en polaire,
∂ f

∂x
(ρcosθ,ρsinθ) = 2ρ3 cosθsin2θ ln

(
ρ2

)
+ 2ρ5 cos3θsin2θ

ρ2
. Donc

∣∣∣∣
∂ f

∂x
(ρcosθ,ρsinθ)

∣∣∣∣ É

−2ρ3 ln
(
ρ2

)
+2ρ3 (pourρ< 1). Là encore, commelim

ρ→0
−2ρ3 ln

(
ρ2

)
+2ρ3 = 0, lim

(x,y)→(0,0)

∂ f

∂x

(
x, y

)
= 0. Par ailleurs,

pour x 6= 0,
f (x, y)− f (0,0)

x
= x y2 ln(x2 + y2). Toujours en polaire, on obtientρ3 cosθsin2θ ln

(
ρ2

)
, et comme

lim
ρ→0

ρ3 ln
(
ρ2

)
= 0, on a lim

(x,y)→(0,0)

f (x, y)− f (0,0)

x
= 0, autrement dit

∂ f

∂x
(0,0) = 0.

On a donc lim
(x,y)→(0,0)

∂ f

∂x

(
x, y

)
= ∂ f

∂x
(0,0) = 0. C’est bien dire que

∂ f

∂x
est continue en(0,0). De même

∂ f

∂y
est

continue en(0,0) et doncf est de classeC 1 surR2.

2. La fonctionr 7−→ r 2 sin

(
1

r

)
est dérivable surR mais n’est pas de classeC 1 car sa dérivée2r sin

(
1

r

)
+ cos

(
1

r

)

n’a pas de limite en zéro. Pour la même raison, la première fonction partielle en(0,0), x 7−→ x2 sin

(
1

|x|

)
admet

comme dérivée
∂ f

∂x
(x,0) = 2x sin

(
1

|x|

)
−signe(x)cos

(
1

|x|

)
qui n’a pas de limite en(0,0) et oùsigne(x) représente

le signe dex. A fortiori (x, y) 7−→
∂ f

∂x

(
x, y

)
n’admet pas de limite en(0,0).

3. Aïe ! En polaire, on af (ρcosθ,ρsinθ) =
exp

(
ρ4 cos4θ

)
−exp

(
ρ4 sin4θ

)

ρ4
= cos4θ− sin4θ+ o (1) et on se rend

compte qu’il y a un problème en zéro et que la limite dépend de la direction choisie : pourx 6= 0, on a f (x, x) = 0

et f (2x, x) =
e16x4 −ex4

(5x2)2
∼ 3

5
donc f n’admet pas de limite en(0,0). Il n’est donc pas question de classeC 1.

Exercice 17.18 ♥♥
Soit la fonction de deux variablesf : R2 7→ R définie parf (x, y) =

x sin y − y sin x

x2 + y2
lorsque(x, y) 6= (0,0) et f (0,0) = 0.

Étudier la continuité def , l’existence et la continuité des dérivéees partielles def . La fonctionf est-elle de classeC 1

surR2 ?

Solution : Continuité def en(0,0) : en faisant un DL desin, on trouve

∣∣ f (x, y)
∣∣=

∣∣∣∣
x y3(1+o(y))− y x3(1+o(x))

6(x2 + y2)

∣∣∣∣É
∣∣x y

∣∣ C(x2 + y2)

6(x2 + y2)
É C

12
(x2 + y2) É C′‖(x, y)‖2

oùC,C′ ∈R. On a utilisé le fait queo(x), o(y) sont des fonctions majorées sur un voisinage de0, et quex y É x2 + y2

2
(on

aurait pu également passer en coordonnées polaires en examinant l’homogénéité du numérateur et du dénominateur).
Donc f est continue en(0,0). D’après les théorèmes généraux,f est continue en(x, y) 6= (0,0).
Pour(x, y) 6= (0,0), on calcule

∂ f

∂x

(
x, y

)
= sin y − y cos x

x2 + y2
− 2x(x sin y − y sin x)

(x2 + y2)2

et de même pour
∂ f

∂y
.

Les dérivées partielles sont continues surR2 \ {(0,0)}, mais lorsque(x, y) → (0,0), en faisant un DL desin et cos,

∂ f

∂x
(x, y) = −y3 +3x2 y + y3ε(y)+ y x2ε(x)

6(x2 + y2)
− x2 y(x2(1+ε(x))− y2(1+ε(y))

3(x2 + y2)2

et en passant en coordonnées polaires, cette quantité tend vers0 lorsque(x, y) → 0.
De plus,

f (t ,0)− f (0,0)

t
= 0

et donc
∂ f

∂x
(0,0) = 0, doncf admet une dérivée partielle par rapport àx qui est continue en(0,0). On traite de même la

dérivée partielle par rapport ày et doncf est de classeC 1 surR2.

688



Exercice 17.19 ♥
Soitϕ :R→R continue et

f :

{
R2 −→ R(
x, y

)
7−→

∫y
x ϕ (t) dt

Montrer quef est de classeC 1 et calculer ses dérivées partielles premières.

Solution : D’après le théorème fondamental de l’analyse,ϕ admet une primitiveψ sur R. On a
∂ f

∂x

(
x, y

)
=

∂

∂x

(
ψ

(
y
)
−ψ(x)

)
= −ψ′ (x) = −ϕ (x) et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= ∂

∂y

(
ψ

(
y
)
−ψ(x)

)
= ψ′ (y

)
= ϕ

(
y
)
. Ce sont bien entendu des

fonctions continues des deux variablesx et y .

Exercice 17.20 ♥♥
Soitϕ :R 7→R une fonction continue. On définitf :R2 7→R en posantf (x, y) =

∫y
0 (x − t)ϕ(t)dt . Montrer quef est de

classeC 1 surR2 et calculer les dérivées partielles def .

Solution : On écrit

f (x, y) = x

∫y

0
ϕ(t)d t −

∫y

0
tϕ(t)dt

et puisquet 7→ϕ(t), t 7→ tϕ(t) sont des fonctions continues surR, d’après le théorème fondamental,F(y) =
∫y

0 ϕ(t)dt et
G(y) =

∫y
0 tϕ(t)dt sont des fonctions de classeC 1 surR avec

F′(y)=ϕ(y), G′(y) = yϕ(y)

Par application des théorèmes généraux,f admet des dérivées partielles surR2 avec

∂ f

∂x
(x, y) =

∫y

0
ϕ(t)dt ,

∂ f

∂y
(x, y) = xϕ(y)− yϕ(y)

qui sont encore des fonctions continues surR2 par application des théorèmes généraux. Doncf est de classeC 1 surR2.

Exercice 17.21 ♥♥♥
Soientf :R→R une fonction de classeC 1 et F : R2 →R donnée par :

F
(
x, y

)
=

{
f (x)− f (y)

x−y si x 6= y

f ′ (x) sinon

1. Montrer queF est continue.

2. On suppose de plus quef est de classeC 2. Démontrer queF est de classeC 1.

Indication 17.19 :On pourra se placer en(a, a) et poserϕ(t)= f (t)− (t −a) f ′(a)−
(t −a)2

2
f ′′(a).

Solution :

1. La continuité deF en (x, y) avecx 6= y est évidente. Soitx ∈ R. F(x +h, x +k) = f (x +h)− f (x +k)

h−k
pourh 6= k.

D’après le théorème des accroissements finis,F(x+h, x+k) = f ′(ξ) pour un certainξ compris entrex+h etx+k. De
même pourh = k, F(x+h, x+k) = f ′(ξ) pour un certainξ compris entrex+h et x+k, dans ce casξ= x+h = x+k.
Donc lorsque(h,k) tend vers(0,0), d’après la continuité dex 7→ f ′(x), on a lim

(h,k)→(0,0)
F(x +h, x +k) = f ′(x) =

F(x, x). C’est bien dire queF est continue en(x, x).

2. ϕ est dérivable etϕ′(t) = f ′(t) − f ′(a) − (t − a) f ′′(a) = (t − a)

[
f ′(t)− f ′(a)

t −a
− f ′′(a)

]
pour t 6= a. Comme

lim
t→a

f ′(t)− f ′(a)

t −a
= f ′′(a),

∀ε, ∃η, ∀t ∈R, |t −a| < η=⇒
∣∣∣∣

f ′(t)− f ′(a)

t −a
− f ′′(a)

∣∣∣∣< ε

et donc
∣∣ϕ′(t)

∣∣< ε|t −a|. D’après l’inégalité des accroissements finis, lorsqu’on prend|x −a| < η,

∣∣ϕ(x)−ϕ(a)
∣∣É

∣∣∣∣
∫x

a

∣∣ϕ′(t)
∣∣ dt

∣∣∣∣É ε

∣∣∣∣
∫x

a
|t −a| dt

∣∣∣∣É ε
(x −a)2

2
.
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Donc si on prend|x −a| < η et |y −a| < η,

∣∣ϕ(y)−ϕ(x)
∣∣É

∣∣ϕ(y)−ϕ(a)
∣∣+

∣∣ϕ(a)−ϕ(x)
∣∣É ε

(y −a)2 + (x −a)2

2
.

Autrement dit
∣∣∣∣ f (y)− f (x)− (y − x) f ′(a)−

y2 − x2 −2a(y − x)

2
f ′′(a)

∣∣∣∣É ε
(y −a)2 + (x −a)2

2
.

On divise par|y − x| :
– Si on prenda entrex et y , alors|y − x| = |y −a|+ |a − x| Ê

√
(x −a)2 + (y −a)2, d’où

∣∣∣F(x, y)−F(a, a)− y −a + x −a

2
f ′′(a)

∣∣∣É ε

2

√
(x −a)2 + (y −a)2.

– Si x et y sont du même côté dea, il faut procéder différemment :

∣∣ϕ(y)−ϕ(x)
∣∣É

∣∣∣∣
∫y

x

∣∣ϕ′(t)
∣∣ dt

∣∣∣∣É ε

∣∣∣∣
∫y

x
|t −a| dt

∣∣∣∣É ε

∣∣∣∣
(y −a)2 − (x −a)2

2

∣∣∣∣É ε

∣∣∣∣
y2 − x2 −2a(y − x)

2

∣∣∣∣ .

et en divisant par|y − x| on obtient :

∣∣∣F(x, y)−F(a, a)− y −a + x −a

2
f ′′(a)

∣∣∣É ε

2
|y −a + x −a| É ε

p
2

√
(x −a)2 + (y −a)2.

Dans tous les cas
∣∣∣F(x, y)−F(a, a)− y −a + x −a

2
f ′′(a)

∣∣∣ É ε
p

2

√
(x −a)2 + (y −a)2, ce qui signifie queF admet

en(a, a) des dérivées partielles et que
∂F

∂x
(a, a) =

∂F

∂y
(a, a) =

f ′′(a)

2
.

Pour finir, soitx 6= y . On a
∂F

∂x

(
x, y

)
= f ′(x)(x − y)− ( f (x)− f (y))

(x − y)2
. Or en écrivant une formule de Taylor à l’ordre

2, f (y) = f (x)+ (y − x) f ′(x)+ (y − x)2

2
f ′′(ξ) avecξ ∈ [x, y]. Donc

∂F

∂x

(
x, y

)
= f ′′(ξ)

2
et la continuité def ′′ en a

assure que lim
(x,y)→(a,a)

∂F

∂x

(
x, y

)
= f ′′(a)

2
= ∂F

∂x
(a, a), c’est-à-dire que la première dérivée partielle est continue en

(a, a). Il en est de même pour la deuxième dérivée partielle. On a bien établi queF est de classeC 1.

17.7.4 Dérivées de fonctions composées

Exercice 17.22 ♥
Soit f : R2 →R admettant des dérivées partielles en ses deux variables et en tout

(
x, y

)
∈R2. Soit

g :

{
R −→ R

t 7−→ f
(
2t ,1+ t 2

)

Exprimerg ′ (t) en fonction des dérivées partielles∂ f
∂x

et ∂ f
∂y

.

Solution : On a
d g

d t
= ∂ f

∂x
× d x

d t
+ ∂ f

∂y
× d y

d t
, soit g ′(t)= 2

∂ f

∂x

(
2t ,1+ t 2

)
+2t

∂ f

∂y

(
2t ,1+ t 2

)
.

Exercice 17.23 ♥
Soientf :R2 →R une fonction de classeC 1 et

g :

{
R2 −→ R(
ρ,θ

)
7−→ f

(
ρcosθ,ρsinθ

) .

1. Prouver queg est de classeC 1.

2. Exprimer les dérivées partielles deg en fonction de celles def .

3. Exprimer les dérivées partielles def en fonction de celles deg .inversé les deux dernières questions.
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Solution :

1. g est de classeC 1 comme composée de fonctions de classeC 1.

2.





∂g

∂ρ
= cosθ

∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
+ sinθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)

∂g

∂θ
= −ρsinθ

∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
+ ρcosθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)

3. Par combinaison :



∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
= cosθ

∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
+ sinθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)

∂g

∂θ

(
ρ,θ

)
= −ρsinθ

∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
+ ρcosθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)

∥∥∥∥∥∥∥∥

× cosθ

× −1

ρ
sinθ

En additionnant on obtient
∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= cosθ

∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
− 1

ρ
sinθ

∂g

∂θ

(
ρ,θ

)
.

De même,
∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= sinθ

∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
+ 1

ρ
cosθ

∂g

∂θ

(
ρ,θ

)
.

Exercice 17.24 ♥
Soit f : R2 →R une fonction de classeC 1 telle que :

∀t ∈R, ∀
(
x, y

)
∈R

2, f
(
x + t , y + t

)
= f

(
x, y

)

Prouver que∀
(
x, y

)
∈R2,

∂ f
∂x

(
x, y

)
+ ∂ f

∂y

(
x, y

)
= 0.

Solution : On poseg (t) = f
(
x + t , y + t

)
. Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas det , donc sa dérivée est nulle

pour toutt : g ′(t) = ∂ f
∂x

(
x + t , y + t

)
+ ∂ f

∂y

(
x + t , y + t

)
= 0, d’où le résultat pourt = 0.

Exercice 17.25 ♥
Soit f : R2 →R une fonction de classeC 1 telle que :

∀t ∈R, ∀
(
x, y

)
∈R2, f

(
t x, t y

)
= f

(
x, y

)

Prouver que∀
(
x, y

)
∈R2, x

∂ f
∂x

(
x, y

)
+ y

∂ f
∂y

(
x, y

)
= 0.

Solution : g (t) = f
(
x + t , y + t

)
. Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas det , donc sa dérivée est nulle pour tout

t : g ′(t) = x
∂ f
∂x

(
t x, t y

)
+ y

∂ f
∂y

(
t x, t y

)
= 0, d’où le résultat pourt = 1.

17.7.5 Fonctions de classeC 2

Exercice 17.26 ♥
Calculer les dérivées partielles d’ordre2 des fonctions suivantes :

1. f
(
x, y

)
= sin x ch y 2. f

(
x, y

)
= y2

(
x − y

)

Solution :

1.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= cos x ch y,

∂ f

∂y

(
x, y

)
= sin x sh y,

∂2 f

∂x2

(
x, y

)
= −sin x ch y,

∂2 f

∂x∂y

(
x, y

)
= cos x sh y,

∂2 f

∂y2

(
x, y

)
=

sin x ch y .

2.
∂ f

∂x

(
x, y

)
= y2,

∂ f

∂y

(
x, y

)
= 2y

(
x − y

)
− y2,

∂2 f

∂x2

(
x, y

)
= 0,

∂2 f

∂x∂y

(
x, y

)
= 2y,

∂2 f

∂y2

(
x, y

)
= 2x −6y .

Exercice 17.27 ♥
Soit f : R2 →R donnée par :

f
(
x, y

)
=

{
x y3

x2+y2 si
(
x, y

)
6= (0,0)

0 si
(
x, y

)
= (0,0)

1. Montrer quef est de classeC 1 surR2.

2. Montrer que :∂
2 f

∂x∂y (0,0) et ∂2 f
∂y∂x (0,0) existent et diffèrent. Qu’en déduire ?
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Solution :

1. On a
∂ f

∂x

(
x, y

)
= y3(x2 + y2)−2x2 y3

(x2 + y2)2
= y3(y2 − x2)

(x2 + y2)2
et

∂ f

∂y

(
x, y

)
= 3y2x(x2 + y2)−2x y4

(x2 + y2)2
= y2x(3x2 − y2)

(x2 + y2)2
. On en

déduit que
∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= ρsin3θ(sin2θ−cos2θ) et

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= ρsin2θcosθ(3cos2θ−sin2θ). Ce

qui veut dire que
∂ f

∂x
et

∂ f

∂y
sont continues en(0,0) et que

∂ f

∂x
(0,0) =

∂ f

∂y
(0,0) = 0. f est bien de classeC 1 surR2.

2.
1

y

∂ f

∂x

(
0, y

)
= 1

y

y5

y4
= 1. On en déduit, à la limite, que

∂

∂y

[
∂ f

∂x

]
(0,0) = 1.

1

x

∂ f

∂y
(x,0) =

1

x
×0 = 0. On en déduit, à la limite, que

∂

∂x

[
∂ f

∂y

]
(0,0) = 0.

Comme les deux dérivées croisées sont différentes en(0,0), d’après le théorème de Schwarz, c’est le signe quef

n’est pas de classeC 2 surR2.

Exercice 17.28 ♥
Soientf :R→R etϕ : R→R de classeC 2 surR et F :

{
R2 −→ R(
x, y

)
7−→ f

(
x +ϕ

(
y
)) .

1. Montrer queF est de classeC 2 surR2.

2. Vérifier l’égalité :
∂2F

∂x2

∂F

∂y
−

∂2F

∂x∂y

∂F

∂x
= 0

Solution : On a
∂F

∂x

(
x, y

)
= f ′ (x +ϕ

(
y
))

et
∂F

∂y

(
x, y

)
= ϕ′ (y

)
f ′ (x +ϕ

(
y
))

, puis
∂2F

∂x2

(
x, y

)
= f ′′ (x +ϕ

(
y
))

et

∂2F

∂x∂y

(
x, y

)
=ϕ′ (y

)
f ′′ (x +ϕ

(
y
))

. D’où le résultat.

17.7.6 Extremum de fonctions de deux variables

Exercice 17.29 ♥♥
Déterminer les extremums locaux des fonctionsf : R2 →R suivantes : ev 6/11/09

1. f
(
x, y

)
= x2 + x y + y2 −3x −6y

2. f
(
x, y

)
= x2 +2y2 −2x y −2y +5

3. f
(
x, y

)
= x3 + y3

4. f
(
x, y

)
=

(
x − y

)2 +
(
x + y

)3

5. f
(
x, y

)
= x3 + x y2 + x2 − y2

6. f
(
x, y

)
= x3 + y3 −3x y

7. f
(
x, y

)
= x4 + y4 −2x2 −2y2 +4x y

8. f
(
x, y

)
= xe y + yex

9. f
(
x, y

)
=

√
(x −1)2 + y2 +

√
x2 + (y −1)2

Solution :

1. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

2x + y − 3 = 0

x + 2y − 6 = 0

qui donne
(
x, y

)
= (3,0). On se place alors au voisinage de(3,0) en regardant

f (h,3+k) = h2+h(3+k)+(3+k)2−3h−6(3+k) = h2+hk+k2−9. Pour toush etk, h2+hk+k2 = (h+ 1
2 k)2+ 3

4 k2 Ê
0, on en déduit quef présente un minimum en(3,0).

2. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

2x − 2y = 0

−2x + 4y − 2 = 0

qui donne
(
x, y

)
= (1,1). On se place alors au voisinage de(1,1) en regardantf (1+h,1+k) = (1+h)2+2(1+k)2−

2(1+h)(1+k)−2(1+k) = h2 −2hk +2k2 +1. Pour toush et k, h2 −2hk +2k2 = (h −k)2 +k2 Ê 0, on en déduit
que f présente un minimum en(1,1).

3. La recherche des points critiques conduit à
(
x, y

)
= (0,0). On a un point de selle car dans le premier quadrantf

prend des valeurs positives et dans le troisième, des valeurs négatives.

4. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

2x −2y +3x2 +6x y +3y2 = 0

−2x +2y +3x2 +6x y +3y2 = 0

En soustrayant les deux lignes on obtientx = y . En reportant dans l’une des lignes, on a12x2 = 0. Donc le seul
point critique est(0,0). On a un point de selle. En effet la fonctionϕ (x) = f (x, x) = 8x3 admet un point d’inflexion
en0.
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5. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

3x2 + y2 +2x = 0

2x y −2y = 0
. On déduit de la

deuxième égalité quex = 1 ou y = 0. x = 1 ne donne pas de solution ety = 0 donnex = 0 ou x =− 2
3
.

En (0,0) : f (x,0) = x3 + x2 = x2(1+ x) présente en0 un minimum, tandis que
(
0, y

)
= −y2 présente en0 un

maximum. On a un point de selle.

En
(
− 2

3
,0

)
: f

(
− 2

3
+h,k

)
= 4

27
−h2 − 2

3
k2 +hk2 = −h2 −

(
2

3
−h

)
. Or −h2 −

(
2

3
−h

)
< 0 pour |h| < 2

3
. Donc f

présente un minimum local.

6. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

3y2 − 3x = 0

3x2 − 3y = 0

Donc y2 = x et x2 = y donc x4 = x donc les points critiques sont(1,1) et (0,0). En (0,0), la fonctionϕ (x) =
f (x,0) = x3 admet un point d’inflexion en0. On a un point de selle en(0,0).
f (1+h,1+k) = −1+ 3h2 + 3k2 − 3hk +h3 + k3. Or 3h2 + 3k2 − 3hk +h3 + k3 = (3+h)h2 − 3hk + (3+ k)k2 =

(3+h)

(
h− 3

2(3+h)
k

)2

+
(

4(3+h)(3+k)−9

4(3+h)

)
k2. Pourh et k assez petits,4(3+h)(3+k)−9 Ê 0 ce qui veut dire

que f admet un minimum local en(1,1). Ce minimum n’est pas global.

7. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

4x3 − 4x + 4y = 0

3x2 + 4x − 4y = 0

En additionnant on trouve4(x2 + y3)= 0 d’où x =−y , avecx racine de4x3 −8x = 0, soit x = 0 ou x =±
p

2.
En (0,0), f

(
x, y

)
= −2(x − y)2 + x4 + y4. Or f (x, x) = 2x4 présente un minimum en0, et f (x,0) = −2x2 + x4

présente un maximum en0. On a donc un point de selle en(0,0).
En (

p
2,−

p
2) : f

(p
2+h,−

p
2+k

)
=−8+10(h2 +k2)+4hk +4

p
2(h3 −k3)+h4 +k4 = −8+2(h +k)2 +h2(8+

4
p

2h +h2)+k2(8−4
p

2k +k2). Comme les deux derniers termes sont positifs au voisinage de h = 0 et k = 0

respectivement,f présente en(
p

2,−
p

2) un minimum local. Il en est de même pour des raisons de symétrie en
(−

p
2,
p

2).

8. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système :
{

e y + yex = 0

xe y + e y = 0

On en déduitx y = 1 (par exemple en calculant un déterminant) puis+xe1/x + ex = 0 et x + ex−1/x = 0. Comme
x 7→ x+ex−1/x est strictement croissante, on a au plus une solution. Donc−1 est l’unique solution et donc(−1,−1)

est l’unique point critique pourf . Maintenantϕ(h) = f (−1+h,−1+h) = 2(−1+h)e−1+h = 2
e

(h−1)eh admet un
minimum en0 (ϕ′′(0) = 2 > 0), tandis queψ(h) = f (−1+h,−1) = (−1+h) 1

e
− e−1+h = 1

e
(h −1− eh ) admet un

maximum en0 (ψ′′(0) =− 1
e < 0). Donc f admet un point de selle.

9. 8/11/09) La méthode des dérivées partielles ne permet de détecter que des extremums stricts. Comme ce n’est
pas le cas ici, cette méthode est désespérée ! Il s’agit de remarquer quef

(
x, y

)
= AM+MB avecA(1,0), B(0,1) et

M(x, y). Les minimums def forment le segment[AB].

Exercice 17.30 ♥
Soit

f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ x2(1+ y)3 + y4

Montrer quef est de classeC 1 surR2, qu’elle possède un unique point critique qui est un minimumlocal, mais quef
n’a pas de minimum global.

Solution : Le point(0,0) est le seul point critique, et pour(x, y) ∈R× [−1,+∞[,

f (x, y)− f (0,0) = x2(1+ y)3 + y4 Ê 0 pour|y | < 1

2

Mais f (x, x) = x2(1+ x)3 + x4 ∼ x5 →−∞ lorsquex →−∞, et doncf n’admet pas de minimum global.

Exercice 17.31 ♥
Soit

f :

{
R2 −→ R

(x, y) 7−→ x2 + (x + y −1)2 + y2

Déterminer les extremums locaux et globaux def .

Solution : Le seul point critique def est(1/3,1/3) et en notanth = x −1/3, k = y −1/3,

f (x, y)− f (1/3,1/3) = h2 +k2 + (h+k)2 Ê 0

donc(1/3;1/3) est un minimum global.f n’a pas de maximum global.
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Exercice 17.32 ♥♥
Déterminer les extremums locaux de la fonctionf (x, y) = x3 + x2 + y2.
Indication 17.19 : Montrer que le second extrémum n’est ni un minimum ni un maximum local. Pour cela, faire un
changement de variables̃f (u, v) pour se ramener en(0,0) et étudier les fonctions̃f (t ,0) et f̃ (0, t) pour montrer que
f̃ (u, v)− f̃ (0,0) prend des valeurs positives et négatives sur un voisinage de(0,0).

Solution : On vérifie que∇ f (M) = (0,0) ⇐⇒ M = (0,0) ou M =
(
−2

3
,0

)
. Puisquef (x, y) = x2(1+ x)+ y2 Ê 0 lorsque

x ∈
[
−1

2
,

1

2

]
, on en déduit que(0,0) est un minimum local def (il n’est pas global, carf (x,0) →−∞ lorsquex →−∞).

PourM =
(
−

2

3
,0

)
, posonsu = x +

2

3
et v = y ,

f̃ (u, v) =
(
u− 2

3

)2 (
u− 1

3

)
+ v2.

En calculantϕ(t) = f̃ (t ,0) = t 3 − t 2 −
4

27
, il vient que pourt → 0, ϕ(t) Éϕ(0) et donc il y a des valeurs de(u, v) aussi

proches de(0,0) que l’on veut telles quẽf (u, v) É f̃ (0,0).

D’autre part,ψ(t) = f̃ (0, t) = t 2+
4

27
et il y a donc des valeurs de(u, v) aussi proche de(0,0) que l’on veut pour lesquelles

f̃ (u, v) Ê f̃ (0,0). Donc
(
−2

3
,0

)
n’est ni un maximum local, ni un minimum local.

Exercice 17.33 ♥♥
On considère une boîte sans couvercle de forme parallélépipédique de volume1. Trouver les dimensions de la boîte
pour que la somme des aires des5 faces soit minimale.

Solution : Notonsa, b les dimensions de la base etc la hauteur de la boite. Le volume vautabc = 1. La somme des
aires des5 faces vaut2bc +2ac +ab. En remplaçantc par1/(ab), on cherche à minimiser la fonction de deux variables

f (a,b)=
2

a
+

2

b
+ab

On calcule ses dérivées partielles : 



∂ f

∂a
(a,b) = a2b −2

a2

∂ f

∂b
(a,b) = ab2 −2

b2

d’où le seul point critique(a,b) = (21/3,21/3). On vérifie par un dessin que c’est un minimum global.

Exercice 17.34 ♥♥
Soit f (x, y) = (x2 − y)(3x2 − y).

1. Démontrer que la restriction def à toute droite passant par(0,0) admet en ce point un minimum (local).

2. f admet-elle un minimum en(0,0) ?

Solution :

1. Soit θ l’angle polaire d’une droite passant par(0,0) : x = t cosθ, y = t sinθ. On a gθ(t) = f (t cosθ, t sinθ) =
(t 2 cos2θ− t sinθ).(3t 2 cos2θ− t sinθ)= t 2(3cos4θt 4 −4cos2θsinθt + sin2θ).
– Si sinθ 6= 0, alorsgθ(t)Ê 0 au voisinage de(0,0). C’est bien dire quegθ admet un minimum local en0.
– Sinongθ(t) = 3t 4 admet aussi un minimum local en0.

2. Non ! f (x,2x2) =−x4 admet un maximum local en0.

17.7.7 Équations aux dérivées partielles d’ordre1

Exercice 17.35 ♥

En utilisant le changement de variables

{
u = x + y

v = 2x +3y
déterminer les fonctionsf :R2 →R de classeC 1 solutions de

l’équation aux dérivées partielles :

3
∂ f

∂x
−2

∂ f

∂y
= 0
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Solution : On écritg (u, v) = f (x, y), ce qui donne∂ f
∂x

= ∂g
∂u

× ∂u
∂x

+ ∂g
∂v

× ∂v
∂x

= 1× ∂g
∂u

+2
∂g
∂v

. De même∂ f
∂y

= 1× ∂g
∂u

+3
∂g
∂v

.

Par combinaison de ces deux résultats :0 = 3
∂ f
∂x −2

∂ f
∂y = ∂g

∂u . Doncg est une fonction dev seul :g (uv) =ϕ(v), ce qui,
traduit en(x, y), donnef (x, y) =ϕ(2x +3y).

Exercice 17.36 ♥

En utilisant le changement de variables

{
u = x

v = y − x
déterminer les fonctionsf : R2 → R de classeC 1 solutions de

l’équation aux dérivées partielles :
∂ f

∂x
+ ∂ f

∂y
= f

Solution : On écritg (u, v)= f (x, y), ce qui donne∂ f
∂x

= ∂g
∂u

− ∂g
∂v

. De même∂ f
∂y

= ∂g
∂v

. En additionnant ces deux résultats,

on obtientg (u, v) = f (x, y) = ∂ f
∂x

+ ∂ f
∂y

= ∂g
∂u

.

Pour résoudre l’équation∂g
∂u

= g , on travaille àv constant. On obtient alorsg = Keu oùK est une constante . . . qui dépend
dev : C’est donc une fonction dev , g = K(v)eu , ce qui, traduit en(x, y) donnef (x, y) = K(y − x)ex .
Réciproquement, sif (x, y) = K(y−x)ex , ∂ f

∂x
=

[
−K′(y − x)+K(y − x)

]
ex et ∂ f

∂y
= K(y−x)ex , donc on a bien∂ f

∂x
+ ∂ f

∂y
= f .

Exercice 17.37 ♥
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctionsf : R2 \(0,0) →R de classeC 1 solutions
de l’équation aux dérivées partielles :

y
∂ f

∂x
− x

∂ f

∂y
= 0

Solution : On poseg
(
ρ,θ

)
= f

(
ρcosθ,ρsinθ

)
. Par hypothèse on a :

ρsinθ
∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
−ρcosθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= 0.

Soit ρsinθ

(
cosθ

∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
− 1

ρ
sinθ

∂g

∂θ

(
ρ,θ

))
− ρcosθ

(
sinθ

∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
+ 1

ρ
cosθ

∂g

∂θ

(
ρ,θ

))
= 0, ce qui donne après sim-

plifications −1

ρ

∂g

∂θ

(
ρ,θ

)
= 0. Donc g

(
ρ,θ

)
= f

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= ϕ

(
ρ
)
. Autrement dit f est une fonction radiale :

f
(
x, y

)
=ϕ

(√
x2 + y2

)
. On vérifie réciproquement qu’une telle fonction est solution de l’équation.

Exercice 17.38 ♥
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctionsf : R∗

+×R→R de classeC 1 solution de
l’équation aux dérivées partielles :

x
∂ f

∂x
+ y

∂ f

∂y
=

√
x2 + y2

Solution : On poseg
(
ρ,θ

)
= f

(
ρcosθ,ρsinθ

)
. Par hypothèse on a :

ρcosθ
∂ f

∂x

(
ρcosθ,ρsinθ

)
+ρsinθ

∂ f

∂y

(
ρcosθ,ρsinθ

)
= ρ.

Cette fois cela se traduit par
∂g

∂ρ

(
ρ,θ

)
= 1 soit g

(
ρ,θ

)
= ρ+ϕ (θ). Pour remonter jusqu’àf , on remarque quetanθ=

y

x

ou cotanθ=
x

y
et on écritf

(
x, y

)
=

√
x2 + y2 +ψ

(
x

y

)
. Vérifions :

– Pourf
(
x, y

)
=

√
x2 + y2, x

∂ f
∂x + y

∂ f
∂y = x

x√
x2 + y2

+ y
y√

x2 + y2
=

√
x2 + y2.

– Pour f0

(
x, y

)
= ψ

(
x

y

)
, x

∂ f0

∂x
+ y

∂ f0

∂y
= x

1

y
ψ′

(
x

y

)
− y

x

y2
ψ′

(
x

y

)
= 0. Autrement dit f0 est un élément du noyau de

l’application linéairef 7−→ x
∂ f
∂x

+ y
∂ f
∂y

.

695



17.7.8 Équations aux dérivées partielles d’ordre2

Exercice 17.39 ♥

Soitc > 0. En utilisant le changement de variable :

{
u = x +ct

v = x −ct
déterminer les fonctionsf :

{
R2 −→ R

(x, t) 7−→ f (x, t)

de classeC 2 surR2 solution de l’équation aux dérivées partielles :

∂2 f

∂x2
= 1

c2

∂2 f

∂t 2

Solution : On poseg (u, v) = f (x, t). On a
∂ f

∂x
=

∂g

∂u
+
∂g

∂v
et

∂ f

∂t
= c

∂g

∂u
−c

∂g

∂v
. Donc :

∂2 f

∂x2
= ∂2g

∂u2
+ ∂2g

∂v∂u
+ ∂2g

∂u∂v
+ ∂2g

∂v2
et

∂2 f

∂t 2
= c2 ∂

2g

∂u2
−c2 ∂2g

∂v∂u
−c2 ∂2g

∂u∂v
+c2 ∂

2g

∂v2
.

Il vient alors
∂2 f

∂x2
− 1

c2

∂2 f

∂t 2
= 2(1+c2)

∂2g

∂v∂u
.

On est donc amené à résoudre
∂2g

∂v∂u
= 0. En intégrant par rapport àv on en déduit que

∂2g

∂v∂u
ne dépend pas dev , c’est

donc une fonction deu seul :
∂g

∂u
= ϕ1(u). On intègre par rapport àu : g (u, v) = ϕ(u)+ψ(v), oùϕ est une primitive

deϕ1 et ψ est une "constante d’intégration". En traduisant dans(x, t), on a alorsf (x, t) = ϕ(x + ct)+ψ(x − ct). On
vérifie que ces fonctions conviennent. On connaît l’interprétation physique. L’équation s’appelle l’équation des ondes.
La constantec est la célérité de l’onde dans le milieu,ψ désigne l’onde incidente etϕ l’onde réfléchie. Ces deux ondes
dépendent des conditions aux limites.

Exercice 17.40 ♥

Soitc > 0. En utilisant le changement de variable :

{
u = x

v = x + y
déterminer les fonctionsf :

{
R2 −→ R(
x, y

)
7−→ f

(
x, y

)

de classeC 2 surR2 solution de l’équation aux dérivées partielles :

∂2 f

∂x2
−2

∂2 f

∂x∂y
+ ∂2 f

∂y2
= 0

Solution : On poseg (u, v) = f
(
x, y

)
. On a

∂ f

∂x
= ∂g

∂u
+ ∂g

∂v
et

∂ f

∂y
= ∂g

∂v
. Donc

∂2 f

∂x2
=

∂2g

∂u2
+2

∂2g

∂v∂u
+
∂2g

∂v2
,

∂2 f

∂x∂y
=

∂2g

∂v∂u
+
∂2g

∂v2
et

∂2 f

∂y2
=

∂2g

∂v2
.

Donc
∂2 f

∂x2
−2

∂2 f
∂x∂y + ∂2 f

∂y2
= ∂2g

∂v2
. Il vient que

∂2g

∂u2
= 0, d’où

∂g

∂u
= ϕ(v) et g (u, v) = ϕ(v)u +ψ(v). En traduisant dans

(x, t), on a alorsf
(
x, y

)
= xϕ(x + y)+ψ(x + y). On vérifie réciproquement que de telles fonctions conviennent.

Exercice 17.41 ♥♥
Une fonctionf : U ⊂R2 7→R est diteharmoniquessi

∆ f = ∂2 f

∂x2
+ ∂2 f

∂y2
= 0

1. Montrer que la fonctionf (x, y) = ln
∥∥(x, y)

∥∥ est harmonique surR2 \ (0,0).

2. Soit f : R2 7→R une fonction harmonique de classeC 3. Montrer que les fonctions
∂ f

∂x
et (y

∂ f

∂x
−x

∂ f

∂y
) sont aussi

harmoniques.

3. Trouver toutes les fonctionsϕ :R 7→R de classeC 2 telles que l’applicationf (x, y) =ϕ
( y

x

)
soit harmonique sur

l’ouvert x > 0.

Indication 17.19 :Pour la dernière question, poserz = y

x
et trouver une équation différentielle vérifiée parϕ(z).
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Solution : Les deux premières questions se montrent par le calcul. Pourla dernière,

∆ f (x, y) = 1

x2

((
y2

x2
+1

)
ϕ′′

( y

x

)
+2

y

x
ϕ′

( y

x

))

en posantz = y

x
, il suffit queϕ vérifie l’équation différentielle

(z2 +1)ϕ′′(z)+2zϕ′(z) = 0

pour quef soit harmonique. En posantψ(z)=ϕ′(z), ψ vérifie l’équation du premier ordre :

(z2 +1)ψ′+2zψ= 0

On résout et on trouve

ψ(t) =
C

z2 +1
=⇒ ψ(t) = C arctan z +C′

et donc
f (x, y) = C arctan

( y

x

)
+C′

sont des fonctions harmoniques sur{x > 0}. On vérifie

17.7.9 Pour aller plus loin

Exercice 17.42 ♥♥♥
Démontrer le théorème sur les DL d’ordre1 pour les fonctions de deux variables réelles :
Soit f : U ⊂R2 7→R de classeC 1 sur l’ouvertU etM0 = (x0, y0) ∈U. Alors il existe une fonctionε : V ⊂R2 →R définie
sur un voisinageV de(0,0) telle que :

1 Pour tout accroissement
−→
H = (h,k) ∈R2 tel queM0 +

−→
H ∈ U, on a :

f (x0 +h, y0 +k) = f (x0, y0)+h
∂ f

∂x
(x0, y0)+k

∂ f

∂y
(x0, y0)+‖(h,k)‖ε(h,k)

2 ε(h,k) −−−−−−−−→
(h,k)→(0,0)

0

Solution : On utilise le procédé déjà vu lors de la Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2 : U

est un ouvert, donc il existe une bouleB centrée enM0 et incluse dansU. On considère(h,k) tel

que (x0 + h, y0 + k) ∈ B. Soit ϕ :

{
[0,1] −→ R

t 7−→ f (x0 + th, y0 + tk)
. ϕ est définie car le segment d’ex-

trémités (x0, y0) et (x0 + h, y0 + k) est inclus dansB donc dansU. Par application du théorème de compo-

sition des fonctions de classeC 1, ϕ est dérivable sur[0,1], et ∀t ∈ [0,1],ϕ′(t) = h
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk) +

k
∂ f

∂y
(x0 + th, y0 + tk). On écrit alorsϕ(1) = ϕ(0) +

∫1

0
ϕ′(t) dt , soit f (x0 + h, y0 + k) = f (x0, y0) + h

∂ f

∂x
(x0, y0) +

k
∂ f

∂y
(x0, y0) +

∫1

0
h

(
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂x
(x0, y0)

)
+ k

(
∂ f

∂y
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂y
(x0, y0)

)
dt . Reste à démon-

trer que
∫1

0
h

(
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂x
(x0, y0)

)
+ k

(
∂ f

∂y
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂y
(x0, y0)

)
dt = ‖(h,k)‖ε(h,k), avec

lim
(h,k)→(0,0)

ε(h,k) = 0. Soitε> 0, puisquef est de classeC 1, ∃η> 0,‖(u, v)‖ < η=⇒
∣∣∣∣
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂x
(x0, y0)

∣∣∣∣<

ε et
∣∣∣∣
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)−

∂ f

∂x
(x0, y0)

∣∣∣∣ < ε. Donc si on prend‖(h,k)‖ < η alors ∀t ∈ [0,1],‖(th, tk)‖ < η et donc
∣∣∣∣
∫1

0
h

(
∂ f

∂x
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂x
(x0, y0)

)
+k

(
∂ f

∂y
(x0 + th, y0 + tk)− ∂ f

∂y
(x0, y0)

)
dt

∣∣∣∣< |h|ε+|k|ε< 2ε
p

h2 +k2, ce qu’il

fallait démontrer.

Exercice 17.43 ♥♥♥
Soit f une application de classeC 1 définie sur un ouvertU ⊂ R2, à valeurs dansR, et admettant en(a,b) ∈ U des
dérivées partielles d’ordre2 continues.
Soit (a,b) ∈U. Soient(h,k) ∈R2 tels que(a +h,b +k), (a +h,b), (a,b +k) ∈ U.On pose

∆= f (a +h,b +k)− f (a +h,b)− f (a,b +k)+ f (a,b).

697



On introduitF et G données par :

F(x) = f (x,b +k)− f (x,b) et G(y) = f (a +h, y)− f (a, y).

1. En remarquant que∆= F(a +h)−F(a) = G(a +k)−G(a), démontrer qu’il existe(ϑ1,ϑ2,ϑ3,ϑ4) ∈ [0,1]4 tels que

∆= hk
∂2 f

∂y∂x
(a +ϑ1h,b +ϑ2k) = kh

∂2 f

∂x∂y
(a +ϑ3h,b +ϑ4k).

2. Après simplification parhk, on fait tendre(h,k) vers(0,0). Quel résultat obtient-on?

Solution :

1. On a bienF(a+h)−F(a)= f (a+h,b+k)− f (a+h,b)− f (a,b+k)+ f (a,b) =∆. D’après l’égalité des accroissements
finis, ∃ζ ∈ [a, a +h],F(a +h)−F(a) = hF′(ζ). On peut écrireζ = a +ϑ1h, avecϑ1 ∈ [0,1]. D’autre part,F′(x) =
∂ f

∂x
(x,b+k)− ∂ f

∂x
(x,b). Donc on peut écrire∆= ∂ f

∂x
(a+ϑ1h,b+k)− ∂ f

∂x
(a+ϑ1h,b) = d1(b+k)−d1(b), en posant

d1(y) = h
∂ f

∂x
(a +ϑ1h, y). Là encore, d’après l’égalité des accroissements finis,∃ξ ∈ [b,b +k],d1(b +k)−d1(b) =

kd ′
1(ξ). De nouveau on peut écrireξ = b +ϑ2k, avecϑ2 ∈ [0,1] et d ′

1(y) = h
∂

∂y

(
∂ f

∂x
(a +ϑ1h, y)

)
= ∂2 f

∂y∂x
(a +

ϑ1h, y). On a donc bien∆= hk
∂2 f

∂y∂x
(a +ϑ1h,b +ϑ2k). De façon symétrique, on trouve(ϑ3,ϑ4) ∈ [0,1]4 tels que

∆= G(a +k)−G(a) = kh
∂2 f

∂x∂y
(a +ϑ3h,b +ϑ4k), ce qui achève d’établir l’égalité demandée.

2. On a donc
∂2 f

∂y∂x
(a +ϑ1h,b +ϑ2k) =

∂2 f

∂x∂y
(a +ϑ3h,b +ϑ4k). On sait que lim

(x,y)→(a,b)

∂2 f

∂y∂x
(x, y) =

∂2 f

∂y∂x
(a,b),

donc∀ε > 0,∃η1 ,
p

h2 +k2 < η1 =⇒
∣∣∣∣
∂2 f

∂y∂x
(a +h,b +k)− ∂2 f

∂y∂x
(a,b)

∣∣∣∣< ε. Mais si on a
p

h2 +k2 < η1, a fortiori

on a
√

(ϑ1h)2 + (ϑ2k)2 < η1 et donc
∣∣∣∣
∆

hk
− ∂2 f

∂y∂x
(a,b)

∣∣∣∣< ε. De même
∣∣∣∣
∆

hk
− ∂2 f

∂x∂y
(a,b)

∣∣∣∣< ε pour
p

h2 +k2 < η2.

Donc en prenant
p

h2 +k2 < inf(η1,η2) on obtient
∣∣∣∣
∂2 f

∂y∂x
(a,b)− ∂2 f

∂x∂y
(a,b)

∣∣∣∣< 2ε, et ce pour tous lesε> 0. Donc

on a
∂2 f

∂y∂x
(a,b)−

∂2 f

∂x∂y
(a,b). On en déduit le théorème de Schwarz.
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Chapitre 18
Intégrales multiples

18.1 Intégrales doubles

Si une fonctionf est constante et vautα sur un petit pavé[a,b]× [c,d], on définit son intégrale double comme étant le
volumede l’espace de base le rectangle[a,b]× [c,d] et de hauteurα. Ce volume vautV = α× (b −a)× (d −c). On vérifie
que

V =
∫b

a

(∫d

c
f (x, y) dy

)
dx =

∫d

c

(∫b

a
f (x, y) dx

)
dy

Pour définir l’intégrale double d’une fonction bornéef : [a,b]× [c,d] 7→ R, on commence par subdiviser le rectangle
[a,b]× [c,d] en n × p petits rectangles, et on définit l’intégrale d’une fonctionen escalier (constante sur chacun des
rectangles) comme la somme des volumes des parallélépipèdes. On définit ensuite l’intégrale supérieure de la fonctionf

x

y

z

c d

a

b

FIGURE 18.1 – Fonction en escalier

comme étant la borne inférieure des intégrales des fonctions en escalier majorantf , et l’intégrale inférieure de la fonction
f comme étant la borne supérieure des intégrales de fonctionsen escalier minorantf . Lorsque l’intégrale supérieure et
l’intégrale inférieure sont égales, on dit que la fonctionf est intégrable, et on note

Ï

[a,b]×[c ,d ]
f (x, y) dx dy

son intégrale qui est la valeur commune de ces deux bornes. Onmontre que toute fonctionf : [a,b]× [c,d] 7→R continue
est intégrable.
La construction devient beaucoup plus compliquée si l’on considère des domainesU ⊂R2 qui ne sont plus des rectangles.
Comment « subdiviser » un tel domaineU ? Quelle régularité imposer àU ? Ce procédé de construction est inadapté, et on
utilise une autre définition de l’intégrale, l’intégrale deLebesgue que vous étudierez en école d’ingénieurs. Heureusement,
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les calculs avec l’intégrale de Lebesgue ressemblent aux calculs habituels avec l’intégrale de Riemann. Nous admettrons
les résultats qui suivent.

18.1.1 Le théorème de Fubini

Nous allons considérer une régionU ⊂R2 « admissible » définie à l’aide de deux fonctions d’une variable

U = {(x, y) ∈R2 | a É x É b etϕ(x) É y Éψ(x)}

ou alors
U = {(x, y) ∈R2 | c É y É d etα(y) É x É β(y)}

x

y

y =ϕ(x)

y =ψ(x)

U

a b x

y

x = α(y) x = β(y)U

c

d

FIGURE 18.2 – un domaineU délimité par le graphe de deux fonctions

Le théorème suivant permet de calculer une intégrale doublesur un tel domaine.

THÉORÈME 18.1 ♥ Théorème de Fubini

Si f est une fonction continue sur un domaineU ⊂R2 admissible, alors on peut calculer l’intégrale double def surU

en calculant deux intégrales simples :

Ï

U
f (x, y) dx dy =

∫b

a

[∫ψ(x)

ϕ(x)
f (x, y) dy

]
dx =

∫d

c

[∫β(y)

α(y)
f (x, y) dx

]
dy

Exemple 18.1Calculons l’intégrale doubleI =
Î

D(x2 + y)d x d y où D= {(x, y) ∈R2 | 0É x É 1,0 É y É 1− x}.

I =
∫1

0

(∫1−x

0
(x2 + y) dy

)
dx =

∫1

0

[
x2 y + y2/2

]1−x

0
dx =

∫1

0
x2(1− x)+ (1− x)2/2 dx =

5

6

THÉORÈME 18.2 Propriétés de l’intégrale double

1. Linéarité : Ï

D
(λ f +µg )(x, y)d x d y =λ

Ï

D
f (x, y)d x d y +µ

Ï

D
f (x, y)d x d y

2. Additivité : si D = D1 ∪D2 avecD1 ∩D2 =∅,
Ï

D
f (x, y)d x d y =

Ï

D1

f (x, y)d x d y +
Ï

D2

f (x, y)d x d y

3. Positivité : si f Ê 0 surD, alors Ï

D
f (x, y)d x d y Ê 0
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Remarque 18.1 Souvent, on doit calculer une intégrale double sur un pavéD = [a,b]× [c,d] où la fonction à intégrer
est un produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas,l’intégrale double est le produit de deux intégrales simples.

I=
Ï

[a,b]×[c ,d ]
ϕ(x)ψ(y) dx dy =

∫b

a
ϕ(x)

[∫d

c
ψ(y) dy

]
dx =

(∫d

c
ψ(y) dy

)(∫b

a
ϕ(x) dx

)

Nous avons utilisé le théorème de Fubini et remarqué que le réel
∫d

c
ψ(y) dy était indépendant dex. On peut donc le

mettre en facteur de l’intégrale.

18.1.2 Changement de variables

THÉORÈME 18.3 Changement de variables

On considère deux domaines « admissibles » ,D ⊂R2, ∆⊂R2 et une application

ϕ :

{
∆ −→ D

(u, v) 7−→ (x(u, v), y(u, v))

On dit que cette application est unC 1-difféomorphisme du domaine∆ vers le domaineD lorsque :
– ϕ est bijective,
– ϕ est de classeC 1,
– la bijection réciproqueϕ−1 : D 7→∆ est de classeC 1.
On appelleJacobiend’un telC 1-difféomorphismeϕ au point(u, v), le déterminant

Jϕ(u, v)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u
(u, v)

∂x

∂v
(u, v)

∂y

∂u
(u, v)

∂y

∂v
(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Alors Ï

D
f (x, y) dx dy =

Ï

∆
f
(
x(u, v), y(u, v)

) ∣∣Jϕ(u, v)
∣∣ du dv

Deux cas importants de changement de variable sont à connaître.
– Changement de coordonnées affine. {

x = au+bv +α

y = cu+d v +β

alors Jϕ= (ad −bc)

– Changement en coordonnées polaires {
x = ρcosθ

y = ρsinθ

alors Jϕ= ρ .

Exemple 18.2 Calculons l’intégrale doubleI =
Î

D(x2 + y2)d x d y où le domaine d’intégrationD est défini parD =
{(x, y) ∈ R2 | x Ê 0, x2 + y2 É 1}. Le domaineD est un demi-disque de rayon1 de centre(0,1) avecx Ê 0. Passons en

coordonnées polaires. L’applicationϕ :

{
∆ −→ D

(ρ,θ) 7−→ (ρcosθ,ρsinθ)
réalise unC 1-difféomorphisme du domaine

D = {(ρ,θ) ∈R2 | −π/2 É θÉπ/2,0 É ρÉ 1} et alors

I =
∫π/2

−π/2

∫1

0
ρ3 dρ dθ= π

4

Exemple 18.3Calculons l’intégrale doubleI =
Î

D(x2 + y2)d x d y où

D = {(x, y) ∈R2 | x2

a2
+ y2

b2
É 1}
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Le domaineD est une ellipse et l’application affineϕ :

{
∆ −→ D

(u, v) 7−→ (au,bv)
réalise unC 1-difféomorphisme de∆

versD où∆ est le disque unité. Alors

I =
Ï

∆
(a2u2 +b2v2)ab du dv

Effectuons ensuite le changement de variables polaires. L’applicationψ :

{
U −→ ∆

(ρ,θ) 7−→ (ρcosθ,ρsinθ)
réalise un

C 1-difféomorphisme entre le domaineU = [0,1]× [0,2π] et le domaine∆. Par conséquent,

I = ab

Ï

U
(ρ2a2 cos2θ+ρ2b2 sin2θ)|ρ| dρ dθ

Il ne reste plus qu’à utiliser le théorème de Fubini pour calculer cette dernière intégrale.

I = ab

∫2π

0

[∫1

0
a2ρ3 cos2θ+b2ρ3 sin2θ dρ

]
dθ= ab

[
a2

(∫1

0
ρ3 dρ

)(∫2π

0
cos2θ dθ

)
+b2

(∫1

0
ρ3 dρ

)(∫2π

0
sin2θ dθ

)]
= πab

4
(a2+b2)

Exemple 18.4Posons pourR > 0,

F(R) =
∫R

0
e−x2

d x

DR = {(x, y) ∈R2 | x2 + y2 É R2} ∆R = [0,R]× [0,R]

I(R)=
∫

∆R

e−(x2+y2) d x d y J(R)=
Ï

DR

e−(x2+y2) dx dy

1. En utilisant Fubini, on trouve une relation simple entreF(R) et I(R) :

I(R)=
∫R

0
e−y2

(∫R

0
e−x2

dx

)
dy =

(∫R

0
e−y2

dy

)(∫R

0
e−x2

dx

)
= F(R)2

2. Puisque la fonction à intégrer est positive et queDR ⊂∆R ⊂ Dp
2R, on obtient

O R
p

2R

Dp
2R

∆R

DR

J(R)=
Ï

DR

e−(x2+y2) dx dy É I(R)É
Ï

∆p
2R

e−(x2+y2) dx dy = J(
p

2R)

3. En passant en coordonnées polaires, on calcule facilement

J(R)=
∫π/2

0

(∫R

0
e−ρ

2

ρ dρ

)
dθ= π

2

(
1−e−R2

)

4. PuisqueJ(R) −−−−−→
R→+∞

π/2 et que J(
p

2R) −−−−−→
R→+∞

π/2, le théorème des gendarmes permet de conclure que

F(R) −−−−−→
R→+∞

π

2
.
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18.1.3 Aire d’un domaine plan

DÉFINITION 18.1 Aire d’un domaine plan
On définit l’aire d’un domaine admissibleD ⊂R2 par

A (D)=
Ï

D
1d x d y

Remarque 18.2 L’aire du domaine planD est donc le volume de baseD et de hauteur1.

Exemple 18.5Calculons l’aire délimitée par une ellipse d’équation cartésienne

D :
x2

a2
+ y2

b2
É 1

Il suffit d’effectuer un premier changement de variables affine puis de passer en coordonnées polaires. Si nous notons∆

le disque unité,

A (D)= ab

Ï

∆
du dv = abA (∆) = ab

∫2π

0

∫1

0
ρdρdθ=πab

THÉORÈME 18.4 Aire d’un secteur délimité par une courbe polaire

Soit une courbe polaire d’équationρ= ρ(θ) et le domaineΩ délimité par les deux demi-droites d’équation polaireθ1,
θ2 et par la courbe polaire (voir figure 18.4). Alors l’aire de cedomaine se calcule par la formule

A (Ω) = 1

2

∫θ2

θ1

ρ2(θ) dθ

θ1

θ2

ρ= ρ(θ)

Démonstration Il suffit d’effectuer un changement de variables polaires. L’applicationϕ :

{
∆ −→ Ω

(ρ,θ) 7−→ (ρcosθ,ρsinθ)

réalise unC 1-difféomorphisme du domaine∆= {(ρ,θ) ∈R2 | θ1 É θÉ θ2, 0 É ρÉ ρ(θ)} vers le domaineΩ et en utilisant Fubini,

A (Ω) =
Ï

∆
ρ dρ dθ=

∫θ2

θ1

∫ρ(θ)

0
ρ dρ dθ=

∫θ2

θ1

ρ2(θ)/2 dθ

Exemple 18.6 Calculons l’aire délimitée par une cardioïde d’équation polaire ρ = a(1+cosθ) (a > 0). Par symétrie,
l’aire est le double de l’aire du domaine avecy Ê 0. D’après la formule précédente,

A = 2
a2

2

∫π

0
(1+cosθ)2 dθ=

3aπ

2

18.2 Champs de vecteurs dans le plan et dans l’espace

DÉFINITION 18.2 Champ de vecteurs
On appellechamp de vecteursdéfini sur un ouvertU ⊂R2, une application

−→
F :

{
U −→ R2

M 7−→ −→
F (M)

qui à tout pointM = (x, y) deU associe un vecteur
−→
F (x, y)

∣∣∣∣
F1(x, y)

F2(x, y)
. On dit que ce champ de vecteur est de classeC k

lorsque les deux fonctionsF1 et F2 sont de classeC k surU.
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DÉFINITION 18.3 Potentiel scalaire
On dit qu’un champ de vecteurF : U 7→Rn dérive d’un potentiel scalaire s’il existe une application

V :

{
U −→ R

M 7−→ V(M)

telle que∀(x, y) ∈ U,
−→
F ((x, y))=−→∇V((x, y)), c’est à direF1(x, y) = ∂V

∂x
(x, y) et F2(x, y) = ∂V

∂y
(x, y).

PROPOSITION18.5 Théorème de Poincaré
Soit un ouvertU ⊂R2 convexe. Un champ de vecteurs

−→
F : U 7→R2 de classeC 1 surU dérive d’un potentiel scalaireV si

et seulement si

∀(x, y) ∈U,
∂F1

∂y
(x, y) = ∂F2

∂x
(x, y)

Démonstration Si
−→
F dérive d’un potentiel scalaire, il existe une fonctionV : U 7→ R de classeC 1 sur U telle que∀(x, y) ∈ U,

F1(x, y) = ∂V

∂x
(x, y) et F2(x, y) = ∂V

∂y
(x, y). Puisque les fonctionsF1,F2 sont de classeC 1, la fonctionV est de classeC 2 sur U et

d’après le théorème de Schwarz (17.13 page 676), en tout point (x, y) ∈U,

∂F1

∂y
(x, y) =

∂2V

∂x∂y
(x, y) =

∂2V

∂y∂x
(x, y) =

∂F2

∂x
(x, y)

Remarque 18.3

1. On peut définir formellement le rotationnel du champ de vecteurs comme étant le champ de vecteurs

rot(
−→
F ) :





U −→ R

(x, y) 7−→

∣∣∣∣∣∣∣

∂

∂x
F1(x, y)

∂

∂y
F2(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣
= ∂F2

∂x
(x, y)− ∂F1

∂y
(x, y)

Le théorème précédent s’énonce alors en disant que si un champ de vecteur dérive d’un potentiel scalaire, son
rotationnel est nul.

2. On peut également considérer des champs de vecteurs sur unouvert convexeU ⊂ R3 :
−→
F

∣∣∣∣∣∣

F1

F2

F3

: U 7→ R3. Un tel

champ de vecteurs dérive d’un potentiel scalaireV : U 7→R si et seulement si son rotationnel est nul où

rot
−→
F :





U −→ R3

(x, y) 7−→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

∧

∣∣∣∣∣∣

F1(x, y)

F2(x, y)

F3(x, y)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F3

∂y
(x, y)−

∂F2

∂y
(x, y)

∂F1

∂z
(x, y)−

∂F3

∂x
(x, y)

∂F2

∂x
(x, y)− ∂F1

∂y
(x, y)

3. Il faut une condition géométrique sur l’ouvertU pour que le théorème de Poincaré s’applique. Vous verrez en
deuxième année une condition plus précise que la convexité et des contre-exemples dans le cas où l’ouvert ne
vérifie pas cette condition.

Exemple 18.7Considérons le champ de vecteurs défini surR2 en entier par

−→
F :





R2 −→ R2

(x, y) 7−→
∣∣∣∣
3x2 y +2x + y3

x3 +3x y2 −2y

On calcule pour(x, y) ∈R2,
∂F1

∂y
(x, y) = 3x2 +3y2 ∂F2

∂x
(x, y) = 3x2 +3y2
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D’après le théorème de Poincaré, ce champ de vecteurs dérived’un potentiel scalaireV : R2 7→ R. Déterminons ces
potentiels scalaires. La fonctionV est de classeC 1 surR2 et vérifie∀(x, y) ∈R2,

∂V

∂x
(x, y) = 3x2 y +2x + y3

Il existe donc une fonctionC :R 7→R de classeC 1 surR telle que∀(x, y) ∈R2,

V(x, y) = x3 y + x2 + y3x +C(y)

Puisque
∂V

∂y
= F2, on trouve quex3 +3y2x +C′(y) = x3 +3x y2 −2y , c’est à dire que∀y ∈ R, C′(y) = −2y d’où C(y) =

−y2 +K où K est une constante. Finalement,

V(x, y) = x3 y ++x2 + y3x − y2 +K

BIO 15 George Green, né le 14 juillet à Sneinton (Angleterre), mort le 31 mai 1841 à Nottingham

Mathématicien anglais. Il était physicien. Il n’a passé
qu’un an de sa vie à l’école et était boulanger de métier.
Il a appris la physique en autodidacte en lisant principale-
ment les mémoires de Poisson. Il est le père de la théorie
du potentiel et le théorème qui porte son nom fut publié
dans un article qui passa quasiment inaperçu à l’époque :
`̀ An Essay on the Application of Mathematical Analysis to
the Theories of Electricity and Magnetism´́ . Il intégra l’u-
niversité de Cambridge à40 ans et fit, une fois son diplôme
obtenu, une carrière brillante, même si son travail ne fut
pas reconnu de son vivant.

THÉORÈME 18.6 Formule de Green-Riemann

On considère un champ de vecteurs défini sur un ouvertU ⊂R2 par

−→
F :





U −→ R2

(x, y) 7−→
∣∣∣∣
P(x, y)

Q(x, y)

SoitΩ une partie deU fermée et bornée, délimitée par une courbe fermée paramétrée par une fonction

−→
G :

{
[a,b] −→ R2

t 7−→ (x(t), y(t))
.

Cette courbe paramétrée est parcourue dans le sens trigonométrique. Alors la formule de Green-Riemann ramène le
calcul d’une intégrale double à celui d’une intégrale simple :

Ï

Ω

−→
rot

−→
F dx dy=de f

Ï

Ω

[∂Q

∂x
(x, y)− ∂P

∂y
(x, y)

]
dx dy =

∫b

a

[
P

(
x(t), y(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t), y(t)

)
y ′(t)

]
dt

THÉORÈME 18.7 Calcul de l’aire d’un domaine plan
SoitΩ un domaine fermé du plan délimité par une courbeγ (avec les mêmes notations que dans la formule de Green-
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Riemann). L’aire du domaineΩ est donnée par

A (Ω) =
∫b

a
x(t)y ′(t) dt =−

∫b

a
y(t)x′(t) dt = 1

2

∫b

a

(
x(t)y ′(t)− y(t)x′(t)

)
dt

Démonstration Considérons le champ de vecteurs défini par

−→
F :





Ω −→ R2

(x, y) 7−→
∣∣∣∣
0

x

D’après la formule de Green-Riemann appliquée à ce champ de vecteurs,

Ï

Ω
rot

−→
F (x, y) dx dy =

Ï

Ω
1 dx dy =A (Ω) =

∫b

a

[
0+x(t)y ′ (t)

]
dt

On montre la deuxième formule en considérant le champ de vecteurs défini par
−→
G (x, y) =

∣∣∣∣
−y

0
et la troisième formule s’obtient en

additionnant les deux premières.

Exemple 18.8 Utilisons la formule de Green-Riemann pour calculer l’aireintérieure à l’astroïde, courbe paramétrée
définie par {

x(t) = a cos3 t

y(t) = a sin3 t

A =
∫2π

0
x(t)y ′(t) dt = 3a2

∫2π

0
sin2 t cos4 t dt = 3a2

2

∫2π

0
sin2(2t)

cos(2t)+1

2
dt = 3a2

8
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18.3 Exercices

18.3.1 Calculs élémentaires

Exercice 18.1 ♥
Calculer

Ï

D
(x + y)ex+y dx dy avecD = {0 É x É 2,1 É y É 2}

Solution :
Ï

D
(x + y)ex+y dx dy =

∫2

0
dx

∫2

1
(x + y)ex+y dy

=
∫2

0
xex dx

∫2

1
e y dy +

∫2

0
ex dx

∫2

1
ye y dy

=
[
(x −1)ex

]2
0

[
e y

]2
1 +

[
ex

]2
0

[
(y −1)e y

]2
1

= (e2 +1)(e2 −e)+ (e2 −1)e2

= e
(
e3 −e2 +e −1+e3 −e

)

= e
(
2e3 −e2 −1

)

Exercice 18.2 ♥
Calculer

Ï

D
x2 y dx dy avecD = {y Ê 0, x + y É 1, y − x É 1}

Solution :

0

0.5

1.0

1.5

−0.5

0.5 1.0 1.5−0.5−1.0

b A

bB

bCbD

Par symétrie par rapport à l’axeOy :

Ï

D
x2 y dx dy = 2

∫1

0
dx

∫1−x

0
y dy = 2

∫1

0
x2

[
y2

2

]1−x

0

dx =
∫1

0
x2(1− x)2 dx =

∫1

0
(x2 −2x3 + x4)dx = 1

3
− 2

4
+ 1

5
= 1

30
.

Exercice 18.3 ♥
Calculer

Ï

D
x2 y dx dy avecD= {x2 + y2 É R2}

Solution : L’intégrale est nulle par symétrie par rapport à l’axeOx.

Exercice 18.4 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

x y dxdy

oùD =
{(

x, y
)
∈R2 | x Ê 0, y Ê 0 et x + y É 1

}
.

Solution :

I =
∫1

0
x dx

∫1−x

0
y dy =

∫1

0

x(1− x)2

2
dx =

∫1

0

(1− x)x2

2
dx =

1

6
−

1

8
=

1

24
.
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Exercice 18.5 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

sin
(
x + y

)
dxdy

oùD =
{(

x, y
)
∈R2 | x Ê 0, y Ê 0 et x + y Éπ

}
.

Solution :
I =

∫π

0
dx

∫π−x

0
sin

(
x + y

)
dy =

∫π

0

[
−cos

(
x + y

)]π−x
0 dx =

∫π

0
(1+cos x) dx = π.

Exercice 18.6 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

y x2 dxdy

oùD =
{(

x, y
)
∈R2 | x É 1, y Ê 0 et y2 É x

}
.

Solution :

I =
∫1

0
x2 dx

∫p
x

0
y dy =

∫1

0

x3

2
dx = 1

8
.

Exercice 18.7 ♥♥
Calculer les intégrales

Ï

T

x2

x2 + y2
dx dy et

Ï

D

x2

x2 + y2
dx dy où

1) T = (x, y) ∈R2/0 É y É x, 1
2 É x É 1

2) D = (x, y) ∈R2/ 1
4
É x2 + y2 É 1, x Ê 0

Solution : On rend l’ensemble d’intégration symétrique :T′ = (x, y) ∈R2/0É x É y, 1
2
É y É 1

Ï

T

x2

x2 + y2
dx dy =

1

2

Ï

T′∪T

x2

x2 + y2
dx dy =

1

2

Ï

T′∪T

y2

x2 + y2
dx dy =

1

4

Ï

T′∪T

x2 + y2

x2 + y2
dx dy

= 1

4
× 3

4
= 3

16

De même pour la deuxième :

Ï

D

x2

x2 + y2
dx dy = 1

2

Ï

1
4Éx2+y2É1

x2

x2 + y2
dx dy = 1

2

Ï

1
4Éx2+y2É1

y2

x2 + y2
dx dy = 1

4

Ï

1
4Éx2+y2É1

x2 + y2

x2 + y2
dx dy

= 1

4
× 3π

4
= 3π

16

en utilisant les symétries

Exercice 18.8 ♥♥
Soit f et g deux applications continues, croissantes sur[0,1]. Démontrer que

∫1

0
f (x).g (x)dx Ê

∫1

0
f (x)dx.

∫1

0
g (x)dx.

Solution : Dans un premier temps,

∫1

0
f (x)dx.

∫1

0
g (x)dx =

∫1

0
f (x)dx.

∫1

0
g (y)dy =

Ï

D
f (x)g (y)dx dy.

Avec D= [0,1]2. En écrivantD = D1 ∪D2 avecD1 = {(x, y) ∈D, y É x} et D1 = {(x, y) ∈ D, x É y}.
Commef et g sont croissantes sur[0,1], surD1 on ag (y)É g (x) et surD2 on a f (x) É f (y). Donc on a

[
f (x)− f (y)

][
g (x)− g (y)

]
Ê 0

que ce soit surD1 ou surD2, donc surD tout entier :
Ï

D

[
f (x)− f (y)

][
g (x)− g (y)

]
dx dy Ê 0
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Soit en développant,
Ï

D
f (x).g (x)dx dy +

Ï

D
f (y).g (y)dx dy Ê

Ï

D
f (y).g (x)dx dy +

Ï

D
f (x).g (y)dx dy

Comme
Î

D f (x).g (x)dx dy =
∫1

0 f (x).g (x)dx =
∫1

0 f (y).g (y)dy =
Î

D f (y).g (y)dx dy , on en déduit bien, en divisant par
2, que ∫1

0
f (x).g (x)dx Ê

∫1

0
f (x)dx.

∫1

0
g (x)dx.

Exercice 18.9 ♥♥
Soit f une application de classeC 4 sur [0,1]× [0,1], qui s’annule sur le bord du carré et telle que∀(x, y) ∈ [0,1]×

[0,1]

∣∣∣∣
∂4 f

∂x2∂y2
(x, y)

∣∣∣∣É A.

Démontrer que
∣∣∣

∫1
0

∫1
0 f (x, y)dx dy

∣∣∣É A

144
.

Indication 18.8 :On pourra commencer par considérerg (x, y) = x.(1− x).y.(1− y).

Solution : Soit g (x, y)= x(1− x)y(1− y), etS = [0;1]× [0;1]. On a
∂4g

∂x2∂y2
(x, y) = 4, et

∫1

0

∫1

0
g (x, y)dx dy = 1

36
= 4

144
. En intégrant quatre fois par parties , on a

Ï

S

∂4 f

∂x2∂y2
(x, y)g (x, y)dx dy =

Ï

S

∂4g

∂x2∂y2
(x, y) f (x, y)dx dy = 4

Ï

S
f (x, y)dx dy.

Donc ∣∣∣∣
∫1

0

∫1

0
f (x, y)dx dy

∣∣∣∣É
1

4

∫1

0

∫1

0

∣∣∣∣
∂4 f

∂x2∂y2
(x, y)g (x, y)

∣∣∣∣ dx dy É A

4

∫1

0

∫1

0
g (x, y)dx dy É A

144

18.3.2 Changement de variables

Exercice 18.10 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

x2 dxdy

oùD est l’intérieur de l’ellipse d’équationx
2

a2 +
y2

b2 = 1.

Solution : On fait le changementx = ar cosϕ, y = br sinϕ, dx dy = abr dr dϕ, d’où

I =
∫1

0
dr

∫2π

0
a2r 2 cos2ϕabr dr dϕ= a3bπ

4
.

Exercice 18.11 ♥
Calculer

Ï

D
ln(x + y +1)dx dy avecD= {|x + y | É 1, |x − y | É 1}

Solution : En posantu = x + y et v = x − y d’où x =
u+ v

2
et y =

u− v

2
.

et
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

Ï

D
ln(x + y +1)dx dy =

Ï

[0,1]2
ln(1+u)

∣∣∣∣
∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv =
1

2

∫1

−1
dv

∫1

−1
ln(1+u)du =

∫1

−1
ln(1+u)du

=
∫2

0
ln t dt = [t ln t − t ]2

0 = 2(ln 2−1).
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Exercice 18.12 ♥♥
On considère le domaine

D = {(x, y) ∈R
2 | 1 É x y É 9; 0 É x É y É 4x}

1. Dessiner le domaineD.

2. Calculer l’intégrale double

I =
Ï

D

(√ y

x
+p

x y
)

dx dy

en effectuant le changement de variables 



u =
√

y

x

v =p
x y

Solution : Le domaineD est limité par deux hyperboles et deux droites. On résout et on tire

x = u

v
y = uv

L’applicationϕ :

{
∆ −→ D

(u, v) 7−→ (u/v,uv)
est une bijection avec∆ = {(u, v) ∈ R2 | 1 É u É 2, 1 É v É 3}. Le Jacobien

deϕ vaut

|J| = 2
v

u

et l’intégrale devient

I = 2

∫2

1

∫3

1

(
v + v2

u

)
dv du = 4

3
(6+13ln 2)

Exercice 18.13 ♥♥
SoitE l’ellipse d’équation

x2

a2
+ y2

b2
= 1 (0 < b < a). On posec =

p
a2 −b2. E le domaine limité parE et F,F′ les foyers

deE .

1. CalculerI =
Ï

M∈E
(MF2 +MF′2)dx dy .

2. CalculerJ =
Ï

M∈E
(MF+MF′)dx dy .

3. CalculerK =
Ï

M∈E
(MF.MF′)dx dy .

Solution :

1. On a par exemple,MF2 = (x +c)2 + y2 et MF′2 = (x −c)2 + y2.

D’où I = 2

Ï

E
(x2 + y2 +c2)dx dy . En effectuant le changement de variable :x = ar

p
u2 +c2 cosϕ, y = br sinϕ,

I = 2

∫2π

0
dϕ

∫1

0
(a2r 2 cos2ϕ+b2r 2 sin2ϕ+c2)abr dr = 2ab

∫2π

0

a2 cos2ϕ+b2 sin2ϕ+2c2

4
dϕ

= 2ab ×2π×
(

a2 +b2 +4c2

8

)
= ab × π

2
× (a2 +b2 +4(a2 −b2)) = ab × π

2
× (5a2 −3b2)

2. PourM appartenant à l’ellipseEu de mêmes foyers et de petit axeu, la quantitéMF+MF′ est constante et vaut
deux fois le grand axe soit2

p
u2 +c2. On effectue le changement de variable :x =

p
u2 +c2 cos v , y = u sin v .

u ∈ [0,b] et v ∈ [0,2π].

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

u
p

u2 +c2
cos v −

p
u2 +c2 sin v

sin v u cos v

∣∣∣∣∣∣∣∣
= u2 +c2 sin2 v

p
u2 +c2

J =
∫b

0
du

∫2π

0
2
√

u2 +c2
u2 +c2 sin2 v
p

u2 +c2
dv = 2

∫b

0
du

∫2π

0
u2 +c2 sin2 v dv = 2

∫b

0
2π

(
u2 + c2

2

)
du

= 4π

(
b3

3
+

c2b

2

)
=

2πb

3
(2b2 +3(a2 −b2)) = 2πb

(
a2 −

b2

3

)
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3. SoitL =
Ï

M∈E
(MF+MF′)2 dx dy = I+2K. En reprenant le changement de variable précédent,

L=
∫b

0
du

∫2π

0

(
2
√

u2 +c2
)2 u2 +c2 sin2 v

p
u2 +c2

dv = 4

∫b

0
du

∫2π

0

√
u2 +c2(u2 +c2 sin2 v)dv = 4

∫b

0
2π

√
u2 +c2

(
u2 + c2

2

)
du

En posantu = c sht , du = c cht dt

etα= argsh
(

b
c

)
= ln

(
b
c
+

√
b2

c2 +1
)
= ln a+b

c
,

L = 4π

∫α

0
c2(2 sh2 t +1).c cht .c cht dt = 4πc4

∫α

0
(2 sh2 t ch2 t + ch2 t)dt = 2πc4

∫α

0
( sh2 2t +1+ ch2t)dt

=πc4
∫α

0
( ch4t −1+2+2 ch2t)dt =πc4

[
α+ sh2α+ 1

4
sh4α

]

Or sh2α= 2 shα chα= 2 b
c

√
b2

c2 +1= 2ab

c2

et sh4α= 2 sh2α ch2α= 2 2ab
c2

√
4a2b2

c2 +1 = 4ab
c4 (a2 +b2).

D’où L =πc4 ln
a+b

c
+πab(2c2 +a2 +b2) =πc4 ln

a+b

c
+πab(3a2 −b2)

Enfin K = 1

2
(L− I) = 1

2
πc4 ln

a+b

c
+ π

4
ab(a2 +b2) = π

4

(
(a2 −b2)2 ln

(
a +b

a −b

)
+ab(a2 +b2)

)

Exercice 18.14 ♥♥
Calculer

Ï

D
exp

(
x3 + y3

x y

)
dx dy avecD = {x2 É 2py, y2 É 2px}

Solution : L’ensemble d’intégration a pour frontière des arcs de paraboles sécants enO(0,0) etA(2p2/3q1/3,2p1/3q2/3).
On a

Ï

D
exp

(
x3 + y3

x y

)
dx dy =

Ï

D
exp

(
x2

y

)
exp

(
y2

x

)
dx dy.

On considère le changement de variablesΦ défini parΦ(x, y) = (u, v) =
(

x2

y
,

y2

x

)
.

Φ est unC 1 est un difféomorphisme de̊D = {x2 < 2py, y2 < 2px} sur ∆̊ =]0,2p[×]0,2q[, avecΦ−1(u, v) = (x, y) =(
u2/3v1/3,u1/3v2/3

)
.

Le jacobien deΦ−1 est

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2
3

u−1/3v1/3 1
3

u2/3v−2/3

1
3

u−2/3v2/3 2
3

u1/3v−1/3

∣∣∣∣∣∣
= 1

3
.

Donc Ï

D
exp

(
x3 + y3

x y

)
dx dy =

1

3

Ï

∆
eu+v du dv =

1

3

∫2p

0
eu du

∫2q

0
ev dv =

(e2p −1)2(e2q −1)2

3
.

18.3.3 Intégration en coordonnées polaires

Exercice 18.15 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

cos
(
x2 + y2

)
dxdy

oùD est le disque de centreO et de rayonR > 0.

Solution :

I =
∫2π

0
dθ

∫R

0
ρcosρ2 dρ= 2π

∫R2

0

1

2
cos t dt = πsinR2.
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Exercice 18.16 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

sin
(
x2 + y2

)
dxdy

oùD est le disque de centreO et de rayon
p
π.

Solution :

I =
∫2π

0
dθ

∫R

0
ρsinρ2 dρ= 2π

∫R2

0

1

2
sin t dt =π(1−cos R2).

Exercice 18.17 ♥
Calculer

I =
∫∫

D

x2+y2

x+
p

x2+y2
dxdy

oùD est le quart de disque unité inclus dansR+×R+.

Solution :

I =
∫π/2

0
dθ

∫1

0

ρ2

ρcosθ
ρdρ= 1

3

∫π/2

0

dθ

1+cosθ
= 1

3

∫π/2

0

dθ

2cos2(θ/2)
= 1

3

∫π/4

0

dϕ

cos2ϕ
= 1

3

[
tanϕ

]π/4
0 = 1

3
.

Exercice 18.18 ♥
Calculer

Ï

D
(x + y)2 dx dy avecD = {x2 + y2 É 1}

Solution : En se servant de la symétrie par rapport à l’axeOx :

Ï

D
(x + y)2 dx dy =

Ï

D
(x2 +2x y + y2)dx dy =

Ï

D
(x2 + y2)dx dy =

∫2π

0
dϑ

∫1

0
ρ3 dρ= 2π× 1

4

= π

2
.

Exercice 18.19 ♥
Calculer

I =
Ï

D

x y
√

1− x2 − y2

2x2 + y2

où D = {(x, y) ∈R2 | x Ê 0, y Ê 0, x2 + y2 É 1}.

Solution : En passant en polaires,

I =
∫π/2

0

∫1

0

ρ2 cosθsinθ
√

1−ρ2

ρ2(2cos2θ+ sin2θ)
ρ dρ dθ= JK

où J =
∫π/2

0

cosθsinθ

2cos2θ+ sin2θ
dθ se calculer par le changement de variablesu = sin2θ, J = ln 2

2
et K =

∫1
0

√
1−ρ2ρdρ =

1/3. Finalement,

I = ln2

6

Exercice 18.20 ♥
CalculerI=

Ï

∆
(x + y)2 dx dy où∆= {(x, y) tels quey Ê 0 et x2 + y2 − x É 0 et x2 + y2 − y Ê 0}.

Solution :
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1

1

1

1

I =
∫π

4

0
dϑ

∫cosϑ

sinϑ
(ρcosϑ+ρsinϑ)2ρdρ=

∫π
4

0
(cosϑ+ sinϑ)2 dϑ

∫cosϑ

sinϑ
ρ3 dρ=

∫π
4

0
(1+ sin 2ϑ)

1

4
(cos4ϑ− sin4ϑ)dϑ

= 1

4

∫π
4

0
(1+ sin 2ϑ)(cos2ϑ− sin2ϑ)dϑ= 1

4

∫π
4

0
(1+ sin 2ϑ)cos 2ϑdϑ= 1

4

∫π
4

0
cos 2ϑdϑ+ 1

8

∫π
4

0
sin 4ϑdϑ

= 1

8
[sin 2ϑ]

π
4
0 − 1

32
[cos 4ϑ]

π
4
0 = 1

8
+ 1

32
+ 1

32
= 3

16

Exercice 18.21 ♥♥
Calculer l’intégrale double

I =
Ï

D

x3

x2 + y2
dx dy

où D = {(x, y) ∈R2 | x2 + y2 É 2x, y Ê 0}

Solution : Le domaine est un demi disque de rayon1 centré en(1,0). En passant en polaires,∆= {(ρ,θ) ∈ R2 | 0 É ρÉ
2cosθ, 0É θÉπ/2}. Alors

I=
Ï

∆
ρ2 cos3θdρ dθ=

∫π/2

0

∫2cosθ

0
ρ2 dρcos3θ dθ= 8

3

∫π/2

0
cos6θ dθ

En utilisant les intégrales de Wallis, on trouve queI =
5π

12
.

Exercice 18.22 ♥♥
Calculer

Ï

D

x y dx dy

1+ x2 + y2
avecD = {0É x É 1,0 É y É 1, x2 + y2 Ê 1}

Solution : Par symétrie,I=
Ï

D

x y dx dy

1+ x2 + y2
= 2

Ï

D′

x y dx dy

1+ x2 + y2
, avecD′ = {0 É x É 1,0 É y É 1, x2 + y2 Ê 1, y É x}.

On passe en polaire,I = 2

Ï

∆

ρ3 cosϑsinϑ

1+ρ2
dρdϑ avec ∆ =

{
0 É ϑÉ π

4
,1 É ρÉ 1

cosϑ

}
. Or ∆ =

{
1 É ρÉ

p
2,arccos 1

ρ
É ϑÉ π

4

}
. Comme

∫π/4

arccos 1
ρ

cosϑsinϑdϑ=−1

2

[
cos2ϑ

]π/4

arccos 1
ρ
= 2−ρ2

4ρ2
, on a

I =
∫p

2

1

2ρ−ρ3

2(1+ρ2)
dρ=

∫p
2

1

(
−ρ+ 3ρ

1+ρ2

)
dρ=

[
−ρ2

2
+ 3

2
ln(1+ρ2)

]p2

1

=−1

2
+ 3

2
ln

3

2
.

Exercice 18.23 ♥♥
Calculer

Ï

D
y exp(x2 + y2 −2y)dx dy avecD= {x2 + y2 −2y É 0}

Solution : En prenant la translationu = x, v = y −1, on obtient
Ï

D
y exp(x2 + y2 −2y)dx dy =

Ï

u2+v2É1

v +1

e
exp(u2 + v2)du dv

=
1

e

Ï

u2+v2É1
exp(u2 + v2)du dv,
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car l’intégrale
Ï

u2+v2É1
v exp(u2 + v2)du dv est nulle pour des raisons de symétrie. Donc en passant en polaire,

Ï

D
y exp(x2 + y2 −2y)dx dy =

2π

e

∫1

0
ρeρ

2

dρ=
π

e

∫1

0
e t dt =

π

e
(e −1) = π(1−

1

e
).

Exercice 18.24 ♥♥
Calculer

Ï

D

√
x2 + y2 dx dy avecD = {(x; y) ∈R2 | 0 É x É 1, −x É y É x}

Solution : D′ =
{

(ρ,ϑ) | 0 É r É 1

cosϑ
ϑ∈ [−π

4 ; π4 ]

}
Puis

Ï

D

√
x2 + y2 dx dy = 2

3

∫π/4

0

( 1

cosϑ

)3
dϑ= 2

3

∫π/4

0

cosϑ
(
1− sin2ϑ

)2
dϑ= 2

3

∫p
2/2

0

du
(
1−u2

)2
.

On décompose en éléments simples :

1
(
1−u2

)2
=

1

4

(
1

(1−u)2
+

1

(1+u)2
+

1

1−u
+

1

1+u

)
.

Donc

Ï

D

√
x2 + y2 dx dy = 1

6

[
1

1−u
− 1

1+u
+ ln

(
1+u

1−u

)]p2/2

0

= 1

6

(
ln

(
1+

p
2

2

1−
p

2
2

)
+ 1

1−
p

2
2

− 1

1+
p

2
2

−2

)

= 1

6

(
ln

(
2+

p
2

2−
p

2

)
+

p
2

1− 1
2

−2

)

=
1

6

(
ln

(
3+2

p
2
)
+2

p
2
)

= 1

3

(
ln

(
1+

p
2
)
+
p

2
)

.

Exercice 18.25 ♥♥
Calculer

Ï

D
x2 + y2 dx dy avecD=

{
0 É x É 1− y2

4

}

Solution :

1

2

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3

b
A

b
B

b
C

En remarquant queO est le foyer de la parabole, une équation en polaire est doncρ=
2

1+cosϑ
.

714



En utilisant la symétrie par rapport à l’axeOx :

Ï

D
x2 + y2 dx dy = 2

∫π/2

0
dϑ

∫ 2
1+cosϑ

0
ρ3 dρ= 2

∫π/2

0

24

4(1+cosϑ)4
dϑ= 2

∫π/2

0

dϑ

4cos8
(
ϑ
2

)

=
∫π/4

0

dϕ
cos8ϕ

En posantt = tanϕ, dt = dϕ
cos2ϕ

,
1

cos2ϕ
= 1+ tan2ϕ= 1+ t 2.

Ï

D
x2 + y2 dx dy =

∫1

0
(t 2 +1)3 dt =

∫1

0
t 6 +3t 4 +3t 2 +1dt = 1

7
+ 3

5
+1+1 = 70+5+21

35
= 96

35
.

18.3.4 Application du théorème de Fubini

Exercice 18.26 ♥
1. Montrer que :∀x ∈ [0,1] , ln (1+ x) =

∫1
0

x
1+x y

dy.

2. En déduire la valeur de l’intégraleI =
∫1

0
ln(1+x)

1+x2 dx.

Solution :

1. ∫1

0

x

1+ x y
dy =

∫x

0

du

1+u
= ln(1+ x).

2.

I =
∫1

0

ln(1+ x)

1+ x2
dx =

∫1

0

dx

1+ x2

∫1

0

x

1+ x y
dy =

Ï

[0,1]2

x dx dy

(1+ x2)(1+ x y)

D’après la propriété de Fubini. Maintenant on a aussi bien sûr, par symétrie :I =
Ï

[0,1]2

y dx dy

(1+ y2)(1+ x y)
, donc

I = 1

2

Ï

[0,1]2

(
y

(1+ y2)(1+ x y)
+ x

(1+ x2)(1+ x y)

)
dx dy = 1

2

Ï

[0,1]2

(x + y) dx dy

(1+ x2)(1+ y2)
=

Ï

[0,1]2

x dx dy

(1+ x2)(1+ y2)
,

de nouveau grâce à la symétrie. DoncI =
∫1

0

x dx

1+ x2

∫1

0

dy

1+ y2
= ln 2

2

π

4
= π ln 2

8
.

18.3.5 Green-Riemann

Exercice 18.27 ♥
Calculer

Ï

A
d xd y où A =

{
(x, y) ∈R2,

x2

a2
+ y2

b2
É 1 et

x2

b2
+ y2

a2
É 1

}
.

Solution : On supposea É b. Par symétries, on ne calcule que l’aire de la figure dans le premier quadrant, sous la
première bissectrice. C’est donc un huitième deA. Le bord est paramétré parx(t) = a cos t ; y(t) = b sin t , t variant de0

à t0. Attention,t n’estpas l’angle polaire.t0 est défini parx = y , c’est-à-direa cos t0 = b sin t0, soit t0 = arctan
(

a
b

)
.

Pour calculer l’aire, on fait circuler
1

2
(x dy − y dx). La circulation est nulle sur chacun des deux segments. Seulreste

∫t0

0
(a cos t ×b cos t −b sin t × (−a sin t)dt = abt0

2
.

Donc l’aire deA égale8× abt0

2
= 4ab arctan

(
a
b

)
.

Exercice 18.28 ♥♥
Calculer

Ï

D
x2 + y2 dx dy avecD=

{
x2

a2
+

y2

b2
É 1

}
.

Cet exemple a déjà été vu dans le cours. Ici on cherchera une solution à l’aide de la formule de Green-Riemann.
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Solution : On chercheQ(x, y) tel que
∂Q

∂x
= y2. On prend par exempleQ(x, y) = x y2. De mêmeP(x, y) =−x2 y vérifie

−∂P

∂y
= x2.

{
x = a cos t

y = b sin t

{
dx = −a sin t dt

dy = b cos t dt
D’après la formule de Green-Riemann,

Ï

D
x2 + y2 dx dy =

Ï

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫

∂D
P dx +Qdy =

∫2π

0
ab cos t sin t(a2 cos t sin t +b2 cos t sin t)dt

= ab(a2 +b2)

∫2π

0
cos2 t sin2 t dt = ab(a2 +b2)

4

∫2π

0
sin2(2t)dt = ab(a2 +b2)

4

∫2π

0

1−cos(4t)

2
dt

= ab(a2 +b2)

8
×2π= π

4
ab(a2 +b2)

18.3.6 Centres de gravité

Exercice 18.29 ♥♥
Déterminez le centre de gravité d’une plaque homogène limitée par une cardioïde.
(C’est le pointG tel queM

−−→
OG =

Î
S σ

−−→
OMdx dy avecM =

Î
S σdx dy .)

Solution : Notonsσ la densité massique constante de la plaque. La cardioïde a pour équation polaire

ρ= a(1+cosθ)

Déterminons la masse de la plaque :

M =
Ï

D
σ dx dy.

En passant en coordonnées polaires, on trouve (en posantϕ= θ/2) :

M = 2σ

∫π

0

∫a(1+cosθ)

0
ρdρ dθ= 8a2σ

∫π/2

0
cos4ϕ dϕ= 8a2σI4

en utilisant les intégrales de Wallis :

In =
∫π/2

0
cosn ϕ dϕ

qui vérifient la relation de récurrence

∀n Ê 2,
In

In−2
= n−1

n

Par symétrie, le centre de gravité de la plaque se trouve sur l’axe (0x), et son abscisse est donnée par

xG = 1

M

Ï

D
x dx dy

En passant en coordonnées polaires :

xG = 1

16a2I4

∫2π

0

∫a(1+cosθ)

0
ρ2 cosθ dρdθ= 2a

3

I6

I4

(
2

I8

I6
−1

)

et on trouve finalementxG = 1

8a2I4
×2

∫π
0

∫a(1+cosθ
0 ρ2 cosθdρdθ= 4a

3
× I6

I4

(
2

I8

I6
−1

)
= 4a

3
× 5

6
× 3

4
= 5a

6
.

On a bien sûryG = 0.
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Chapitre 19
Structures algébriques

Pour bien aborder ce chapitre

La notion de groupe est apparue dès la fin du18e de manière parallèle dans différents domaines des mathématiques.
En1798, Karl Friedrich Gauss, dans ses « Disquisitiones Arithmeticae », utilise implicitement la notion de groupe abélien.
Plus tard, au milieu du19e, Ernst Kummer établie des résultats de factorisation sur les groupes dans une tentative de
prouver le grand théorème de Fermat.
Dans la première moitié du19e siècle, le jeune mathématicien prodige Évariste Galois cherche à prouver que les équations
polynomiales de degréÊ 5 à coefficients complexes ne peuvent être résolues par radicaux, ce qui signifie que leurs racines
ne peuvent être écrites au moyen des opérations usuelles. Pour ce faire, il s’intéresse à un groupe relié aux racines de
l’équation considérée. Son génie consiste alors à comprendre que les difficultés pour résoudre l’équation ne proviennent
pas de son degré mais des propriétés mathématiques de ce groupe.
À la fin du 19e, Félix Klein utilise les groupes pour classifier les nouvelles géométries tout juste découvertes.
Les mathématiciens savent depuis que les groupes interviennent dans de très nombreux domaines. L’ensemble des isométries
de l’espace ou du plan est un groupe appelé groupe orthogonal, voir le chapitre 27. L’ensemble des isométries préservant
un objet donné (un polygone régulier, un solide platonicien, etc...) a une structure de groupe. L’ensemble des permuta-
tionsSn d’un ensemble fini est un groupe qui fut étudié par Cauchy et Cayley à la fin du19e siècle. Le chapitre 26 lui
est consacré. Le groupe découvert par Galois est d’ailleursun sous-groupe de ce groupe. L’ensemble des transformations
qui, en relativité restreinte, permettent de changer de référentiel galiléen tout en préservant les lois de la physiqueet la
vitesse de la lumière, forment un groupe appelé groupe de Lorenz. En chimie, les symétries des molécules permettent
de leur associer des groupes qui aident à comprendre mieux leurs propriétés. Plus concrètement encore, l’ensemble des
manipulations qu’on peut effectuer sur un Rubik’s cube a luiaussi une structure de groupe. L’étude de ce groupe permet
de mettre en place des stratégies gagnantes pour le reconstituer.
L’objet de ce chapitre, peu ambitieux, est d’introduire la notion de groupe ainsi que le vocabulaire attenant. Nous le
terminerons par l’étude de deux autres structures, celles d’anneaux et de corps, qui sont elles aussi omniprésentes en
mathématiques.

19.1 Groupe

19.1.1 Loi de composition interne

DÉFINITION 19.1 ♥ Loi de composition interne
Soit E un ensemble. On appelleloi de composition interneune application deE×E dansE :

ϕ :

{
E×E −→ E

(a,b) 7−→ ϕ(a,b)

Exemple 19.1
– Si E =N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne.
– Si E est un ensemble, la composition des applications est une loide composition interne sur l’ensemble des fonctions

deE dansE : F (E,E)

– Si E est un ensemble, l’intersection ou la réunion sont des lois de composition interne sur l’ensemble des parties de
E : P (E)
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✎ Notation 19.2
– Pour alléger les notations, on écrit plus simplementϕ(a,b) = a ϕ b ouϕ(a,b)= a ⋆b par exemple, ou encoreϕ(a,b)=

a.b, et pour les moins courageuxϕ(a,b)= ab etc.
– On note alors(E,⋆) un ensembleE muni d’une loi de composition interne⋆.

Remarque 19.1
– Ce qui est important, bien entendu, c’est queϕ(a,b) reste dansE.
– Il n’y a aucune raison à priori pour quea ⋆b = b ⋆a.
– On peut itérer une loi de composition interne : si(a,b,c) ∈ E3, on notera

(a ⋆b)⋆c =ϕ
(
ϕ(a,b),c

)

a ⋆ (b ⋆c) =ϕ
(
a,ϕ(b,c)

)

Il n’y a aucune raison à priori pour que ces deux éléments soient égaux.

✎ Notation 19.3 Pour simplifier les notations, on utilisera, suivant le contexte, pour la loi de composition interne⋆ :
– unenotation additive: a +b = a ⋆b =ϕ(a,b).
– ou unenotation multiplicative: ab = a ⋆b =ϕ(a,b).

DÉFINITION 19.2 ♥ Loi associative, commutative
Soit⋆ une loi de composition interne sur un ensembleE. On dit que⋆ est :

– commutativesi et seulement si∀(a,b) ∈ E2, a ⋆b = b ⋆a,

– associativesi et seulement si∀(a,b,c) ∈E3, a ⋆ (b ⋆c) = (a ⋆b)⋆c.

On dit que plus que⋆ admete ∈E commeélément neutresi et seulement si∀x ∈ E, e ⋆ x = x ⋆e = x

PLAN 19.1 : Pour montrer que...

...⋆ est commutative :

1. Soit (x, y) ∈ E2

2. x ⋆ y = y ⋆ x

3. Donc⋆ est commutative

...⋆ est associative :

1. soit (x, y, z) ∈E3

2. x ⋆ (y ⋆ z) = (x ⋆ y)⋆ z

3. Donc⋆ est associative

... e ∈ E est neutre :

1. Soit x ∈E

2. e ⋆ x = x, x ⋆e = x

3. Donce est neutre.

PROPOSITION19.1 Unicité de l’élément neutre
Si (E,⋆) possède un élément neutre, il est unique.

Démonstration Supposons quee′ soit un autre élément neutre pour⋆. Alors e = e ⋆e′ = e′ et donce = e′.

Exemple 19.4
– Pour le couple(N,+), + est commutative et associative, l’élément neutre est0.
– Pour le couple(N,×), × est commutative et associative,1 est l’unique élément neutre .
– Pour le couple(P (G),∪), la loi est commutative, associative, la partie∅ est neutre pour cette loi.
– SoitE un ensemble. On considère l’ensemble des applications deE dansE muni de la composition :(F (E,E) ,◦). La

loi de composition interne◦ est associative mais pas commutative.IdE est l’élément neutre de cette loi.

Remarque 19.2 Si une loi de composition interne estcommutativeet associative, on définit les notations suivantes
pour(x1, . . . , xn ) ∈En :
– Lorsque la loi est notée additivement, on définit

n∑

i=1

xi = x1 +·· ·+ xn ,

– et lorsque la loi est notée multiplicativement,

n∏

i=1

xi = x1 ⋆ · · ·⋆ xn .
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Exemple 19.5 Soit E un ensemble. On considère l’ensemble des applications deE dansE muni de la composition :
(F (E,E) ,◦). La loi de composition interne◦ est associative mais pas commutative.IdE est l’élément neutre de cette loi.

Dans la suite, on suppose que⋆ est associative et admet un élément neutre.

DÉFINITION 19.3 ♥ Symétrique
On suppose que(E,⋆) possède un élément neutree. Soit un élémentx ∈ E. On dit qu’un élémenty ∈ E est unsymétrique
(ou uninverse) de l’élémentx si et seulement si :

x ⋆ y = y ⋆ x = e

Si tel est le cas,y est unique et est appelé lesymétrique dex.

Démonstration Supposons quex possède deux symétriquesy1 ∈ E et y2 ∈ E, alors, par application de la définition et par
associativité de⋆, il vient :

y2 =
(
x ⋆ y1

)
⋆ y2 =

(
y1 ⋆x

)
⋆ y2 = y1 ⋆

(
x ⋆ y2

)
= y1 ⋆e = y2.

PLAN 19.2 : Pour montrer quey ∈E est le symétrique dex ∈E

1. On montre quex ⋆ y = e ;

2. On montre quey ⋆ x = e ;

3. Doncy est le symétrique dex.

Remarque 19.3 L’élément neutre est toujours son propre symétrique :e−1 = e.

✎ Notation 19.6 Si un élémentx de(E,⋆) admet un symétrique :
• on l’appelleinversedex et on le notex−1 lorsque la loi est notée multiplicativement
• on l’appelleopposédex et on le note dex et on le note−x lorsque la loi est notée additivement.

Exemple 19.7
– Le seul élément de(N,+) qui admet un opposé est0.
– Tout élémentn ∈Z muni de l’addition admet un opposé.
– Les deux seuls éléments deZ∗ muni de la multiplication qui admettent un inverse sont1 et−1.
– Tout élémentp/q deQ∗ admet un inverse donné parq/p.
– Si f ∈F (E,E) muni de la loi de composition,f est inversible si et seulement si elle est bijective.

PROPOSITION19.2 ♥ Règles de calcul avec les inverses

– Si x est symétrisable alorsx−1 est aussi symétrisable et :
(
x−1

)−1 = x .

– Si x et y sont symétrisables,x ⋆ y est aussi symétrisable et :
(
x ⋆ y

)−1 = y−1 ⋆ x−1 .

Démonstration
– Soitx un élément symétrisable deE et soity = x−1. Commey ⋆x = x ⋆ y = e, y est symétrisable etx = y−1 =

(
x−1

)−1.
– Supposons quex et y sont symétrisables, alors, par associativité de⋆, on a :

(
x ⋆ y

)
⋆

(
y−1 ⋆x−1

)
= x ⋆

(
y ⋆ y−1

)
⋆x−1 = x ⋆e ⋆x−1 = x ⋆x−1 = e.

On montre de même que
(

y−1 ⋆x−1
)
⋆

(
x ⋆ y

)
= e, ce qui prouve bien quex ⋆ y est symétrisable et que

(
x ⋆ y

)−1 = y−1 ⋆x−1.

Remarque 19.4 La propriété
(
x ⋆ y

)−1 = y−1 ⋆ x−1 dit simplement que l’on se déshabille dans l’ordre inverse de l’ha-
billage. Six désigne l’opération « je mets ma chaussette droite » ety l’opération « je mets ma chaussure droite », les
opérations inverses sontx−1, « j’ôte ma chaussette droite » ety−1 l’opération « j’ôte ma chaussure droite ». L’opéra-
tion « je mets ma chaussette droite, puis ma chaussure droite» est désignée parx ⋆ y . Son opération inverse est bien(
x ⋆ y

)−1 = y−1 ⋆ x−1 c’est-à-dire « j’ôte ma chaussure droite, puis ma chaussette droite ».
L’opérationz « je mets ma chaussette gauche » commute avecx et y , (donc avecx−1 et y−1). De ce fait(x ⋆ z)−1 =
z−1 ⋆ x−1, ce qui peut être facilement vérifié expérimentalement.

19.1.2 Groupe

DÉFINITION 19.4 ♥♥♥ Groupe
Soit G un ensemble. On dit que(G,⋆) est ungroupesi ⋆ est une loi de composition interne surG vérifiant :
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1 la loi ⋆ est associative ;

2 G possède un élément neutre ;

3 tout élémentx deG admet un symétrique.

Si de plus la loi⋆ est commutative, on dit que le groupe estabélien(oucommutatif).

Exemple 19.8
– Les couples(Z,+), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes.
– Les couples(Q∗,×), (R∗,×), (C∗,×) sont des groupes.
– Rappelons queU= {z ∈C | |z| = 1} = {z ∈C | ∃θ ∈R : z = eiθ}. On a montré dans la proposition 1.16 page 25 que(U,×)

est un groupe.
– Les couples(N,+), (Z\ {0},×) ne sont pas des groupes. Pourquoi ?

Présentons maintenant un autre exemple essentiel.

PROPOSITION19.3 ♥ Groupes des bijections d’un ensemble
Soit E un ensemble. On noteS (E) l’ensemble des bijections deE dansE. Alors (S (E),◦) est un groupe (en général non
abélien).

Démonstration
– On a déjà prouvé que◦ est une loi de composition interne : si

(
f , g

)
∈ (S(E))2 alors f ◦g et g ◦ f sont encore des bijections surE.

– On a aussi déjà prouvé que◦ est associative.
– S(E) possède un élément neutreIdE.
– Toute applicationf deE possède une application symétrique : son application réciproquef −1.

BIO 16 Évariste Galois né à Bourg-la-Reine le 25 octobre 1811, mort à Paris le 31 mai 1832.

Malgré une scolarité en dents de scie, Galois montre des capacités extraordi-
naires en mathématiques. Il a un tel goût pour cette matière qu’un de ses pro-
fesseurs dira « C’est la fureur des mathématiques qui le domine ; aussi je pense
qu’il vaudrait mieux pour lui que ses parents consentent à cequ’il ne s’occupe
que de cette étude ». En 1826, il obtient un prix en mathématiques au concours
général. En 1828, il essaie d’intégrer l’école Polytechnique alors qu’il n’est pas
élève, comme c’est normalement l’usage, en mathématiques spéciales. Il est re-
calé. Il entre alors en mathématiques spéciales à Louis-le-Grand dans la classe
de Louis-Paul-Émile Richard. Ce dernier prend vite conscience du génie de son
élève. Il conservera d’ailleurs ses copies. Le père de Galois se suicide pour des
raisons politiques quelques jours avant que Galois ne se présente à nouveau à
Polytechnique. Il est une seconde fois recalé, à la stupéfaction de son maître.
La légende veut qu’il ait jeté le chiffon servant à effacer letableau à la tête
de son examinateur devant la stupidité des questions posées... Il intègre cepen-
dant l’École préparatoire (appelée maintenant l’École Normale Supérieure, rue
d’Ulm). Il publie cette même année son premier article de mathématiques dans
les Annales de mathématiques pures et appliquées de Gergonne.
Il soumet dans les mois qui suivent plusieurs autres articles sur la résolubilité
des équations algébriques. La légende veut que Cauchy, qui en était le rapporteur, les aurait égarés. Il est plus prob-
able en fait qu’il les ait conservés pour que Galois puisse concourir au grand prix de mathématiques de l’Académie
des sciences en 1830. Galois candidate à ce concours et Fourier qui est chargé de rapporter son manuscrit meurt peu
après ... Le grand prix échoit à Abel et Jacobi.
Suite à la révolution de juillet 1830, Galois s’engage en politique au côté des républicains. Fin décembre 1830, il
est expulsé de l’école préparatoire suite à la rédaction d’un texte critique à l’égard de son directeur. En 1831, lors
d’un banquet, Galois porte maladroitement un toast à Louis-Philippe avec un couteau à la main ... Il est arrêté et
passe un mois en prison. Quelques mois après, il est à nouveauarrêté et passe six mois en prison pour port illégal de
l’uniforme de l’artillerie. Cette même année, il soumet un nouveau manuscrit à l’Académie des sciences, toujours
sur la résolubilité des équations polynomiales. Poisson, qui le rapporte est rebuté par sa difficulté et le refuse. En
prison, Galois poursuit ses recherches mathématiques et s’intéresse aux fonctions elliptiques.
Le 30 mai 1832, Galois se bat en duel au pistolet suite, semble-t-il, à une bête querelle amoureuse. Il décède le lende-
main de ses blessures. La nuit précédant le duel, il rédige une lettrea à son ami Auguste Chevalier lui enjoignant de
faire connaître ses travaux à Jacobi et Gauss. Elle se termine par cette phrase très émouvante qui permet de mesurer
l’optimisme de Galois quant à l’issue du duel : « Après cela, il y aura, j’espère, des gens qui trouveront leur profit à
déchiffrer tout ce gâchis ».
Liouville, dix ans plus tard, re-découvrira les travaux de Galois et qui les popularisera.

a. On peut consulter cette lettre à l’adresse http ://www.imnc.univ-paris7.fr/oliver/galois/LettreGaloisA4.ps
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THÉORÈME 19.4 ♥♥♥ Règles de calcul dans un groupe
Soit (G,⋆) un groupe.

1. L’élément neutre est unique .

2. Tout élément possède ununiquesymétrique ;

3. Pour tout élémentx d’un groupe, on a
(
x−1

)−1 = x.

4. Règle desimplification: ∀(a, x, y) ∈G3 ;

{
a ⋆ x = a ⋆ y =⇒ x = y

x ⋆a = y ⋆a =⇒ x = y
.

5. Soit(a,b) ∈ G2. L’équationa ⋆ x = b possède une unique solution :

x = a−1 ⋆b.

6. ∀(x, y) ∈G2, (x ⋆ y)−1 = y−1 ⋆ x−1.

PROPOSITION19.5 ♥ Groupe produit
On considère deux groupes(G,⋆) et (H,•) et sur l’ensembleG×H, on définit la loi⋆ par :

∀((x, y), (x′, y ′)) ∈ (G×H)2, (x, y)⋆(x′, y ′) = (x ⋆ x′, y • y ′)

Alors (G×H,⋆) est un groupe appelégroupe produit.

Démonstration La preuve est laissée en exercice. Il suffit de vérifier chacundes axiomes définissant un groupe.

DÉFINITION 19.5 ♥ Sous-groupe
Soit (G,⋆) un groupe. On dit qu’une partieH ⊂ G est unsous-groupedeG si et seulement si :

1. e ∈H.

2. la partieH eststablepar la loi : ∀(x, y) ∈ H2, x ⋆ y ∈ H.

3. ∀x ∈H, x−1 ∈H.

Exemple 19.9
– Z est un sous-groupe deR pour l’addition.
– nZ est un sous-groupe deZ pour l’addition.
– L’ensemble des bijections croissantes est un sous-groupedu groupe des bijections deR dansR.
– L’ensemble des isométries du plan est un sous-groupe du groupe des bijections du plan. (Rappelons qu’une isométrie

est une bijection conservant les distances).

PROPOSITION19.6 ♥♥♥ Caractérisation des sous-groupes
Soient(G,⋆) un groupe etH une partienon videdeG. H est un sous-groupe deG si et seulement si

1. e ∈H ;

2. ∀(x, y) ∈ H2, x ⋆ y−1 ∈ H .

Démonstration
=⇒ Soit H un sous-groupe non vide deG et soit

(
x, y

)
∈ H2. y−1 est élément deH et il en est de même du produitx ⋆ y−1 .

⇐= Soit H une partie non vide deG vérifiant :∀
(
x, y

)
∈ H2, x ⋆ y−1 ∈ H. Soit x ∈ H. On a :e = x ⋆x−1 ∈ H donc l’élément

neutre deG est élément deH. Pour tout(e, x) ∈ H2, e ⋆x−1 ∈ H doncx−1 ∈ H. Enfin, pour tout(x, y) ∈ H2, on a(x, y−1) ∈ H2 et
doncx ⋆

(
y−1

)−1 ∈H, soit x ⋆ y ∈H.

PLAN 19.3 : Pour montrer queH ⊂ G est un sous-groupe du groupe(G,⋆)

1 e ∈ H ;

2 Soit (x, y) ∈H2 ;

3 Vérifions quex ⋆ y−1 ∈H ...

4 DoncH est un sous-groupe deG.
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THÉORÈME 19.7 ♥♥♥ Un sous-groupe a une structure de groupe
Si la partieH est un sous-groupe de(G,⋆), alors puisque cette partie est stable pour la loi de composition interne, on
peut définir la restriction de la loi⋆ àH qui est une loi de composition interne surH. Muni de cette loi restreinte,(H,⋆)

est un groupe.

Ce théorème est d’une grande utilité pour prouver rapidement que des ensembles sont des groupes.

PLAN 19.4 : Pour montrer qu’un ensemble a une structure de groupe...

...il suffit de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu.

Exemple 19.10

Montrons que(U,×) est un groupe avec :U= {z ∈C | |z| = 1}. Il suffit de prouver que c’est un sous-groupe de(C∗,×).

1 Comme|1| = 1, il est clair que1 ∈U.

2 Soientx, y ∈U.

3 On a
∣∣x y−1

∣∣= |x|
∣∣y

∣∣−1 = 1 doncx y−1 ∈U.

4 DoncU est un sous-groupe de(C∗,×) et (U,×) admet par conséquent une structure de groupe.

THÉORÈME 19.8 L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe
Si H1 et H2 sont deux sous-groupes d’un groupeG, alorsH1 ∩H2 est un sous-groupe deG

Démonstration NotonsH = H1 ∩H2 et montrons queH est un sous-groupe deG. Utilisons la caractérisation précédente. Soit
(x, y) ∈ H2. On a alors(x, y) ∈ H2

1 ce qui amène quex ⋆ y−1 ∈ H1 carH1 est un sous-groupe deG et (x, y) ∈ H2
2 ce qui amène aussi

quex ⋆ y−1 ∈ H2. Doncx ⋆ y−1 ∈H1 ∩H2 = H et H est bien un sous-groupe deG.

Attention 19.11 H1 ∪H2 n’est pas un sous-groupe deG, sauf siG1 ⊂ G2 ou G2 ⊂ G1.Voir exercice 19.35 p. 735.

19.1.3 Morphisme de groupes

DÉFINITION 19.6 ♥♥♥ Morphisme
Soient deux groupes(G1,⋆) et (G2,•). Une applicationf : G1 −→G2 est unmorphismede groupes ouhomomorphisme

si et seulement si :
∀(x, y) ∈ G2

1, f (x ⋆ y) = f (x)• f (y)

On dit de plus queϕ est un :
– endomorphismelorsqueG1 = G2

– isomorphismelorsquef est bijective
– automorphisme lorsquef est un endomorphisme et un isomorphisme.

PLAN 19.5 : Pour montrer quef : G1 −→ G2 est un morphisme

1 Soit (x, y) ∈G2
1 ;

2 On a bienf (x ⋆ y) = f (x)• f (y).

Remarque 19.5
– Un morphisme entre un groupe(G1,⋆1) et un groupe(G2,⋆2) permet de transformer des produits pour la loi⋆1 dans

le groupe de départ en des produits pour la loi⋆2 dans le groupe d’arrivée.
– La notion d’isomorphisme est fondamentale en mathématiques. Le mot isomorphisme provient du grec et peut se

traduire en « même forme ». Deux groupes isomorphes ont non seulement le même nombre d’éléments mais aussi des
tables de multiplication identiques. Du coup toute propriété algébrique vraie pour un des deux groupes est vraie pour
l’autre. Si un de ces deux groupes est plus simple à étudier que l’autre, on préférera travailler avec celui-ci et on en
tirera les propriétés de l’autre. Cette idée est à la base de la théorie des représentations. Par ailleurs, il est intéressant
pour un groupe donné, de chercher s’il est isomorphe à un groupe connu. C’est ce qu’on appelle un problème de
classification. La classification des groupes finis, terminée au20e siècle pour ceux qu’on dit simples, occupe à l’heure
actuelle encore de nombreux mathématiciens.

PROPOSITION19.9 Propriétés des morphismes de groupes
Si (G1,⋆) est un groupe d’élément neutree1, si (G2,•) est un groupe d’élément neutree2 et si f : G1 −→ G2 est un
morphisme de groupes, alors
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1. f (e1)= e2 ;

2. ∀x ∈G1, [ f (x)]−1 = f (x−1) .

Démonstration

1. Remarquons quef (e1) = f (e1 ⋆e1) = f (e1)• f (e1) =
(

f (e1)
)2. On a par ailleurs l’égalitéf (e1)• e2 =

(
f (e1)

)2. En multi-
pliant cette égalité des deux côtés à gauche par

(
f (e1)

)−1, on obtiente2 = f (e1).

2. Soit x ∈ G. Commef est un morphisme de groupes,f
(
x ⋆x−1

)
= f (x) • f

(
x−1

)
. D’autre part,f

(
x ⋆x−1

)
= f (e1) = e2.

Donc f (x)• f
(
x−1

)
= e2. On montrerait de même quef

(
x−1

)
• f (x) = e2. Ce qui prouve quef

(
x−1

)
=

[
f (x)

]−1.

THÉORÈME 19.10 ♥ Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme
Soient(G1,⋆) et (G2,•) deux groupes et soitf : G1 7→G2 un morphisme de groupes.

1. SiH1 est un sous-groupe deG1, alors f (H1) est un sous-groupe deG2 ;

2. SiH2 est un sous-groupe deG2, alors f −1(H2) est un sous-groupe deG1.

Démonstration

1. Commee2 = f (e1) et quee1 ∈H1 alorse2 ∈ f (H1). Soienty, y ′ ∈ f (H1). Montrons quey • y ′−1 ∈ f (H1). Il existex, x′ ∈H1

tels quef (x) = y et f
(
x′

)
= y ′. Commef

(
x′−1

)
=

(
f

(
x′

))−1 = y ′−1, il vient y • y ′−1 = f (x) • f
(
x′−1

)
= f

(
x ⋆x′−1

)
. Mais

H1 est un sous-groupe deG1 doncx⋆x′−1 ∈ H1. On prouve ainsi quey • y ′−1 est l’image d’un élément deH1 par f et donc
quey • y ′−1 ∈ f (H1).

2. Commee2 = f (e1) et quee2 ∈ H2, e1 ∈ f −1 (H2). Soientx, x′ ∈ f −1 (H2). Montrons quex ⋆x′−1 ∈ f −1 (H2). Pour ce faire,
il suffit de montrer quef

(
x ⋆x′−1

)
∈ H2. Mais f

(
x ⋆x′−1

)
= f (x) •

(
f

(
x′

))−1 ∈ H2 car H2 est un sous-groupe deG2. On
montre ainsi quef −1(H2) est un sous-groupe deG1.

DÉFINITION 19.7 ♥♥♥ Noyau, image d’un morphisme de groupes
On considère un morphisme de groupesf : G1 7→ G2. On notee1 l’élément neutre du groupeG1 et e2 l’élément neutre
du groupeG2. On définit
– le noyaudu morphismef :

Ker f = {x ∈ G1 | f (x) = e2} = f −1
(
{e2}

)

– l’ imagedu morphismef :
Im f = f (G1) = {y ∈ G2 | ∃x ∈ G1 f (x) = y}

PROPOSITION19.11 ♥♥♥ Le noyau et l’image d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes
On considère un morphisme de groupesf : G1 7→ G2. Alors
– Ker f est un sous-groupe deG1

– Im f est un sous-groupe deG2.

Démonstration
– Commef (e1) = e2, Ker f est un sous-ensemble non vide deG1. De plus,{e2} est un sous-groupe deG2 et Ker f = f −1 ({e2})

doncKer f est un sous-groupe deG1 d’après la proposition précédente.
– CommeIm f = f (G1), on sait queIm f est un sous-groupe deG2 d’après la proposition précédente.

THÉORÈME 19.12 ♥♥♥ Caractérisation des morphismes injectifs
Un morphismef de(G1,⋆) dans(G2,•) est injectif si et seulement siKer f = {e1} .

Démonstration
=⇒ Supposons quef est injectif. Commef est un morphisme, on ae1 ∈ Ker f . Commef est injectif,e1 est le seul élément de

f −1(e2) dansG1, ce qui prouve queKer f = {e1}.
⇐= Réciproquement, supposons queKer f = {e1}. Soient

(
x, y

)
∈ (G1)2 tel que f (x) = f (y). Montrons quex = y. On multiplie à

droite l’égalitéf (x) = f (y) par
(

f (y)
)−1. On obtientf (x)•

(
f (y)

)−1 = f (y)•
(

f (y)
)−1 = e2. D’après les propriétés des morphismes

de groupef
(
x ⋆ y−1

)
= e2. Doncx ⋆ y−1 ∈ Ker f et nécéssairementx ⋆ y−1 = e1. On multiplie à droite pary les deux membres

de cette égalité et on obtientx = y, ce qui prouve quef est injectif.

PLAN 19.6 : Pour montrer qu’un morphismef : (G1,⋆) 7→ (G2,•) est injectif

1 Soit x ∈G1 tel quef (x) = e2

2 Alors x = e1 ;

3 DoncKer f = {e1}, et puisquef est un morphisme,f est injectif.
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THÉORÈME 19.13 ♥♥♥ Caractérisation des morphismes surjectifs
Un morphismef de(G1,⋆) dans(G2,•) est surjectif si et seulement siIm f = G2 .

Démonstration Par définition de la surjectivité !
Ajoutons, à titre indicatif, les deux propositions suivantes. Leur preuves forment un exercice instructif laissé au lecteur.

PROPOSITION19.14 Composition de morphismes de groupes

– La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.
– La bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes.

PROPOSITION19.15 L’ensemble des automorphismes d’un groupe est un groupe pour la composition
Si (G,⋆) est un groupe, on noteAut(G) l’ensemble des automorphismes deG. (Aut(G),◦) est un groupe.

19.2 Anneau, corps

19.2.1 Structure d’anneau

DÉFINITION 19.8 ♥♥♥ Anneau
Soit A un ensemble muni de deux loi de composition interne notées+ et ×. On dit que(A,+,×) est unanneausi et

seulement si :

1. Le couple(A,+) est un groupe commutatif ;

2. la loi× est associative ;

3. la loi× estdistributivepar rapport à la loi+ :

∀(x, y, z) ∈ A3, x × (y + z) = x × y + x × z

(x + y)× z = x × z + y × z;

4. il existe un élément neutre pour×, noté1.

Si en plus la loi× est commutative, on dit que(A,+,×) est un anneau commutatif.

Exemple 19.12
– Les triplets(Z,+,×), (Q,+,×),(R,+,×),(C,+,×) sont des anneaux commutatifs. Ce n’est pas le cas de(N,+,×).
– Si E est un ensemble, l’ensembleF (E,R) des applications définies surE et à valeurs dansR muni de l’addition et du

produit des fonctions est un anneau commutatif.
– L’ensemble des fonctions polynômes deR dansR muni de l’addition et du produit des fonctions est un anneau com-

mutatif.
– L’ensemble des suites réelles (ou complexes)S (R) (ou S (C)) muni de l’addition et de la multiplication des suites

est un anneau commutatif.
– On verra au chapitre 25 que l’ensemble des matrices carréesà coefficients réels (ou complexes) muni de l’addition et

du produit des matrices est un anneau en général non commutatif.

✎ Notation 19.13 Dans un anneau(A,+,×), on note−x le symétrique de l’élémentx pour la loi+ et0 l’élément neutre
de la loi+. Attention, un élémentx ∈ A n’a pas forcément de symétrique pour la loi×, la notationx−1 n’a pas de sens en
général.

THÉORÈME 19.16 ♥ Règles de calcul dans un anneau
On considère un anneau(A,+,×). On a les règles de calcul suivantes :

1 ∀a ∈ A, a ×0 = 0×a = 0 ;

2 ∀a ∈ A, (−1)×a =−a ;

3 ∀(a,b) ∈ A2, (−a)×b =−(a ×b).

Démonstration Soit (a,b) ∈ A2

1 La distributivité de la loi× par rapport à la loi+ permet d’écrire :0×a +0×a = (0+0) a = 0×a. Par soustraction de0×a

des deux côtés de cette égalité, on obtient :0×a = 0. On prouve de même quea ×0 = 0.

2 Toujours par distributivité de la la loi× par rapport à la loi+, on a :a + (−1)×a = 1×a + (−1)×a = (1−1)×a = 0×a = 0.
De même, on montrerait que(−1)×a +a = 0. Donc(−1)×a est l’opposé dea et (−1)×a =−a.

724



3 La dernière relation se prouve de la même façon.

Remarque 19.6 Si (A,+,×) est un anneau,(A,×) n’est pas un groupe. Sauf dans le cas où1 = 0 et A = {0}.

Attention 19.14 En général,

a ×b = 0 6⇒ a = 0 ou b = 0 .

On dit que de tels élémentsa etb sont desdiviseurs de zéro. Par exemple, dans l’anneauF (R,R), considérer les fonctions

δa : R→R, x 7→
{

0 si x 6= a

1 si x = a
poura ∈R. Il est clair queδ2 ◦δ0 = 0 et pourtantδ2 etδ0 ne sont pas identiquement nulles.

DÉFINITION 19.9 Anneau intègre
Soit un anneau(A,+,×). On dit que cet anneau estintègresi et seulement si :

1. A 6= {0} ;

2. la loi× est commutative ;

3. ∀(x, y) ∈ A2, x × y = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0.

Remarque 19.7 Dans un anneauintègre, on peut « simplifier » à gauche et à droite : Si(a, y, z) ∈ A3, avecax = ay , et
si a 6= 0, alorsx = y , quea soit inversible ou non. Cette propriété est fausse dans un anneau général.

DÉFINITION 19.10 Notations
On considère un anneau(A,+,×). Soit un élémenta ∈ A et un entiern ∈N. On note

• na =





a +·· ·+a︸ ︷︷ ︸
n fois

si n 6= 0

0 si n = 0

• (−n)a = n(−a) = (−a)+·· ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
n fois

• an =





a ×·· ·×a︸ ︷︷ ︸
n fois

si n 6= 0

1 si n = 0

• a−n n’a de sens que sia est inversible pour×. On a alorsa−n =
(
a−1

)n .

DÉFINITION 19.11 Élément nilpotent
Soit un anneau(A,+,×). On dit qu’un élémenta ∈ A (a 6= 0) estnilpotents’il existe un entiern ∈N∗ tel quean = 0.
Le plus petit entiern vérifiantan = 0 s’appelle l’indice de nilpotence de l’élémenta.

Remarque 19.8 Si l’anneauA est intègre, il n’y a pas d’élément nilpotent dans cet anneau.

THÉORÈME 19.17 ♥♥♥ Formule du binôme de Newton et formule de factorisation
Dans un anneau(A,+,×), si (a,b) ∈ A2 vérifient

a ×b = b ×a

Alors pour toutn ∈N, on a la formule dubinôme de Newton

(a +b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ak bn−k

et pour toutn Ê 1, la formule de factorisation suivante

an −bn = (a −b)(an−1 +an−2b +·· ·+abn−2 +bn−1) = (a −b)
n−1∑

k=0

an−1−k bk .

Démonstration La démonstration de la formule du binôme dans le cas oùa etb sont des éléments d’un anneauA tels queab = ba

se fait comme dans le cas oùa et b sont des complexes. On consultera alors la démonstration 8.34 page 315
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Prouvons la seconde formule :

(a −b)(an−1 +an−2b +·· · +abn−2 +bn−1)

=
(
an +an−1b +·· · +a2bn−2 +abn−1

)
−

(
an−1b +an−2b2 +·· · +abn−1 +bn

)

= an +
(
an−1b −an−1b

)
+ . . .+

(
a2bn−2 −a2bn−2

)
+

(
abn−1 −abn−1

)
−bn

= an −bn .

THÉORÈME 19.18 Calcul d’une progression géométrique
Soit un anneau(A,+,×) et un élémenta ∈ A. On considère un entiern ∈N, n Ê 1. De la formule de factorisation, on

tire :
1−an = (1−a)(1+a +a2 +·· ·+an−1)

En particulier, si l’élémenta estnilpotentd’indice n : an = 0, alors l’élément(1− a) est inversible pour la loi× et on
sait calculer son inverse :

(1−a)−1 = 1+a +a2 +·· ·+an−1

DÉFINITION 19.12 Sous-anneau
On considère un anneau(A,+,×) et une partieA′ ⊂ A de cet anneau. On dit que la partieA′ est un sous-anneau deA si
et seulement si :

1. (A′,+) est un sous-groupe du groupe(A,+) ;

2. la partieA′ eststablepour la loi× : ∀(a,b) ∈ A′2, a ×b ∈ A′ ;

3. l’élément neutre de l’anneauA est dansA′ : 1∈ A′.

19.2.2 Structure de corps

DÉFINITION 19.13 ♥♥♥ Corps
On considère un ensembleK muni de deux lois de composition interne, notées+ et×. On dit que(K,+,×) est uncorps
si et seulement si :

1. (K,+,×) est un anneau intègre ;

2. (K \ {0},×) est un groupe commutatif.

Remarque 19.9 Comme(K,+,×) est intègre, la loi× (ou plutôt sa restriction àK\{0}×K\{0}) est interne, ce qui permet
d’envisager que(K \ {0},×) soit un groupe (commutatif).

Exemple 19.15 (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des corps, mais(Z,+,×) n’en est pas un car ses seuls éléments in-
versibles sont1 et−1.

DÉFINITION 19.14 Sous-corps
Soit K′ \ K un sous-ensemble d’un corps(K,+,×). On dit que la partieK′ est unsous-corpsdu corpsK si et seulement
si :

1. K′ est un sous-anneau de l’anneau(K,+,×) ;

2. l’inverse de tout élément non-nul deK′ est dansK′.

THÉORÈME 19.19 Calcul d’une somme géométrique dans un corps
Soit un élémentk ∈K du corps(K,+,×). Alors la formule suivante permet de calculer une progression géométrique de
raisonk :

n∑

i=0

ki = 1+k +k2 +·· ·+kn =
{

(1−k)−1
(
1−kn+1

)
si k 6= 1

(n+1)1K si k = 1

Démonstration Laissée en exercice.
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19.3 Exercices

19.3.1 Loi de composition interne

Exercice 19.1 ♥
On définit une loi de composition interne⋆ surR par :∀(a,b) ∈ R2, a ⋆b = ln

(
ea +eb

)
. Quelles en sont les pro-

priétés ? Possède-t-elle un élément neutre ? Y a-t-il des éléments réguliers ? (On dit qu’un élémenta est régulier si
pour tout(b,c) ∈R, a ⋆b = a ⋆c =⇒ b = c.

Solution : On a bien une loi de composition interne : en effet∀(a,b) ∈ R2, ea + eb > 0 donca ⋆b est bien défini.
On a facilement(a⋆b)⋆c = ln

((
ea +eb

)
+ec

)
et a⋆ (b⋆c) = ln

(
ea +

(
eb +ec

))
et donc⋆ est associative. Elle est aussi

clairement commutative. Elle ne peut pas avoir d’élément neutre cara ⋆b > b. Tous les éléments sont réguliers car si
a ⋆b = a ⋆c alorsln

(
ea +eb

)
= ln (ea +ec ) doncea +eb = ea +ec donceb = ec doncb = c.

Exercice 19.2 ♥
Sur l’ensembleZ, étudier les propriétés de la loi définie par :

p ⋆q = p +q +pq

1. Montrer que⋆ est une loi de composition interne commutative et associative.

2. Montrer que⋆ possède un élément neutre.

3. Quels sont les éléments symétrisables ? réguliers ?

4. Est-ce que(Z,⋆) est un groupe?

5. L’ensembleR\ {−1} muni de la loi⋆ définie par∀a,b ∈R, a ⋆b = a +b +ab est-il un groupe ?

Solution :

1. La loi⋆ est clairement commutative. Soient(p, q,r ) ∈Z3. Calculons

(p ⋆q)⋆ r = (p +q +pq)⋆ r = p +q +pq + r +pr +qr +pqr

et
p ⋆ (q ⋆ r ) = p ⋆ (q + r +qr ) = p +q + r +qr +pq +pr +pqr.

La loi est donc associative.

2. Cherchons un élément neutre. On cherche un élémente ∈Z tel que∀p ∈Z,

p ⋆e = e ⋆p = p ⇐⇒ e(1+p) = 0

On trouve donc un élément neutre :e = 0.

3. Soit un entierp ∈ Z. Est-ce que l’élémentp possède un symétrique ? On cherche un élémentq ∈ Z tel que
p ⋆q = q ⋆p = 0, c’est-à- dire :

p +q +pq = 0⇐⇒ q(1+p) =−p ⇐⇒ (1+p)(1+q) = 1

Les seuls éléments inversibles sont0 et−2 qui sont leurs propres inverses.
On supposep⋆q = p⋆r soit (1+p)(1+q)= (1+p)(1+r ). On voit ainsi que tous les éléments sont réguliers, sauf
p =−1.

4. (Z,⋆) n’est donc pas un groupe.

5. La stabilité vient de1+ a ⋆b = (1+ a)(1+b) 6= 0. L’associativité se vérifie comme plus haut,e = 0 est élément

neutre, et1+b = 1

1+a
fournit un inverse àa soit b = 1

1+a
−1 =− a

1+a
.

Bref, (R\ {−1} ,⋆) est un groupe.

Exercice 19.3 ♥
SurN, étudier les lois définies par∀(x, y) ∈N2,

x ⋆ y = min(x, y)

x△y = max(x, y)
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Solution : Les deux lois sont commutatives et associatives. La loi⋆ ne possède pas d’élément neutre, car∀e ∈ N,
e ⋆ (e +1) = e 6= e +1. L’élément0 est neutre pour△ car∀x ∈ N, x△0 = 0△x = x. Excepté0, aucun élément n’a de
symétrique pour la loi△.

Exercice 19.4 ♥♥
Soit⋆ une loi de composition interne sur un ensembleE vérifiant :

∀(x, y) ∈E2, x ⋆ (x ⋆ y) = (y ⋆ x)⋆ x = y.

Montrer que la loi⋆ est commutative

Solution : Soit (x, y) ∈ E2, on poseX = x ⋆ y . On a

y = X⋆ (X⋆ y) = X⋆ ((x ⋆ y)⋆ y) = X⋆ x = (x ⋆ y)⋆ x.

Donc en multipliant cette égalité à droite parx, on a

y ⋆ x = ((x ⋆ y)⋆ x)⋆ x = (X⋆ x)⋆ x = X = x ⋆ y.

Ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 19.5 ♥♥♥
Soit (E,∗) un ensemble fini muni d’une loi interne * associative.
Démontrer qu’il existe un élémentx deE tel quex ∗ x = x.

Solution : On propose deux solutions

1. Soit y ∈ E. On considèreyn = y2n
. Tous lesyn appartiennent à l’ensemble finiE. D’après le principe des tiroirs

(proposition 8.18 p. 310), il existe deux entiersn > p tels queyn = yp . En posantz = yp on a z2n−p = z. En
multipliant parzk on obtientz2n−p+k = zk+1. L’entier k convenable est obtenu en résolvant2n−p +k = 2(k+1) soit
k = 2n−p −2 Ê 0. On posex = zk+1 = z2n−p−1. On a bienx2 = x. Où l’hypothèse d’associativité intervient-elle ?
On en a besoin pour définirzk . Par exemplez3 = z(zz)= (zz)z.

2. On considèreF ⊂ E non vide, stable pour∗ et qui a le plus petit nombre d’éléments parmi les parties nonvides et
stables pour∗. On va démontrer que pour tout élémentx deF on ax ∗ x = x, et par suite queF est réduit à{x}.
Soit x ∈ F et soitFx =

{
y ∈ F | ∃y ′ ∈ F, y = x ∗ y ′}. Fx est stable par∗. En effet, soit(y, z) ∈ F2

x . ∃(y ′, z ′) ∈ F2, y ∗ z =
x ∗ y ′∗ x ∗ z ′. Or y ′∗ x ∗ z ′ ∈ F puisqueF est stable par∗. Donc on a bieny ∗ z ∈ Fx .
De plus,Fx 6=∅ puisquex ∗ x ∈ Fx . Fx ⊂ F et Fx est stable par∗. DoncFx = F puisqueF a le plus petit nombre
d"éléments. On en déduit quex ∈ Fx .
Maintenant l’ensembleGx desy tel quex ∗ y = x est non vide d’après ce qui vient d’être démontré et est stable
par∗. En effet, soit(y, z) ∈ F2

x , x ∗ (y ∗ z)= (x ∗ y)∗ z = x ∗ z = x. DoncGx = F, x ∈Gx et x ∗ x = x.

19.3.2 Groupes

Exercice 19.6 ♥
SoientG =R∗×R et⋆ la loi de composition interne définie surG par

(
x, y

)
⋆

(
x′, y ′)=

(
xx′, x y ′+ y

)

1. Montrer que(G,⋆) est un groupe.

2. Montrer queR∗
+×R est un sous-groupe de(G,⋆).

Solution :

1. • C’est une loi interne : le produit de deux réels non nuls est non nul.
• Pour tout

(
x, y

)
,
(
x′, y ′) , px′′, y ′′ ∈ G,

((
x, y

)
⋆

(
x′, y ′)) ⋆

(
x′′, y ′′) =

(
xx′, x y ′+ y

)
⋆

(
x′′, y ′′) =(

xx′x′′, xx′y ′′+ x y ′+ y
)
= et

(
x, y

)
⋆

((
x′, y ′)⋆

(
x′′, y ′′))=

(
x, y

)
⋆

(
x′x′′, x′y ′′+ y ′)=

(
xx′x′′, x

(
x′y ′′+ y ′)+ y

)
=(

xx′x′′, xx′y + x y ′+ y
)
. Donc⋆ est associative.

• La loi ⋆ n’est pas commutative :(2,0)⋆ (1,1) = (2,2) et (1,1)⋆ (2,0) = (2,1).
• Le couple(1,0) est élément neutre pour⋆ : (1,0)⋆

(
x, y

)
=

(
x, y

)
⋆ (1,0) =

(
x, y

)
.
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• Soit
(
x, y

)
∈G. On pose

(
x′, y ′)=

(
1
x ,− y

x

)
. On vérifie que

(
x, y

)
⋆

(
x′, y ′)= (1,0) et

(
x′, y ′)⋆

(
x, y

)
= (1,0). Donc

tout élément
(
x, y

)
∈ G admet un inverse pour⋆ :

(
x′, y ′).

2. La stabilité est assurée par le fait que le produit de deux nombres positifs est positif.

Remarque 19.10 Les vérifications sont très rapides si on considère les matrices
(

x y

0 1

)
qui forment un sous-groupe

du groupe des matrices2×2 inversibles. Encore faut-il le voir...et connaître les matrices ce qui ne va pas tarder...

Exercice 19.7 ♥ Groupe des vitesses en relativité restreinte
Soit G = ]−1,1[. On définit surG une loi⋆ par

∀
(
x, y

)
∈G2, x ⋆ y =

x+y

1+x y
.

Montrer que(G,⋆) est un groupe abélien.

Solution : On ath(u+v) = thu+ th v

1+ th u th v
. Donc on posex = th u, y = th v , et on ax⋆y = th(u+v) = th(argth x+argth y).

On en déduit :
• la loi ⋆ est interne, puisqu’une tangente hyperbolique appartientà ]−1,1[.
• (x ⋆ y)⋆ z = th(argth x +argth y +argth z) = x ⋆ (y ⋆ z).
• 0 est élément neutre.
• L’opposé dex est aussi son inverse pour⋆.

Exercice 19.8 ♥ Groupe de Klein
Soient les quatre fonctions deR∗ dansR∗

f1(x) = x f2(x) =
1

x
f3(x) =−x f4(x) =−

1

x

Montrer queG =
{

f1, f2, f3, f4

}
est un groupe pour la loi◦.

Solution : Il suffit de démontrer queG est un sous-groupe du groupe des bijections deR∗ dansR∗. f2◦ f2 = f1; f2◦ f3 =
f4; f2 ◦ f4 = f3; f3 ◦ f3 = f1; f3 ◦ f4 = f2. On a donc la stabilité, et tous les éléments sont leur propreinverse.

Exercice 19.9 ♥
Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des groupes ?

1. C = {z ∈C : |z| = 2} pour la multiplication usuelle ;

2. R+ pour la multiplication usuelle ;

3. {x ∈R 7→ ax +b : a ∈R\ {0} ,b ∈R} pour la loi de composition des applications.

Solution :

1. Non. Le seul élément qui peut être l’élément neutre est1 qui n’appartient pas à l’ensemble. On peut aussi voir
queC n’est pas stable par produit. Le produit de deux complexes demodule 2 n’est pas de module 2.

2. Non.0 n’a pas d’inverse.

3. Oui. Il s’agit du groupe affine deR. Voir chapitre 28 page 1098 ou l’exercice 19.18 page 731.

Exercice 19.10 ♥
L’ensembleE = {−1,1, i ,−i } ⊆C muni de la loi usuelle de multiplication dansC est-il un groupe ?

Solution : Oui. C’est un sous-groupe des nombres complexes de module1, lui-même sous-groupe de(C∗,×). Il est
notéU4 dans le chapitre sur les complexes p. 33.

Exercice 19.11 ♥
Soient(G,⋆) et (H,△) deux groupes. On définit surG×H la loi ♥ par(x, y)♥(x′, y ′) = (x ⋆ x′, y△y ′).

1. Montrer que(G×H,♥) est un groupe.

2. SiG est de cardinal 2, dresser la table deG×G et la reconnaître parmi les exemples des exercices précédents.
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Solution :

1. C’est un groupe produit, c’est du cours ! Voir proposition19.5 p. 721.

2.
Soit G = {1,−1} le groupe a deux éléments (pour la multiplication). On pose
e = (1,1); a = (1,−1); b = (−1,1); c = (−1,−1). L’élément neutre pour♥ est
e puisqu’il est composé deux fois de l’élément neutre de(G,×). On ax2 = e

pour toutx, ce qui remplit la diagonale. La deuxième ligne (celle dee) est
identique à la première (celle de♥) puisquee est l’élément neutre. Il s’agit du
groupe de l’exercice 19.8. On aab = c, puisac = a(ab) = (aa)b = b et enfin
bc = (ac)c = a. On complète par symétrie puisque la loi♥ est commutative.
Ces deux groupes sont isomorphes.

♥ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Exercice 19.12 ♥
Montrer qu’un groupe(G, .) tel que∀x ∈ G, x2 = e est commutatif.

Solution : L’hypothèse de l’énoncé dit que tout élément est son propre symétrique :

∀x ∈ G, x−1 = x.

Soit alors(x, y) ∈ G2. Comme(x y)−1 = (x y), on en déduit quey−1x−1 = x y . Mais puisquex−1 = x et y−1 = y , on trouve
quey x = x y .
Autre rédaction : Soit(x, y) ∈ G2. Puisque(x y)2 = e, il vient que

x y x y = e =⇒ x(x y x y)y = x y =⇒ (x2)(y x)(y2) = x y =⇒ y x = x y.

Exercice 19.13 ♥
Soit

G = { f ∈F (R,R) | ∀n ∈N, f (n) = 0}

Montrer que(G,+) est un groupe.

Solution : Il suffit de montrer queG est un sous-groupe du groupe(F (R,R),+).

1. On aG ⊂F (R,R).

2. La fonction nulle est dansG et c’est l’élément neutre deF (R,R).

3. Soient( f , g ) ∈G2. Montrons quef − g ∈G. Soitn ∈N. On a bien( f − g )(n) = 0 car f , g ∈ G.

On prouve ainsi queG est un sous-groupe de(F (R,R),+).

Exercice 19.14 ♥
Soit E =

{
f ∈F (R,R) | ∀n ∈Z, f (n) = 0

}
. On munitE de la loi+ d’addition des fonctions d’une variable réelle. Mon-

trer que(E,+) est un groupe.

Solution : Soit G =F (Z,R), etF=F (R,R) On munitF et G de la loi+ d’addition des fonctions deR dansR etZ dans
R respectivement. Pour démontrer queE est un sous-groupe deF, on considèreΦ : F −→ G qui à f associe la restriction
de f àZ. Φ est un morphisme de groupes (abéliens) etE est son noyau. Comme tel c’est un sous-groupe deF donc un
groupe. Bien entendu une vérification directe est simple à rédiger.

Exercice 19.15 ♥
Soit (G, .) un groupe. On suppose que

∀(a,b) ∈G2 | (ab)2 = a2b2

Montrer queG est un groupe commutatif.

Solution : Soit a,b ∈ G, on a (ab)2 = a2b2 soit abab = aabb donc a−1abab = a−1aabb doncbab = abb donc
babb−1 = abbb−1 doncba = ab ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 19.16 ♥
Soit (G, .) un groupe commutatif d’élément neutree. Soitn ∈N. On pose

B= {a ∈ G | an = e}

Montrer queB est un sous-groupe deG.
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Solution : On ae ∈ B doncB n’est pas vide. Sia et b appartiennent àB, an = bn = e. Or G est commutatif, donc
(ab)n = anbn = e et ab ∈B. Enfin

(
a−1

)n = (an)−1 = e−1 = e, donca−1 ∈ B.

Exercice 19.17 ♥
Soit (G, .) un groupe commutatif d’élément neutree. On pose

B= {a ∈ G | ∃n ∈N⋆, an = e}

Montrer queB est un sous-groupe deG.

Solution :
– e ∈ B : posonsn = 1, on a bienen = e.
– Soit (x, y) ∈ B2. Montrons quex y ∈ B. Commex ∈ B, il existen1 ∈N tel quexn1 = e. De même, il existen2 ∈N tel

queyn2 = e. Posonsn = n1n2. Alors
(x y)n = (xn1 )n2 (yn2 )n1 = e.e = e

(carx y = y x). Doncx y ∈B.
– Soitx ∈B. Vérifions quex−1 ∈B. Commex ∈ B, il existen ∈N tel quexn = e. Alors on vérifie que(x−1)n = (xn)−1 =

e−1 = e. Doncx−1 ∈B.

Exercice 19.18 ♥
Si (a,b)∈R⋆×R, on note

ta,b :

{
R −→ R

x 7−→ ax +b

Soit
G = {ta,b | (a,b) ∈R⋆×R}

1. Montrer que(G,◦) est un groupe.

2. Soit
H = {t1,b | b ∈R}

Montrer queH est un sous-groupe deG, isomorphe au groupe(R,+).

Solution :

1. Commeid = t1,0, id ∈ G. La composée de deux fonctions affines bijective est affine etbijective. Plus précisément,
ta,b ◦ ta′ ,b′ = taa′,ab′+b . Bref, la loi est interne. La bijection réciproque d’une fonction affine est affine. On a donc
un sous-groupe du groupe des bijections deR dansR.

2. On vérifie queb 7→ t1,b est un isomorphisme de(R,+) sur(H,◦).

Exercice 19.19 ♥
Soit (G, .) un groupe etE un ensemble. Soitf : E 7→ G une bijection. On définit surE la loi de composition interne
suivante :

∀(x, y) ∈ E2, x ⋆ y = f −1( f (x). f (y))

Montrer que(E,⋆) est un groupe, puis quef est un isomorphisme de groupes.

Solution : La loi ⋆ est interne. Elle est associative :(x ⋆ y)⋆ z = f −1( f (x). f (y))⋆ z = f −1
(

f
(

f −1( f (x). f (y))
)

. f (z)
)
=

f −1
(
( f (x). f (y)). f (z)

)
= f −1

(
f (x).( f (y). f (z))

)
= . . . = x ⋆ (y ⋆ z). Si on appellee l’élément neutre de(G, .), ε = f −1(e)

est élément neutre deE. Soit x ∈ E, on posey = f −1( f (x)−1). On a f (y) = f (x)−1 donc f (x). f (y) = f (y). f (x) = e et
doncx ⋆ y = f −1( f (x). f (y))= f −1(e) = ε et de mêmef (y). f (x) = ε. Doncy est l’inverse dex pour⋆.
Par ailleurs,f (x ⋆ y) = f

(
f −1( f (x). f (y))

)
= f (x). f (y). C’est bien dire quef est un morphisme de groupes. Commef

est une biection, c’est un isomorphisme.
Cet exercice a déjà été vu dans des cas particuliers. Voir lesexercices 19.1, 19.2 et 19.7, pp. 727, 727 et 729 pour
f (x) = ex , x +1 et th(x).

Exercice 19.20 ♥♥
Soit un ensembleE non-vide muni d’une loi de composition interne⋆ associative telle que :

∀(a,b) ∈ E2, ∃(x, y) ∈ E2 : b = a ⋆ x = y ⋆a

Montrer que(E,⋆) est un groupe.
Indication 19.15 : Pour trouver un élément neutre, considérera = b = a1, ce qui donne l’existence de(e, f ) ∈ E2

vérifiant la propriété de l’énoncé. Considérer ensuiteb ∈ E, et montrer queb ⋆ e = b, f ⋆b = b. Montrer ensuite que
e = f .
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Solution :

1. On sait déjà que la loi de composition interne est associative ;

2. Élément neutre : Soit un élémenta1 ∈ E. En prenantb = a1, on sait qu’il existe(e, f ) ∈ E2 tels quea1 = a1 ⋆ e =
f ⋆a1. Montrons quee est neutre. Soitb ∈ E. Il existe(x, y) ∈ E2 tel queb = a1 ⋆ x = y ⋆a1. Alors

b ⋆e = (y ⋆a1)⋆e = y ⋆ (a1 ⋆e) = y ⋆a1 = b

f ⋆b = f ⋆ (a1 ⋆ x) = ( f ⋆a1)⋆ x = a1 ⋆ x = b

On a donc montré que∀b ∈ E, b⋆e = b et f ⋆b = b. En particulier, sib = f , f ⋆e = f et sib = e, f ⋆e = e. On en
déduit quee = f et donc que∀x ∈ E, e ⋆ x = x ⋆e = x : e est l’élément neutre pour⋆.

3. Soit un élémentX ∈ E. Montrons que cet élément admet un symétrique : En prenantb = e et a = X, il existe
(x, y) ∈E2 tels quee = X⋆ x = y ⋆X. Il suffit de montrer quex = y . Écrivons

y = y ⋆e = y ⋆ (X⋆ x) = (y ⋆X)⋆ x = e ⋆ x = x

Doncx = y est le symétrique deX.

Exercice 19.21 ♥♥
Soit (G, .) un groupe abélien etS ⊂ G une partie deG non-vide et stable. On définit

S⋆ = {x.y−1 | (x, y) ∈ S2}.

Montrer queS⋆ est un sous-groupe deG.

Solution :
– CommeS 6=∅, il existea ∈ S. Alors a.a−1 = e ∈ A⋆.
– Soit(a,b)∈

(
S⋆

)2. Alors il existe(x, y) ∈ S2 tels quea = x.y−1 et il existe(x′, y ′) ∈ S2 tels queb = x′.y ′−1. Alors

a.b−1 = x.y−1.y ′.x′−1 = (x.y ′).(x′.y)−1

car la loi est commutative. CommeS est stable,x.y ′ ∈ S et x′.y ∈ S, donca.b−1 ∈ S⋆.

Exercice 19.22 ♥♥
Soit E un ensemble. On munitP (E) de la loi de composition interneA△B (différence symétrique). Montrer que
(P (E),△) est un groupe.

Solution : On va faire travailler les groupes : On considèreG l’ensemble des fonctions deE vers le groupe({−1,1}, .).
Muni de la multiplication des fonctionsG est un groupe abélien. Maintenant, on considère

f :

{
P (E) −→ G

A 7−→ χA
avec χA :





E −→ {−1,1}

x 7−→
{

−1 si x ∈ A

1 si x ∉ A

, si A ∈P (E).

On vérifie quef −1( f (A). f (B)) = A△B. D’après l’exercice précédent,(P (E),△) est un groupe.

Exercice 19.23 ♥♥
Soit (E,∗) et e ∈ E tels que :
(i) ∀(x, y, z, t) ∈ E4, (x y)(zt)= (xz)(t y)

(ii) ∀x ∈E, ex = x

(iii) ∀x ∈E, ∃x′ ∈ E : xx′ = e.
Montrer que∗ est commutative, associative, puis que(E,∗) est un groupe.

Solution : On prendx = z = e. D’après (i), on a(e y)(et) = (ee)(t y). D’après (ii) e y = y, et = t et ee = e. Donc
y t = e(t y) = t y . La loi est donc commutative.
On prendz = e. D’après (i), on a(x y)(et) = (xe)(t y). Or et = t d’après (ii) et comme∗ est commutative,xe = ex = x.
Donc on a(x y)t = x(t y) = x(y t) puisque∗ est commutative. La loi est donc associative.
D’après (ii),e est élément neutre à gauche, donc à droite puisque∗ est commutative. D’après (iii), tout élément admet
un inverse à gauche, donc à droite puisque∗ est commutative. On a bien démontré que(E,∗) est un groupe (abélien).
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Exercice 19.24 ♥♥
Soit (G,∗) un groupe de cardinal fini etH ⊂ G une partie non-vide deG stable pour la loi∗. Montrer queH est un
sous-groupe deG.

Solution : CommeH est non-vide, il existea ∈ H. Considérons alors la translation à gauche suivante :

γa :

{
H −→ H

x 7−→ a.x
.

La fonctionγa est à valeurs dansH car H est stable. On vérifie facilement queγa est injective (on peut simplifier à
gauche dans un groupe). Orγa : H → H va d’un ensemble fini vers lui-même. On sait alors qu’une telle application
injective est égalementsurjective.
Par conséquent,a ∈ H possède un antécédent parγa : il existeb ∈ H tel queγa (b)= a :

a.b = a

et alors on obtient queb = e et donce ∈ H.
Soit ensuitex ∈ H. Commeγx : H 7→ H est surjective, et quee ∈ H, e possède un antécédent parγx :

∃y ∈H : γx (y) = e doncx.y = e.

En multipliant à gauche parx−1 (symétrique dex dansG), on obtient quey = x−1. Commey ∈ H, x−1 ∈H.

Exercice 19.25 ♥♥
On considère le groupe(R,+) etA =

{
1

n
| n ∈N∗

}
. Trouver le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-groupecontenant

la partieA.

Solution : Un tel groupe contient tous les inverses d’entiers (non nuls) mais aussi toutes les sommes
1

n
+ . . .+ 1

n
ainsi

que leurs opposés. Donc un tel groupe contientQ. Comme(Q,+) est un groupe, c’est le plus petit d’entre eux.

Exercice 19.26 ♥♥
On considère un groupe commutatif(G, .). On dit qu’un sous-groupeH est distingué lorsque∀g ∈ G,∀h ∈H, g .h.g−1 ∈
H. Soient deux sous-groupesG1 etG2 distingués deG. Montrer que l’ensembleG1G2 =

{
g1.g2 | (g1, g2) ∈ G1 ×G2

}
est

un sous-groupe distingué.

Solution : Soit g ∈ G, h ∈G1G2. ∃(g1, g2) ∈ G1×G2,h = g1g2 doncg .h.g−1 = g .g1g2.g−1 =
(
g .g1g−1

)(
g g2.g−1

)
. Or G1

est distingués dansG, doncg ′
1 = g .g1g−1 ∈ G1. De même, commeG2 est distingués dansG, doncg ′

2 = g .g2g−1 ∈ G2.
Doncg .h.g−1 = g ′

1g ′
2 ∈ G1G2, ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 19.27 ♥♥♥
Soit un groupe(G, .) et deux sous-groupesH, K du groupeG.
On note

HK = {x ∈G | ∃h ∈ H : ∃k ∈K : x = hk}

1. Soitx ∈ G. Montrer que
x ∈ HK ⇐⇒ x−1 ∈KH

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) HK est un sous-groupe deG.
(ii) KH est un sous-groupe deG.
(iii) HK = KH.

Indication 19.15 : Il faut bien comprendre la signification des notations. Par exemple,HK = KH ne revient pas à dire
que∀(h,k) ∈H×K, hk = kh !

Solution :

1. Soit un élémentx ∈ HK, il existe deux éléments(h,k) ∈ H×K tels quex = hk. Alors x−1 = k−1h−1 ∈ KH. Si
x−1 ∈ KH, alors il existe(k,h) ∈ K×H tels quex−1 = kh et doncx = (x−1)−1 = h−1k−1 ∈ HK (carH et K sont des
sous-groupes et donc sih ∈ H, on a aussih−1 ∈H).
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2. (a) (i ) =⇒ (i i ) : Montrons queKH est un sous-groupe. Sie désigne l’élément neutre deG, alors puisquee ∈ K

et e ∈ H (sous-groupes), par définition,e = ee ∈ KH. Soit (x, y) ∈ (KH)2. Montrons quex y−1 ∈ KH. D’après
1), il suffit de montrer que(x y−1)−1 ∈ HK. Or (x y−1)−1 = y x−1 et puisquey ∈ KH, y−1 ∈ HK et x−1 ∈ HK.
Mais puisqueHK est un groupe,y = (y−1)−1 ∈HK et aussiy x−1 ∈ HK.

(b) (i i ) =⇒ (i ) se démontre de même. (A faire !).

(c) Montrons que(i i ) =⇒ (i i i ). Montrons queHK ⊂ KH : Soit x ∈ HK. ∃(h,k) ∈ H×K tel quex = hk. Mais
puisqueKH est un sous-groupe et qu’on a(i i ) =⇒ (i ), on sait aussi queHK est un sous-groupe. Par
conséquent,x−1 ∈ HK : ∃(h′,k ′) ∈ H×K tels quex−1 = h′k ′. Alors x = (k ′)−1(h′)−1 ∈ KH. On démontre de
la même façon queKH ⊂ HK.

(d) (i i i ) =⇒ (i ) : On a biene = ee ∈ HK. Soit x ∈ HK. D’après 1),x−1 ∈ KH et puisqueKH = HK, il vient que
x−1 ∈ HK. Soient(x, y) ∈ (HK)2. Montrons quex y ∈ HK. Commex ∈ HK, il existe (h,k) ∈ H×K tels que
x = hk. De même, il existe(h′,k ′) ∈ H×K tels quey = h′k ′. Alors x y = h(kh′)k ′. Mais commekh′ ∈KH et
queKH = HK, il vient quekh′ ∈HK. Donc il existe(h′′,k ′′) ∈H×K tels quekh′ = h′′k ′′. Alors x y = hh′′k ′′k.
Mais puisqueH et K sont des sous-groupes,hh′′ ∈H et k ′′k ∈K et doncx y = hh′′k ′′k ∈ HK.

Exercice 19.28 ♥♥♥ Théorème de Lagrange
Soit (G, .) un groupe de cardinaln et H ⊂ G un sous-groupe deG de cardinalp. Poura ∈G, on note

aH = {ah;h ∈H}

1. Lorsquea ∈H, détermineraH.

2. Pour(a,b)∈ G2, montrer que
aH∩bH 6=∅ =⇒ aH = bH

3. En déduire quep divisen.

Solution :

1. Lorsquea ∈ H, on montre queaH = H.

2. Supposons qu’il existeθ∈ aH∩bH. Alors∃(h,k) ∈H2 tels queθ= ah = bk. Montrons queaH ⊂ bH. Soitx ∈ aH.
Donc∃l ∈H tel quex = al . Mais puisquea = bkh−1, il vient quex = bkh−1l et puisqueH est un sous-groupe de
G, et que(k,h, l) ∈H3, kh−1l ∈ H. Par conséquent,x ∈ bH. On montre de la même façon quebH ⊂ aH.

3. Considérons tous les ensemblesaH lorsquea parcourtG. Deux tels ensembles sont disjoints ou confondus. On
a donc un nombre fini de tels ensembles disjoints tels que l’union de ces ensembles soit égale àG : en effet, si
a ∈G, alorsa = ae ∈ aH.

Puisque l’applicationϕ :

{
H −→ aH

x 7−→ ax
est bijective,|aH| = |H| et donc toutes les classes ont le même cardinal

p.
En notantq le nombre deaH distincts, d’après le lemme des bergers (corollaire 8.22 p.311), il vient que

n = pq =⇒ p divisen

Exercice 19.29 ♥♥♥
Soit un groupe(G, .) non commutatif d’élément neutree. On suppose qu’il existe deux éléments(s, t) ∈ G2 vérifiant
s2 = t 2 = e. On note

Γ=
{
(st)n ; t .(st)n ; (st)n .s ; t .(st)n .s | n ∈N

}

Montrer queΓ est un sous-groupe du groupeG.

Solution : Γ est non vide. Démontrons qu’il est stable. Il y a16 cas à vérifier. Par exemple il s’agit de démon-
trer - par récurrence surm - que (st)n .t(st)m = (st)n−m s pour n < m et t(st)m−n pour n Ê m. On en déduit que
(st)n .t(st)m s = (st)n−m s.s = (st)n−m pour n < m et t(st)m−n s pour n Ê m, puis quet(st)n .t(st)m s = t(st)n−m pour
n < m et t .t(st)m−n s = (st)m−n s pourn Ê m.
De même,(st)n s.(st)m = t(st)n−m pourn < m et (st)m−n s pour n Ê m. On en déduit que(st)n s.(st)m s = t(st)n−m s

pourn < m et (st)m−n pourn Ê m, puist(st)n s.(st)m = (st)n−m pourn < m et t(st)m−n s pourn Ê m. Les autres cas
sont rapidement vérifiés.
Pour les inverses,(st)n .s et t .(st)n sont leurs propres inverses. D’autre part(st)n

(
t .(st)n−1.s

)
pour n Ê 1 montre que

l’inverse de(st)n estt .(st)n−1.s. On en déduit que l’inverse det .(st)n .s est(st)n+1. Γ est donc un sous-groupe du groupe
G.
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19.3.3 Sous-groupe

Exercice 19.30 ♥ Réseau deC
Soientω ∈C et H = {a +ωb | (a,b) ∈Z}. Montrer queH est un sous-groupe de(C,+).

Solution : Comme0 ∈ H, H est non vide. Soitz = a+ωb etz ′ = a′+ωb′ appartenant àH. On az−z ′ = (a−a′)+ω(b−b′) ∈
H. H est donc bien un sous-groupe de(C,+).
H est le sous-groupe de(C,+) engendré par1 etω.

Exercice 19.31 ♥
Soienta ∈C∗ et H =

{
an | n ∈Z

}
. Montrer queH est un sous-groupe de(C∗,×).

Solution : Comme1 ∈H, H est non vide. Soitz = an etz ′ = am appartenant àH. On azz ′ = an+m ∈ H et z−1 = a−n ∈ H.
H est donc un sous-groupe de(C∗,×).
H est le sous-groupe de(C∗,×) engendré para.

Exercice 19.32 ♥
Soit un ensembleE non-vide et un élémenta ∈ E. On note

G = { f ∈B(E,E) | f (a) = a}

(c’est l’ensemble des bijections deG laissant invariant l’élémenta). Montrer que(G,◦) est un groupe.

Solution : Le sous-ensembleG est un sous-groupe du groupe des permutations deE : IdE ∈ G, la composée de deux
bijections est une bijection. Si de plus elles admettenta comme point fixe, la composée admet aussia comme point
fixe, la réciproque aussi.

Exercice 19.33 ♥ Centre d’un groupe
Soit (G, .) un groupe. On note

C = {x ∈G | ∀g ∈ G, g .x = x.g }

C’est l’ensemble des éléments deG qui commutent avec tous les éléments deG. Montrer que(C, .) est un sous-groupe
deG (appelécentredu groupeG).

Solution : L’élément neutre deG appartient àC. Soientx, y ∈C, g ∈G, g .(x y) = (g .x).y = (x.g ).y = x.(g .y) = x.(y.g ) =
(x.y).g . Doncx y ∈ C. Soientx ∈C, g ∈ G, g x−1 =

(
xg−1

)−1 =
(
g−1x

)−1 = x−1g . Doncx−1 ∈ C. C est bien un sous-groupe
deG.

Exercice 19.34 ♥♥
Les questions sont indépendantes. Soitj le nombre complexee

2iπ
3 .

1. Déterminer le sous-groupe du groupe additifC engendré pari et j .

2. Déterminer le sous-groupe du groupe multiplicatifC∗ engendré pari et j .

Solution :

1. C’est le groupe
{
ni +m j | (n,m) ∈Z2

}
. En effet, si un sous-goupe de(C,+) contient i , alors il contient tous

les ni = i + . . .+ i︸ ︷︷ ︸
n fois.

, n ∈ N ainsi que leurs opposés (symétriques pour+.) Il contient donc tous lesni , n ∈ Z.

De même, il contient lesm j , m ∈ Z. Il contient aussi toutes les sommes de ces éléments, c’est-à-dire tous les{
ni +m j | (n,m) ∈Z2

}
. Comme cet ensemble est lui-même un sous-groupe de(C,+), c’est le plus petit sous-

groupe de(C,+) contenanti et j , à savoir le groupe engendré pari et j .

2. C’est le groupeU12 des racines douzièmes de l’unité. En effet, comme précédemment, c’est le groupeG =
{
i n j m | (n,m) ∈Z2

}
. En posantζ12 = e

2iπ
12 , on a i = ζ3

12 et j = ζ4
12. Donc ζ12 = j i−1 ∈ G. DoncU12, le sous-

groupe engendré parζ12 est inclus dansG. Inversement, commei ∈U12 et j ∈U12, le sous-groupe engendré pari

et j est inclus dansζ12.

Exercice 19.35 ♥♥
Soit (G,×) un groupe,F1 et F2 deux sous-groupes deG.
On suppose queF= F1 ∪F2 est aussi un sous-groupe deG. Démontrer que

F1 ⊂ F2 ou F2 ⊂ F1.
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Solution : SupposonsF1 6⊂ F2. Cela se traduit par :∃x ∈ F1 : x ∉ F2. Maintenant, soity ∈ F2. On az = x × y ∈ F1 ∪F2.
Supposons l’espace d’un instant quez ∈ F2. On aurait alorsz × y−1 ∈ F2 comme produit de deux éléments deF2. Donc
on az ∉ F2. Doncz ∈ F1. Doncx−1 × z = y ∈ F1.
On a donc démontré que siF1 6⊂ F2, alorsF2 ⊂ F1.

19.3.4 Morphisme de groupe

Exercice 19.36 ♥
Soientn ∈N∗ et f :

{
R∗ −→ R

x 7−→ xn . Montrer quef est un endomorphisme du groupe(R∗,×). Déterminer son image

et son noyau.

Solution : Endo : Il s’agit de démontrer que∀x ∈R∗, f (x) ∈R∗.
Morphisme : Il s’agit de démontrer que∀x, y ∈R∗, f (x) f (y)= f (x y) soit xn yn = (x y)n.
Si n est impair, l’image estR∗ et le noyau est réduit à{1}. Si n est pair, l’image estR∗

+ et le noyau est{−1,1}.

Exercice 19.37 ♥
Soit (G,×) un groupe (noté multiplicativement). Poura ∈G, soitτa :

{
G −→ G

x 7−→ axa−1 .

1. Montrer queτa est un endomorphisme du groupe(G,×).
2. Vérifier que∀(a,b) ∈G2, τa ◦τb = τab .

3. Montrer queτa est bijective et déterminer son application réciproque.
4. En déduire queT = {τa | a ∈G} muni du produit de composition est un groupe.

Solution :

1. Soienta, x, y ∈G, on aτa(x y) = a(x y)a−1 = axa−1ay a−1 = τa(x)τa(y) ce qu’il fallait vérifier.

2. Soienta, x, y ∈G, on aτa ◦τb(x) = abxb−1a−1 = abx(ab)−1 = τab(x) puisque(ab)−1 = b−1a−1.

3. On en déduit queτa ◦τa−1 = τa−1 ◦τa = τe = IdG. Doncτa est bijective et son application réciproque estτa−1 .

4. On en déduit queτ : a 7−→ τa est un morphisme deG dans le groupe des automorphismes deG. Son image, à
savoirT est un sous-groupe du groupe des automorphismes deG.

Exercice 19.38 ♥
Montrer que la composition de deux morphismes de groupe est un morphisme de groupe.

Solution : Soient f et g deux morphismes d’un groupe(G, .). Soient x, y ∈ G, on a f ◦ g (x.y) = f (g (x.y)) =
f (g (x).g (y))= f (g (x)). f (g (y))= f ◦ g (x). f ◦ g (y) ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 19.39 ♥
Soit f : R→ C∗ l’application qui à toutx ∈R associeei x ∈ C∗. Montrer quef est un morphisme de groupes. Calculer
son noyau et son image. L’applicationf est-elle injective ?

Solution : On a f :

{
(R,+) −→ (C∗,×)

x 7−→ ei x . Vérifions quef est un morphisme de groupe. Soitx, y ∈R, alors

f (x + y) = ei(x+y) = ei x ei y = f (x)× f (y),

et
f (x−1) = ei(−x) = 1

ei x
= f (x)−1.

Donc f est un morphisme de groupe.
Montrons quef n’est pas injective en prouvant que le noyau n’est pas réduità 0 :

Ker f =
{

x ∈R | f (x) = 1
}
=

{
x ∈R | ei x = 1

}
= {2kπ | k ∈Z}= 2πZ.

Enfin
Im f =

{
ei x | x ∈R

}
=U

est l’ensemble des complexes de module1, c’est-à-dire le cercle de centre0 et de rayon1.

Exercice 19.40 ♥ Quelques morphismes bien connus
Traduire en termes de morphisme de groupes les propriétés traditionnelles suivantes :
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1. ln(x y) = ln x + ln y ;

2. |zz ′| = |z||z ′| ;

3. (x y)
1
2 = x

1
2 y

1
2 ;

4. ez+z′ = ez ez′ ;

5. z + z ′ = z + z ′.

6. zz ′ = zz ′.

Solution :

1. Le logarithme est un morphisme du groupe(R∗
+,×) sur(R,+).

2. Le module est un morphisme du groupe(C∗,×) sur(R∗
+,×).

3. La racine carrée est un morphisme du groupe(R∗
+,×).

4. L’exponentielle est un morphisme du groupe(C,+) sur(C∗,×).

5. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe(C,+).

6. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe(C∗,×).

Exercice 19.41 ♥
On considère un groupe(G, .). Montrer que l’applicationf :

{
G −→ G

x 7−→ x−1 est un isomorphisme de groupes si et

seulement si le groupeG est commutatif.

Solution : L’application f est bijective (vérification immédiate).

1. Montrons que siG est commutatif, alorsf est un morphisme. Soient deux éléments(x, y) ∈ G2. Alors

f (x y) = (x y)−1 = y−1x−1 = x−1 y−1 = f (x) f (y)

2. Montrons que si l’applicationf est un morphisme de groupes, alors le groupeG est commutatif. Soient deux
éléments(x, y) ∈G2. Puisque

f (x−1 y−1) = f (x−1) f (y−1) =⇒ (x−1y−1)−1 = x y =⇒ (y−1)−1(x−1)−1 = x y =⇒ y x = x y

et donc la loi est commutative.

Exercice 19.42 ♥♥
On considère deux groupesG et G′ et une applicationϕ : G 7→ G′. On définit l’ensemble

H =
{(

x,ϕ(x)
)
| x ∈ G

}

Montrer l’équivalence (
ϕ morphisme

)
(i)

⇐⇒
(
H sous-groupe deG×G′)

(i i)

Solution :

(i )⇒ (i i ) Puisqueϕ est un morphisme, on sait queϕ(e)= e ′. Donc(e,e ′) = (e,ϕ(e))∈ H. Soient deux élémentsX, Y deH. Il
existe(x, y) ∈ G2 tels queX = (x,ϕ(x)) et Y = (y,ϕ(y)). Comme l’inverse de(y,ϕ(y)) est(y−1,ϕ(y))−1,

XY−1 = (x,ϕ(x))(y,ϕ(y))−1 = (x y−1,ϕ(x)ϕ(y)−1) = (x y−1,ϕ(x y−1)) ∈H

On a utilisé la propriété d’un morphisme,ϕ(y−1) =ϕ(y)−1.

(i i )⇒ (i ) Soit (x, y) ∈ G2, montrons queϕ(x y) = ϕ(x)ϕ(y). Puisque(x,ϕ(x)) ∈ H et que(y,ϕ(y)) ∈ H, commeH est un
sous-groupe deG×G′, (x,ϕ(x))(y,ϕ(y)) = (x y,ϕ(x)ϕ(y)) ∈ H. Mais alors, par définition deH, il existez ∈ G tel
quex y = z etϕ(z)=ϕ(x)ϕ(y). Cela donneϕ(x y)=ϕ(z)=ϕ(x)ϕ(y).

Exercice 19.43 ♥♥♥
Déterminer tous les morphismes de groupes de(Q,+) vers(Z,+).

Solution : Soit f un tel morphisme. Soitn ∈N∗. On a

f (1) = f
(

1

n
+·· ·+ 1

n

)
= n f

(
1

n

)

or p = f (1) ∈Z et qn = f
(

1
n

)
∈Z. Donc

p = nqn =⇒ |p| = n|qn |
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Cette relation étant vraie∀n ∈N, en particulier pourn > |p|, on obtient quep = f (1) = 0 et que∀n ∈N∗, f
(

1
n

)
= 0.

Alors, si x =
a

b
∈Q+, aveca ∈N et b ∈N⋆,

f (x) = f
(
a

1

b

)
= a f

(
1

b

)
= 0.

On en déduit quef est nulle surQ+, et puisquef est un morphisme,f (−x) =− f (x) ce qui montre quef est également
nulle surQ−.

19.3.5 Anneaux

Exercice 19.44 ♥
On définit surZ2 deux lois de composition internes notées+ et⋆ et définies, pour tout(a,b) , (c,d) ∈Z2, par :

(a,b)+ (c,d) = (a +c,b +d) et (a,b)⋆ (c,d) = (ac, ad +bc)

1. Montrer que
(
Z2,+,⋆

)
est un anneau commutatif.

2. Montrer queA = {(a,0) | a ∈Z} est un sous anneau de
(
Z2,+,⋆

)

Solution :

1. • Les deux lois sont internes.
• L’addition est commutative, associative, admet(0,0) comme élément neutre et(a,b) admet(−a,−b) comme

opposé.
• Associativité de la loi⋆ : ((a,b)⋆(c,d))⋆( f , g )= (ac, ad+bc)⋆( f , g ) = (ac f , acg +(ad+bc) f ) = (ac f , acg +

ad f +bc f ) et(a,b)⋆((c,d)⋆( f , g )) = (a,b)⋆(c f ,cg+d f ) = (ac f , a(cg+d f )+bc f ) = (ac f , acg+ad f +bc f ),
ce qu’il fallait vérifier.

• La loi ⋆ est commutative, et admet(1,0) comme élément neutre.
• Distributivité : (a,b)⋆ ((c,d)+ ( f , g )) = (a,b)⋆ (c + f ,d + g ) = (a(c + f ), a(d + g )+b(c + f )) = (ac +a f , (ad +

bc)+ (ag +b f )) = (a,b)⋆ (c,d)+ (a,b)⋆ (g , f ), ce qu’il fallait vérifier.
Donc(Z2,+,⋆) est un anneau commutatif.

2. On vérifie facilement queA est un sous-groupe de
(
Z2,+

)
, queA est stable pour⋆ et que(1,0) ∈ A.

Exercice 19.45 ♥ Anneau de Boole
On considère une anneau de Boole(A,+,×), c’est-à-dire un anneau non réduit à{0} tel que tout élément est idempotent,
c’est-à-dire vérifie :∀x ∈ A, x2 = x.

1. Montrer que :∀
(
x, y

)
∈ A2, x y + y x = 0A et en déduire que∀x ∈ A, x + x = 0A. En déduire que l’anneauA est

commutatif.

2. Montrer que la relation binaire définie surA parx2 y ⇐⇒ y x = x est une relation d’ordre.

3. Montrer que∀
(
x, y

)
∈ A2, x y

(
x + y

)
= 0A. En déduire qu’un anneau de Boole intègre ne peut avoir que deux

éléments.

Solution :

1. Pour toutx, y ∈ A, on ax + y = (x + y)2 = x2 + x y + y x + y2 = x + x y + y x + y . En soustrayantx + y aux deux
membres, on a bienx y + y x = 0.
On prendy = x, on obtientx2 + x2 = 0 soit x + x = 0, ceci quel que soitx ∈ A.
On a x y + y x = 0, d’où en ajoutantx y à chaque membre,x y + x y + y x = x y d’où 0+ y x = x y ce qu’il fallait
vérifier.

2. Réflexive : On ax2 = x doncx2 x.
Antisymétrique : On supposex 2 y et y 2 x. On a doncy x = x et x y = y . Comme la multiplication est commu-
tative on en déduitx = y .
Transitive : On supposex 2 y et y 2 z. On a doncy x = x et z y = y . On en déduitzx = z(y x) = (z y)x = y x = x,
soit x 2 z.
Donc2 est une relation d’ordre.

3. Soitx, y ∈ A. On ax y(x + y) = x2 y + x y2 = x y + x y = 0A.
SupposonsA intègre. Soitx et y deux éléments non nuls. On a, d’après la question précédente, x+ y = 0, donc en
additionnantx à chaque membre,x + x + y = x, et commex + x = 0A, y = x. Il n’y a donc qu’un seul élément non
nul au plus. Ce qu’il fallait démontrer.
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Exercice 19.46 ♥
Soit (A,+,×) un anneau et

C = {a ∈ A | ∀x ∈ A, xa = ax}

Montrer queC est un sous-anneau deA.

Solution : Soienta,b ∈ C, soit x ∈ A, on aax = xa et bx = xb. On en déduit :(a +b)x = ax +bx = xa + xb = x(a +b)

et ce pour toutx ∈ A. Donca +b ∈ C. De même,(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab) et ce pour toutx ∈ A.
Doncab ∈ C. Comme de plus1 ∈ C, C est bien un sous-anneau deA.

Exercice 19.47 ♥♥
Soit un anneau(A,+,×). Rappelons qu’un élémenta ∈ A estnilpotents’il existe un entiern ∈N∗ tel quean = 0.

1. Montrer que sia est nilpotent, alors1−a est inversible et calculer son inverse.

2. Montrer que sia et b sont nilpotents et commutent, alorsab et a +b sont nilpotents.

3. Soit un élémenta ∈ A. On définit l’applicationu :

{
A → A

x → u(x) = ax − xa
. Calculer l’applicationup =

uo . . . ou︸ ︷︷ ︸
p fois

.

4. Montrer que sia est nilpotent , il existep ∈N∗ tel queup soit l’application nulle.

Indication 19.15 : Pour 3., commencer par détermineru2, u3, puis deviner la formule générale que l’on démontrera
par récurrence.

Solution :

1. Si an = 0, alors(1− a)
(
1+a + . . .+an−1

)
=

(
1+a + . . .+an−1

)
(1− a) = 1− an = 1. Donc 1+ a + . . .+ an−1 est

l’inverse de1−a.

2. Puisquea et b commutent, on a(ab)n = anbn . Si an = 0, alors on a(ab)n = 0, ce qu’il fallait vérifier.

Puisquea et b commutent, on peut appliquer la formule du binôme :(a + b)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
ak bp−k . Si an = 0 et

bm = 0, alors en prenantp = n +m, pour tout entierk variant de0 à p, on ak Ê n - auquel casak = 0 - ou

p −k Ê m - et dans ce casbp−k = 0. Tous les termes

(
p

k

)
ak bp−k sont donc nuls et(a +b)p = 0, ce qu’il fallait

vérifier.

3. Montrer par récurrence que

∀x ∈ A, up (x) =
p∑

k=0

(
p

k

)
(−1)k ap−k xak .

4. Si l’on choisit alorsp Ê 2n −1, pourk Ê n, ap−k xak = 0, et sik É n −1, alorsp −k Ê p −n +1 Ê n et alors on
a égalementap−k xak = 0. Finalement, tous les termes de la somme sont nuls, et ceci quel que soitx ∈ A. Donc
up = 0.

Exercice 19.48 ♥♥
Soit un anneau(A,+,×) et deux élémentsa,b deA.

1. Si (ab) est un élément nilpotent, montrer que1−ab est inversible et déterminer(1−ab)−1.

2. Si (ab) et (ba) sont nilpotents, exprimer(1−ba)−1 en fonction de(1−ab)−1.

3. On ne suppose plus(ab) ni (ba) nilpotents. Montrer que si1− ab est inversible, alors1− ba est également
inversible.

Solution :

1. On a(1−ab)−1 = 1+ab +abab +·· ·+ abab . . . ab︸ ︷︷ ︸
n−1 facteursab

si ab est nilpotent d’indicen ;

2. On a aussi(1−ba)−1 = 1+ba+baba+·· ·+ baba . . . ba︸ ︷︷ ︸
p−1 facteursba

si ba est nilpotent d’indicep. Donc, siab est nilpotent

d’indicen et siba est nilpotent d’indicep, on peut écrire les formules précédentes pourq = max(n, p) :

(1−ba)−1 = 1+b(1+ab +abab +·· ·+abab . . . ab)a = 1+b(1−ab)−1a
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3. Posonsc = (1−ab)−1. Montrons que(1−ba) est inversible et que(1−ba)−1 = 1+bca . Pour cela, calculons

(1−ba)(1+bca) = 1−ba +bca −babca = 1+b[−1+ (1−ab)c]a = 1+b ×0×a = 1

(1+bca)(1−ba) = 1−ba +bca −bcaba = 1+b[−1+c(1−ab)]a = 1

Exercice 19.49 ♥♥ Algorithme d’exponentiation rapide
Soit un anneauA, un élément de cet anneaua ∈ A et un entiern ∈N. On rappelle que

a1 = a, et an = aan−1.

1. Combien de multiplications faut-il pour calculeran avec cette méthode ?

2. Si l’on écrit
b = a2, c = b2, d = c2

combien de multiplications sont-elles nécessaires pour calculer a8 ?

3. Plus généralement, si l’on écrit :

an =
{

(ak )× (ak) si n = 2k

a × (ak )× (ak ) si n = 2k +1

et si on noteT(n) le nombre de multiplications nécessaires pour calculeran , trouver une relation entreT(n) et
T

(⌊
n
2

⌋)
.

4. Lorsque l’exposantn est une puissance de2 : n = 2p , calculerT(n).

5. Si un ordinateur met10−6 seconde pour effectuer une multiplication, comparer les temps de calcul dea100000

en utilisant a) et c).

Solution :

1. Il faut en calculern−1.

2. Il faut en calculer3 : une pourb, une pourc une pourd .

3. On aT(n) = T
(⌊

n
2

⌋)
+1 si n est pair etT(n) = T

(⌊
n
2

⌋)
+2 si n est impair.

4. On vérifie queT(2p )= p.

5. Un peu moins de0,1 seconde avec 1. Avec 3. on écrit en binaire100000 = (11000011010100000)2 autrement dit
105 = 25 +27 +29 +210 +215 +216. On a donc16+6−1 = 21 opérations donc2,1×10−5 seconde avec 3.

Exercice 19.50 ♥♥ Sous-anneaux et morphismes de(Z,+,×)

1. Trouver tous les sous-anneaux de(Z,+,×).

2. Trouver tous les morphismes d’anneaux deZ versZ.

Solution :

1. SoitA′ un sous-anneau deZ. Si 1∈ A′, montrer par récurrence que∀n ∈N, n ∈ A′. Ensuite queA′ =Z.

2. De même, soitf un morphisme deZ. Si f (1) = 1, montrer par récurrence que∀n ∈N, f (n) = n puis quef = id.

Exercice 19.51 ♥♥ AnneauZ
[p

2
]

On désigne parZ[
p

2] l’ensembleZ×Z muni des deux lois :

(a, a′)+ (b,b′) = (a +b, a′+b′) (a, a′)× (b,b′) = (ab +2a′b′, ab′+a′b)

1. Montrer queZ[
p

2] est un anneau commutatif. Quel est l’élément neutre pour× ?

2. SoitZ′ l’ensemble des éléments de la forme(a,0). Montrer queZ′ est un sous-anneau deZ[
p

2].

3. On note poura ∈ Z, (a,0) = a. Montrer que tout élément deZ[
p

2] s’écrit de manière unique sous la forme
a +a′× (0,1) avec(a, a′) ∈Z2.

4. Montrer qu’il existeX ∈Z[
p

2] vérifiantX2 = 2 (2 admet une racine carrée).

Voir aussi exercice 19.58 p. 743.
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Solution : La clé de la solution réside dans la notationZ[
p

2]. SoitA =
{

x ∈R, ∃(a,b) ∈Z2, x = a +b
p

2
}
. On a l’unicité

de la notationx = a+b
p

2 pourx ∈ A et (a,b)∈Z2 puisque
p

2 ∉Q. DoncΦ : x = a+b
p

2 ∈ A 7−→ (a,b) ∈Z[
p

2] est une
bijection qui vérifieΦ(zz ′) =Φ(z)×Φ(z ′). Donnons une démonstration indépendante de cette remarque:

1. Vérifions que la loi× est associative. Elle est interne, c’est évident, et commutative. On a((a, a′)×(b,b′))×(c,c ′) =
(ab+2a′b′, ab′+a′b)×(c,c ′) = ((ab+2a′b′)c+(ab′+a′b)c ′, (ab+2a′b′)c ′+(ab′+a′b)c) = (abc+2a′b′c+2a′bc ′+
2ab′c ′, abc ′+ ab′c + a′bc +2a′b′c ′). Sous cette forme on voit bien que la loi× est associative.(1,0) est élément
neutre pour×. Distributivité : ((a, a′)+(b,b′))×(c,c ′) = (a+b, a′+b′)×(c,c ′) = ((a+b)c +2(a′+b′)c ′, (a+b)c ′+
(a′+b′)c) = ((ac +2a′c ′)+ (bc +2b′c ′), (ac ′+a′c)+ (bc ′+bc ′)) = (a, a′)× (c,c ′)+ (b,b′)× (c,c ′).

2. Z′ est stable pour l’addition, la multiplication et contient l’élément neutre(1,0).

3. On a(a, a′) = (a,0)+ (0, a′) = a + (0, a′) = a +a′(0,1).

4. La remarque prélimininaire nous incite à considérerx1 = (0,1) et x2 = (0,−1). Ce sont deux racines deX2 = 2.

Exercice 19.52 ♥♥
Soit (A,+,×) un anneau commutatif etf : A →R+ une application vérifiant :∀(x, y) ∈ A2,

f (x + y) É sup( f (x), f (y))

f (x × y) = f (x) f (y)

f (x) = 0 ⇐⇒ x = 0A

Montrer queB = f −1([0,1]) est un sous-anneau deA.

Solution :

1. B est non-vide puisque0A ∈B.

2. Puisquef (12
A) = f (1A)2 et quef est à valeurs dansR+, on en déduit quef (1A) = 1.

3. Puisque1 = f ((−1A)× (−1A))= f (−1A)2, on en déduit quef (−1A)= 1.

4. Soient(x, y) ∈B2. Puisquef (x, y) É sup( f (x), f (y)) É 1, (x + y) ∈ B. DoncB est stable pour+.

5. Soitx ∈ B. Puisquef (−x) = f (−1A × x) = f (x), on en déduit quex ∈ B =⇒ −x ∈ B. On a donc montré que(B,+)

était un sous-groupe de(A,+).

6. Soit(x, y) ∈ B2. Alors f (x × y) = f (x) f (y) É 1 et doncx × y ∈B. DoncB est stable pour×.

DoncB est un sous-anneau deA.

Exercice 19.53 ♥♥
Soit (A,+,×) un anneau. Soient(a,b)∈ A2 tels que

ab +ba = 1 et a2b +ba2 = a

1. Montrer quea2b = ba2 et queaba +aba = a.

2. Montrer quea est inversible et que son inverse estb +b.

Solution :

1. En multipliantab+ba = 1 à gauche para : aab+aba = a = aab+baa d’où aba = baa. De même en multipliant
à droite cette fois :aba+baa = a = aab+baa d’où aba = aab. On en déduitbaa = aba = aab et donc l’égalité
a2b +ba2 = a peut s’écrireaba +aba = a.

2. En multiplianta2b+ba2 = a à gauche parb : ab = aabb+baab = (baa)b+baab = b(aab)+b(aab)= b(aba)+
b(aba)= b(aba +aba)= ba. On déduit deab +ba = 1 queab +ab = a(b +b)= 1 et queba +ba = (b +b)a = 1

ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 19.54 ♥♥
Soit (A,+,×) un anneau. On pose

ϕ :

{
A −→ A

a 7−→ a2

Montrer que siϕ est un morphisme d’anneaux surjectif, alorsA est commutatif.
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Solution : L’applicationϕ est un morphisme d’anneaux doncϕ(a +b) =ϕ(a)+ϕ(b) ou encore(a +b)2 = a2 +b2 soit
ab + ba = 0 et ce pour tousa,b ∈ A. On a aussiϕ(x y) = ϕ(x)ϕ(y) soit (x y)2 = x2 y2 autrement ditx2 y2 = x y x y =
x(−x y)y = −x2 y2 = y2x2. Soit a,b ∈ A. Commeϕ est surjectif,∃x, y ∈ A, a = ϕ(x) et b = ϕ(y). La dernière égalité
s’écrit ab = ba ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 19.55 ♥♥♥
Soit un anneau(A,+,×). On dit qu’il est régulier lorsque

∀u ∈ A, ∃x ∈ A : u = uxu.

1. Si l’anneauA est intègre, montrer queA est régulier si et seulement siA est un corps.

2. Si A est un anneau, on définit son centreZ(A) par ;

Z(A)= {x ∈ A | ∀a ∈ A, ax = xa}

(a) Montrer queZ(A) est un sous-anneau deA.

(b) On suppose désormais queA est un anneau régulier. Soitu ∈ Z(A) et x ∈ A tel queu = uxu. On pose
y = xux.

i. Calculer poura ∈ A, uxa(1−ux) et (1−ux)aux et en déduire queux ∈Z(A).

ii. Montrer quey = xux ∈ Z(A).

iii. Montrer que siA est un anneau régulier, son centreZ(A) est également un anneau régulier.

Solution :

1.

⇐ : soit u ∈ A. Si u = 0, il suffit de prendrex = 0. Si u 6= 0, u est inversible. Posons alorsx = u−1. On a bien
u = uxu.

⇒ : soit u ∈ A, tel queu 6= 0. CommeA est régulier, il existex ∈ A tel queu = uxu, c’est-à-direu(1− xu) = 0.
L’anneau étant intègre, il vient quexu = 1. De même, on a(1−ux)u = 0 et doncux = 1. Par conséquent,u

est inversible avecu−1 = x.

2. On vérifie facilement queZ(A) est stable pour+, × et qu’il contient0 et 1.

3. On auxa(1−ux) = xau(1−ux) = xau − xauxu = xau − xau = 0. De même,(1−ux)aux = (1−ux)uax =
uax−(uxu)x = uax−uax = 0. Doncuxa(1−ux) = (1−ux)aux et en développant,uxa−uxaux = aux−uxaux

ce qui donne(ux)a = a(ux). On a donc montré que(ux) ∈Z(A).

4. Soita ∈ A. Calculons(xux)a =
u∈Z(A)

(ux)(xa) =
ux∈Z(A)

(xa)(ux) =
u∈Z(A)

(xu)(ax) =
u∈Z(A)

(ux)(ax) =
ux∈Z(A)

(ax)(ux) =
a(xux).

5. Soitu ∈Z(A). Posonsy = xux. On a vu quey ∈ Z(A) et alorsuyu = u(xux)u = (uxu)xu = uxu = u.

Exercice 19.56 ♥♥♥
Soit (A,+,×) un anneau tel que

∀(x, y) ∈ A2, (x y)2 = x2 y2

1. Montrer que∀(x, y) ∈ A2, x y x = x2 y = y x2.

2. En déduire queA est un anneau commutatif .

Solution :

1. Soit(x, y) ∈ A2. En utilisant la propriété de l’énoncé avecx et (1+ y), on trouve que

[
x(1+ y)

]2 = x2(1+ y)2

=⇒ x2 + x2 y + x y x + (x y)2 = x2 +2x2 y + x2 y2

=⇒ x y x = x2 y

(car(x y)2 = x2 y2). De même, en utilisant la propriété avecx et (1+ y) on démontre quex y x = x2 y .

742



2. Soit(x, y) ∈ A2. En utilisant la propriété du 1. avec(1+ x) et y , on trouve que

(1+ x)2 y = y(1+ x)2

=⇒ y +2x y + x2 y = y +2y x + y x2

=⇒ 2x y = 2y x

Ce qui ne suffit pas à conclure quex y = y x !
Mais avec la même idée, développons(1+ x)3 y . Commex3 y = x(x2 y) = x(y x2) = (x y x)x = (y x2)x = y x3,

(1+ x)3 y = y(1+ x)3

=⇒ y +3x y +3x2 y + x3 y = y +3y x +3y x2 + y x3

=⇒ 3x y = 3y x

Donc3x y −2x y = 3y x −2y x et par conséquent,x y = y x.

Exercice 19.57 ♥♥♥
Soit f : R 7→R un morphisme de l’anneauR vers lui-même.

1. Montrer que l’applicationf est croissante ;

2. Calculerf (r ) lorsquer ∈Q ;

3. Soit un réelx ∈ R. Montrer qu’il existe une suite de rationnels(rn) croissante et une suite de rationnels(qn)

décroissante qui convergent versx ;

4. En déduire tous les morphismes d’anneaux deR vers lui-même.

Solution :

1. Soit z Ê 0. Écrivons f (z) = f (
p

z
p

z) = f (
p

z)2 Ê 0. Soit alors(x, y) ∈ R2 tels quex É y . Calculonsf (y − x) =
f (y)− f (x) Ê 0. Donc l’applicationf est croissante surR.

2. En utilisant quef est un morphisme de groupe (classique) et quef (1) = 1, on montre que∀r ∈R, f (r ) = r .

3. Utilisons la densité deQ dansR :

∀ε> 0, ∃(r, q) ∈Q
2 : x −ε< r < x < q < x +ε

Pourε= 1, il existe(r1, q1) ∈Q2 tels quex−1 É r1 < x < q1 É x+1. Supposons construits les rationnelsr1, . . . ,rn et

q1, . . . , qn . Posonsε= min
( 1

n+1
, qn − rn

)
> 0. Il existe alors(rn+1, qn+1) ∈Q2 tels quern < rn+1 < x < qn+1 < qn

avec en plusx − 1
n+1 É rn+1 < qn+1 É x + 1

n . On construit ainsi par récurrence deux suites de rationnels, avec la
suite(rn) qui est croissante et la suite(qn) décroissante. D’après le théorème des gendarmes, puisque∀n Ê 1,

x − 1

n
É rn É x É qn É x + 1

n

ces deux suites convergent versx.

4. Soitx ∈R et n ∈N⋆. Puisque la fonctionf est croissante, on a

f (rn) É f (x) É f (qn)

or comme∀n Ê 1, f (rn) = rn et f (qn) = qn , et que les deux suites convergent versx, il vient quef (rn) −−−−−→
n→+∞

x

et f (qn) −−−−−→
n→+∞

x, et par passage à la limite dans les inégalités, on trouve quef (x) = x. Par conséquent,f = id et

réciproquement,id est bien un morphisme d’anneau.

Exercice 19.58 ♥♥♥ AnneauZ
[p

7
]

1. On rappelle (exercice??p. ??) que tout sous-groupe de(R,+) non réduit à{0} est soit de la formeaZ où a ∈R∗
+,

soit dense dansR.
Soit H un sous-groupe de(R∗,×).
Démontrer que
• soit :∃a Ê 1 : H =

{
an ,n ∈Z

}
,

• soit :∀(α,β) ∈R2
+, (α< β) =⇒ (]α,β[∩H 6=∅).

(On pourra utiliser le logarithme.)
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2. Dans toute cette partie,A =
{

a +b
p

7 | (a,b) ∈Z2
}
. On admet que

p
7 ∉Q. (voir l’exercice??p. ??.)

(a) Démontrer que pour toutx ∈A , il existe un unique couple(a,b)∈Z2 tel quex = a +b
p

7.

(b) Démontrer queA est un sous-anneau de(R,+,×).

(c) Démontrer que l’ensembleU(A ) des éléments inversibles deA est un sous-groupe de(R∗,×).

3. Pourx = a +b
p

7 ∈A , on notex le réela −b
p

7 et on noteN(x) = xx = a2 −7b2.

(a) Expliquer rapidement pourquoix et N(x) sont bien définis.

(b) Démontrer que∀(x, y) ∈A 2, N(x y) = N(x)N(y).

On admet que l’équationN(x)=−1 n’admet pas de solution dansA . Voir à ce sujet l’exercice??p. ??.

(c) Démontrer que∀x ∈A , (x ∈U(A ) ⇐⇒ (N(x) = 1)). Le cas échéant, que vaut l’inverse dex ?

4. (a) Soita +b
p

7 ∈U(A ). Démontrer que (a Ê 0 et b Ê 0)⇐⇒ (a +b
p

7 Ê 1).

(b) Démontrer queU(A ) n’est pas réduit à{−1,1}.

(c) Démontrer que l’intervalle
]
1,3

p
7
[

ne contient pas d’éléments deU(A ).

(d) Démontrer qu’il existe un élément deu deU(A )∩]1,+∞[ tel que

U(A ) =
{
εun ;ε=±1 et n ∈Z

}
.

Le nombreu évidemment ( ?) unique est appelé unité principale deA .

5. On pose pour toutn ∈N, un = an +bn

p
7.

(a) Démontrer que les suites(an)n∈N et (bn)n∈N sont positives et strictement croissantes.

(b) En déduire la valeur deu.

(c) Donner dans l’ordre croissant des valeurs dex, les quatre plus petites solutions dansN∗×N∗ de l’équation
dite de Pell-Fermat :

x2 −7y2 = 1.

6. On poseαn = a2n etβn = b2n .

(a) Établir des relations de récurrence entre lesαn+1 etβn+1 d’une part et lesαn etβn d’autre part.

(b) Démontrer que
an

bn
converge vers une limite finieλ que l’on déterminera.

(c) Démontrer que∀n ∈N,

εn =
∣∣∣∣
αn

βn
−λ

∣∣∣∣É
1

2
p

7β2
n

.

(d) Donner une majoration explicite de l’erreurεn en fonction den.
(On pourra, faute de mieux, démontrer que∀n ∈N∗, αn Ê 32n

etβn Ê 32n
.)

(e) En déduire une approximation rationnelle de
p

7 à 10−20 près.
Voir aussi exercice 19.51 p. 740.

Solution :

1. On considère l’imageG deH par le logarithme. On vérifie queG est un sous-groupe de(R,+).
• Supposons queG soit de la formemZ,m ∈R+. En posanta = em , on a bienH =

{
an ,n ∈Z

}
.

• SinonG est dense dansR. Soit0 <α< β, on peut donc trouver un élémentx deG dans] ln a, ln b[ etex appartient
à la fois àH et à]α,β[.

2. 1) Supposonsa+b
p

7 = a′+b′p7 soit a−a′ = (b′−b)
p

7. On ab′−b = 0 sinon on aurait
p

7 =
a −a′

b′−b
∈Q ce qui

est impossible. On en déduita −a′ = 0 ce qu’il fallait démontrer.

2) Ï A est stable pour la soustraction :a +b
p

7− (a′+b′p7) = (a −a′)+ (b −b′)
p

7 ∈A .
Ï A est stable pour la multiplication :(a +b

p
7)× (a′+b′p7) = (aa′+7bb′)+ (ab′+ba′)

p
7.

Ï l’élément unité1 de(R,+,×) appartient bien àA : 1 = 1+0
p

7.
DoncA est un sous-anneau de(R,+,×).

3) On a1 ∈U(A ). Si x, y ∈U(A ), on ay−1 ∈ U(A ) et par suitex y−1 ∈ U(A ).

3. 1) Lorsqu’on écritx = a +b
p

7, les entiersa et b sont uniques. Par suitex et N(x) sont définis.

2) Soit (x, y) ∈ A 2. On posex = a +b
p

7, y = a′−b′p7, on ax y = (aa′+7bb′)+ (ab′+ba′)
p

7, x y = (aa′+
7bb′)−(ab′+ba′)

p
7. Ensuitexy = (aa′+7(−b)(−b′))+(a(−b′)−ba′)

p
7 = x y . PuisN(x y) = x y x y = x y x y =

N(x)N(y).
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3) Si N(x) = 1, alorsxx = 1 et doncx ∈ U(A est bien l’inverse dex dansA .
Réciproquement, six est inversible dansA , il existe y dansA tel quex y = 1. DoncN(x)N(y) = N(1) = 1.
DoncN(x) et N(y) sont des entiers dont le produit vaut1, ils sont donc égaux à1 ou−1. Comme l’équation
N(x) =−1 n’admet pas de solution, c’est queN(x) = 1. Ce qu’il fallait démontrer.

4. (a) En effet, en posantx = a +b
p

7, on a
1

x
= a −b

p
7, −x = −a −b

p
7 et − 1

x
= −a +b

p
7. Parmi ces quatre

nombre, le plus grand appartient à[1,+∞[, son inverse à]0,1], son opposé, à]−∞,−1] et l’inverse de son
opposé à[−1,0[. Comme le plus grand des quatre a ses deux coefficients positifs, la proposition en résulte.

(b) On a82 −7×32 = 1, donc8+3
p

7 ∈ U(A ).
(c) Tous les éléments deU(A ) plus grands que1 ont des coefficientsa etb positifs. On regarde donc les valeurs

de b ∈N∗ pour lesquellesa2 −7b2 = 1. Les solutionsb = 1 ou b = 2 ne conviennent pas, donc on ab Ê 3.
Commea Ê 0, on en déduit quea +b

p
7 Ê 3

p
7. C’est bien dire qu’il n’y a pas d’élément deU(A ) dans]

1,3
p

7
[
.

(d) La question précédente montre queU(A )∩R∗
+ n’est pas dense, puisqu’il évite

]
1,3

p
7
[
. Donc il est de la

forme
{
un | n ∈Z

}
. En rajoutant les opposés, on obtient le résultat.

5. 1) Commeu > 1, on aa1 Ê 1 et b1 Ê 1. Commeun+1 = (a1 +b1

p
7)(an +bn

p
7) on en déduit

an+1 = an a1 +7bn b1 > an , et bn+1 = anb1 +bn a1 > bn .

D’où le résultat.
2) L’image de la suiteun estU(A )∩ [1,+∞[ tout entier, doncu1 = u est la plus petite valeur deU(A )∩]1,+∞[,

à savoir8+3
p

7.
3) D’après ce qui précède ce sont les(ak ,bk ) fournis par lesuk pourk = 1,2 et3. Soit(8,3), (127,48), (2034,765),

(32257,12192).
6. (a) On aαn+1 +βn+1

p
7 =

(
αn +βn

p
7
)2

. On en déduitαn+1 =α2
n +7β2

n etβn+1 = 2αnβn .
(b) Comme on a∀n ∈N,α2

n −7β2
n = 1, en divisant parβ2

n on a

α2
n

β2
n

−7= 1

β2
n

.

La suite(βn)n∈N est une suite d’entiers strictement croissante, qui tend donc vers+∞. Donc
α2

n

β2
n

tend vers7

et par suiteλ=
p

7.
(c) Démontrer que∀n ∈N,

εn =
∣∣∣∣
αn

βn
−λ

∣∣∣∣É
1

2
p

7β2
n

.

(d) On a∀n ∈N,α2
n = 7β2

n +1 > 7β2
n . Donc

αn

βn
+
p

7 > 2
p

7.

On en déduit
∣∣∣∣
αn

βn
−
p

7

∣∣∣∣É
1

2
p

7

1

β2
n

.

Pourn = 1, on aβ1 = b2 =
p

48
21

etα1 = a2 = 127 Ê
p

48
21

. On montre par récurrence que pourn Ê 1,αn Ê
p

48
2n

et βn Ê
p

48
2n

. On a alorsαn+1 = α2
n + 7β2

n Ê
p

48
2n+1

+ 7
p

48
2n+1

Ê
p

48
2n+1

et βn+1 = 2αnβn Ê
2
p

48
2np

48
2n

Ê
p

48
2n+1

, ce qu’il fallait vérifier.
Finalement, pourn Ê 1, ∣∣∣∣

αn

βn
−
p

7

∣∣∣∣É
1

2
p

7

1

482n+1

(e) On cherche à avoir2
p

7482n Ê 1020. En prenant les logarithmes décimaux, cela revient àlog10(2
p

7) +

2n log10(48) Ê 20. On calcule
20− log10(2

p
7)

log10(48)
< 11,5, donc il suffit d’avoir2n > 11,5, par exemplen = 4.

n αn βn

0 8 3

1 127 48

2 32257 12192

3 2081028097 786554688

4 8661355881006882817 3273684811110137472

Donc
p

7 = 8661355881006882817

327368481111013747
à 10−20 près.
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19.3.6 Corps

Exercice 19.59 ♥
On définit surR les deux lois⊕ et⊗ parx ⊕ y = x + y −1 et x ⊗ y = x + y − x y . Montrer que(R,⊕,⊗) est un corps.

Solution : On posef (u) = 1−u. On a f (x⊕ y) = f (x)+ f (y) et f (x⊗ y) = f (x)+ f (y). De ce fait(R,⊕,⊗) est un corps
et f réalise un isomorphisme de corps entre(R,⊕,⊗) et (R,+,×).

Exercice 19.60 ♥
Pour(a,b) ∈R2, on pose :

a⊤b = a +b −1 et a ⋆b = ab −a −b +2

Montrer que(R,⊤,⋆) est un corps.

Solution : On poseg (x) = x −1 doncg−1(y) = y +1. On aa⊤b = a +b −1 = (a −1)+ (b −1)+1 = g−1(g (a)+ g (b)) et
a ⋆b = (a −1)(b −1)+1 = g−1(g (a).g (b)).

Exercice 19.61
SoitK etL deux corps etf :K 7→ L un morphisme de corps. Démontrer quef est injectif.

Solution : Soit x 6= 0K. On a f (x). f (x−1) = f (1K) = 1L. L’élément f (x) est inversible dansL, donc il est différent de
0L. Par contraposée, sif (x) = 0L alorsx = 0K. Le noyau def est réduit à0K. Donc f est injectif.

Exercice 19.62 ♥♥♥ Corps à 4 éléments
On se propose de construire un corps(F4,+,×) sur un ensemble à quatre éléments :{0,1, x, y}.

1. En calculant1× x × y de deux façons différentes, démontrer quex3 = 1.

2. Démontrer que nécessairementx2 = y et quey2 = x.

3. En déduire la table du groupe(F⋆4 ,×).

4. Démontrer que nécessairement1+1+1+1 = 0.

5. En déduire que1+1 = x + x = y + y = 0.

6. En déduire la table du groupe(F4,+).

7. Démontrer que l’on a bien construit un corps à quatre éléments.

Solution :

1. Comme l’applicationτx deF⋆4 dans lui-même, définie parτx (t) = x × t est une bijection, de bijection réciproque
τx−1 on a

1× x × y = τx (1)×τx (x)×τx (y) = (x ×1)× (x × x)× (x × y) = x3 × (1× x × y),

on en déduit, en simplifiant par1× x × y , quex3 = 1.

2. Commex 6= 0, on ax 6 = 0 puisqu’un corps est intègre. On a aussix2 6= x. En effet, sinon on aurait(x−1)×x = 0 d’où
x = 1 ou x = 0, absurde. Supposonsx2 = 1. On aurait alorsx3 = x en contradiction avec la question précédente.
Doncx2 = y . Pour les mêmes raisons,y2 = x.

3.

× 1 x y

1 1 x y

x x y 1

y y 1 x

Remarque : Un argument plus savant aurait été : il n’existe qu’une seule loi de groupe possible sur un ensemble à
trois éléments.

4. Cette fois on calcule

S = 0+1+ x + y = (0+1)+ (1+1)+ (1+ x)+ (1+ y) = 1+1+1+1+S,

d’où 1+1+1+1 = 0.

5. On a1+1 6= 1. Supposons1+1 = x, en élevant au carré, on aurait1+1+1+1 = x2 = y soit y = 0, absurde. De
même1+1 = y n’est pas possible. Il ne reste qu’une seule possibilité :1+1 = 0. En multipliant cette égalité parx

puis pary , on obtientx + x = 0 et y + y = 0.
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6.

On a1+0 = 1 donc1+ x 6= 1, on a1+1 = 0 donc1+ x 6= 0 on a1 6= 0 donc
1+ x 6= x. Il reste une seule possibilité pour1+ x, donc on a nécessairement
1+ x = y et en ajoutant1 aux deux membres,x = 1+ y . On a donc la table du
groupe(F4,+).

+ 0 1 x y

0 0 1 x y

1 1 0 y x

x x y 0 1

y y x 1 0

7. Il reste à vérifier la distributivité,(a +b)×c = a ×c +b ×c, ce qui donne a priori43 = 64 vérifications. Les cas où
c = 0 ou c = 1 sont évidents, même chose sia = 0 ou b = 0 ou a = b. Il reste donc trois possibilités poura, deux
pourb donc six pour(a,b). La commutativité de+ divise le nombre de cas par deux. Comme il y a deux choix
pourc, il y a au total six vérifications à effectuer.
Ï (1+ x)× x = y × x = 1 et 1× x + x × x = x + y = 1.
Ï (1+ x)× y = y × y = x et 1× y + x × y = y +1 = x.
Ï (1+ y)× x = x × x = y et 1× x + y × x = x +1 = y .
Ï (1+ y)× y = x × y = 1 et 1× y + y × y = y + x = 1.
Ï (x + y)× x = 1× x = x et x × x + y × x = y +1 = x.
Ï (x + y)× y = 1× y = y et x × y + y × y = 1+ x = y .
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Chapitre 20
Arithmétique

Le père Rouault vint apporter à Charles le paiement de sa jambe remise,
soixante-quinze francs en pièces de quarante sous.

Gustave FLAUBERT, Madame Bovary, 1857.

Pour bien aborder ce chapitre

Un très beau chapitre. Tellement beau que nous allons le traiter deux fois ! En effet, il a beaucoup de points communs avec
le suivant. On peut expliquer ces points communs à l’aide de la théorie des idéaux d’un anneau, mais ce n’est pas l’objet
ici.
Par ailleurs l’arithmétique a toujours fasciné les hommes,les mathématiciens comme les profanes. Avec un peu de cu-
riosité et d’observation, n’importe qui peut conjecturer des propriétés qui peuvent s’avérer ardues à démontrer. On peut
par exemple contempler le tableau des derniers chiffres dei j pour 0 É i É 9 et 1 É j É 5. Une explication viendra plus
tard...

j \ i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 1 4 9 6 5 6 9 4 1

3 1 8 7 4 5 6 3 2 9

4 1 6 1 6 5 6 1 6 1

5 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Par ailleurs, on peut s’émerveiller devant les nombres premiers, le mystère de leur répartition et la beauté gratuite de
leur étude. Gratuite ? Rien n’est moins sûr ! La découverte d’un algorithme rapide de décomposition en facteurs premiers
mettrait à mal bien des codes secrets et l’arithmétique est devenu un secteur d’étude stratégique.
Parmi les nombreux mathématiciens qui se sont intéressés à l’arithmétique, le nom de Gauss se détache. Toute sa vie
durant il est revenu sur des problèmes d’arithmétique. Maison peut citer Euclide, Diophante, Fermat, Legendre, Euler et
Ramanujan.
L’arithmétique est une école de rigueur. Mais une fois les mécanismes acquis, ce chapitre devient une récréation.

20.1 Relation de divisibilité, division euclidienne

20.1.1 Relation de divisibilité

DÉFINITION 20.1 ♥ Divisibilité
Soient deux entiers relatifs(a,b) ∈Z2. On dit que l’entiera divisel’entier b si et seulement si∃k ∈Z tq b = ka.

✎ Notation 20.1 On noteraa | b (se lit «a diviseb ») le fait que l’entiera divise l’entierb.

Remarque 20.1
– ∀n ∈N, n | 0 ;
– ∀n ∈N, 0 | n =⇒ n = 0 ;
– ∀(a,b,c,d) ∈Z4, [a | b et c | d] =⇒ ac | bd .
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PROPOSITION20.1 Propriétés de la divisibilité

– La relation « divise » est réflexive :∀a ∈Z, a | a.
– La relation « divise » est transitive :∀(a,b,c) ∈Z3, [a | b et b | c] =⇒ a | c.
– La relation « divise » n’est ni symétrique, ni antisymétrique. Donc ce n’est ni une relation d‘’équivalence, ni une

relation d’ordre surZ ). Par contre :[a | b et b | a] ⇐⇒ a =±b.

Démonstration

1. Soita ∈Z. Commea = 1×a il est clair quea|a.

2. {
a|b
b|c

=⇒
{
∃k ∈Z, b = ka

∃k′ ∈Z, c = kb
=⇒ c = kk′a =⇒ a|c

3. On a :[a|b et b|a] =⇒
[
∃
(
k,k′) ∈Z2 : b = ka et a = k′b

]
=⇒ a = kk′a. Il vient alors :

– si a = 0 alorsb = ka = 0 et donca = b.
– si a 6= 0, kk′ = 1, commek et k′ sont des entiers, cette égalité n’est possible que sik = k′ = 1 ou alors sik = k′ =−1. On

a finalement biena =±b.
Réciproquement sia =±b, on a nécessairement[a|b et b|a].

PROPOSITION20.2
Soit a,b,c ∈Z et k1,k2 ∈Z. Alors :

[a|b et a|c] =⇒ a|(k1b +k2c)

Démonstration En effet :

[a|b et a|c] =⇒
{
∃k ∈Z, b = ka

∃k′ ∈Z, c = ka
=⇒ k1b +k2c = k1ka +k2k′a =

(
k1k +k2k′)a =⇒ a|(k1b +k2c)

20.1.2 Congruences

DÉFINITION 20.2 Congruence

Considérons un entier strictement positifn ∈N∗ et deux entiers(a,b) ∈Z2. On dit que l’entiera estcongruà l’entierb

modulon, et l’on notea ≡ b [n] lorsque l’entiern divise l’entier(b −a) :

a ≡ b [n] ⇐⇒ n/(b −a).

PROPOSITION20.3 Compatibilité des lois avec les congruences
Soient quatre entiers(a,b,c,d) ∈Z4 et un entiern ∈N∗. On suppose que

1. a ≡ b [n] ;

2. c ≡ d [n].

Alors

1. a +c ≡ b +d [n] ;

2. a ×c ≡ b ×d [n] ;

3. ∀k ∈N, ak ≡ bk [n].

Pour démontrer quea | b il peut être intéressant de démontrer queb ≡ 0 [a].

Exemple 20.2

On veut démontrer que641 divise232 +1.
On remarque quen = 641 = 1+640 = 1+5×27 = 625+16 = 54 +24.
On en déduit5 × 27 ≡ −1 [n]. En élevant à la puissance4, on a 54 × 228 ≡ 1 [n]. Comme54 ≡ −24 [n], on obtient
−24 ×228 ≡ 1 [n] soit en ajoutant232 aux deux membres,0 ≡ 232 +1 [n], ce qu’il fallait vérifier.
Cet exemple historique est dû à Euler et fournit un contre-exemple à une conjecture de Fermat :

∀n ∈N,22n

+1 est premier.
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Exemple 20.3Pour un nombre entiern (écrit en base10) on an ≡ a [10] où a désigne le chiffre des unités den. Ainsi
la dernière ligne du tableau desi j p. 748 peut se lirei 5 ≡ i [10] pour tous entiersi .

Exemple 20.4 On a10 ≡ 1 [9] et donc∀k ∈N,10k ≡ 1 [9]. En particulier
∑p

k=0
ak 10k ≡ ∑p

k=0
ak [9]. Autrement dit, un

nombre entiern = ∑p

k=0
ak 10k (écrit en base10) est congru modulo9 à la somme de ses chiffres, et donc aussi à la

somme des chiffres de la somme de ses chiffres, etc. C’est le principe de lapreuve par neufenseignée autrefois à l’école
élémentaire. Elle peut s’énoncer de la façon suivante : « Le produit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au
reste du produit modulo 9 ».
L’exemple suivant est dû à Eugène Ionesco (La Leçon 1951).
LE PROFESSEUR

...combien font, par exemple, trois milliards sept cent cinquante-cinq millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit mille deux
cent cinquante et un, multiplié par cinq milliards cent soixante-deux millions trois cent trois mille cinq cent huit ?
L’É LÈVE, très vite.
Ça fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt dix quadrillions deux trillions huit cent quarante quatre milliards deux
cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cinq cent huit...
On prenda = 3755998251, b = 5162303508. La somme des chiffres dea vaut54 donca ≡ 0 [9]. De même la somme des
chiffres deb vaut33 doncb ≡ 6 [9]. Donc le produitab est congru à0 modulo9.
La somme des chiffres du produitc = 19390002844219164508 annoncé par l’élève vaut76 doncc ≡ 4 [9].
Moralité, le résultat donné par l’élève est faux.

Exemple 20.5 On peut de demander quelle est valeur exacte du produit. Faute d’un logiciel de calcul formel qui
donnerait la solution, on travaille avec une calculatrice qui donne quatorze chiffres significatif (en l’occurence il s’agit
d’un tableur).
Il donne3755998251×5162303508 = 19389602947179200000. Il est clair que les derniers chiffres sont faux. Pour les
trouver, on travaille modulo107, ce qui va donner les sept derniers chiffres : Soita′ = 5998251 et b′ = 2303508. On a
a ≡ a′ [107] etb ≡ b′ [107]. On a doncab ≡ a′b′ [107]. Le tableur donnea′b′ = 13817019164508 ≡ 19164508 (mod 107).
On peut donc reconstituerab = 19389602947179164508.
Bien entendu, on vérifie avec la preuve par neuf queab ≡ 0 [9].

DÉFINITION 20.3 Système complet de restes modulom
Soit m un entierÊ 2. On appelle système complet de restes modulom un système d’entiers contenant un et un seul
représentant de chaque classe.

Exemples :�0,m −1�, système dem entiers consécutifs,m entiers non congrus modulom deux à deux.

PROPOSITION20.4
Soit x 7−→ f (x) =∑n

i=0
ai xi une fonction polynôme où lesai ∈Z.

On suppose que l’on af (r ) non congru à0 modulom pourr décrivant un système complet de restes modulom. On a
alors∀x ∈Z, f (x) non congru à0 modulom.

Démonstration En effet, soitx ∈Z, il existe unr appartenant au système complet de restes modulom, tel quex ≡ r [m]. Comme
par ailleurs,

∑n
i=0

ai xi ≡∑n
i=0

ai r i [m], le résultat en découle.

20.1.3 Division euclidienne

(q +1)aqa b

r

FIGURE 20.1 – Division euclidienne dansZ

THÉORÈME 20.5 ♥♥♥ Division Euclidienne
Soient deux entiers(a,b) ∈Z×N avecb 6= 0. Alors il existe un unique couple(q,r ) ∈Z2 tel que :

1 a = bq + r

2 0 É r < b

On dit que l’entierq est lequotientet l’entierr le restede ladivision euclidiennedea parb.
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Démonstration
Unicité : Soient

(
q,r

)
∈Z2 et

(
q ′,r ′

)
∈Z2 tels quea = qb+r , 0 É r < b eta = q ′b+r ′, 0 É r ′ < b. Comme0 É r < b et0 É r ′ < b,

on a :b
∣∣q ′−q

∣∣ =
∣∣r ′− r

∣∣ < b ce qui n’est possible que si
∣∣q ′−q

∣∣ = 0, c’est a dire que siq = q ′. Ceci entraîner = r ′ et donc(
q,r

)
=

(
q ′,r ′

)
.

Existence : – Supposons quea ∈N et considérons l’ensembleM = {n ∈N | nb É a} des multiples deb inférieurs àa. M est
une partie deN. De plus,M est :

– non vide car0 ∈M .
– majorée para. En effet, sin ∈M alors, commeb Ê 1, n É nb É a doncn É a.
On en déduit queM admet un plus grand élément (voir page 304), notéq qui vérifie :

1 qb É a carq ∈M .

2
(
q +1

)
b > a carq +1 > q et q est le plus grand élément deM , doncq +1 6∈M .

Posonsr = a −bq. On a biena = bq + r . Par ailleurs0 É r cara Ê bq et r < b carb =
(
q +1

)
b −qb > a −qb = r .

– Supposons maintenant quea ∈ Z. Si a est positif, on se ramène au cas précédent. Sinon−a est positif et il existe(q ′,r ′) ∈ Z2

tel que :−a = q ′b + r ′ et 0 É r ′ < b. On a donca = b
(
−q ′)− r ′. Si r ′ = 0 alors on poseq =−q ′ et r = 0. On obtient ainsi le

couple recherché. Sinon, sir ′ 6= 0, alorsr ′ ∈ �1,b −1� et a = b(−q ′ −1)+ (b − r ′). On pose alorsq =−q ′ −1 et r = b − r ′ et on
obtient, ici encore, le couple recherché.

20.2 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bézout

DÉFINITION 20.4 ♥ PGCD, PPCM
Soient deux entiers non tous deux nuls(a,b)∈Z∗2.

1. L’ensemble des diviseurs deN∗ communs àa et b admet un plus grand élément notéa ∧b. C’est leplus grand
commun diviseur(PGCD) des entiersa et b.

2. L’ensemble des entiers deN∗ multiples communs dea et b admet un plus petit élément noté :a∨b. C’est leplus
petit commun multiple(PPCM) des entiersa et b.

Si a = b = 0, on posea ∧b = a ∨b = 0.

THÉORÈME 20.6 ♥ Théorème d’Euclide
Soient deux entiers(a,b) ∈Z∗2. Effectuons la division euclidienne de l’entiera par l’entierb :

∃!(q,r ) ∈N
2 : a = bq + r et 0 É r < b

Alors :
a ∧b = b ∧ r

Démonstration Commer = a −bq, tout entier divisant à la foisa et b divise aussir . L’ensemble des diviseurs communs àa et
b est égal à l’ensemble des diviseurs communs àb et r . En particulier, ces deux ensembles ont le même plus grand élément, ce qui
s’écrit aussi :a ∧b = b ∧ r .

b

d

a

b b r = a −2b

FIGURE 20.2 – Euclide : sid | b et d | a, alorsd | r

Le théorème précédent justifie l’algorithme d’Euclide pourtrouver le pgcd de deux entiers non nuls(a,b)∈N∗2. On pose
r0 = a, r1 = b et on définit ensuite∀k Ê 1, les couples(qk ,rk ) en utilisant une division euclidienne :

si rk 6= 0, ∃!(qk ,rk+1) ∈Z2 tq rk−1 = qk rk + rk+1 et 0 É rk+1 < rk

Comme la suite d’entiers(rk ) est strictement décroissante, il existe un rangn Ê 1 tel quern 6= 0 et rn+1 = 0. D’après le
théorème d’Euclide, on a∀k ∈ [0,n−1], a ∧b = rk ∧ rk+1. Commern divisern−1, on arn ∧ rn−1 = rn . Par conséquent, le
dernier reste non-nulrn est le pgcd des entiers(a,b).
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Exemple 20.6Déterminons le pgcd des entiers366 et 43 en utilisant l’algorithme d’Euclide :

366 = 43 ×8+ 22

43 =
�

�

�

�
22 ×1+

�

�

�

�21

�

�

�

�22 =
�

�

�

�21 ×1+ 1

21 = 1 ×21+0

donc366∧43 = 1.

– Paramètres :a, b (entiers).
– Variables locales :A,B,r .
– Initialisation :

– A ← a,
– B ← b,

– Corps : Tant queb 6= 0 faire :
– r ← A mod B,
– A ←B,
– B ← r ,
Fin tant que

– RenvoyerA (A =pgcd(a,b)).

MAPLE

pgcd := proc(a, b)
local A, B, r;
A := a;
B := b;
while (b > 0) do

r := irem(A, B);
A := B;
B := r;

od;
A;

end;

ou sous une forme récursive :
MAPLE

pgcd := proc(a, b)
if b = 0 then a
else

pgcd(b,irem(a,b))
fi;

end;

5

10

15

5 10 15 20

Le pgcd de17 et 24 égale1.

DÉFINITION 20.5 Nombres premiers entre eux
On dit que deux nombresa et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus grand diviseur commun est1,

autrement dit si et seulement sia ∧b = 1.
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BIO 17 Étienne Bézout, , né le 31 mars 1730 à Nemours, mort le 27 septembre 1783 à Basses-Loges)

Mathématicien français. Auteur de différents livres d’enseignement
qu’il rédigea à l’attention des gardes de la marine ou des élèves du
corps de l’artillerie. Il est surtout connu pour le théorèmeci dessous
mais il a travaillé également sur les déterminants et les équations
algébriques. Son nom est attaché à d’autres théorèmes en géométrie
algébrique et intersections de courbes.

THÉORÈME 20.7 ♥♥♥ Coefficients de Bézout
Soient deux entiers non nuls(a,b) ∈Z∗2. Il existe(u, v) ∈Z2 tels que

au+bv = a ∧b.

Un tel couple(u, v) est appelécouple de coefficients de Bézout dea et b.

Démonstration Quitte à considérer|a| et |b| à la place dea et b, on peut supposera etb positifs. La preuve se fait par récurrence
surb. Si b = 0, alorsa∧b = a et1.a+0.b = a donc un couple de coefficient de Bézout est(1,0). On fixeb ∈N∗ et on suppose que la
propriété est vraie pour touta ∈N et tout nombren de l’intervalle d’entiers�0,b −1�. Par division euclidienne, il existe

(
q,r

)
∈N2

tels quea = bq +r et 0 É r É b−1. D’après le théorème d’Euclide, on sait quea∧b = b∧r . On applique l’hypothèse de récurrence
àb et r , il existe(U,V) ∈Z2 tels queUb+Vr = b∧r . DoncUb+V

(
a −bq

)
= a∧b etVa+

(
U−Vq

)
b = a∧b. La propriété est alors

prouvée par récurrence.

Remarque 20.2 Il n’y a pas unicité du couple de coefficients de Bézout de deuxentiers. Voir exercice??p. ??.

THÉORÈME 20.8 ♥♥♥ Théorème de Bézout
Soient deux entiers non nuls(a,b) ∈ (Z∗)2. On a

a ∧b = 1 ⇐⇒
[
∃(u, v) ∈Z2 : 1 = au+bv

]

Démonstration
⇒ C’est une conséquence directe du théorème précédent.
⇐ Supposons qu’il existe(u, v) ∈Z2 tel queau+bv = 1. Si d est un diviseur commun àa etb alorsd est un diviseur de1. Il est

alors clair quea ∧b = 1.

Remarque 20.3 Soient deux entiers(a,b) ∈ Z×N∗ premiers entre eux. L’algorithme d’Euclide permet de trouver un
couple de Bézout(u, v) ∈Z2 tel queau+bv = 1. On définit les suites(rk) et (qk ) des restes dans l’algorithme d’Euclide.
Notonsrn = a ∧b = 1 le dernier reste non-nul. On poser0 = a, r1 = b et par récurrence, on définit

∀k Ê 1, rk−1 = qk rk + rk+1 avec0 < rk+1 É rk

On définit simultanément deux suites(uk ) et (vk) telles que

∀k ∈ [0,n], rk = uk a + vk b

Pour que cette propriété soit vraie pour toutk ∈ �0,n�, on doit poser :

(u0, v0) = (1,0), (u1, v1) = (0,1) et∀k ∈ [2,n],

{
uk+1 = uk−1 −qk uk

vk+1 = vk−1 −qk vk

On a alors1 = aun +bvn .

r0 = a r1 = b r2 . . . rk . . . 1
q1 q2 . . . qk . . . qn

1 0 u2 . . . uk . . . un = u

0 1 v2 . . . vk . . . vn = v
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Voici une procédure Maple qui prend comme paramètresa et b et qui retournea∧b, ainsi qu’un couple de Bézout(U,V)
MAPLE

bezout := proc(a, b)
local R, RR, Q, U, UU, V, VV, temp;
R := a;
RR := b;
U := 1;
UU := 0;
V := 0;
VV := 1;
#Cond entrée : R = r0, RR = r1, U = u0, V = v0, UU = u1, VV = v1
while (RR > 0) do

Q := iquo(R, RR);
temp := UU;
UU := U - Q * UU;
U:=temp;
temp := VV;
VV := V - Q * VV;
V := temp;
temp := RR;
RR := irem(R, RR);
R := temp;
#INV : R = rk, RR = r_{k+1}, U = uk, UU = u_{k+1}, V = vk, VV = v_{k+1 },
# Q = qk, k : nombre de passages dans la boucle while

od;
#Cond sortie : RR = u_{n+1}=0, R = r_n = pgcd(a, b), U = u_n, V = v_ n

R, U, V;
end;

Exemple 20.7Déterminons grâce à l’algorithme d’Euclide un couple de Bézout poura = 22 et b = 17.

r0 = 22 r1 = 17 r2 = 5 r3 = 2 r4 = 1

q1 = 1 q2 = 3 q3 = 2 q4 = 2

u0 = 1 u1 = 0 u2 = 1 u3 =−3 u4 = 7

v0 = 0 v1 = 1 v2 =−1 v3 = 4 v4 =−9

et 1 = 7×22−9×17 .

BIO 18
Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 à Brunswick (Saint-Empire romain germanique), mort le
23 février 1855 à Göttingen (Royaume de Hanovre)

Mathématicien allemand. C’est un des plus grands mathématiciens de tous les
temps. Certains l’ont même surnommé le « prince des mathématiques ». Alors âgé
de trois ans, on raconte qu’il sut corriger son père dans un calcul de salaire. Il est re-
marqué par ses instituteurs qui le poussent à poursuivre sesétudes. Á dix-neuf ans,
il résout un problème qui date d’Euclide, celui de la construction à la règle et au
compas du polygône régulier à dix-sept côtés. Cette découverte fut à l’origine de sa
décision de consacrer sa vie aux mathématiques. Il effectuesa thèse sous la direc-
tion de Johann Pfaff à l’université de Brunswick. Celle-ci porte sur une démonstra-
tion du théorème fondamental de l’algèbre 21.24 page 778. Gauss s’intéressa à de
nombreuses branches des mathématiques : l’arithmétique, la géométrie, les proba-
bilités, etc. Il a permis des avancées énormes en théorie desnombres, en géométrie
non-euclidienne, . . .Mais il s’est aussi intéressé, entre autres, à l’astronomie ou à la
cartographie à chaque fois avec génie. Même si la portée de ses travaux ne fut pas
complètement comprise par ses contemporains - Gauss ne publiant que très peu -
ce fut la postérité qui comprit la profondeur et l’étendue deson travail à la lecture
de son journal intime qui fut publié après sa mort. Il eut comme élèves Richard
Dedekind et Bernhard Riemann.

THÉORÈME 20.9 ♥♥♥ Théorème de Gauss
Soient trois entiers non nuls(a,b,c) ∈Z∗3.

[a | bc et a ∧b = 1] =⇒ a | c
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Démonstration Si a ∧b = 1 alors, d’après le théorème de Bézout 20.8, il existe(u, v) ∈Z2 tel queau +bv = 1. On a donc aussi
auc +bvc = c. Mais commea divisebc et quea diviseauc, a diviseauc +bvc = c.

PROPOSITION20.10 Caractérisation des diviseurs et des multiples
Soient deux entiers(a,b) ∈Z2.

1. Soit un entierd ∈Z.

{
d | a

d | b
⇐⇒ d | (a ∧b)

2. soit un entierm ∈Z.

{
a |m

b |m
⇐⇒ (a ∨b) | m.

Démonstration

1. Supposons que qued divise a et b et notonsδ= a ∧b. D’après le théorème 20.7, il existe(u, v) ∈Z2 tels queau +bv = δ.
Commed | a et qued | b, on sait qued | δ. La réciproque est facile.

2. Supposons quea et b divisentm et notonsµ= a∨b. Il existek,k′ ∈N tels queµ= ka etµ= k′b. Il existe aussil , l ′ ∈N tels
quem = l a et m = l ′b. De plus, par application du théorème 20.5, il existe un unique couple

(
q,r

)
∈N2 tel quem = pµ+ r

et 0 É r <µ. On peut alors écrirel a = pka+r et l ′b = pk′b+r et donca | r et b | r . Si r 6= 0 alorsr est un multiple commun
à a et b. Par définition deµ, il vient r Êµ ce qui est impossible. Doncr = 0 etµ divisem. La réciproque est évidente.

PROPOSITION20.11

Soient deux entiers non nuls(a,b)∈Z∗2. Pour un entierk ∈N∗,

{
(ka)∧ (kb) = k(a ∧b)

(ka)∨ (kb) = k(a ∨b)
.

Démonstration
– Posonsδ= a∧b et∆= ka∧kb. Il est clair quekδ |∆. Montrons que∆ | kδ, ce qui prouvera la première égalité. Commek |∆ il

existem ∈Z tel que∆= km. Mais alorskm | ka et m | a. De même,km | kb et doncm | b. L’entier m est donc un diviseur deδ
et∆= km | kδ.

– Posons maintenantd = a∨b etD= ka∨kb. L’entier kd est un multiple deka etkb doncD | kd . Si on montre de plus quekd | D

alors la seconde égalité sera prouvée. Commeka | D et quekb | D, il existe des entiersm1 et m2 tels queD = kam1 = kbm2 .
L’entier k est donc un diviseur deD et il existe un entierD′ tel queD = kD′. Par suite, on aD′ = am1 = bm2 et D′ est donc un
multiple commun àa et b ce qui amèned | D′ ainsi quekd | D.

PROPOSITION20.12 ♥ Autres propriétés du PGCD
Soient trois entiers non nuls(a,b,c) ∈Z∗3.

1 Soient trois entiers(δ, a′,b′) ∈N∗×Z2 tels quea = δa′, b = δb′, alors

(
δ= a ∧b

)
⇐⇒

(
a′∧b′ = 1

)

2

{
a ∧b = 1

a ∧c = 1
⇐⇒ a ∧ (bc) = 1 ;

3





a | c

b | c

a ∧b = 1

=⇒ ab | c ;

4 pour tout couple(p, q) ∈N∗2, si a ∧b = 1, alorsap ∧bq = 1 ;

5 pour tout entierk ∈N∗, ak ∧bk = (a ∧b)k .

Démonstration

1 C’est une conséquence directe de la proposition 20.10.

2 ⇒ Si a∧b = 1 eta∧c = 1, alors par application du théorème de Bézout 20.8, il existedes entierss, t ,u, v tels que
sa + tb = 1 et ua +vc = 1. Si on multiplie membre à membre ces deux égalités, on obtient l’égalité de Bézout :
(sua +v sc + tub) a + (tvc) b = 1 et en conclusiona ∧ (bc) = 1.

⇐ Réciproquement, sia ∧ (bc) = 1 alors il : est clair quea est premier à la fois avecb et c.

3 Commea | c, il existek ∈Z tel quec = ka. Mais commeb | c = ka et quea ∧b = 1 alors par le théorème de Gauss 20.9, il
vient queb | k. En conclusionab | c.

4 ConsidéronsA,B ∈N∗ tels queA∧B = 1 et m ∈N∗. Si on applique la deuxième règle aveca = A, b = B etc = B, on obtient :
A∧B2 = 1. En l’appliquant une nouvelle fois aveca = A, b = B et c = B2, il vient queA∧B3 = 1. Si on l’applique encore
m −3 fois, il vient que :A∧Bm = 1. En résumé, on a prouvé que siA∧B = 1 alorsA∧Bm = 1. Considéronsa,b ∈N∗ tels
quea ∧b = 1 et p, q ∈ N∗. On applique ce résultat àA = a, B = b et m = q. Il vient a ∧bq = 1. On l’applique alors une
nouvelle fois mais àA= bq , B = a et m = p et on trouve :ap ∧bq = 1.
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5 Soit k ∈ N∗. Posonsδ = a ∧b. Grâce à la première règle, on a :a
δ
∧ b

δ
= 1 et grâce à la quatrième :

(
a
δ

)k
∧

(
b
δ

)k
= 1. En

appliquant à nouveau la première règle, il vient que :ak ∧bk = δk = (a ∧b)k .

THÉORÈME 20.13 ♥ Relation entre PGCD et PPCM
Soient deux entiers non nuls(a,b) ∈Z∗2.

1. Si a ∧b = 1 alorsa ∨b = |ab| ;
2. (a ∧b)(a ∨b)= |ab|.

Démonstration

1. Supposons quea et b sont positifs et premiers entre eux. Soitd un multiple commun àa et b. Alors il existek ∈N tels que
d = ka. Commeb | d et quea ∧b = 1, on en déduit, grâce au théorème de Gauss 20.9, queb | k et qu’il existe donck′ ∈N

tel qued = k′ab. Commed est le plus petit commun multiple dea et b, il vient forcément quek′ = 1 et qued = ab. Si a et
b ne sont pas tous deux positifs, on applique ce résultat à|a| et |b|.

2. Notonsδ= a∧b eta = δa′, b = δb′ aveca′,b′ ∈Z. Montrons que l’ensemble des multiples communs àa etb est l’ensemble
des multiples deδa′b′. Il est clair que tout multiple deδa′b′ est un multiple commun àa et b. Réciproquement, sim est un
multiple commun àa etb alors il existek,k′ ∈Z tels quem = ka = k′b. On a aussi :m = kδa′ = k′δb′. Commea′ etb′ sont
premiers entre eux, cette égalité implique, par application du théorème de Ga uss 20.9 queb′ | k. Doncm est un multiple
deδa′b′. Il s’ensuit que le ppcm dea et b est le plus petit multiple deδa′b′, c’est à dire quea ∨b =

∣∣δa′b′∣∣. Il vient alors
δ(a ∨b) = δ

∣∣δa′b′∣∣= |ab| d’où l’égalité.

20.3 Nombres premiers

20.3.1 Nombres premiers

DÉFINITION 20.6 ♥ Nombre premier, nombre composé
Un entiern ∈N est ditpremiersi n Ê 2 et si ses seuls diviseurs dansN, sont1 ou lui-même :

∀k ∈N∗, k/n =⇒ k ∈ {1,n}

On noteP l’ensemble des nombres premiers.
Si un entiern ∈N n’est pas premier, on dit qu’il estcomposé.

Remarque 20.4 Un entier positif est premier si et seulement si le cardinal de l’ensemble de ses diviseurs est égal à2.

PROPOSITION20.14 ♥ Propriétés des nombres premiers

1. Soit un entierp ∈N premier, eta ∈Z un entier. Alors,p | a ou bienp ∧a = 1.

2. Sin et m sont deux nombres premiers distincts, ils sont premiers entre eux :n 6= m =⇒ n∧m = 1.

3. Sin est un nombre premier et si(a1, . . . , ak ) ∈Zk ,

n | a1 . . . ak =⇒ [∃i ∈ [[1,n]] : n | ai ]

Démonstration

1. Si n et a ne sont pas premiers entre eux alorsδ= n ∧a > 1. Mais commeδ | n et quen est premier,δ= 1 ce qui n’est pas
possible ouδ= n. En conclusion,n | a.

2. n est premier et peut diviserm donc d’après le point précédentn ∧m = 1.

3. D’après le théorème de Gauss et une petite récurrence.

PROPOSITION20.15 ♥
Tout entier supérieur à2 admet un diviseur premier.

Démonstration Effectuons une récurrence forte. Sip = 2 alorsp possède un diviseur premier : lui même. Supposons la propriété
vérifiée pour tout entierp ∈ �2,n� et montrons là pourp = n+1. SoitA l’ensemble des diviseurs den+1. On a|A | Ê 2. Si |A | = 2

alorsn+1 est premier et cela démontre la propriété sinonA contient un entierq ∈ �2,n� qui divisen+1. On applique l’hypothèse
de récurrence àq : q possède un diviseur premier. Ce diviseur premier divise nécessairement aussin +1 et doncn +1 possède un
diviseur premier. La propriété est donc démontrée par récurrence.
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PROPOSITION20.16 ♥
L’ensembleP des nombres premiers est infini.

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas.P forme alors une partie finie deN. P possède donc un plus grand élément
n. Considérons le nombre entierN = n!+1. On a :N > n. D’après la proposition précédente,N possède un diviseur premierp

différent de1. Ce dernier est nécessairement élément de l’ensemble�2,n�. p divise donc aussin!. Mais alorsp divise1 ce qui est
impossible. L’ensembleP des nombres premiers est donc infini.

20.3.2 Décomposition en facteurs premiers

LEMME 20.17
Soit m ∈ N∗. On considèrem nombre premiersp1, . . . , pm ∈ P distincts deux à deux et des entiers naturels non nuls
α1, . . . ,αm . On forme le nombre entierpα1

1 . . . p
αm
m . Alors tout diviseur premier den est l’un despi où i ∈ �1,m�.

Démonstration Considérons l’ensembleA des entiers de la formen = p
α1
1 . . . p

αm
m avecm ∈N∗, p1, . . . , pm ∈P distincts deux à

deux etα1, . . . ,αm ∈N∗ qui admettent un diviseur premier différent de chacun despi . La propriété sera prouvée si on montre que
A est vide. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors commeA est une partie deN, A admet un plus petit élémentn0 = p

α1
1

. . . p
αm
m

et d’après la proposition 20.15,n0 admet un diviseur premierp qui n’est, par définition deA , aucun despi . L’entier p divise donc
le produitp1.p

α1−1
1

. . . p
αm
m . Les entiersp et p1 sont premiers entre eux car premiers. On en déduit, par application du lemme de

Gauss, quep | p
α1−1
1 . . . p

αm
m . Mais commen0 est le plus petit élément deA , l’entier p

α1−1
1 . . . p

αm
m n’est pas élément deA et p est

l’un despi pour i ∈ �1,m� ce qui rentre en contradiction avec l’hypothèse faite surp. Le lemme est alors prouvé par l’absurde.

THÉORÈME 20.18 ♥♥♥ Décomposition en facteurs premiers
Soit un entiern ∈N\ {0,1}. Cet entiern s’écrit de façon unique de la manière suivante :

n = p
α1

1 . . . p
αm
m

où m ∈N∗, p1 < . . . < pm sontm nombres premiers et oùα1, . . . ,αm ∈ N∗. Ce résultat se formule aussi sous la forme
suivante :n s’écrit de manière unique, à l’ordre des facteurs près, comme

n =
∏

p∈P
pνp (n)

oùνp (n) ∈N est appelé lap-valuationde l’entiern.

Démonstration
Exi stence La preuve se fait par récurrence surn. Si n = 2 alors comme2 ∈ P, la proposition est vraie. Soitn ∈ N \ {0,1}.

Supposons que tout entier< n se décompose comme indiqué dans le théorème. Sin est premier alors le théorème est vrai pour
n. Sinonn admet un diviseur premierp ∈ P et il existe0 < m < n tel quen = pm. Mais par application de l’hypothèse de
récurrence,m se décompose comme indiqué dans le théorème et il en est alorsde même den. L’existence de la décomposition
est alors prouvée par récurrence.

Uni ci té La preuve se fait à nouveau par récurrence. Supposons que2 = p
α1
1

. . . p
αm
m avec pour touti ∈ �1,m�, pi ∈P, αi ∈N∗ et

p1 < . . . < pm . Comme2 est le plus petit des nombres premiers, il vient :2 = p
α1
1 . . . p

αm
m Ê 2α1 × . . .×2αm ce qui n’est possible

que sim = 1, p1 = 2, α1 = 1. L’unicité de la décomposition de2 en facteurs premiers est alors prouvée. Soitn ∈N. Supposons
que tout entier< n admet une unique décomposition en facteurs premiers et supposons que que ce ne soit pas le cas pourn,

c’est à dire quen admet au moins deux décompositions en facteurs premiers :n = p
α1
1 . . . p

αm
m = p

′α′
1

1 . . . p
′α′

m′
m′ . Par application du

lemme précédent, il vientp1 = p ′
i

pour un certaini ∈
�

1,m′� et p ′
1 = p j pour un certainj ∈ �1,m�. Mais p1 É p j = p ′

1 É p ′
i
= p1

et forcémentp1 = p ′
1. On peut alors écrire :

n

p1
= p

α1−1
1 . . . p

αm
m = p

′α′
1−1

1 . . . p
′α′

m′
m′

L’hypothèse de récurrence nous permet d’affirmer que la décomposition den/p1 en facteurs premiers est unique donc :m = m′,
p1 = p ′

1, p2 = p ′
2, . . ., pm = p ′

m , α1 = α′1, . . ., αm = α′m . Les deux décompositions den en facteurs premiers sont donc égales.
L’unicité est ainsi prouvée par récurrence.

Remarque 20.5 Tout entier relatifn ∈Z non nul s’écrit de façon unique sous la forme :

n =±
∏

p∈P
pνp (|n|).

Pour des entiersa,b ∈N∗, et p ∈P,

νp (a ×b)= νp (a)+νp (b) a | b =⇒ νp (a)É νp (b)
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THÉORÈME 20.19 ♥ Expression du PGCD et du PPCM à l’aide des facteurs premiers
Soient deux entiers non-nuls(a,b)∈N∗2. Leur décomposition en facteurs premiers s’écrit :

a =
∏

p∈P
pνp (a) b =

∏

p∈P
pνp (b)

Alors la décomposition dea ∧b et dea ∨b en facteurs premiers s’écrit :

a ∧b =
∏

p∈P
pmin{νp (a),νp (b)} a ∨b =

∏

p∈P
pmax{νp (a),νp (b)}

Démonstration Posonsδ=
∏

p∈P pmin{νp (a),νp (b)} et montrons queδ= a ∧b. Considéronsa′,b′ ∈N tels quea = δa′ et b = δb′.
D’après la proposition 20.12, on aura montré queδ= a ∧b si et seulement sia′∧b′ = 1. Supposons que ce ne soit pas le cas alors
il existe un diviseurd 6= 1 commun àa et b qu’on peut supposer premier. On a donc :

d | a

d
=

∏

p∈P
pνp (a)−min{νp (a),νp (b)} et d | b

d
=

∏

p∈P
pνp (b)−min{νp (a),νp (b)}.

Il vient alors qued est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et queνd (a)−min{νd (a),νd (b)} Ê 1 ainsi queνd (b)−
min{νd (a),νd (b)} Ê 1 ce qui constitue une contradiction et prouve par l’absurde quea′∧b′ = 1. La formule pour le pgcd est ainsi
démontrée. On procède de même pour le ppcm.

Exemple 20.8

Soitn ∈N non nul,n =∏
p∈P pνp (|n|). Les diviseurs positifsd den s’écriventd =∏

p∈P,p|n pνp (|d |), avec∀p ∈P,νp (|d |) É
νp (|n|). Pour chaquep ∈P qui divisen, on aνp (|n|)+1 choix pourνp (|d |), à savoir0,1, . . . ,νp (|n|). On obtient ainsi

∏

p∈P,p|n
(νp (|n|)+1)

diviseurs positifs den. Ces diviseurs den sont distincts deux à deux à cause du théorème de décomposition en facteurs
premiers.
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20.4 Exercices

20.4.1 Divisibilité

Exercice 20.1 ♥
Déterminer le nombre de diviseurs de10!

Solution : On sait que10! = 1×2×3×. . .×10 donc10! = 28.34.52.7 et un diviseur de10! est donc de la forme2a .3b .5c .7d

aveca ∈ �0,8�, b ∈ �0,4�, c ∈ �0,2� etd ∈ �0,1�. Réciproquement, tout nombre de cette forme divise10!. On compte alors
9×5×3×2 = 270 diviseurs de10!.

Exercice 20.2 ♥
Résoudre dansZ l’équationx −1 | x +3.

Solution : On remarque que1 n’est pas une solution de l’équation. On suppose donc quex 6= 1 et on écrit :

x −1 | x +3 ⇐⇒ x +3

x −1
= 1+ 4

x −1
∈Z.

Mais les diviseurs de4 sont±1,±2,±4. Doncx est solution de l’équation si et seulement six −1 est égal à un de ces6

nombres. On trouve alors pour l’ensemble solution{−3,−1,0,2,3,5} .

Exercice 20.3 ♥
Sachant que3285 = 25×123+210 trouver, sans effectuer cette division, le reste et le quotient de la division euclidienne
de3285 par123.

Solution : On sait que le reste doit être plus petit que le quotient. Alors 3285 = 25×123+123+87 = 26×123+87 et
par unicité du couple quotient-reste on trouve que le quotient est26 et le reste87.

Exercice 20.4 ♥
Prouver que pour toutn ∈N, n (n+1) (n+2) (n+3) est divisible par24.

Solution : On remarque que dans4 nombres successifs, il y a toujours un diviseur de2, un de3 et un de4. Donc il est
clair que le produit de ces4 nombres est divisible par24.

Exercice 20.5 ♥
Montrer que∀n Ê 0,6 | 5n3 +n.

Solution : Par récurrence. La propriété est vraie au rang0. Soit n ∈ N. Supposons que6 | 5n3 +n et montrons que
6 | 5(n+1)3 +n +1. On calcule :5(n+1)3 +n +1 = 5n3 +n +15n2 +15n +6. Mais 6 | 5n3 +n d’après l’hypothèse de
récurrence. Comme3 | 15 que et2 | n2 +n = n (n+1) ( n ou n+1 est pair),6 | 15n2 +15n et la propriété reste vraie au
rangn+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

20.4.2 Bezout, PGCD, PPCM

Exercice 20.6 ♥
Calculer le pgcd des couples

1. (120,230) 2. (210,135) 3. (211,112)

Solution : On applique l’algorithme d’Euclide et on trouve :

1. 120∧230 = 10

2. 210∧135 = 15

3. 211∧112 = 1

Exercice 20.7 ♥
Soienta,b des nombres premiers entre eux. Montrer que :

1. a ∧ (a +b) = b ∧ (a +b) = 1.

2. (a +b)∧ab = 1.
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Solution :

1. On suppose quea et a +b ne sont pas premiers entre eux. Alors soitk un diviseur commun àa et a +b différent
de1. Commek | a et quek | a +b, k | b et donck | a ∧b = 1 ce qui n’est pas possible. Donca ∧ (a +b) = 1. La
seconde relation se prouve en échangeant les lettresa et b dans la première.

2. Comme avant, on suppose queab et a + b ne sont pas premiers entre eux. Alors soitk un diviseur premier
commun àab et a +b différent de1. Commek | ab, k | a ou k | b. On suppose quek | a, alors comme avant,
commek | a +b, k | b et donck | a ∧b = 1 ce qui n’est pas possible.

Exercice 20.8 ♥
Trouver tous les couples d’entiers naturels(a,b) ∈N2 (a É b) tels quea ∧b = 18 et a +b = 360.

Solution : Soient(a,b) ∈ N2 un couple solution du problème. Alors il existe
(
a′,b′) ∈ N2 tel quea = 18a′, b = 18b′

et a′∧b′ = 1. De plus commea +b = 360, on sait quea′+b′ = 360/18 = 20. En résumé,
(
a′,b′) est un couple de deux

entiers premiers entre eux et de somme20. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont

(1,19) ,(3,17) (7,13) ,(9,11) .

On multiplie ces couples par18 pour retrouver le couple(a,b) :

(18,342) ,(54,306) ,(126,234) ,(162,198) .

Réciproquement, chacun de ces couples vérifie les deux conditions.

Exercice 20.9 ♥
Trouver tous les couples d’entiers naturels(a,b) ∈N2 (a É b) tels quea ∧b = 18 et ab = 126.

Solution : Soient(a,b) ∈N2 un couple solution du problème. Alors il existe
(
a′,b′) ∈N2 tel quea = 18a′, b = 18b′ et

a′∧b′ = 1. Commeab = 126, on sait quea′b′ = 7. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont(1,6) ,(2,5) ,(3,4). On
multiplie par18 pour retrouver les couples(a,b) : (18,108) ,(36,90),(54,72). Réciproquement, chacun de ces couples
vérifie les deux conditions.

Exercice 20.10 ♥♥
Résoudre dansZ l’équation1665x +1035y = 45.

Solution : Comme1665∧1035 = 45 cette équation est équivalente à37x +23y = 1. Comme37 et 23 sont premiers
entre eux cette équation admet des solutions par le théorèmede Bezout. Une d’entre elles est par exemple donnée par
x = 5 et y = −8. Les autres s’en déduisent, elles sont de la forme(5−23k,−8+37k). En effet, elles sont de la forme
(5+a,−8+b) avec(a,b) ∈ Z2. On injecte dans37x + 23y = 1 et il vient que37a + 23b = 0. Comme23 et 37 sont
premiers, on en déduit que23 | a et 37 | b. Donc il existek,k ′ ∈Z tels quea = 23k et b = 37k ′. On injecte dans l’égalité
37a +23b = 0 et on trouve quek = −k ′ d’où la forme des solutions. Réciproquement, toute couple de cette forme est
solution de l’équation.

Exercice 20.11 ♥♥
On se donne trois entiers non nuls(A,B,C)∈Z∗3, et on considère l’équation diophantienne :

(E) : Ax +By = C (x, y) ∈Z2

Résoudre cette équation consiste à déterminer l’ensemble des solutionsS = {(x, y) ∈Z2 | Ax +By = C}.

1. Notonsδ= A∧B. Montrez que siδ ne divise pasC, alorsS =∅ ;

2. On suppose désormais queδ/C. Il existe trois entiers non nuls(A′,B′,C′) ∈ Z∗3 tels queA = δA′, B = δB′ avec
A′∧B′ = 1, etC = δC′. Montrez que l’équation(E) a même ensemble de solutions que l’équation

(E′) : A′x +B′y = C′

3. Comment trouver une solution particulière de l’équation(E′) ?

4. En déduire l’ensembleS de toutes les solutions ;

5. Résoudre dansZ l’équation
(E) : 24x +20y = 36
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Solution :

1. Par contraposée, siS 6=∅ alors il existe
(
x, y

)
∈Z2 tel queAx +By = C. Commeδ | A etδ |B, δ |C.

2. Soit
(
x, y

)
une solution de(E). Alors Ax+By = C. CommeA,B,C sont divisibles parδ, on peut écrireA′x+B′y = C′

et
(
x, y

)
est solution de

(
E′). Réciproquement, si

(
x, y

)
est solution de

(
E′) alorsA′x +B′y = C′ et en multipliant

parδ, on obtientAx +By = C et
(
x, y

)
est solution de(E).

3. CommeA′ et B′ sont premiers entre eux, on peut déterminer un couple(u, v) de coefficients de Bezout tels que
A′u+B′v = 1. Alors

(
C′u,C′v

)
est une solution de

(
E′).

4. On considère une solution particulière(u, v) de
(
E′). On cherche une autre solution de

(
E′). On peut l’écrire

(u+a, v +b) où a,b ∈Z. On doit alors avoirA′ (u+a)+B′ (u+ v) = C′ soit A′a +B′b = 0. CommeA′∧B′ = 1, on
en déduit que grâce au théorème de Gauss quea est un multiple deB′ et queb est un multiple deA′ : a = kB′

et b = l A′. On injecte dansA′a +B′b = 0 et on trouve quel = −k. Donc une solution de
(
E′) est de la forme(

u+kB′, v −kA′) où k ∈Z. Réciproquement, on vérifie facilement que tout couple de cette forme est solution de
(
E′). On en déduit queS =

{(
u+kB′, v −kA′) |k ∈Z

}
.

5. On applique les questions précédentes. Les solutions de(E) sont celles de
(
E′) : 6x + 5y = 9. Un couple de

coefficients de Bezout pour6 et 5 est(1,−1). Donc une solution particulière de
(
E′) est(9,−9) Les solutions de

(E) sont les couples(9+5k,−9−6k) où (k, l) ∈Z2.

Exercice 20.12 ♥♥
SoientH1 et H2 deux sous-groupes du groupe(Z,+). On définit l’ensemble

H1 +H2 = {h1 +h2 ; (h1,h2) ∈ H1 ×H2}

1. Montrer queH1+H2 est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-groupe de(Z,+) qui contient la partieH1∪H2 ;

2. Déterminer le sous-groupe4Z+6Z ;

3. Comment interpréter l’inclusionaZ∪bZ ⊂ cZ en termes de divisibilité ?

Solution :

1. On vérifie facilement queH1 +H2 est un sous-groupe de(Z,+). Il contient de plus clairementH1 et H2 et donc
H1 ∪H2. Montrons que c’est le plus petit sous-groupe de(Z,+) à vérifier cette propriété. SoitH′ un sous-groupe
de (Z,+) qui contientH1 ∪H2. Alors H′ doit contenir toutes les sommesh1 +h2 avech1 ∈ H1 et h2 ∈ H2. Donc
H ⊂ H′.

2. Déterminons le sous-groupeH = 4Z+6Z. Ces élements sont de la forme4a+6b aveca,b ∈Z. Comme4∧6 = 2,
d’après le théorème de Bezout, il existeu, v ∈ Z tels que4u +6v = 2 donc pour toutk ∈ Z, 4uk +6vk = 2k et H

contient tous les entiers pairs. Réciproquement, tout élément deH est pair donc4Z+6Z = 2Z .

3. En suivant le même raisonnement que précédemment, on pourrait montrer queaZ+bZ= (a ∧b)Z doncaZ∪bZ ⊂
cZ si et seulement sic | a ∧b.

Exercice 20.13 ♥♥
Soient deux entiers non nuls(n,m) ∈N∗2. On suppose quen

p
m ∈Q. Montrez qu’alorsn

p
m ∈N∗.

Solution : Comme n
p

m ∈Q, il existe deux entiers(p, q) ∈N∗2 tels que n
p

m = p/q avecp ∧ q = 1. Alors, pn = mqn .
Mais puisquep et q sont premiers entre eux, on sait quepn et qn sont également premiers entre eux. Puisquepn/mqn

avecpn ∧qn = 1, d’après le théorème de Gauss, il vient quepn divisem. Donc il existek ∈N∗ tel quem = kpn . Mais

alors on ak = 1

qn
et doncqn = 1. Par conséquent,m = pn et donc n

p
m = p.

Exercice 20.14 ♥♥
Soient deux entiers non nuls(a,b) ∈Z22. On noteδ= a ∧b leur pbcd etµ= a ∨b leur ppcm. Montrez que

(a +b)∧µ= δ

Solution : On sait qu’il existe(a′,b′) ∈ Z⋆2 tels quea = δa′, b = δb′ et a′ ∧ b′ = 1. On a de plusδµ = ab donc
µ= δa′b′. Par conséquent,

(a +b)∧µ=
(
δ(a′+b′)

)
∧ (δa′b′) = δ×

(
(a′+b′)∧a′b′

Mais puisquea′ et b′ sont premiers entre eux, on a égalementa′∧ (a′+b′) = 1 et b′∧ (a′+b′) = 1 (il suffit d’écrire une
relation de Bezout. Donc puisquea′∧b′ = 1, a′b′∧ (a′+b′) = 1. Finalement,(a +b)∧µ= δ.
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Exercice 20.15 ♥
Trouver les couples d’entiers(x, y) ∈N∗2 vérifiant

11x −5y = 10 et x ∧ y = 10

Solution : Supposons que(x, y) soit un couple d’entier satisfaisant les hypothèses. Commex ∧ y = 10, on peut écrire
x = 10x′ et y = 10y ′ avecx′∧ y ′ = 1. Alors le couple d’entiers(x′, y ′) vérifie

11x′−5y ′ = 1

Un couple de Bezout évident est(x′, y ′) = (1,2). On trouve alors (voir l’exercice 20.11) qu’il existe un entier k ∈ Z tel
que

x′ = 1+5k et y ′ = 2+11k

d’où nécessairement
x = 10+50k et y = 20+100k

On vérifie réciproquement que tout couple de cette forme convient.

Exercice 20.16 ♥
Considérons deux entiers(a,b) ∈ Z∗2 premiers entre eux :a ∧ b = 1 et un couple de Bezout(u0, v0) ∈ Z2 tel que
au0 +bv0 = 1. Déterminer l’ensemble de tous les couples de Bezout(u, v) ∈Z2 vérifiantau+bv = 1.

Solution : Par soustraction on aa(u−u0) = b(v0 − v). Doncb divisea(u−u0). Puisque(a,b sont premiers entre eux,
d’après le lemme de Gauss,b divise nécessairementu −u0, donc∃k ∈ Z,u −u0 = kb ou u = u0 +kb. En remplaçant
u−u0 parkb, on obtient alorsakb = b(v0 − v), d’où v = v0 −ka.
Réciproquement, les couples(u0 +kb, v0 −ka),k ∈Z sont bien solutions.

Exercice 20.17 ♥
Soient deux entiers non nuls(a,b) ∈Z∗2 premiers entre eux. Montrez qu’il existe deux entiers(u, v) ∈Z2 tels que

au+bv = 1 et |u| < |b|, |v | É |a|

Solution : Le résultat est faux dans le cas (sans intérêt) oùa et b sont égaux à±1. Dans les autres cas :
Quitte à changera et/oub en leurs opposés, on peut toujours supposera et b positifs. Il suffit pour cela de changer
le/les signe/s deu ou v selon les cas.
On écrit une relation de Bezoutau0 + bv0 = 1. Reste à avoir−b < u < b et −a < v < a en posantu = u0 + kb et
v = v0 −ka (voir exercice précédent). On a bienau +bv = 1. Pour avoir|u| < b, il suffit de prendre−b < v < b soit

−1−
u0

b
< k < 1−

u0

b
. On choisitk entier dans un intervalle ouvert de longueur2. On a deux possibilités, sauf lorsque

u0

b
est entier (pourb =±1), auquel cas on peut (et on doit) choisirk = −u0

b
et doncu = 0 et par suitebv = 1 entraîne

bienv =±1 et donc|v | É |a| puisque dans ce cas on n’a pas|a| = 1.

Lorsque
u0

b
n’est pas entier, on a donc deux possibilités pour(u1, v1) et (u1 +b, v1 −b) qui vérifient|u| < b.

Commeau+bv = 1, on a0 É au+bv = 1< ab. Doncab <−au É bv < ab −au < ab +ab.
Donc−a < v < 2a. Deux cas se présentent : Si−a < u < a, alors c’est gagné. Sinon c’est qu’on s’est trompé dans le
choix dea1 et on considère cette foisv −a qui vérifie0É v −a < a et c’est encore gagné.

Exercice 20.18 ♥♥
Soit un entiern ∈ N⋆. Montrer qu’il existe(an , bn ) ∈ Z2 tels que(1+

p
2)n = an +

p
2bn . Montrer ensuite que les

entiersan et bn sont premiers entre eux.

Solution : Par le binôme :

(1+
p

2)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
p

2
k =

E(n/2)∑
p=0

(
n

2p

)
2p +

p
2

E((n−1)/2)∑
p=0

(
n

2p +1

)
2p

Il suffit de poser

an =
E(n/2)∑

p=0

(
n

2p

)
2p bn =

E((n−1)/2)∑
p=0

(
2

2p +1

)
2p

De la même façon, on montre l’existence de(cn ,dn ) ∈Z2 tels que(
p

2−1)n = cn +
√

dn . En effectuant le produit,

1= (
p

2−1)n(
p

2+1)n = ancn +2bn dn +
p

2(bncn +dn an)
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Mais puisque dans leQ-espace vectorielR, le système(1,
p

2) est libre, il vient quebn cn +an dn = 0 et donc on obtient
une relation de Bezout entre les entiersan et bn :

cn an +2dn bn = 1

ce qui montre que les entiersan et bn sont premiers entre eux.

Exercice 20.19 ♥♥
Le but de cet exercice est de déterminer l’ensembleE des triplets(x, y, z) ∈N⋆3 vérifiant l’équation de Pythagore :

x2 + y2 = z2

1. Montrer que pour tout couple(a,b) ∈N⋆2, le triplet (a2 −b2,2ab, a2 +b2) appartient à l’ensembleE. Donner3
éléments distincts de l’ensembleE.

2. On considère un triplet(x, y, z) ∈ E vérifiantx ∧ y = 1.
a. Montrer qu’alorsx ∧ z = 1 et y ∧ z = 1.
b. Montrer que les entiersx et y ne sont pas de même parité.

c. On suppose par exemple quex est impair et quey est pair. Montrer qu’il existe deux entiers non nuls
(p, q) ∈N∗2 premiers entre eux tels que

x = p −q, y = p +q, y2 = 4pq

Montrer quep et q sont des carrés parfaits.
3. En déduire l’ensembleE.

Solution :

a. Par un calcul simple.

b. Si x et y étaient pairs,2/x ∧ y , impossible. Si on supposex impair, ety impair, alorsx2 + y2 ≡ 2 mod (4), ce qui
est impossible carz2 ≡ 0 mod (4) (regarder la décomposition dez en facteurs premiers, et la puissance de2).

c. Posonsp = (z+x)/2 et q = (z−x)/2. Ce sont des entiers carz et x sont impairs. Ils sont positifs carz > x. Comme
x∧z = 1, d’après Bezout, il existe(u, v) ∈Z2 tels queux+v z = 1, mais alors(u+v)p+(v−u)q = 1 ce qui montre
quep ∧q = 1. Alors 4pq = z2 − x2 = y2.

d. Commep ∧ q = 1, ils n’ont pas de facteurs premiers en commun dans leur décomposition. Commepq = y2 est
un carré, tous les exposants dans la décomposition dep et q sont pairs, ce qui montre quep et q sont des carrés.

3. Soit(x, y, z) ∈ E. si x ∧ y 6= 1, en posantδ= x ∧ y , on aδ2(x′2 + y ′2) = z2 et doncδ2/z2, par conséquent, il existe
z ′ ∈ N tel quez2 = δ2z ′2 (commez2 est un carré,z2/δ2 en est encore un comme on le voit en examinant la
décomposition en facteurs premiers). Alorsx′2 + y ′2 = z ′2 avecx′ ∧ y ′ = 1. D’après la question précédente, il
existe(a,b)∈N∗2 tels que(x, y, z) = δ2(a2 −b2,2ab, a2 +b2). On a donc montré (avec la première question) que

E = {δ2(a2 −b2,2ab, a2 +b2) ; (a,b) ∈N
∗2

, δ ∈N}

Exercice 20.20 ♥♥
On appellenombres de Fermat, les entiers de la forme

Fn = 22n

+1, n ∈N

a. Montrer que pour tout entierx ∈N, l’entier x2p −1 est divisible parx +1.

b. Montrer que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

Solution : Soient deux entiersn < m. Posonsp = m −n et écrivons

Fm −2 = 22m

−1 = 22n+p

−1 = 22n 2p

−1 =
(
22n

)2p

−1

Mais pour tout entierx, l’entier x2p −1 est divisible parx +1. Il existe donc un entierq ∈N tel que

Fm −2 = (22q

+1)q

c’est à dire
Fm −Fn q = 2

Il en résulte queFm ∧Fn est un diviseur de2. Mais puisque les nombres de Fermat sont impairs, le seul diviseur possible
est1.
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Exercice 20.21 ♥♥
On considère la suite de Fibonacci définie par

u0 = 0, u1 = 1, et∀n ∈N,un+2 = un+1 +un

a. Montrer que∀n Ê 1, un+1un−1 −u2
n = (−1)n .

b. Montrer que deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci sont premiers entre eux.

c. Montrer que∀n ∈N, ∀p ∈N∗,
un+p = un up−1 +un+1up

et en déduire que
un ∧up = un ∧un+p

d. Montrer que∀(n,m) ∈N2,
un ∧um = un∧m

e. Montrer que pour tout entiern Ê 5, si un est un nombre premier, alorsn est un nombre premier. La réciproque
est-elle vraie ?

Solution :

a. Par récurrence, en écrivant

un+2un −u2
n+1 = (un+1 +un )un −u2

n+1 = un+1(un −un+1)+u2
n = (−1)n+1

b. L’identité précédente fournit une identité de Bezout entreun et un+1.

c. Par récurrence surp, en écrivantun+p+1 = un+1+p et en remarquant que

un+p+1 = un+1up−1 +un+2up

= un+1up−1 + (un+1 +un )up

= un+1(up−1 +up )+un up

= un+1up+1 +un up

d. De la relation précédente, tout entier qui diviseun et up diviseun+p et tout entier qui diviseun et un+p divise le
produitun+1up , mais comme il est premier avecun+1, il divise up . Donc

un ∧up = un ∧un+p

e. Appliquer le résultat précédent en faisant tourner l’algorithme d’Euclide.

f. Soit n un entier supérieur à5, tel queun soit premier. Sin n’était pas premier, on aurait un diviseur propred Ê 3.
Mais alorsun serait divisible parud avec2É ud < un , ce qui est impossible. La réciproque est fausse avecn = 19,
et F19 = 5181 = 37×113.

20.4.3 Nombres premiers

Exercice 20.22 ♥
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que∀k ∈
�

1, p −1
�

, p |
(

p

k

)
.

2. En déduire le petit théorème de Fermat :

∀n ∈Z, p | np −n.

Solution :

1. Soitk ∈
�

1, p −1
�
. On sait queAk

p = k!

(
p

k

)
. Mais p | Ak

p = p
(
p −1

)
. . .

(
p −n+1

)
donc commep est premierp | k!

ou p |
(

p

k

)
. Si p | k! alorsp divise un des entiers1,2, . . . ,k < p ce qui n’est pas possible et prouve la propriété.
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2. On effectue un raisonnement par récurrence. Sin = 0 alors la propriété est vérifiée. Soitn ∈ N. On la suppose
vraie au rangn : p | np −n et on montre quep | (n+1)p − (n+1). On utilise la formule du binôme :

(n+1)p − (n+1) =
p∑

k=0

(
p

k

)
nk − (n+1) = np −n+

p−1∑

k=1

(
p

k

)
nk

Commep |np −n et quep |
(

p

k

)
pourk ∈

�
1, p −1

�
, on sait quep | (n+1)p −(n+1) et le petit théorème de Fermat

est prouvée par récurrence pourn Ê 0. Si n < 0 et si p = 2 alorsn2 −n = n (n−1) est clairement divisible par2.
Si p > 2, commep est premier il est impair et en notantm = −n, on anp −n = −mp +m = −(mp −m) qui est
divisible parp.

Exercice 20.23 ♥
Soit n ∈N. Montrer que

2n −1 premier =⇒ n premier

Solution : Soit p et q deux entiers naturels. On a2pq −1 = (2p )q −1q = (2p −1)
(
2p(q−1) +2p(q−2) + . . .+2p +1

)
. Si on

prendp et q plus grands que1, alors2p −1 Ê 3 et la somme2p(q−1) +2p(q−2) + . . .+2p +1 comporteq termes tous plus
grands que1. Donc2pq −1 est composé. En résumé, sipq est composé, alors2pq −1 est composé. Par contraposée, si
2n −1 est premier, alorsn est premier.

Exercice 20.24 ♥
Montrer que le nombren4 −n2 +16 avecn ∈Z est composé.

Solution : On factorise :n4 −n2 +16 =
(
n2 +4

)2 −9n2 =
(
n2 −3n+4

) (
n2 +3n+4

)
. Les deux trinômesx2 −3x +4 et

x2 +3x +4 ne s’annulent pas surR et donc pas surZ. On vérifie qu’il en est de même des trinômesx2 −3x +4±1 et
x2 +3x +4±1. Le nombren4 −n2 +16 est donc bien composé.

Exercice 20.25 ♥♥

1. Prouver que pour toutx ∈C et p ∈N,

xp +1 = (x +1)
(
1− x + x2 + . . .+ xp−1

)

2. Soita ∈N et n ∈N tels quean +1 est premier.

(a) Montrer qu’il existek ∈N tel quen = 2k .

(b) Que penser de l’affirmation :∀n ∈N, 22n +1 est premier ?

Solution :

1. On développe la seconde partie de l’égalité et on simplifiepar télescopage.

2. (a) On va effectuer un raisonnement par contraposée. On suppose quen n’est de la formen = 2k pour aucun
k ∈N. Alors n est de la formepq avecp > 2 premier etq ∈N. On écrit alors

an +1 = apq +1 =
(
aq

)p +1 =
(
aq +1

) (
1−aq +

(
aq

)2 − . . .+
(
aq

)p−1
)

et on remarque que les deux facteurs de ce produit sont strictement plus grand que1. Doncan +1 n’est pas
premier.

(b) Avec un logiciel de calcul formel, on montre que225 +1 = 641×6700417.

Exercice 20.26 ♥♥
À la suite d’un hold-up, on interroge quatre témoins qui ont vu les malfaiteurs s’enfuir en voiture : Antonin dit que le
numéro d’immatriculation comporte quatre chiffres. Bébert, que les deux premiers chiffres sont identiques. Corentin
que les deux derniers chiffres sont identiques. Dudule le matheux a remarqué que le nombre en question est un carré
parfait. Quel est ce numéro d’immatriculation?
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Solution : Le numéro d’immatriculation s’écritN = aabb = 11×100a +11b = 11(100a +b). Donc11 | N. CommeN

est un carré parfait, l’exposant de11 dans la décomposition deN en facteurs premiers est pair. Donc112 = 121 divise
N : soit N = 121k. CommeN est un carré parfait,k l’est aussi (regarder sa décomposition en facteurs premiers). Donc
N = 121M2 avecM ∈N. Les essais pourM variant de1 à 9 montrent que seulM = 8 convient, et alorsN = 7744 = 882.
Remarque : On pourrait aller plus vite en remarquant qu’un nombre dont les deux derniers chiffres sont impairs n’est
jamais un carré parfait. Mais c’est un autre exercice...

Exercice 20.27 ♥♥♥
Au cours d’un congrès de mathématiques, des mathématiciens(en nombren) sont logés dans lesn chambres d’un
hôtel. Ils décident (dans des circonstances qui restent a déterminer), de s’attribuer le numéro de leur chambre. Avant
que la horde ne se mette á envahir l’hôtel toutes leurs chambres sont fermées. Le mathématicien numérok doit changer
l’état (ouvert/fermé) des chambres qui portent un numéro multiple du sien.

1. Quel est le nombre de portes qui seront ouvertes après le passage des mathématiciens ?

2. Démontrer que
n∑

k=1

⌊n

k

⌋
−⌊

p
n⌋ est un entier pair.⌊x⌋ désigne la partie entière dex.

Solution : ♥ . Plaçons nous du point de vue d’une porte. Elle sera ouverte après le passage des mathématiciens si son
état (ouvert/fermé) a été modifié par un nombre impair de mathématiciens (et fermée sinon). Autrement dit elle sera
ouvertein finesi son numérom admet un nombre impair de diviseurs (positifs). On décomposem en facteurs premiers :
m =

∏

p∈P
pνp (m). Les diviseursd dem s’écrivent doncd =

∏

p∈P
pνp (d) avec∀p ∈ P, νp (d) É νp (m). Pour chaque choix

de nombre premierp divisantm on aνp (m)+1 puissances dep qui divisentm, à savoir1, p, p2, . . . , pνp (m) il y a donc
un total de

∏

p∈P
(νp (m)+1) diviseurs dem. Maintenant un produit de facteurs est impair si et seulement si chacun des

facteurs est impairs, donc dans notre cas on doit avoir tous lesνp (m)+1 impairs c’est-à-dire tous lesνp (m) pairs ce
qui signifie quem est un carré parfait.
Une autre façon de voir : Sid est un diviseur dem alors m

d
est aussi un diviseur dem. On peut ainsi regrouper les

diviseurs dem deux par deux, sauf si, par extraordinaire,m et m
d

sont égaux, c’est à dire lorsquem = d2 donc lorsque
m est un carré parfait.
Notre problème devient donc : Combien y a-t-il de carrés parfaits entre1 et n ? Il y en a⌊

p
n⌋.

2. Plaçons nous du point de vue du mathématicien numérok. Il change l’état (ouvert/fermé) des portesk,2k, . . .. De

combien de portes change-t-il l’état ? Enn combien de foisk ? Il va
⌊n

k

⌋
. Il y a donc eu au total

n∑

k=1

⌊ n

k

⌋
changement

d’état. Si on enlève les⌊
p

n⌋ portes exceptionnelles, toutes les portes ont changé un nombre pair de fois. C’est bien dire

que
n∑

k=1

⌊ n

k

⌋
−⌊

p
n⌋ est un entier pair.

20.4.4 Divers

Exercice 20.28 ♥♥
On considère un polynômeP(X) = aX2 +bX+c ∈Z [X]. Montrer que s’il admet une racine rationnelle, alors au moins
un des coefficients est pair.

Solution : Soit
p

q
une racine rationnelle où on a prisp et q premiers entre eux En particulierp et q ne peuvent pas être

tous les deux pairs. On a alorsap2 +bqr +cq2 = 0 en chassant les dénominateurs.
• Si p est pair, alorsap2 +bqr est pair,q et q2 sont impairs. Commecq2 est pair, nécéssairement,c est pair.
• Si q est pair, alors, de façon symétrique,a est pair.
• Si p etq sont impairs, alors si on suppose de plus que les trois coefficientsa,b etc sont impairs, alorsap2+bqr +cq2

serait la somme de trois nombres impairs et donc serait impair. Contradiction (zéro serait impair).
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Chapitre 21
Polynômes

. . . polynomials are notoriously untrustworthy when extrapolated.
WG Cochran, GM Cox Experimental designs.

Dans tout ce chapitre :
• K désigne un corps (R ouC).
• KN ouS (K) représente l’ensemble des suites à coefficients dansK.
• m, n, p, q, r ∈N sont des entiers.

Pour bien aborder ce chapitre

Les polynômes remontent à la plus haute antiquité. Le premier usage du mot semble remonter à François Viète (1540-
1603). Cependant les babyloniens savaient résoudre les équations du second degré. Plus généralement, la résolution des
équations polynomiales a été un moteur de l’étude des polynômes. Nous avons déjà évoqué Tartaglia et Cardano éprou-
vant le besoin d’introduire les nombres complexes pour résoudre les équations du troisième et quatrième degré, ainsi que
Galois aux prises avec les équations du cinquième degré. Parailleurs, le mot polynôme lui-même semble d’une origine
discutable.

Pour autant, qu’est-ce qu’un polynôme? Prenons un exemple.Soit

f :R −→ R

x 7−→ f (x) = 3x4 −2x2 + x +1
.

On peut résumer toute l’information contenue dansf (x) à l’aide de la liste de ses coefficients :
1 ; 1 ; -2 ; 0 et 3. Un autre polynômeg (x) = x2 − x −2 se verra attribuer -2 ; -1 et 2 comme liste des coefficients. Onvoit
par là que la liste est à longueur variable ce qui n’est pas confortable.
Pour que tous les polynômes soient logés à la même enseigne, on considère une suite (donc infinie) de coefficients pour
chaque polynôme en rajoutant des zéros. Autrement dit, un polynôme est assimilé à une suite de coefficients tous nuls
sauf (peut-être) un nombre fini d’entre eux.

C’est cette définition purement algébrique qui va être suivie dans ce chapitre. Faudra-t-il pour autant oublier nos bonnes
vieilles fonctions polynomiales ? Certes non ! D’abord elles sont à la base de cette nouvelle définition et elles permettent
d’établir, via le TVI, que tout polynôme réel de degré impairadmet au moins une racine.

Ce chapitre a beaucoup de points communs avec le précédent. Cependant il faudra une fois de plus attendre les espaces
vectoriels pour bien comprendre les tenants et les aboutissants de celui-ci.

21.1 Polynômes à une indéterminée

21.1.1 Définitions

DÉFINITION 21.1 ♥ Polynômes

On appellepolynôme à coefficients dansK une suite(an) d’éléments deK nulle à partir d’un certain rang :
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(an) = (a0, a1, . . . , ak ,0, . . .)

On noteK [X] l’ensemble des polynômes à coefficients dansK.

DÉFINITION 21.2 ♥ Opérations surK [X]

On définit les opérations suivantes sur les polynômes : Soient les polynômesP = (a0, a1, . . . , an ,0, . . .) ∈ K [X], Q =
(b0,b1, . . . ,bn ,0, . . .) ∈K [X] et le scalaireλ ∈K :

P+Q = (a0 +b0, a1 +b1, . . . , an +bn ,0, . . .)

λ ·P = (λ ·a0,λ ·a1, . . . ,λ ·an ,0, . . .)

P×Q = (c0,c1, . . . ,cn , . . .) où :∀k ∈N, ck =
+∞∑

k=0

ak bn−k

Remarque 21.1
– A partir d’un certain rang (exercice !), la suite(ck ) est nulle. La multiplication est donc bien définie dansK [X].
– L’addition et la multiplication par un scalaire précedemment définies coincident avec l’addition et la multiplication

définie sur l’espace des suites à coefficients dansK : KN. Ce n’est par contre pas le cas de la multiplication entre
polynômes, qui ne coincide pas avec celle définie entre les suites.

– Pour une suite de nombres(ak) qui sont tous nuls sauf un nombre fini, le nombre

+∞∑

k=0

ak

est la somme de tous les nombres non nuls de cette suite.

PROPOSITION21.1
Structure deK [X]

– (K [X] ,+, ·) est un sous-espace vectoriel duK-espace vectorielKN. Le vecteur nul est le polynôme(0, . . .)

– (K [X] ,+,×) est un anneau commutatif unitaire. L’élément neutre de la loi × est le polynôme(1,0, . . .).

Remarque 21.2
– Attention, en raison de la remarque précédente,(K,+,×) n’est pas un sous-anneau de

(
KN,+,×

)
.

– Comme(K [X] ,+,×) est un anneau commutatif, la formule du binôme est vraie dansK [X].

Notations définitives :
On note :
• 1 le polynôme(1,0, . . .).
• X le polynôme(0,1,0, . . .).
En multipliant le polynômeX par lui-même, on obtient pourXn , le polynôme :

(0, . . . ,0, . . . ,1, 0, . . .)

↑
place d’indicen

Avec ces notations, siP ∈K [X] est donné parP = (a0, a1, . . . , an ,0, . . .), on a :

P = a0 (1,0, . . .)+a1 (0,1, . . .)+ . . .+an (0, . . . ,0,1,0, . . .)

= a0 ·1+a1 ·X+ . . .+an ·Xn

= a0 +a1X+ . . .+anXn

Démonstration Du fait que la multiplication des polynômes est abstraite, il est nécessaire d’effectuer un certain nombre de
vérifications qui n’auraient pas lieu d’être avec des fonctions polynomiales. La plupart de ces vérifications sont immédiates.
La multiplication est commutative : SoitP = a0 + . . .+ap Xp ∈K [X] et Q = b0 + . . .+bp Xq ∈K [X], on a :PQ = c0 + . . .+cp+q Xp+q

avec, pourk = 0,. . . , p +q, ck = ∑k
ℓ=0

aℓbn−ℓ = a0bk +a1bk−1 + . . .+ak−1b1 +ak b0. En effectuant la somme de droite à gauche,
c’est-à-dire en effectuant le changement d’indicep = k − ℓ, ck = ak b0 + ak−1b1 + . . . + a1bk−1 + a0bk ce qui est le coefficient
d’indice k du polynômeQP. DoncPQ = QP.
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Associativité : SoitP =
∑

i

ai Xi , Q =
∑

j

b j X j , R =
∑

k

bk Xk . On aPQ =
∑

ℓ

dℓXℓ aveccℓ =
ℓ∑

i=0

ai bℓ−i . On a alors(PQ)R =
∑
m

fmXm

avec

fm =
m∑

ℓ=0

dℓcm−ℓ

=
m∑

ℓ=0

(
ℓ∑

j=0

aℓ− j b j

)
cm−ℓ

=
m∑

ℓ=0

ℓ∑

j=0

aℓ− j b j cm−ℓ

=
m∑

j=0

m∑

ℓ= j

aℓ− j b j cm−ℓ

m
ℓ

j

m

On effectue un changement d’indicep = ℓ− j c’est-à-direℓ= p + j .

fm =
m∑

j=0

m− j∑

p=0

ap b j cm−p− j

=
m∑

p=0

m−p∑

j=0

ap b j cm−p− j

=
m∑

p=0

ap

m−p∑

j=0

b j cm−p− j

=
m∑

p=0

ap gm−p

m
ℓ

p

m

où gn =
n∑

q=0

bq cn−q désigne len-ième coefficient deQR. Autrement ditfm est aussi lem-ième coefficient deP(QR).

Le principal intérêt de l’algèbre linéaire (qui ne va plus tarder maintenant) est d’éviter ce genre de démonstration particulièrement
indigeste. Voici comment nous pourrons rédiger une démonstration très bientôt.

Soit Q et R deux polynômes. On cherche à démontrer que
ΦQ,R : K [X] −→ K [X]

P 7−→ (PQ)R−P(QR)
est l’application nulle. OrΦQ,R

est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que toutes les images
d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que∀n ∈N,ΦQ,R(Xn) = (Xn Q)R−Xn (QR) = O.

Pour cela, soitn ∈ N et R ∈ K [X] On cherche donc à démontrer que
Ψn,R : K [X] −→ K [X]

Q 7−→ (XnQ)R−Xn (QR)
est l’application

nulle. OrΨn,R est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que∀m ∈N,Ψn,R(Xm) = (Xn Xm)R−Xn (Xm R) = O.

Pour cela, soitn ∈ N et m ∈ N On cherche donc à démontrer que
Θn,m : K [X] −→ K [X]

Q 7−→ (Xn Xm)R−Xn (XmR)
est l’application

nulle. OrΘn,m est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que∀p ∈N,Ψn,R(Xp ) = (Xn Xm)Xp −Xn (XmXp ) = O. Or cette
dernière égalité est vérifiée immédiatement. Ce qui établitle résultat.

21.1.2 Degré d’un polynôme

DÉFINITION 21.3 ♥ Degré d’un polynôme, terme dominant

Soit un polynômeP = a0 + . . .+ap Xp ∈K [X] avecap 6= 0.
• On appelledegré deP et on notedeg(P) l’entier p.
• Par convention, ledegré du polynôme nulest−∞.
• On appelleterme dominant deP le monômeap Xp .

DÉFINITION 21.4 ♥ Polynôme normalisé

On appelle polynômenormaliséun polynôme dont le terme dominant est égal à1.

THÉORÈME 21.2 ♥ Degré d’un produit, degré d’une somme
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SoientP, Q ∈K [X], on a :

1 deg(P+Q) É max
(
deg(P) ,deg(Q)

)

2 deg(P×Q) = deg(P)+deg(Q)

Démonstration

1 • Si P = Q = 0 alorsdegP = degQ =−∞ et deg (P+Q) =−∞ et la formule est prouvée dans ce cas.
• Si P ou Q est non nul alors, supposant, quitte à interchangerP et Q, que P 6= 0, on a : P =

∑n
k=0

ak Xk ,

Q = ∑n
k=0

bk Xk où n = max
(
deg P,deg Q

)
et où lesak pour k ∈ �1,n� ne sont pas tous nuls (en l’occurence,

les bk peuvent être tous nuls). On a donc :P + Q = ∑n
k=0

(
ak +bk

)
Xk . Si an + bn 6= 0 alors deg (P+Q) =

max
(
degP,deg Q

)
et sinondeg (P+Q) É max

(
deg(P),deg (Q)

)

2 • Si P = 0 ou Q = 0 alorsPQ = 0 et deg(PQ) =−∞= degP+deg Q d’après les lois d’addition dansR.
• Sinon, on suppose que :P =

∑n
k=0

ak Xk , Q =
∑m

k=0
bk Xk où an 6= 0 et oùbm 6= 0. Par conséquent,n = deg P

et m = degQ. Quitte à échanger le rôle deP et deQ, on peut supposer quen Ê m. Soit l ∈ N. Notonscl le
coefficient d’indicel dansPQ. D’après la définition du produit de deux polynômes 21.2 et utilisant la remarque
suivant cette définition, on a :

cl =
{∑l

k=0
ak bl−k si l < m +n

0 si l Ê m +n

Nécessairement,deg (PQ) É m+n. Mais le coefficient d’indicem+n dansPQ estan bm 6= 0 doncdeg(P×Q) =
deg(P)+deg (Q).

Remarque 21.3 Si deg(P) 6= deg(Q) alorsdeg(P+Q) = max
(
deg(P) ,deg(Q)

)
.

PROPOSITION21.3
Intégrité de l’anneau des polynômesK [X]

SoientP, Q ∈K [X].
P×Q = 0 =⇒ P = 0 ou Q = 0

Démonstration Si P×Q = 0 alorsdeg(P×Q) =−∞= degP+deg Q ce qui n’est possible que sidegP =−∞ ou deg Q =−∞ et
donc que siP = 0 ou Q = 0.

PROPOSITION21.4
Éléments inversibles de l’anneauK [X]

Les seuls éléments inversibles de l’anneauK [X] sont les polynômes de degré0, c’est à dire les polynômes constants non
nuls.
Autrement dit, siP, Q ∈K [X] et siP×Q = 1 alors il existeα ∈K∗ tel queP =α et Q =α−1.

Démonstration SoitP ∈K [X] un polynôme inversible. Il existe alors un polynômeQ ∈K [X] tel que :P×Q = 1. On a donc :deg P+
degQ = 0. Cette égalité n’est possible que sidegP = degQ = 0 et donc que siP est un polynôme constant non nul. Réciproquement,
si P est un polynôme constant non nul alors il est clair queP est inversible.

21.1.3 Valuation d’un polynôme

DÉFINITION 21.5 ♥ Valuation d’un polynôme

Soit un polynômeP = a0+ . . .+ap Xp ∈K [X] non nul. On appellevaluation deP le plus petit entierk tel queak 6= 0. On
le note val (P).
Par définition, la valuation du polynôme nul est val (0) =+∞

THÉORÈME 21.5 ♥ Valuation d’un produit, valuation d’une somme

SoientP, Q ∈K [X], on a :

1 val (P+Q) Ê min (val (P) ,val (Q))

2 val (P×Q) = val (P)+val (Q)
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21.1.4 Composition de polynômes

DÉFINITION 21.6 ♥ Composition de deux polynômes

Soient deux polynômesP, Q ∈K [X]. On suppose queP = a0 +a1X+ . . .+anXn . On définit lepolynôme composédeQ

parP, notéP ◦Q, par :

P ◦Q =
n∑

k=0

ak Qk

PROPOSITION21.6
Soient deux polynômes non nulsP, Q ∈K [X]. Alors :

deg(P ◦Q)= deg(P)×deg(Q) .

Démonstration Supposons queP = a0 +a1X+ . . .+an Xn . CommeP 6= 0, on aan 6= 0. Alors P ◦Q =∑n
k=0

ak Qk et deg(P ◦Q) =
degQn = n deg Q = degP×deg Q carQ 6= 0.

21.1.5 Division euclidienne

DÉFINITION 21.7 ♥ Divisibilité

Soient deux polynômesA, B ∈K [X]. On dit queA divise B si et seulement si il existeQ ∈K [X] tel queB = QA. On le
noteA|B .

Exemple 21.1
– (X−1) diviseX2 −2X+1. En effet :X2 −2X+1 = (X−1)2

– (X−1) diviseX2 −−1. En effet :X2 −1 = (X−1) (X+1).
– (1−X) divise1−Xn+1. En effet :1−Xn+1 =

(
1+X+X2 + . . .+Xn

)
(1−X).

PROPOSITION21.7
Polynômes associés SoientA, B ∈K [X] deux polynômes non nuls. On a équivalence entre :

1 A|B et B|A.

2 ∃λ ∈K∗ : B=λA

Deux tels polynômes sont ditsassociés.

Démonstration
⇒ Supposons queA|B et B|A. Alors il existe des polynômesQ1,Q2 ∈ K [X] tels que :A = Q1B et B = Q2A. On a alors :A =

(Q1Q2) A ou encore :A(1−Q1Q2) = 0. Par intégrité deK [X] 21.3, commeA 6= 0, ceci n’est possible que si1−Q1Q2 = 0 c’est à
dire si :Q1Q2 = 1. Par conséquent,Q1 et Q2 sont des polynômes inversibles inverses l’un de l’autre. Appliquant la proposition
21.4, il existeα ∈K∗ tel queQ1 =α et Q2 =α−1. On a alorsB =αA. A et B snt donc bien associés.

⇐ La réciproque est triviale.

THÉORÈME 21.8 ♥ Division euclidienne

SoientA, B ∈K [X] deux polynômes. On suppose queB 6= 0. Alors il existe un unique couple(Q,R) de polynômes
deK [X] vérifiant : {

1 A =BQ+R

2 deg(R) < deg(B)

Démonstration
Unicité Soient(Q1,R1) ∈ (K [X])2 et (Q2,R2) ∈ (K [X])2 tels que :

{
A= BQ1 +R1

deg(R1) < deg (B)
et

{
A= BQ2 +R2

deg (R2) < deg(B)

alors :B(Q1 −Q2) = R1−R2 et donc, siQ1−Q2 6= 0 : deg(B(Q1 −Q2))= deg(R1 −R2) < deg B et par ailleurs :deg (B(Q1 −Q2)) =
deg B+deg (Q1 −Q2) Ê degB ce qui constitue une contradiction. SiQ1 = Q2 alorsR1 −R2 = 0 et R1 = R2.
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Existence La démonstrations se fait par récurrence surn = deg A. Fixons pour toute la suiteB = b0 +b1X + . . . +bm Xm avec
bm 6= 0 et pour toutn ∈N, notonsPn la propriété :

Pn : pour toutA ∈K [X] de degrén, il existe(Q,R) ∈ (K [X])2 tels que

{
1 A= BQ+R

2 deg(R) < deg (B)

• 1ère étape P0, P1, . . ., Pm−1 sont vraies. SiA est un polynôme de degrén ∈ �1,m −1�, il suffit de prendreQ = 0 et R = A. On
a bien :A= BQ+R et degR= deg A= n < m.

• 2ème étape Soit n Ê m.

• 3ème étape Supposons que la propriétéPn est vraie. C’est notre hypothèse de récurrence et montrons que Pn+1 est vraie.

Soit A = a0 +a1X+ . . . +an+1Xn+1 un polynôme de degrén +1. PosonsA1 = A− an+1

bm
Xn−m B. A1 est un polynôme de degré

n. On lui applique alors l’hypothèse de récurrence : il existe(Q1,R1) ∈ (K [X])2 tels que

{
1 A1 = BQ1 +R1

2 deg (R1) < deg (B)
. Posons

Q = Q1 + an+1
bm

Xn−m et R= R1. On a :

QB+R=
(

Q1 +
an+1

bm

Xn−m
)

B+R1 = BQ1 +R+
an+1

bm

Xn−mB = A1 +
an+1

bm

Xn−mB = A

• 4ème étape Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence.

Exemple 21.2

X3 + X + 1 X+1

−(X3 + X2) X2 −X+2

−X2 + X

−(−X2 − X)

2X + 1

−(2X + 2)

−1

On a donc :X3 +X+1 = (X+1)
(
X2 −X+2

)
−1 et deg(−1) = 0< deg(X+1) = 1.

21.1.6 Division selon les puissances croissantes

La division des polynômes suivant les puissances croissantes est hors programme.

THÉORÈME 21.9 Division selon les puissances croissantes
SoientA et B deux polynômes à coefficients dansK. On suppose que le terme constant deB n’est pas nul et on notep
un entier supérieur ou égal au degré deB. Il existe un unique couple de polynômes(Q,R) tels queA = BQ+Xp+1R et
degQ É p.

Exemple 21.3 A = 1+3X +2X2 −7X3, B = 1+X −2X2 p = 3. La présentation est celle de la division des nombres
décimaux lorsqu’on veut un quotient à10−p . Le rôle deX étant joué par10−1.

1 +3X +2X2 −7X3

+2X +4X2 −7X3

+2X2 −3X3

−5X3 +4X4

+9X4 −10X5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +X −2X2

1 +2X +2X2 −5X3

Ce qui s’écrit :
1+3X+2X2 −7X3
︸ ︷︷ ︸

A

= (1+X−2X2)︸ ︷︷ ︸
B

(1+2X+2X2 −5X3)︸ ︷︷ ︸
Q

+X4 (9−10X)︸ ︷︷ ︸
R

.

Interprétation en termes de développements limités en zéro:
1+3x +2x2 −7x3

1+ x −2x2
= 1+2x +2x2 −5x3 +o(x3).

Démonstration

• Unicité. On suppose l’existence de deux couples (Q1,R1), (Q2,R2) résultat de la division selon les puissances croissantes de
A parB à l’ordrep, on va montrer qu’ils sont égaux. On dispose des égalités :

A= BQ1 +Xp+1R1, A= BQ2 +Xp+1R2 donc (1) B(Q1 −Q2)= Xp+1(R2 −R1).
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On regarde les valuations des deux membres. Par hypothèseval B = 0. Doncval B(Q1−Q2) = val B+val (Q1−Q2) = val (Q1−
Q2). D’autre partval Xp+1(R2−R1) Ê p+1. Conclusion :Q1−Q2 est un polynôme dont la valuation est supérieure au degré,
c’est donc le polynôme nul. DoncQ1 = Q2 et par suiteR1 = R2.

• Existence. Comme dans l’exemple, on va poser notre division, supposer qu’on a réussi à l’ordrep et passer à l’ordrep +1.

A= a0 +·· · +an−1Xn−1 +an Xn et B = b0 +·· · +bn−1Xn−1 +bn Xn avec b0 6= 0

On raisonne donc par récurrence surp. Si p = 0 :

A=
a0

b0
B+X.R0 avec R0 =

(
a1 −

a0b1

b0

)
+

(
a2 −

a0b2

b0

)
X+·· · +

(
an −

a0bn

b0

)
Xn−1

Q0 =
a0

b0
et on a biendegQ0 É p.

On suppose maintenant le résultat vrai pour l’ordrep et montrons le à l’ordrep + 1. L’hypothèse de récurrence montre
l’existence d’un couple(Qp ,Rp ) tel que :

A= Qp B+Xp+1Rp avec degQp É p.

On applique la division selon les puissances croissantes à l’ordre 0 pourRp et B :

∃λp ∈K, ∃Rp+1 ∈K[X] Rp =λp B+XRp+1

En remplaçant la valeur deRp dans l’égalité au-dessus on obtient :

A= Qp B+Xp+1(λp B+XRp+1 ) et si Qp+1 = Qp +λp Xp+1 alors A= Qp+1B+Xp+2Rp+1 avec degQp+1 É p +1

Ce qu’il fallait vérifier.

21.2 Fonctions polynomiales

On cherche à démontrer que tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul. On peut le démontrer
par récurrence grâce au théorème de Rolle dans le cas oùK = R ou Q. Dans le cas deC, il n’y a plus de théorème de
Rolle...

21.2.1 Fonctions polynomiales

DÉFINITION 21.8 ♥ Fonctions polynomiales

Soit P = a0 + a1X+ . . .+ anXn ∈K [X] un polynôme. On appellefonction polynomiale associée àP la fonction donnée
par :

P̃ :

{
K −→ K

x 7−→ a0 +a1x + . . .+an xn

Nous noteronsP le sous-espace vectoriel deF (K,K) des fonctions polynomiales.

Remarque 21.4 P est à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau deF (K,K)

PROPOSITION21.10
L’application

θ :

{
K [X] −→ F (K,K)

P 7−→ P̃

est un morphisme deK-espaces vectoriels et d’anneau. En particulier, siP, Q ∈K [X] et siλ, µ ∈K, on a :

ãλP+µQ =λP̃+µQ̃

�P×Q = P̃× Q̃

�P ◦Q = P̃ ◦ Q̃

De plusImθ= θ (K [X]) =P.

Démonstration Laissée en exercice.

21.2.2 Racines d’un polynôme
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DÉFINITION 21.9 ♥ Racine d’un polynôme

Soit P ∈K [X] un polynôme. Soitα ∈K. On dit queα est uneracine deP si et seulement sĩP (α) = 0.

THÉORÈME 21.11 ♥

SoientP ∈K [X] un polynôme etα ∈ K un scalaire. On a équivalence entre :

1 α est une racine deP.

2 On peut factoriserP parX−α, c’est à dire :(X−α) |P.

Démonstration

⇒ Soitα une racine deP. Alors P̃ (α) = 0. Par division euclidienne, il existe(Q,R) ∈ (K [X])2 tels que :

{
P = (X−α) Q+R

deg(R) < deg (X−α) = 1
.

On a alors deux possibilités, soitdeg R = 0, soit deg R = −∞, c’est à direR = 0. Montrons que la première n’est pas possible :
si on avaitdegR = 0 alors il existeraitγ ∈ K∗ tel queR = γ et on aurait :A = (X−α) Q+γ, mais alors :P = (X−α) Q+γ et
0 = P̃ (α) = R̃ (α) = γ 6= 0 ce qui est une contradiction. On a donc bienR= 0 et P = (X−α) Q.

⇐ Supposons que(X−α) |P. Alors il existeQ ∈ K [X] tel queP = (X−α) Q. Par conséquent :P = (X−α) Q et P̃ (α) = 0 ce qui
prouve queα est une racine deP.

COROLLAIRE 21.12
Si α1, . . . ,αp sontp racines distinctes d’un polynômeP ∈K [X] alors le polynôme

(X−α1) . . .
(
X−αp

)
=

p∏

k=1

(X−αk )

diviseP.

Démonstration La démonstration se fait par récurrence sur le nombrep de racines distinctes deP considérées.

1 La propriété vient d’être prouvée au rang1 dans le théorème précédent.

2 Soit p > 1.

3 On suppose que la propriété est vraie au rangp−1 et prouvons-la au rangp. Soientα1, . . . ,αp p racines deP. Par application
de l’hypothèse de récurrence, il existeB ∈K [X] tel que :P = (X−α1) . . .

(
X−αp−1

)
B. Commeαp est une racine deP, on a :

0 = P̃ (α) =
(
αp −α1

)
. . .

(
αp −αp−1

)
B̃ (α) .

Comme :∀i ∈
�

1, p −1
�

, αi 6= αp , le nombre
(
αp −α1

)
. . .

(
αp −αp−1

)
est non nul et donc nécessairementB̃ (α) = 0,

c’est-à-direαp est une racine deB. Appliquant le théorème précédent, il existeC ∈K [X] tel que :B =
(
X−αp

)
C et donc

P = (X−α1) . . .
(
X−αp

)
C. On a alors prouvé que(X−α1) . . .

(
X−αp

)
diviseP.

4 Le théorème est alors prouvé par application du principe de récurrence.

THÉORÈME 21.13 ♥ Un polynôme non nulde degréÉ n admet au plusn racines

Soit P ∈K [X] un polynôme non nul de degréÉ n. Si P admet au moinsn+1 racines distinctes alorsP est nul.

Démonstration Supposons qu’il existeα1, . . . ,αn+1 n + 1 racines distinctes du polynômeP non nul de degréÊ n. Appli-
quant le théorème précédent, le polynôme de degrén + 1 : (X−α1) . . . (X−αn+1) divise P. Il existe doncB ∈ K [X] tel que :
P = B(X−α1) . . . (X−αn+1). On a alorsn = degP = degB+n +1. Commedeg P Ê 0, cette égalité n’est pas possible et donc notre
hypothèse de départ est absurde.

On en déduit :

THÉORÈME 21.14 ♥
Tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul.

THÉORÈME 21.15 ♥ Identification polynômes et fonctions polynomiales

L’application

θ :

{
K [X] −→ F (K,K)

P 7−→ P̃

qui envoie un polynôme sur sa fonction polynomiale associéeest injective.
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Démonstration Soit P et Q deux polynômes vérifiantθ(P) = θ(Q) soit �P−Q = 0. P−Q possède donc une infinité de racines (tous
les éléments deK), ce qui n’est possible, d’après la proposition précédente, que siP−Q = 0.

Ce théorème permet de confondre polynômes et applications polynomiales. Attention, ceci est vrai à condition queK

contienne une infinité d’éléments, ce qui est bien notre cas carK=R ouC.

On convient désormais de confondre les notationsP et P̃.

21.2.3 Schéma de Horner

C’est une façon de calculer les valeurs d’un polynôme en minimisant le nombre d’opérations, en particulier les multi-
plications. SoitP = a0 + a1X+ a2X2 + a3X3 + . . .+ an−2Xn−2 + an−1Xn−1 + anXn . On aP = a0 +X(a1 +X(a2 +X(a3 + . . .+
X(an−2+X(an−1+anX)) . . .))) Donc pour calculerP(α) on initialise avecan ensuite on effectue une boucle : multiplier par
α puis ajouter le coefficientak . Cet algorithme utilisen additions etn multiplications pour un polynôme de degrén.
On peut aussi obtenir le quotient de la division euclidiennedeP parX−α : P = (X−α)Q+P(α) avecQ = b0 +b1X+ . . .+
bn−1Xn−1. En effet, on a

P(X)−P(α) = (X−α)(bn−1Xn−1 + . . .+b1X+b0)

an Xn + . . .+a1X+a0 −P(α) = (X−α)(bn−1Xn−1 + . . .+b1X+b0)

an Xn + . . .+a1X+a0 −P(α) = bn−1Xn + (bn−2 −αbn−1)Xn−1 + . . .+ (b0 −αb1)X−αb0

Par identification, on obtient le système ( d’inconnuesb0,b1, ...,bn−1,P(α) ) :



bn−1 = an

bn−2 −αbn−1 = an−1

. . .

b0 −αb1 = a1

−αb0 = a0 −P(α)

soit





bn−1 = an

bn−2 = an−1 +αbn−1

. . .

b0 = a1 +αb1

P(α) = a0 +αb0

Autrement dit, les différents coefficients du polynôme quotientQ sont les nombres obtenus à chaque étape de la boucle.

21.2.4 Racines multiples

DÉFINITION 21.10 ♥ Racine d’ordre p, racine multiple

SoientP ∈K [X] un polynôme,α ∈K, p ∈N∗.
• On dit queα est uneracine d’ordre p (ou demultiplicité p) deP si et seulement si(X−α)p diviseP et (X−α)p+1

ne divise pasP.
• Si α est une racine d’ordre1 deP, on dit queα est uneracine simpledeP.
• Si α est une racine d’ordreÊ 2 deP, on dit queα est uneracine multiple deP.

PROPOSITION21.16
Caractérisation de l’ordre d’une racine
Soientα ∈K un scalaire etP ∈K [X] un polynôme. On a équivalence entre :

1 α est une racine multiple deP d’ordrep.

2 Il existeQ ∈K [X] tel queP = (X−α)p Q et Q (α) 6= 0.

Démonstration
⇒ Supposons queα est une racine multiple deP d’ordre p. Comme(X−α)p diviseP, il existeQ ∈K [X] tel queP = (X−α)p Q.

Montrons queQ(α) 6= 0. Si c’était le cas, alorsα serait une racine deQ et il existeraitQ′ ∈K [X] tel que :Q = (X−α) Q′. Par suite,
on aurait :P = (X−α)p+1 Q′ et (X−α)p+1 diviseraitP, ce qui n’est, par hypothèse, pas possible. DoncQ(α) 6= 0.

⇐ Supposons qu’il existeQ ∈K [X] tel queP = (X−α)p Q et Q(α) 6= 0. Pour montrer queα est une racine multiple deP d’ordre
p, il faut montrer que(X−α)p+1 ne divise pasP. Par division Euclidienne deQ par X −α, il existe A,B ∈ K [X] tels que :
Q = (X−α) A+B et degB < deg (X−α) = 1. Par conséquentdeg B Ê 0 et commeα n’est pas une racine deQ, B est un polynôme
constant non nul. On a alors :

P = (X−α)p ((X−α) A+B) = (X−α)p+1 A+ (X−α)p B

Par unicité du couple quotient-reste dans la division Euclidienne deP par (X−α)p , (X−α)p B est le reste de cette division et
commeB 6= 0, ce reste est non nul. Par conséquent,(X−α)p+1 ne divise pasP.
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21.3 Polynômes dérivés

21.3.1 Définitions et propriétés de base

DÉFINITION 21.11 ♥ Polynôme dérivé

Soit P = a0 +a1X+·· ·+anXn ∈K [X] un polynôme. On définit lepolynôme dérivédeP par :

P′ = a1 +2a2X+·· ·+nan Xn−1

=
n∑

k=1

kak Xk−1

Remarque 21.5
• Cette définition est purement algébrique.
• Elle coïncide avec la dérivée des fonctions polynomiales sur le corpsK·

PROPOSITION21.17
Soit P ∈K [X] un polynôme. On a :

1 Si deg(P) > 0 alorsdeg
(
P′)= deg(P)−1.

2 P est constant si et seulement siP′ = 0.

Démonstration

1 Si deg(P) = p > 0 alorsP = ∑p

k=0
ak Xk avecap 6= 0 et P′ = ∑p−1

k=0
kak Xk . Le coefficient de terme dominant deP′ estpap

qui est non nul. Par conséquentdeg P′ = p −1.

2 Si P est constant, il est clair queP′ = 0. Réciproquement, siP n’est pas constant, alorsdegP > 0 et degP′ Ê 0 ce qui prouve
queP′ est non nul.

PROPOSITION21.18
Linéarité de la dérivation
SoientP, Q ∈K [X] deux polynômes etα, β ∈K deux scalaires. On a :

(
αP+βQ

)′ =αP′+βQ′

Démonstration Laissée en exercice.

PROPOSITION21.19
Dérivée d’un produit
SoientP, Q ∈K [X] deux polynômes. On a :

(PQ)′ = P′Q+PQ′

Démonstration Supposons queP =∑
k∈N ak Xk et Q =∑

k∈N bk Xk . On a donc :PQ =∑+∞
i+ j=0

ai b j Xi+ j et :

(PQ)′ =
+∞∑

i+ j=0

(
i + j

)
ai b j Xi+ j−1 par linéarité de la dérivation

=
+∞∑

i+ j=0

i ai b j Xi−1X j +
+∞∑

i+ j=0

j ai b j Xi X j−1

= P′Q+PQ′

21.3.2 Dérivées successives

DÉFINITION 21.12 ♥ Polynôme dérivé d’ordren

Soit P ∈K [X] un polynôme. On définit par récurrence ladérivéen-ième(oud’ordre n) deP par :
• P(0) = P

• ∀n ∈N, P(n+1) =
[
P(n)

]′
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Remarque 21.6 L’application

Dn :

{
K [X] −→ K [X]

P 7−→ P(n)

est linéaire comme composée den applications linéaires.

THÉORÈME 21.20 ♥ Formule de Leibniz pour les polynômes

SoientP, Q ∈K [X] deux polynômes. On a :

(PQ)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
P(n−k)Q(k)

Démonstration C’est la même démonstration que celle écrite pour les fonctionsn fois dérivables.

Remarque 21.7
(
Xp

)(n) =
{

0 si n > p
p!

(p−n)!
Xp−n = A

p
nXp−n sinon

THÉORÈME 21.21 ♥ Formule de Taylor pour les polynômes

Soit P un polynôme de degré inférieur ou égal àn et a ∈K. Alors :

P =
n∑

k=0

P(k)(a)

k !
(X−a)k

Démonstration Soit P =∑n
p=0

ap Xp =∑n
p=0

ap Qp .

• Soit p É n. La formule est vraie pour le polynômeQp = Xp : en effet,Q′
p = pXp−1, . . . ,Q(k)

p = p(p −1). . . (p −k +1)Xp−k .
• Maintenant, utilisant la formule du binôme de Newton :

Qp = Xp = ((X−a)+a)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
ap−k (X−a)k =

p∑

k=0

(X−a)k

k !

p!

(p−k)!
ap−k =

p∑

k=0

(X−a)k

k !
Q(k)

p (a)

• En rajoutant des termes nuls,Qp =∑n
k=0

(X−a)k

k !
Q(k)

p (a).
• Par linéarité,

P =
n∑

p=0

ap Qp

=
n∑

p=0

ap

n∑

k=0

(X−a)k

k !
Q(k)

p (a)

=
n∑

k=0

(X−a)k

k !

n∑

p=0

ap Q(k)
p (a)

=
n∑

k=0

(X−a)k

k !
P(k) (a)

LEMME 21.22
Soientr ∈N∗ et P ∈K [X]. Soit a ∈K. Si a est une racine d’ordrer deP alorsa est une racine d’ordrer −1 deP′.

Démonstration Commea est une racine d’ordrer deP, il existeQ ∈K [X] tel que :P = (X−a)r Q et Q(a) 6= 0. Par conséquent :

P′ (a)= r (X−a)r−1 Q+ (X−a)r Q′ = (X−a)r−1 (
r Q+ (X−a) Q′)

︸ ︷︷ ︸
=B

et on a clairementB(a) 6= 0 ce qui prouve le lemme.
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THÉORÈME 21.23 ♥ Caractérisation des racines multiples

Soient un polynômeP ∈K [X], un scalairea ∈K et un entierr > 0. On a équivalence entre :

1 a est une racine d’ordrer deP.

2 P (a) = P′ (a) = . . . = P(r−1) (a) = 0 et P(r ) (a) 6= 0 .

Démonstration
⇒ Par application du lemme, sia est une racine d’ordrer de P alorsa est une racine d’ordre1 de P(r−1) et d’ordre0 de P(r )

doncP (a) = P′ (a) = . . . = P(r−1) (a)= 0 et P(r ) (a) 6= 0.
⇐ Réciproquement, siP (a) = P′ (a) = . . . = P(r−1) (a) = 0 alors, par application de la formule de Talor :

P =
n∑

k=0

P(k)(a)

k !
(X−a)k = (X−a)r B

avcB ∈K [X] tel queB(a) 6= 0.

21.4 Polynômes scindés

21.4.1 Définition

DÉFINITION 21.13 ♥ Polynôme scindé surK

Soit P ∈K [X] de degrép. On dit queP estscindésurK si et seulement si il s’écrit :

P = ap (X−α1) . . .
(
X−αp

)
=

p∏

k=0

(X−αk )

où les scalairesαk ∈K sont les racines deP comptées avec leur multiplicité etap est le coefficient du terme dominant
deP.

21.4.2 Factorisation dansC [X]

BIO 19 Jean le Rond D’Alembert, né à Paris le 16 novembre 1717 et mort à Paris le 29 octobre 1783

Mathématicien Français. Il fut avec Diderot à l’origine de l’Encyclopédie qui
se voulait une synthèse et une vulgarisation des connaissances de l’époque.
Tous deux durent jouer à cache-cache avec la censure pour faire paraître cette
œuvre monumentale. D’Alembert abandonna le projet, fatigué des controver-
ses et se consacra à la partie mathématique. Son œuvre fut considérable en
mécanique, astronomie et mathématiques. Il énonce le théorème fondamen-
tal de l’algèbre dans son Traité de dynamique en 1743. Musicien, il établit
l’équation des cordes vibrantes. Enfant trouvé sur les marches d’une église, il
n’eut pas droit aux obsèques religieuses, car considéré comme athée.

THÉORÈME 21.24 ♥ théorème fondamental de l’algèbre
Soit P un polynôme deC [X] de degréÊ 1 (c’est à dire non constant) alorsP possède au moins une racine dansC.

Démonstration Admise. Il existe de nombreuses démonstrations. Aucune n’est assez élémentaire pour être exposée ici. La
première démonstration rigoureuse est due à Gauss (1799). Ce théorème est aussi appelé théorème de d’Alembert-Gauss.

Remarque 21.8 Attention ce théorème est faux dansR. Par exempleP = X2+1 est non constant mais ne possède aucune
racine dansR.
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COROLLAIRE 21.25
Factorisation dansC [X]

Tout polynôme deC [X] estscindé surC, c’est à dire tout polynômeP ∈C [X] s’écrit sous la forme :

P = ap . (X−α1) . . .
(
X−αp

)

où les scalairesαk sont les racines deP comptées avec leur multiplicité etap est le coefficient du terme dominant deP.

Démonstration Supposons queP est non constant, sinon la propriété est évidente. Soientα1, . . . ,αp ∈C la liste des racines deP.
Par application du théorème fondamental de l’algèbre cetteliste est non vide. Il existeQ ∈ C [X] tel que :P = ∏p

i=1

(
X−αi

)
Q. Si

Q est non constant alors il possède une racineα et α est nécessairement aussi une racine deP. Donc la listeα1, . . . ,αp n’était pas
celle de toutes les racines deP, ce qui constitue une contradiction. Par conséquent,Q est un polynôme constant et la proposition est
démontrée.

Une formulation équivalente du théorème fondamental de l’algèbre est la suivante :

THÉORÈME 21.26 ♥

Un polynômeP ∈C [X] de degrép possèdep racines (comptées avec leur multiplicité) dansC.

Démonstration C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

Exemple 21.4 Soit P = Xn −1. ∀k ∈ �0,n−1�, ζk = exp
(

2ikπ
n

)
est une racine deP. Donc P est divisible par chacun

desX − ζk . Comme lesζk sont distincts deux à deux,P est aussi divisible par leur produit :Xn −1 = K
n−1∏

k=0

(X−ζk ). En

regardant les degrés des deux memebres, on adegK = 0 c’est-à-dire queK est constant. En regardant les coefficients

dominants on en déduit queK = 1 et donc Xn −1 =
n−1∏

k=0

(X−ζk ) .

21.4.3 Interlude : polynômes conjugués

DÉFINITION 21.14 ♥ Polynômes conjugués

Soit P = a0 +a1X+·· ·+ap Xp ∈C [X] un polynôme. On appelleconjuguédeP le polynôme, noté̄P et donné par :

P = a0 +a1X+·· ·+ap Xp

PROPOSITION21.27
SoientP, Q ∈C [X] et r ∈N. On a :

1 P+Q = P+Q

2 P×Q = P×Q

3 ∀α ∈C, P (α) = P
(
α
)

4 P(r ) = P
(r )

5 P ∈R [X] ⇐⇒P = P.

Démonstration Démontrons par exemple le troisième point : Soientα ∈C et P = a0 +a1X+ . . .+ap Xp ∈C [X]. On a :

P (α) = a0 +a1α+ . . .+apα
p et P

(
α
)
= a0 +a1α+ . . .+apα

p

d’où l’égalité.

LEMME 21.28
SoientP ∈C [X] et r ∈N∗. Soitα ∈C. On a équivalence entre :

1 α est une racine deP d’ordrer .

2 α est une racine deP d’ordrer .
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Démonstration On a la série d’équivalences :

α est une racine d’ordrer deP

⇔ P (α) = P′ (α) = . . . = P(r−1) (α) = 0 et P(r ) (α) 6= 0

⇔ P
(
α
)
= P′ (α

)
= . . . = P(r−1)

(
α
)
= 0 et P(r )

(
α
)
6= 0

⇔ α est une racine d’ordrer deP

COROLLAIRE 21.29
Soit P ∈R [X] un polynôme àcoefficients réels. Siα est une racine d’ordrer deP alorsα est aussi une racine d’ordrer

deP.

Démonstration Exercice laissé au lecteur.

Remarque 21.9 On en déduit que les racines deP ∈R [X] sont ou réelles ou complexes conjuguées.

21.4.4 Factorisation dansR [X]

PROPOSITION21.30
Factorisation dansR [X]

Soit P ∈ R [X] un polynôme non nul. Alors, il existeα1, . . . ,αr ∈ R non nécessairement deux à deux distincts,
(b1,c1) , . . . , (bs ,cs ) ∈ R2 non nécessairement deux à deux distincts tels que∆l = b2

l
− 4cl < 0 pour toutℓ ∈ �1, s�, et

λ ∈R∗ tels que :

P = a
r∏

k=1

(X−αk )
s∏

ℓ=1

(
X2 +bℓX+cℓ

)

Démonstration Appliquant la proposition 21.25,P est scindé surC et ses racines sont, d’après la dernière remarque, ou réelles
ou complexes conjuguées :

P = a (X−α1) . . .
(
X−αp

)
(X−ω1)

(
X−ω1

)
. . . (X−ωr )

(
X−ωr

)

oùα1, . . . ,αp ∈R sont les racines réelles deP et oùω1,ω1, . . . ,ωr ,ωr sont les racines complexes conjuguées deP. On a, pour tout
k ∈ �1,r � : (

X−ωk

)(
X−ωk

)
= X2 −

(
ωk +ωk

)
+ωkωk = X2 −2Re

(
ωk

)
X+ω2

k
= X2 −pk X+qk

avecpk , qk ∈R. Le résultat annoncé s’en suit.

21.4.5 Polynômes irréductibles

DÉFINITION 21.15 ♥ Polynôme irréductible

Soit P ∈K [X] un polynôme non constant. On dit queP estirréductible si et seulement si :

P = QH =⇒ Q ∈K ou H ∈K

Autrement dit : un polynômeP non constant est irréductible si et seulement si ses seuls diviseurs sont les polynômes
constants et les polynômes proportionnels àP.

PROPOSITION21.31
Les polynômes de degré1 sont irréductibles
Soientα ∈K un scalaire etP = (X−α) un polynôme de degré1. Alors P est irréductible.

Démonstration Soit P un polynôme de degré1. P est clairement non constant et siQ ∈K [X] est un diviseurs deP alors il existe
H∈K [X] tel que :P = QH. Par conséquent :1 = degP = degQ+deg H. Une des deux possibilités suivantes est alors vraie :
– deg Q = 1 et degH = 0 doncQ est un polynôme proportionnel àP

– deg Q = 0 (et degH = 1) et Q est un polynôme constant.
Par conséquentP est irréductible.

THÉORÈME 21.32 ♥ Polynômes irréductibles deC [X]

Les polynômes irréductibles deC [X] sont les polynômes de degré1.

Démonstration On vient de prouver que les polynômes de degré1 sont irréductibles dansC [X]. Réciproquement, siP ∈C [X] est
un polynôme irréducible deC [X], montrons qu’il est de degré1. Si ce n’était pas le cas, alors commeP est non nul :
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– soitdegP > 1 et par application du théorème fondamental de l’algèbreP possède au moins une racineα dansC. Par conséquent
le polynômeX−α diviseP et doncP n’est pas irréductible.

– soitdeg P = 0 et dans ce casP est un polynôme constant non nul et ne peut être irréductible.
Dans les deux cas, on aboutit à une contradiction et la proposition est alors prouvée par l’absurde.

THÉORÈME 21.33 ♥ Polynômes irréductibles deR [X]

Les polynômes irréductibles deR [X] sont :
• les polynômes de degré1.
• les polynômes de degré2 dont le disciminant est négatif.

Démonstration
– Les polynômes de degré1 sont irréductibles dansR [X].
– SoitP ∈R [X] un polynôme de degré2. Il est irréducible si et seulement si il n’est pas divisiblepar un polynôme de degré1, c’est

à dire si et seulement si il n’a pas de racine réelle, ce qui estéquivalent à dire que son discriminant est strictement négatif.
– Tout polynôme de degréÊ 3 se décompose, d’après le théorème de factorisation dansR [X] 21.30, comme le produit de polynômes

de degré1 et de degré2. Un tel polynôme ne peut être irréductible.

21.4.6 Relations coefficients-racines

DÉFINITION 21.16 ♥ Polynômes symétriques élémentaires

Soitα1, . . . ,αp ∈K. On définit lespolynômes symétriques élémentairesen les variablesα1, . . . ,αp par :

σ1 = α1 +·· ·+αp

σ2 =
∑

i1<i2

αi1αi2

...

σp = α1 · · ·αp

Plus précisément, pour toutk ∈
�

1, p
�

σk =
∑

i1<···<ik

αi1 · · ·αik

THÉORÈME 21.34 ♥ Relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme

Soit P = a0 +a1X+·· ·+ap Xp ∈K [X] un polynôme scindé de degrép. Soientα1, . . . ,αp ∈K lesp racines dep. On a :

∀k ∈
�

1, p
�

, σk = (−1)k ap−k

ap

Démonstration On démontre ces égalités en identifiant les coefficients des monômes de même degré dans l’égalité :

P = ap (X−α1) . . .
(
X−αp

)
= ap

(
Xp −σ1Xp−1 +σ2Xp−2 + . . .+ (−1)p σp

)

Remarque 21.10
– En particulier, sip = 2, on a :

P = a2 (X−α2) (X−α1) = a2

(
X2 − (α1 +α2)X+α1α2

)

et donc :
σ1 = α1 +α2 =− a1

a2

et σ2 = α1α2 =
a0

a2

– Si p = 3,

P = a3 (X−α1)(X−α2) (X−α3) = a3

(
X3 − (α1 +α2 +α3)X2 + (α1α2 +α2α3 +α1α3)X−α1α2α3

)

et :
σ1 =α1 +α2 +α3 =− a2

a3

, σ2 =α1α2 +α2α3 +α1α3 =
a1

a3

et σ3 =α1α2α3 =− a0

a3
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21.5 Arithmétique dansK [X]

Nous allons définir le PGCD, comme pour les entiers relatifs.Ici il y a une difficulté : que veut dire "plus grand"? Cela
veut dire avec le plus grand degré. Mais que se passe-t-il lorsqu’il y a deux polynômes de même degré en concurrence?
Cela ne se produit pas (ou alors ils sont associés) et c’est cequ’il faut établir.

21.5.1 Diviseurs communs

PROPOSITION21.35 Propriétés de la divisibilité

– La relation « divise » est transitive :∀(P,Q,R) ∈K [X]3 , [P |Q et Q |R] =⇒ P |R.
– SoitP,Q,R ∈K [X] et U,V ∈K [X]. Alors : [P | Q et P | R] =⇒ P | (UQ+VR)

On note pour la suited(P,Q) = d(P)∩d(Q) l’ensemble des diviseurs communs àP et àQ.
Remarque : SiD ∈ d(P,Q), alors tout polynôme associé àD est aussi dansd(P,Q).

PROPOSITION21.36
Soit P un polynôme non nul.d(P,0) = d(P).

PROPOSITION21.37
Si P = BQ+R alorsd(P,Q) = d(Q,R).

Démonstration En effet, siD ∈ d(P,Q), alors D | Q et D | P −BQ donc D | Q et D | R donc D ∈ d(Q,R) : d(P,Q) ⊂ d(Q,R).
Inversement, siD ∈ d(Q,R), alorsD |Q et D | BQ+R doncD | Q et D | P doncD ∈ d(P,Q) : d(Q,R) ⊂ d(P,Q).

THÉORÈME 21.38
SoientP,Q ∈K [X],non tous les deux nuls, il existe un unique polynômeD ∈K [X] unitaire, tel qued(P,Q) = d(D).

Démonstration Unicité : SiD1 et D2 sont solutions alorsd(D1) = d(D2) doncD1 | D2 et D2 | D1 donc ils sont associés. Ils sont
unitaires et associés donc égaux.

Existence : Quitte à échangerP et Q on peut supposerQ 6= 0. PosonsP0 = P et P1 = Q. On réalise ensuite les divisions euclidiennes
suivantes tant que les restes obtenus sont non nuls (c’est l’algorithme d’Euclide) :

P0 = P1B1 +P2 avecdegP2 < degP1,

. . .

Pm−2 = Pm−1Bm−1 +Pm avecdeg Pm < deg Pm−1,

Pm−1 = PmBm +0.

Ce processus s’arrête puisqu’on a une suite strictement décroissante

d’entiers naturelsdeg P1 > degP2 > . . .. On a alorsd(P,Q) = d(P0,P1) = . . . = d(Pm ,0) = d(Pm ) Le polynômeD unitaire associé à
Pm convient.

21.5.2 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bezout

DÉFINITION 21.17 ♥ PGCD
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls.
L’ensemble des diviseurs communs à admet un polynôme unitaire de plus grand degré∆ notéδ= P ∧Q. C’est leplus
grand commun diviseurdes polynômesP et Q.

Démonstration On choisit∆ unitaire pour qued(P,Q) = d(∆) avec les notations du paragraphe précédent. C’est dire que tout
diviseur commun àP et àQ divise∆. Donc son degré est inférieur ou égal à celui deD.
Par ailleurs l’algorithme d’euclide fournit un moyen de calculer le PGCD : on normalise le dernier reste non nul.

PROPOSITION21.39
P∧Q = Q∧P. Si un polynôme divise deux polynômes, alors il divise leur PGCD.

THÉORÈME 21.40 Bezout
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls, soit∆= P∧Q.
Il existe deux polynômesU et V tels que

PU+QV =∆.
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Exemple 21.5P = X5 −2X3 −2X2 −3X−2, Q = X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X. On descend avec l’algorithme d’Euclide :

dividende quotient diviseur reste
X5 −2X3 −2X2 −3X−2 = 1 × (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X) + (3X4 −4X3 +X2 −4X−2)

X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X = (
1

3
X− 5

9
) × (3X4 −4X3 +X2 −4X−2) + (−5

9
X3 − 10

9
X2 − 5

9
X− 10

9
)

3X4 −4X3 +X2 −4X−2 = (−27

5
X+18) × (−5

9
X3 − 10

9
X2 − 5

9
X− 10

9
) + (18X2 +18)

−5

9
X3 − 10

9
X2 − 5

9
X− 10

9
= (− 5

162
X− 5

81
) × (18X2 +18) + 0

Le dernier reste non nul est18X2 +18, qui normalisé, donneX2 +1 comme PGCD deP et Q.
Maintenant on remonte en partant de l’avant-dernière ligne:

18X2 +18 = 3X4 −4X3 +X2 −4X−2− (−27

5
X+18)× (−5

9
X3 − 10

9
X2 − 5

9
X− 10

9
) d’où

18X2 + 18 = 3X4 − 4X3 +X2 − 4X − 2− (−
27

5
X + 18)×

[
X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X− (

1

3
X−

5

9
)× (3X4 −4X3 +X2 −4X−2)

]

d’où

18X2 +18 = (1+ (−27

5
X+18)× (

1

3
X− 5

9
))× (3X4 −4X3 +X2 −4X−2)− (−27

5
X+18)× (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X) soit

18X2 +18 = (−9

5
X2 +9X−9)× (3X4 −4X3 +X2 −4X−2)− (−27

5
X+18)× (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X) d’où

18X2 +18 = (−9

5
X2 +9X−9)×

[
(X5 −2X3 −2X2 −3X−2) − (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X)

]
− (−27

5
X+18)× (X5 −

3X4 +2X3 −3X2 +X) soit

18X2 +18 = (−9

5
X2 +9X−9)× (X5 −2X3 −2X2 −3X−2)+

[
(−9

5
X2 +9X−9)− (−27

5
X+18)

]
× (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X)

18X2 +18 = (−
9

5
X2 +9X−9)× (X5 −2X3 −2X2 −3X−2)+ (−

9

5
X2 +

82

5
X−27)× (X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X)

En divisant par18 :

(− 1

10
X2 + 1

2
X− 1

2
)(X5 −2X3 −2X2 −3X−2)+ (

1

10
X2 − 1

5
X− 1

2
)(X5 −3X4 +2X3 −3X2 +X) = X2 +1.

Démonstration L’exemple montre comment conduire la démonstration. Par récurrence surn = min(degP,deg Q).
Si n =−∞ ou n = 0 la propriété est claire. Pour fixer les idéesdegP Ê degQ = n +1. On écrit la division euclidienne deP parQ,
P = BQ+R avecdegRÉ n. En utilisant la propriété de récurrence, il existe deux polynômesU1 etV1 deK [X] tels que∆= U1Q+V1R

avec∆ = Q∧R. Or ∆ = P ∧Q d’une part, et d’autre part∆ = U1Q+V1(P −BQ) = V1P + (U1 −BV1)Q. D’où le résultat en penant
U = V1 et V = U1 −BV1.

Remarque 21.11 SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls. S’il existe trois polynômesU,V et D

vérifiantPU+QV = D, alorsD est un multiple de∆= P∧Q.
En effet on écritP = P1∆ et Q = Q1∆. On obtient alorsD = (P1U+Q1V)∆ donc∆ | D.

PROPOSITION21.41
Si C est unitaire alorsAC∧BC = C(A∧B).

Démonstration Posons∆= AC∧BC et D= A∧B. On aDC | AC et DC | BC doncDC |∆.
Dans l’autre sensD= AU+BV doncDC = ACU+BCV d’où ∆ | DC.

21.5.3 Polynômes premiers entre eux

DÉFINITION 21.18 ♥ Polynômes premiers entre eux
SoientP et Q deux polynômes deK [X].
On dit queP et Q sontpremiers entre euxsi leur PGCD est égal à1.

PROPOSITION21.42 Bezout
SoientP et Q deux polynômes deK [X].
P et Q sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynômesU et V deK [X] tels que

PU+QV = 1.

Démonstration Dans un sens c’est le théorème de Bezout déjà vu. Dans l’autresens, commePU+QV = 1 on en déduit queP∧Q

divise1. Il n’y a qu’un seul polynôme unitaire qui divise1, c’est1 lui-même.
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PROPOSITION21.43 Lemme de Gauss

Si P,Q et R sont trois polynômes vérifiant

{
1 P |QR

2 P∧Q = 1
alorsP | R.

Démonstration La conditionP∧Q = 1 permet d’écrire une relation de Bezout :PU+QV = 1 qui multipliée parR donnePUR+
QRV = R. Mainteant la conditionP | QR assure l’existence d’un polynômeA tel queAP = QR et doncPUR+APV = P(UR+AV) = R

et doncP diviseR.

PROPOSITION21.44

SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls et soitD = P∧Q.
P

D
et

Q

D
sont des polynômes et ils sont

premiers entre eux.

Démonstration On écritP = P1D et Q = Q1D. On a
P

D
= P1 et

Q

D
= Q1. De plus

D = P∧Q = P1D∧Q1D= D(P1 ∧Q1)

puisqueD est unitaire. Ceci établit le résultat (K [X] est intègre).

PROPOSITION21.45
Si un polynômeP est premier avecQ1 et avecQ2 alors il est premier avecQ1Q2.

Démonstration On écrit une relation de Bezout pour(P,Q1) : PU1 +Q1V1 = 1 puis une autre pour(P,Q2) : PU2 +Q2V2 = 1. On
effectue le produit de ces deux égalités :P2U1U2 +PU1Q2V2 +PU2Q1V1 +Q1Q2U1U2 = 1 soit P(PU1U2 +U1Q2V2 +U2Q1V1)+
Q1Q2(U1U2) = 1, ce qui donne le résultat.
Autre démonstration : SoitD un diviseur commun àP et àQ1Q2. D est premier avecQ1, En effet, soitd diviseur commun àQ1 et
D. Commed | D et D | P, on ad | P et doncd diviseur commun àP et Q doncdeg d = 0. Maintenant d’après le lemme de Gauss,
D | Q1Q2 et D∧Q1 = 1 doncD | Q2, doncD | P∧Q2, ce qu’il fallait démontrer.

PROPOSITION21.46
Si un polynômeP est premier avecQ1,Q2, . . . ,Qm alors il est premier avec leur produit.

Démonstration Par une récurrence sans malice.

COROLLAIRE 21.47
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls et premiers entre eux. Alors

• Pour tout entierm, P est premier avecQm .

• Pour tous entiersm et n, Pn est premier avecQm .

21.5.4 PPCM

PROPOSITION21.48

SoientP etQ deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls et soitD = P∧Q.
PQ

D
est un polynôme, multiple commun

à P et àQ.

Démonstration On écritP = P1D et Q = Q1D. On a
PQ

D
= P1Q = PQ1 ce qui établit le résultat.

PROPOSITION21.49
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls et soitD = P∧Q.

Tout multiple commun àP et àQ est multiple de
PQ

D
.

Démonstration Soit M un multiple commun àP et àQ. On écritM = AP = AP1D = BQ = BQ1D. Après simplification parD on
a AP1 = BQ1 avecP1 et Q1 premiers entre eux. MaintenantP1 divise BQ1 et P1 ∧Q1. Donc d’après le lemme de Gauss,P1 | B.

Autrement dit, on peut écrireB = B1P1. DoncM = BQ1D= B1P1Q1D = B1
PQ

D
. Ce qu’il fallait démontrer.

Cette propriété permet d’énoncer la

DÉFINITION 21.19 ♥ PPCM
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls.
L’ensemble des polynômes deK [X] multiples communs deP et Q admet un polynôme unitaire de plus petit degréµ

noté :µ= P∨Q. C’est leplus petit commun multipledes polynômesP et Q.
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ainsi que la

PROPOSITION21.50
SoientP et Q deux polynômes deK [X] non tous les deux nuls.

(P∧Q)× (P∨Q) est associé àPQ.

ce qui fournit un procédé de calcul au PPCM de deux polynômes.

21.5.5 Polynômes irréductibles

Où l’on revient vers les polynômes irréductibles. Nous avions vu quels étaient les polynômes irréductibles deC [X] ou
ceux deR [X]. Le théorème fondamental de l’algèbre permet de décomposertout polynôme deC [X] ouR [X] en produit de
facteurs irréductibles. Mais qu’en est-il des polynômes irréductibles deQ [X] ? Nous ne répondrons pas à cette (difficile)
question, mais nous allons établir un résultat à la fois plusgénéral et plus élémentaire (il se passe du théorème fondamental
de l’algèbre que nous avons dû admettre). C’est le pendant pour les polynômes de la décomposition en facteurs premiers.

PROPOSITION21.51
SoientP et Q deux polynômes irréductibles deK [X]. P et Q sont soit associés, soit premiers enre eux.

Démonstration Soit D = P∧Q. CommeD | P et queP est irréductible, alorsD = 1 ou D est associé àP. Dans le deuxième cas,
commeD |Q et queQ est irréductible, alorsD= 1 (impossible) ouD est associé àQ. DoncP est associé àQ.

THÉORÈME 21.52 Décomposition en produit de facteurs irréductibles.
Soit P un polynômes deK [X] non nul.
Il existeα ∈K∗, il existem ∈N, m polynômesP1, . . . ,Pm unitaires et irréductibles tels que

P =α
m∏

k=1

Pk .

α,m sont uniques et lesPk sont uniques à l’ordre près.

Démonstration

• Unicité : On supposeP =α
m∏

k=1

Pk = β
n∏

ℓ=1

Qℓ.

Déjà,α est égal au coefficient dominant deP, ainsi queβ. Doncα= β.
Pour établir quem = n et que la liste desPk égale celle desQℓ nous allons raisonner par récurrence surmin(m,n). Pour fixer

les idées,m É n. Si m = 0 alors
n∏

ℓ=1

Qℓ. Commedeg Qℓ > 0, on a bienn = 0.

Supposons donc que
m+1∏

k=1

Pk =
n∏

ℓ=1

Qℓ avecn Ê m +1. PrenonsPm+1. Pm+1 divise
n∏

ℓ=1

Qℓ. D’après la proposition précédente,

il n’y a que deux possibilités : soitPm+1 est premier avec chacun desQℓ soit il est associé à l’un d’entre eux. Le prmier cas
ne se présente pas, car siPm+1 était premier avec chacun desQℓ il serait premier avec leur produit ce qui n’est pas possible
(deg p1 Ê 1). Reste donc le second cas. Il existeℓ0 ∈ �1,n� tel quePm+1 soit associé àQℓ0

auquel cas ces deux polynômes -

unitaires - sont égaux. On en déduit que
m∏

k=1

Pk =
∏

1ÉℓÉn
ℓ6=ℓ0

Qℓ. Maintenant, en utilisant la propriété de récurrence u rangm, on en

déduit quem = n −1 et que les(Pk )1ÉkÉm sont les(Qℓ)ℓ6=ℓ0
. Ce qu’il fallait démontrer.

• Existence : Elle se démontre par récurrence sur le degré. Tout polynôme non nul de degréÉ 1 est soit constant, soit irréductible.
On considère donc un polynôme non nul. Soit il est irréductible et il n’y a rien à faire, soit il peut s’écrire comme produitde deux
polynômes de degré strictement inférieur et alors on applique la propriété de récurrence à chacun de ces deux polynômes.

Le chapitre fut copieux. Pour s’en convaincre, il convient de jeter un coup d’œil au diagramme :
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21.6 Exercices

21.6.1 L’anneau des polynômes

Exercice 21.1 ♥
CalculerP = (1+X)(1+X2)(1+X4) . . .

(
1+X2n

)
.

Solution : Le produit(1−X)P se téléscope en(1−X)P = 1−X2n+1
. On en déduit queP =

2n+1−1∑

k=0

Xk .

Exercice 21.2 ♥
Soit P le polynômeP(X) = (1+X)(1+qX)(1+q2X). . . (1+qn−1X),(q 6= 1).
Etablir une relation entreP(qX) et P(X). En déduire la valeur des coefficients deP.

Solution : On a(1+X)P(qX) = (1+ qnX)P(X). En posantP(X) =
n∑

k=0

ak Xk , on en déduit que pourk Ê 1, ak

(
1−qk

)
=

ak−1

(
qk−1 −qn

)
. On en déduit, puisquea0 = 1, ak = 1−qn

1−q
× q −qn

1−qn
× . . .× qk−1−qn

1−qk
.

Exercice 21.3 ♥
Déterminer les coefficients de

1. (1+X+X2 + . . .+Xn)2.

2. (1−X+X2 + . . .+ (−1)nXn)2.

3. (1+X+X2 + . . .+Xn).(1−X+X2 − . . .+ (−1)n Xn)

Solution :

1. En développant(1+X+X2 + . . .+Xn)× (1+X+X2 + . . .+Xn ) =
2n∑

k=0

ak Xk , on trouveak = k +1 pour0 É k É n et

ak = 2n+1−k pourn É k É 2n.

2. D’après le résultat précédent, en composant par le polynôme−X, on trouve :

(1−X+X2 + . . .+ (−1)nXn )2 =
n∑

k=0

(−1)k (k +1)Xk +
2n∑

k=n+1

(−1)k (2n+1−k)Xk .

3. Si k É n, le coefficientak deXk est(−1)k (1−1+1− . . .) sachant qu’il y ak +1 termes dans la parenthèse. Donc
ak = 1 lorsquek est pair etak = 0 lorsquek est impair. Maintenant, lorsquen É k É 2n, on écritk = n + ℓ et le
coefficient deXk est(−1)ℓ+(−1)ℓ+1+. . .+(−1)n soitn−ℓ+1. Là encore sin−ℓ+1 est pair tous les termes s’annulent
et le coefficientak est nul. Cela se produit lorsquen− (k −n)+1 est pair c’est-à-dire lorsquek est impair. Sinon,
lorsquek est pairak est égal au premier (ou au dernier) terme de la somme, à savoir(−1)ℓ = (−1)k−n = (−1)n

puisquek est pair.
Exemples :n = 4. n est pair,(1+X+X2 +X3 +X4)(1−X+X2 −X3 −X4) = 1+X2 +X4 +X6 +X8.
n = 5. n est impair,(1+X+X2 +X3 +X4 +X5)(1−X+X2 −X3 −X4 +X5) = 1+X2 +X4 −X6 −X8 −X10.

Exercice 21.4 ♥
CalculerS = (n−1)+ (n−2)×2+ . . .+2(n−2)+ (n−1).

Solution :

1. Tout d’abord un calcul sans malice :S =
n∑

k=0

k(n − k) = n
n∑

k=0

k −
n∑

k=0

k2 = n
n(n+1)

2
−

n(n+1)(2n+1)

6
=

n(n+1)

6
[3n−2n−1] =

n(n+1)(n−1)

6
. Mais où sont les polynômes?

2. SoitP =
n∑

k=0

Xk , on aP′ =
n∑

k=0

kXk−1 et P′′ =
n∑

k=0

k(k −1)Xk−2. S est le coefficient de degrén−1 dans le polynôme

(P′)2.
Par ailleurs(P2)′ = 2PP′ et (P2)′′ = 2P′2 +2PP′′.
Le coefficient deXn+1 dans(P2) c’estn+1. En dérivant deux fois,
Le coefficient deXn−1 dans(P2)′′ c’est(n+1)(n+1)n.

D’autre part le coefficient deXn−1 dans(P2)′′ c’est (n + 1)n + n(n − 1) + . . . + 2 × 1 =
n∑

k=1

(k + 1)k =
n∑

k=1

k2 +
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n∑

k=1

k = n(n+1)(2n+1)

6
+ n(n+1)

2
. On en déduitn(n + 1)2 = 2S + n(n+1)(2n+1)

6
+ n(n + 1), d’où 2S =

n(n+1)

[
(n+1)−1− 2n+1

3

]
= n(n+1)(n−1)

3
. On retrouve bien le même résultat.

Exercice 21.5 ♥
Trouver tous les polynômesP,Q ∈C [X] vérifiant :

1. Q2(X) = XP2(X).

2. P ◦P = P.

3. P(X2) = P(X)

4. P(X+1) = XP(X)

Solution :

1. SoientP et Q deux polynômes vérifiant l’égalité. On a alors :2degQ = 2degP+1 ce qui est impossible à moins
queP = Q = 0. On vérifie réciproquement que siP = Q = 0 alorsP et Q vérifient l’égalité.

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. SoitP un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a :
(
degP

)2 = degP

ce qui amènedegP = 1 ou degP = 0. Si degP = 1 alors il existea,b ∈C tels queP = aX+b. On a alorsP ◦P = P

si et seulement sia = 1 etb = 0 donc si et seulement siP = X. Si degP = 0, P est alors un polynôme constant et on
vérifie facilement queP est solution de l’équation. L’ensemble des solutions de l’équation est donc{X,α | α ∈C} .

3. Le polynôme nul est solution de l’équation. SoitP un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a :2degP = degP

ce qui n’est possible que sidegP = 0 c’est à dire que siP est un polynôme constant. On vérifie que tout polynôme
constant est solution de l’équation et l’ensemble des solutions de l’équation est l’ensemble des polynômes con-
stants.

4. On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons qu’il existe un polynômeP ∈ R [X] non nul
solution de l’équation. AlorsdegP = degP (X+1) = 1+degP ce qui n’a pas de sens. Donc la seule solution de
l’équation est le polynôme nul.

Exercice 21.6 ♥
Trouver tous les polynômesP,Q ∈C [X] vérifiant :

1. P(X2) = XP(X)

2. P(X)2 = XP(X+1)

3. P(X)−P(X−1) = X2

4. (X+3)P(X) = XP(X+1)

Solution :

1. Le polynôme nul est solution de l’équation. SoitP un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a :2deg P =
degP + 1 ce qui n’est possible que sidegP = 1. P est donc de la formeP = aX + b aveca,b ∈ C. Mais P doit
vérifier : aX2 +b = X (aX+b) et donc on a :b = 0. Réciproquement, on vérifie que les polynômes de la formeaX

aveca ∈C sont solutions de l’équation.

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. SoitP un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a :2deg P =
degP + 1 ce qui n’est possible que sidegP = 1. P est donc de la formeP = aX + b aveca,b ∈ C. Mais P doit
vérifier : (aX+b)2 = X (a (X+1)+b) ce qui n’est possible que sia = b = 0. Seul le polynôme nul est solution de
l’équation.

3. SoitP un polynôme solution de l’équation. Commedeg(P (X)−P (X−1)) = degP−1, on a :degP−1 = 2 et donc
degP = 3. On poseP1 = P−P(0). P1 est aussi une solution et est de la formeP1 = aX3 +bX2 +cX aveca,b,c ∈C.
Injectant dans l’égalité on trouve alorsP1 = 1

3 X3+ 1
2 X2+ 1

6 X qui est l’unique solution de l’équation dont la valuation

égale1. On obtient toutes les solutions de l’équation en ajoutant les termes constantsP = 1

3
X3 + 1

2
X2 + 1

6
X +c.

4. On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P = anXn + . . .+ a0 ∈ R[X] un polynôme non
nul de degrén ∈ N solution de l’équation. On identifie les coefficients des termes de degrén dans l’égalité
(X+3)P(X) = XP(X+1) et on obtient :nan = 3an

1 . Commean 6= 0, nécessairementn = 3 etdegP = 3. Cherchons
alors les polynômes de la formeP = aX3 +bX2 +cX+d ∈R [X] solutions de l’équation. On obtient le système





b −3a = 0

2c −a −b = 0

d = 0

qui admet comme ensemble solution{(a,3a,2a,0) | a ∈R}. Les polynômes solutions de l’équation sont alors les
a

(
X3 +3X2 +2X

)
, a ∈R.
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Exercice 21.7 ♥
Soit f (z)= a0+a1z+ . . .+an zn une fonction polynôme définie surC. a0, a1, . . . , an sontn+1 nombres complexes tels
que∀z ∈C, f (z) = 0. On se propose de redémontrer que lesak sont tous nuls.

Pour cela on calculera pour toutk ∈ �0,n� l’intégraleIk =
∫2π

0
f

(
eiϑ

)
e−ikϑdϑ de deux façons différentes.

Solution : On a f (z) = 0 pour toutz complexe, c’est donc vraia fortiori pour tous les complexes de module1. Donc
∀ϑ ∈ [0,2π], f

(
eiϑ

)
= 0 et doncIk = 0.

D’autre partIk =
∫2π

0

( n∑
m=0

ameimϑ

)
e−ikϑdϑ=

n∑
m=0

am

∫2π

0
ei(m−k)ϑ dϑ. Or pourp ∈Z∗, Jp =

∫2π

0
ei pϑ dϑ=

[
ei pϑ

i p

]2π

0

=

0 et J0 = 2π. DoncIk = 2πak .
On en déduitak = 0 et ce pour toutk ∈ �0,n�.

Exercice 21.8 ♥♥
On considère un polynômeP = a0 +a1X+·· ·+anXn ∈C [X] à coefficients complexes et l’on note

M = sup
z∈C, |z|=1

|P(z)|

1. On note pour toutk ∈ �0,n�, ωk lesn+1 racines(n+1)ième de l’unité. Pourp ∈ [[0,n]], calculer la somme

Sp =
n∑

k=0

ω
−p

k
P(ωk )

2. En déduire que∀p ∈ �0,n�, |ap | É M.

Solution :

1. En notantω la racine nième primitive de l’unité,

Sp =
n∑

k=0

ω−kp
n∑

j=0

a jω
j k =

n∑

j=0

a j

( n∑

k=0

ωk( j−p)
)

Mais
n∑

k=0

(
ω j−p

)k
=

{
(n+1) si j = p

0 sinon

Par conséquent,∀p ∈ [[0,n]], Sp = (n+1)ap .

2. Soitp ∈ [[0,n]]. Avec l’inégalité triangulaire,

∣∣(n+1)ap

∣∣=
∣∣∣

n∑

k=0

ω
−p

k
P(ωk )

∣∣∣É
n∑

k=0

|P(ωk )| É (n+1)M

d’où le résultat.

21.6.2 Dérivation, formule de Taylor

Exercice 21.9 ♥
Trouver tous les polynômesP ∈R [X] vérifiant :

1. P−XP′ = X 2. P′2 = 9P 3.
(
X2 +4

)
P′′ = 6P.

Solution :

1. Soit P ∈ R [X]. Supposons queP −XP′ = X. Alors P 6= 0. Notonsn = degP. Commedeg(P −XP′) É n, il faut
quen Ê 1. Mais si l’on cherche le coefficient deXn dansP −XP′, on trouve(n −1)an . Par conséquent, sin = 1,
deg(P−XP′) É 0 et ce n’est pas possible, et sin Ê 2, deg(P−XP′) = n, ce qui n’est pas possible non plus. Il n’existe
donc aucun polynôme vérifiant la propriété.

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons queP ∈ R [X] soit solution de l’équation. Alors :
2
(
degP−1

)
= degP et doncdegP = 1. On a alorsP = aX + b avec a,b ∈ R. Mais a et b doivent vérifier :

a2 = 9p aX+b ce qui n’est possible que sia = b = 0. La seule solution de l’équation est donc le polynôme
nul.
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3. Le polynôme nul est solution de l’équation, c’est même le seul polynôme de degréÉ 1 solution de l’équation.
Supposons queP ∈R[X] soit solution et de degrén Ê 2. Raisonnant sur le monôme de degrén dansP, on obtient :
n (n−1) = 6 ce qui donnen = 3. On vérifie par ailleurs que les seuls polynômes de la formeaX3 +bX2 +cX+d ∈
R3 [X] solutions de l’équations sont ceux de la forme :aX3 +4aX aveca ∈R.

Exercice 21.10 ♥♥
Déterminer les polynômes non-constantsP ∈R [X] tels queP′ diviseP

Indication 21.5 : Etudier le degré du quotient, et utiliser la formule de Leibniz

Solution : Soit P ∈ R [X] une solution de l’équation. Il existeQ ∈ R [X] tel queP = QP′. On a forcémentdegQ = 1 et
doncQ = λ(X−a) où a,λ ∈R. En identifiant les coefficients deXn , on trouveλ= 1

n
et donc :

nP = (X−a)P′

On utilise alors la formule de Leibniz. Pour toutk ∈ N, il vient : nP(k) = (X − a)P(k+1) + kP(k). D’où (n − k)P(k) =
(X−a)P(k+1). On a alorsP(k)(a)= 0 pourk ∈ �0,n� et donc(X−a)n | P. Alors P =λ(X−a)n . On vérifie réciproquement
que tout polynôme de cette forme convient.

Exercice 21.11 ♥♥
Déterminer tous les polynômesP ∈R[X] vérifiant :

P(X+1)−2P(X)+P(X−1) = 0

Indication 21.5 : Utiliser une formule de Taylor.

Solution : Ecrivons les deux formules de Taylor :

P(X+1) = P(X)+P′(X)+ 1

2!
P′′(X)+·· ·+ 1

n!
P(n)(X)

P(X−1) = P(X)−P′(X)+ 1

2!
P′′(X)+·· ·+ (−1)n

n!
P(n)(X)

Alors la condition de l’énoncé dit que :

P′′(X)+ 1

4!
P(4)(X)+·· · = 0

Mais alorsP′′(X) = 0. En effet, siP′′(X) 6= 0, P′′(X) = anXn + . . . avecan 6= 0. Mais en cherchant le terme enXn dans
l’égalité précédente, on trouve qu’il vautanXn (tous les polynômesP(4), . . .sont de degré strictement inférieur àn. Donc
P est un polynôme de degréÉ 1 :

P(X) = aX+b

Et on vérifie réciproquement que tout polynôme de cette formeconvient.

Une autre solution : On résoutP(X+1)−P(X) = 0. L’ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômes constants.
On résout ensuiteP(X + 1)−P(X) = c. L’ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômescX +d . Maintenant
P(X+2)−2P(X+1)+P(X)= D(D(P)) avecD(P)= P(X+1)−P(X). On en déduit que les polynômes de degréÉ 1 sont les
solutions deP(X+2)−2P(X+1)+P(X) = 0 puis que les polynômes de degréÉ 1 sont les solutions deP(X+1)−2P(X)+
P(X−1) = 0.

Exercice 21.12

1. Quels sont les polynômes deC[X] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection deC surC ?
2. Quels sont les polynômes deR[X] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection deR surR ?

Solution :

1. Ce sont tous les polynômesP de degréÊ 1. En effet, soitz ∈ C, le polynômeP− z admet au moins une racineα
d’après le théorème fondamental de l’algèbre. Cela signifiequeP(α) = z et donc que la valeurz est atteinte parP.
DoncP est une surjection deC surC.

2. Ce sont les polynômes de degré impair.

21.6.3 Arithmétique des polynômes

Exercice 21.13 ♥
Prouver que le polynômeA divise le polynômeB et déterminer le quotient correspondant :
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1. A =X−1 et B = X3 +X2 −X−1

2. A =X+2 et B = 2X3 +5X2 +X−2

3. A =X− i et B = X3 −2i X2 − i

4. A =X+1 et B = X3 +X2 −X−1

Solution :

1. On utilise le schéma de Horner :
1
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On trouve ainsiB(1) = 0 et X3 +X2 −X−1 = (X−1)(X2 +2X+1)

2. Idem.
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Le zéro en vert montre queA diviseB. Les coefficients du quotient s’affichent en rouge. Le quotient est :2X2+X−1.

3. Idem.
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Le quotient est :X2 − i X+1.
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4. Idem. Le quotient est :X2 −1.

Exercice 21.14 ♥
Trouver tous les polynômes deR3[X] divisibles par(X − 1) ayant même reste dans les divisions euclidiennes par
(X−2),(X−3),(X−4).

Solution : SoitP ∈R3[X] un polynôme vérifiant ces propriétés. On poseµ= P(2) P(X)−P(2) est par hypothèse divisible
parX−2, X3 etX−4. Il est donc divisible par leur produit. CommedegP É 3, on peut écrireP(X)−µ=λ(X−2)(X−3)(X−4).
La conditionP(1) = 0 se traduit par−6λ+µ= 0. DoncP(X) =λ(X3 −9X2 +26X−18). Par division euclidienne :

P = λ(X−1)(X2 −8X+18)

Exercice 21.15
Soit A =X100 −X4 +X−1 et B = X3 +X2 +X+1. Trouver le reste de la division deA parB.
Indication 21.5 : ConsidérerX100 −X4.

Solution : On aB = (X+1)(X− i )(X+ i ). −1, i et −i sont aussi racines deX100 −X4, doncX100 −X4 est divisible par
(X+1)(X− i )(X+ i ). On en déduit que le reste de la division deA parB estX−1.
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Exercice 21.16 ♥♥
Soit n Ê 1. Trouver une CNS pour que(X−1)2 | aXn+1 +bXn +1 dansR [X]. Trouver le quotient.

Solution : NotonsP = aXn+1 +bXn +1. Le polynôme(X−1)2 diviseP ssi 1 est racine double au moins deP, c’est à
dire P(1) = P′(1) = 0. On trouve donc quea = n et b =−(n+1). On a alors

P = nXn+1 − (n+1)Xn +1= nXn(X−1)− (Xn −1) = (X−1)[nXn −Xn−1 −Xn−2 −·· ·−X−1]

Mais en factorisant,

nXn −Xn−1 −·· ·−X−1 = (X−1)[nXn−1 + (n−1)Xn−2 +·· ·+3X2 +2X+1]

Donc

Q =
n−1∑

k=0

(k +1)Xk

Exercice 21.17

1. Montrer queX5 −1 et X2 +X+1 sont premiers entre eux.

2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entreX5 −1 et X2 +X+1

Solution :

1. j est racine deX2+X+1. Mais il n’est pas racine deX5−1. Par conjugaison,j n’est pas non plus racine deX5−1.
Aucune racine dansC deX2 +X+1 n’est racine deX5 −1. Par conséquentX5 −1 et X2 +X+1 sont premiers entre
eux.

2. On descend :
dividende quotient diviseur reste

X5 −1 = (X3 −X2 +1) × (X2 +X+1) − (X+2)

X2 +X+1 = (X−1) × (X+2) + 3

ce qui redémontre queX5 −1 et X2 +X+1 sont premiers entre eux. Maintenant, on remonte :
3 = X2 + X + 1 − (X − 1) × (X + 2) = X2 + X + 1 − (X − 1) ×

[
(X3 −X2 +1)× (X2 +X+1)−

(
X5 −1

)]
=(

X2 +X+1
) [

1− (X−1)(X3 −X2 +1)
]
+ (X−1)

(
X5 −1

)
=

(
X2 +X+1

) (
−X4 +2X3 −X2 −X+2

)
+ (X−1)

(
X5 −1

)
.

Exercice 21.18
Soit P ∈K [X] etα ∈K. Montrer queα est racine double deP ssiα est une racine deP∧P′.

Solution :
Si α est racine double deP, alors(X−α) diviseP et P′ et donc diviseP∧P′, ce qui montre queα est racine deP∧P′.
Réciproquement, siα est racine deP∧P′, comme(X−α) diviseP∧P′, (X−α) divise à la foisP et P′, et donc est racine
deP et P′. Doncα est racine double deP.

Exercice 21.19
Trouver une CNS pour que(Xb −Xa) | (Xd −Xc ) dansC [X].

Solution : En utilisant les congruences, il faut que(b −a) | (d −c).

Exercice 21.20
Soit P,Q ∈R [X]. Montrer que

(P−Q) | PoP−QoQ =⇒ (P−Q) | (PoQ−QoP)

Solution : Soit z ∈ C une racine deP −Q, autrement ditP(z) = Q(z). Dire que(P −Q) | PoP −QoQ, c’est dire que
toute racine complexe deP−Q, est aussi une racine dePoP−QoQ. Donc on aP(P(z))= Q(Q(z)). Mais alors on a aussi
P(Q(z)) = Q(P(z)). Mais on démontre ici quePoQ−QoP a toutes les racines deP −Q. C’est insuffisant. Il faut encore
démontrer que les ordres de multiplicités pourPoQ−QoP sont supérieurs à à ceux pourP−Q. On pourrait dériver, mais
les formules (de Faà di Bruno) deviennent vite compliquées.Il vaut mieux chercher une autre voie :

On poseP(X) =
p∑

k=0

ak Xk . On a doncPoQ−PoP =
p∑

k=0

ak

(
Qk −Pk

)
=

p∑

k=1

ak

(
Qk −Pk

)
. Or pourk Ê 1, P−Q | Qk −Pk =

(Q−P)
(
Qk−1 +Qk−2P+ . . .+QPk−2 +Pk−1

)
. DoncP−Q | PoQ−PoP. De mêmeP−Q | QoQ−QoP. DoncP−Q divise

la sommePoQ−PoP+QoQ−QoP. Comme par hypothèseP−Q | PoP−QoQ, on en déduit que(P−Q) | PoP−QoQ.
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Exercice 21.21
Soit un entiern Ê 2. Montrer que le polynôme

P = (X−3)2n + (X−2)n −1

est divisible par(X−2)(X−3) et calculer le quotient.

Solution : On calculeP(3) = P(2) = 0 et donc(X−2)/P, (X−3)/P et comme(X−2)∧(X−3)= 1, il vient que(X−2)(X−
3)/P. Pour le quotient par(X−2)(X−3), développer avec le binôme.

Exercice 21.22
Soient deux entiers(n, p) ∈N⋆2 et un polynômeA ∈K [X]. Montrer que

A2 +A | A2n + (A+1)p −1

Solution : Soit T = X2n + (X+1)p −1. 0 et−1 sont racines deT, doncX(X+1) |T. Autrement ditT = X(X+1)Q pour un
certain polynômeQ. DoncToA = A2n + (A+1)p −1 = A(A+1).QoA. DoncA(A+1) | P.

Exercice 21.23
Soit un entiern Ê 2 et un complexe non-nulλ ∈C⋆. Déterminer les couples de polynômes(A,B)∈C [X]2 vérifiant :

An +Bn =λ

Solution : Soient deux polynômesA,B ∈C [X] vérifiantAn+Bn =λ. En dérivant, on trouve (n Ê 2) : An−1A′ =−Bn−1B′.
Mais A∧B = 1 (si D est un diviseur commun àA et B, il doit diviser λ) et doncAn−1 ∧Bn−1 = 1 également. Donc
puisqueAn−1/B′Bn−1, d’après le théorème de Gauss, on doit avoirAn−1/B′. Il existe donc un polynômeQ ∈C [X] tel que
B = An−1Q. Mais en notantp = deg A et q = degB, d’après l’équation on trouve quep = q et alors puisqueB′ = QAn−1,
en examinant les degrés, on adegQ+ (n−1)p = p −1, ce qui donnedegQ = (2−n)p −1< 0. Par conséquent,B′ = 0 et
doncB = b est constant. On a égalementA = a constant, avec les complexes(a,b) vérifiantan +bn =λ.

Exercice 21.24
Soit Pn la suite de polynômes définie parP1 = 1;P2 = X et ∀n Ê 2,Pn = X.Pn−1 −Pn−2. Démontrer que∀n Ê 2P2

n −
Pn−1.Pn+1 = 1. En déduire quePn et Pn+1 sont premiers entre eux.

Solution : On aP3 = XP2 −P1 = X2 −1 et doncP2
2 −P1P3 = X2 −

(
X2 −1

)
×1 = 1.

P2
n+1−Pn .Pn+2 = Pn+1 (XPn −Pn−1)−Pn (XPn+1 −Pn) = XPn+1Pn−Pn+1Pn−1−XPnPn+1+P2

n = P2
n−Pn+1Pn−1. La récur-

rence tourne toute seule.

Exercice 21.25
Soit n ∈N∗.

1. Démontrer qu’il existe un unique couple(P,Q) ∈Qn−1[X], tel que(1−X)n P(X)+XnQ(X) = 1.

2. Démontrer queP(X) = Q(1−X).

3. Démontrer que∃a ∈Q, (1−X).P′(X)−n.P(X) = aXn−1.

4. CalculerP(0).

5. Déterminer les coefficients deP.

Solution :

1. Unicité : Soit(P1,Q1) un autre couple. On a(1−X)n (P −P1)+Xn(Q−Q1) = 0. DoncXn divise (1−X)n (P −P1).
CommeXn et (1−X)n sont premiers entre eux, d’après le lemme de Gauss,Xn diviseP−P1. Comme ce dernier
est de degé< n, P−P1 = 0. Par suite,Q = Q1.
Existence : Les polynômesX et 1− X sont premiers entre eux. Il en est donc de même pour(1− X)n et Xn .
D’après la propriété de Bezout, il existe deux polynômesP0 et Q0 tels que(1−X)nP0(X)+XnQ0(X) = 1. Reste à
règler le problème des degrés. Or pour tout polynômeA deQ[X], le couple(P0 − AXn,Q0 + A(1−X)n) est aussi
solution. A partir de là, on effectue la division euclidienne deP0 parXn : P0 = AXn +P avecdegP < n. En posant
Q = Q0 +A(1−X)n on aXnQ(X) = 1− (1−X)n P(X). En regardant les degrés, on an +degQ = n +deg P et donc
degQ < n.

2. En substituant1−X àX on aXn P(1−X)+(1−X)nQ(1−X) = 1. CommedegQ(1−X) = degQ < n, d’après l’unicité
pécédente, on en déduit queQ(1− x), qui joue le rôle deP est égal àP.
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3. En dérivant(1−X)nP(X)+XnQ(X) = 1, on trouve−n(1−X)n−1P +nXn−1Q(X)+ (1−X)nP′ +XnQ′(X) = 0, soit
(1− X)n−1((1− X)P′ − nP) + Xn−1(XQ′ + nQ) = 0. On applique à nouveau le lemme de Gauss carXn−1 divise
(1−X)n−1((1−X)P′−nP) et est premier avec(1−X)n−1 doncXn−1 divise(1−X)P′−nP. Commedeg((1−X)P′−nP) É
n−1, on en déduit l’existence d’una ∈Q (éventuellement nul) tel que(1−X)P′−nP = aXn−1.

4. On a(1−0)n P(0)+0n Q(0) = 1 doncP(0) = 1.

5. On écritP = 1+
n−1∑

k=1

ak Xk , P′ =
n−1∑

k=1

kak Xk−1, XP′ =
n−1∑

k=1

kak Xk . D’où

(1−X)P′−nP =
n−2∑

k=0

(k +1)ak+1Xk −
n−1∑

k=1

kak Xk −
n−1∑

k=1

nak Xk −n = aXn−1.

On regarde, suivant les valeurs dek, le coefficient deXk .
Ï k = n−1 : −(n−1)an−1 −nan−1 −n = (1−2n)an−1 −n = a.

Ï k = 1, . . . ,n−2 : (k +1)ak+1 −kak −nak = 0 soit (k +1)ak+1 = (n+k)ak ou ak+1 =
n+k

k +1
ak .

Ï k = n−1 : a1 = n.
On trouve

an−1︸ ︷︷ ︸
k=n−2

=
n−2+n

n−1
×

2n−3

n−2
× . . .×

n+1

2︸ ︷︷ ︸
k=1

× n︸︷︷︸
=a1

soit an−1 =
(2n−2)!

(n−1)!(n−1)!
=

(2n−2
n−1

)
.

De mêmeak = n+k −1

k
× . . .× n+1

2
×n = (n+k −1)!

k!(n−1)!
=

(n+k−1
k

)
.

21.6.4 Division euclidienne

Exercice 21.26
Effectuer la division euclidienne deA parB dans les cas suivants :

1. A =X3 +X2 −2X+3 et B = X2 +2X−1

2. A =X4 +2X2 −3X3 −2X+4 et B= X2 +1

3. A =X2 + IX+3 et B = X+2i

4. A =X et B= X2 +1

5. A = 2X2 +4X−1 et B= X2 +3X−1

6. A =X2 −1 et B = X3 +2X−1

Solution :

1. X3 +X2 −2X+3 = (X−1)
(
X2 +2X−1

)
+ (X+2)

2. X4 +2X2 −3X3 −2X+4 =
(
X2 −3X+1

) (
X2 +1

)
+ (X+3)

3. X2 + IX+3 = (X− i )(X+2i )+3

4. X = 0
(
X2 +1

)
+X.

5. 2X2 +4X−1 = 2
(
X2 +3X−1

)
−2X+1

6. X2 −1 = 0
(
X3 +2X−1

)
+X2 −1

Exercice 21.27 ♥
Soit P ∈K[X] et r et s les restes de la division deP par (X− a) et par(X−b). Quel est le reste de la division deP par
(X−a)(X−b) ? (on déterminera ce reste en fonction der, s lorsquea 6= b et sia = b, en fonction deP(a) et P′(a).
Indication 21.5 : Lorsquea = b, utiliser la formule de Taylor.

Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple(Q,R) ∈ (K [X])2 tel queP = (X−a) (X−b) Q+R et
degR É 1. DoncR =αX+β oùα,β ∈K.
– Si a 6= b, alors l’égalité précédente amèneP (a) = αa + β et P (b) = αb + β. On résout le système formé par

ces deux équations et on trouveR =
P(a)−P(b)

a −b
X +

bP(a)−aP(b)

b −a
. Comme r = P(a) et s = P(b), il vient

R = r − s

a −b
X+ br −as

b −a
.
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– Si a = b, on écrit la formule de Taylor :

P(X) = P(a)+ (X−a)P′(a)+ (X−a)2Q(X)

et le reste vaut alorsR =P(a)+ (X−a)P′(a) .

Exercice 21.28 ♥
Trouver le reste de la division euclidienne deXn par(X−1)3.

Solution : En utilisant la formule de Taylor, on trouve

Xn = 1+n (X−1)+
n(n−1)

2
(X−1)2 + (X−1)3 Q

où Q ∈ R [X]. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on trouve pour le
reste

n(n−1)

2
(X−1)2 +n(X−1)+1 .

Exercice 21.29 ♥
Soienta ∈K et P ∈K [X]. Exprimer le reste de la division euclidienne deP par(X−a)2 en fonction deP (a) et P′ (a).

Solution : Par division euclidienne, on a :
P = Q (X−a)2 +αX+β

où Q ∈K [X] et α,β ∈K et il vient P′ =
(
Q′ (X−a)+2Q

)
(X−a)+α. On remplaceX par a dans ces deux égalités et on

obtient le système : {
P (a) = aα+β

P′ (a) =α
.

Le reste est donc :P′ (a)X+
(
P (a)−aP′ (a)

)
.

Exercice 21.30 ♥
Soienta ∈R et n ∈N∗. Déterminer le reste de la division euclidienne dansR [X] de(X sin a +cos a)n parX2 +1.

Solution : Par division euclidienne, on a :

(X sin a +cos a)n = Q
(
X2 +1

)
+αX+β

avecQ ∈R [X] etα,β ∈R. On remplaceX par les racinesi et−i deX2 +1, on obtient :

{
ei a =αi +β

e−i a =αi +β

On résout ce système, il vient :α= sin a etβ= cos a. Donc le reste recherché est :X sin a +cos a .

Exercice 21.31
Pour m ∈ N∗et ϑ ∈ R, on considèreFm,ϑ = X2m − 2Xm cosmϑ+ 1 ∈ C[X]. Vérifier queFm,ϑ est divisible parF1,ϑ.
Calculer le quotient.

Solution : D’abord, il est bon de remarquer queFm,ϑ =
[

Xm −
(
eiϑ

)m
][

Xm −
(
e−iϑ

)m
]
. On en déduit que le quotient

égale
[
Xm−1 +eiϑXm−2 + . . .+ei(m−1)ϑ

][
Xm−1 +e−iϑXm−2 + . . .+e−i(m−1)ϑ

]
. Les coefficients se calculent plutôt bien.1

pourX2m−2, eiϑ+e−iϑ = 2cosϑ pourX2m−3, e2iϑ+1+e−2iϑ = 1+2cos 2ϑ etc. Pour la suite on prendraϑ 6≡ 0 (mod π).
Pour0É k É m−1, le coefficient deXk égaleei(m−k−1)ϑ.e−i(m−1)ϑ+ei(m−k−2)ϑe−i(m−2)ϑ+. . . e−i(m−k−1)ϑei(m−1)ϑ. On a la

somme d’une suite géométrique dek+1 termes de raisone2iϑ soit e−ikϑ e2i(k+1)ϑ−1

e2iϑ−1
= e−ikϑ eikϑ

eiϑ

ei(k+1)ϑ−e−i(k+1)ϑ

eiϑ−e−iϑ
=

sin (k +1)ϑ

sinϑ
. Les coefficients sont symétriques, c’est-à-dire que le coefficient deX2m−2−k est aussi

sin (k +1)ϑ

sinϑ
.

Une dernière vérification, car il en faut pour tous les goûts :Il s’agit de calculer les coefficients de

(
X2 −2X cosϑ+1

) (
sinϑX2m−2 + sin 2ϑX2m−3 + . . .+ sin(m −1)ϑXm + sin mϑXm−1 + sin(m −1)ϑXm−2 + . . .+ sinϑ

)
.
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Le coefficient constant vautsinϑ, pour2 É k É m−1, le coefficient deXk vautsin(k+1)ϑ−2cosϑsin kϑ+sin(k−1)ϑ=
sin kϑcosϑ+cos kϑsinϑ−2cosϑsin kϑ+ sin kϑcosϑ− sinϑcos kϑ= 0.
le coefficient de Xm vaut sin(m + 1)ϑ − 2cosϑsin mϑ + sin(m − 1)ϑ = sinmϑcosϑ − cosmϑsinϑ −
2cosϑsin mϑ + sin mϑcosϑ − sinϑcos mϑ = −2cos mϑsinϑ. En utilisant les symétries des co-
efficients (on dit que ces polynômes sont réciproques. Voir aussi l’exercice 21.47 p.801 ),
le coefficient de Xk pour m + 1 É k É 2m − 1 est nul et celui de X2n vaut sinϑ. D’où(
X2 −2X cosϑ+1

) (
sinϑX2m−2 + sin 2ϑX2m−3 + . . .+ sin(m −1)ϑXm + sin mϑXm−1 + sin(m −1)ϑXm−2 + . . .+ sinϑ

)

= sinϑ
(
X2m −2Xm cosmϑ+1

)
.

Exercice 21.32 ♥
Vérifier queXn sinϑ−X.sin nϑ+ sin(n−1)ϑ est divisible dansC[X] parX2 −2X.cosϑ+1 et calculer le quotient.

Solution : Les racines deX2−2X cosϑ+1 sonteiϑ ete−iϑ. Vérifions qu’elles sont aussi racines du dividende. Poureiϑ :

einϑ eiϑ−e−iϑ

2i
−eiϑ einϑ−e−inϑ

2i
+ei(n−1)ϑ−e−i(n−1)ϑ

2i
= 1

2i

[
ei(n+1)ϑ −ei(n−1)ϑ−ei(n+1)ϑ +e−i(n−1)ϑ+ei(n−1)ϑ−e−i(n−1)ϑ

]
=

0. Comme le dividende est un polynôme réel, le conjugué deeiϑ est aussi racine.
On pose la division sans se dégonfler :

Xn sinϑ −X.sin nϑ sin(n−1)ϑ

Xn−1 sin2ϑ Xn−2 sinϑ −X.sin nϑ sin(n−1)ϑ

2Xn−2 sin 2ϑcosϑ −X.sin nϑ sin(n−1)ϑ

= Xn−2 sinϑ(4cos2ϑ−1) −X.sin nϑ sin(n−1)ϑ

= Xn−2 sin 3ϑ −X.sin nϑ sin(n−1)ϑ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X2 −2X cosϑ +1

Xn−2 sinϑ +Xn−3 sin 2ϑ

+Xn−4 sin 3ϑ+ . . .

On peut donc supposer que le quotient estXn−2 sinϑ + Xn−3 sin 2ϑ + . . . + sin(n − 1)ϑ. En remar-
quant que sin x = Im(ei x ) on est amené à calculer

(
Xn−2eiϑ+Xn−3e2iϑ+ . . .+ei(n−1)ϑ

)(
X−eiϑ

)
=

eiϑ
(
Xn−2 +Xn−3eiϑ+ . . .+ei(n−2)ϑ

)(
X−eiϑ

)
= eiϑ

(
Xn−1 −ei(n−1)ϑ

)
= eiϑXn−1 − einϑ. En multipliant le résultat

précédent parX−eiϑ,
(
Xn−2eiϑ+Xn−3e2iϑ+ . . .+ei(n−1)ϑ

)(
X2 −2X cosϑ+1

)
= eiϑXn −einϑX−Xn−1 +ei(n−1)ϑ.

En prenant les parties imaginaires des deux membres, on a bien le résultat annoncé.
La partie imaginaire d’un polynômeP c’est bien sûr le polynôme1

2i

(
P−P

)
.

Remarque : On a aussi démontré queXn cosϑ−Xn−1 −cosnϑX+cos(n−1)ϑ est divisible parX2 −2X cosϑ+1 et que le
quotient estXn−2 cosϑ+Xn−3 cos2ϑ+ . . .+cos(n−1)ϑ.

Exercice 21.33 ♥
Soit n et m deux entiers naturels.

1. Démontrer que sid |n alorsXd −1 |Xn −1.

2. On posen = mq + r à la faveur d’une division euclidienne.
Démontrer queXn −1∧Xm −1 = Xm −1∧Xr −1.

3. Démontrer queXn −1∧Xm −1 = Xn∧m −1.

4. Soita un entier naturel. Démontrer quean −1∧am −1 = an∧m −1.

5. Montrer que si a etb sont deux entiers premiers entre eux alors∀P ∈K[X],(Pa−1).(Pb−1) divise(P−1).(Pab−1)

.

Solution :

1. On écritn = dk et on a immédiatementXn −1 =
(
Xd

)k −1 =
(
Xd −1

)(
1+Xd +X2d + . . .+Xd(k−1)

)
ce qui permet

de conclure.

Sinon on écritXd −1 =
d−1∏
m=0

(
X−exp

(
2iπkm

n

))
. Cela veut dire que toutes les racines deXd −1 sont aussi racines de

Xn −1. Cela veut dire queXn −1 est divisible par chacun desX−exp() 2iπkm
n

donc par leur produit puisque toutes
ces racines sont notoirement distinctes.

2. On écritXn −1 = Xmq+r −Xr +Xr −1= Xr
(
Xm q −1

)
+Xr −1 = Xr (Xm −1)

(
1+Xm +X2m + . . .+Xm(q−1)

)
+Xr −1.

CommedegXr −1 = r < m = degXm −1 on en déduit queXr −1 est le reste etXr
(
1+Xm +X2m + . . .+Xm(q−1)

)

est le quotient. Par application de l’algorithme d’Euclide, on en déduitXn −1∧Xm −1= Xm −1∧Xr −1.

3. On effectue en parallèle l’algorithme d’Euclide pournetm d’une part, et pourXn −1 etXm −1 d’autre part. Dans
le premier cas on appeller0,r1, . . . ,rp ,0 la suite des restes. D’après le résultat précédent, la suitedes restes pour
Xn −1 et Xm −1 estXr0 −1,Xr1 −1, . . . ,Xrp −1,0. Dans les deux cas le PGCD est le dernier reste non nul. On en
déduit bien queXn −1∧Xm −1 = Xrp −1 avecrp = n∧m. Ce qu’il fallait démontrer.
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4. On peut parfaitement appliquer la méthode précédente.

5. On va commencer par démontrer le résultat pourP = X. On sait queXa−1 diviseXab−1 soitXab−1 = Q1 (Xa −1).
De mêmeXab −1 = Q2

(
Xb −1

)
. Or on sait aussi que le PGCD deXa −1 et Xb −1 égaleX−1. Donc on peut écrire

Xa −1= (X−1)Q3 etXb −1= (X−1)Q4 avecQ3∧Q4 = 1. Donc on aQ1Q3 = Q2Q4. Q3 diviseQ2Q4 etQ3∧Q4 = 1,
donc d’apès le lemme de Gauss,Q3 divise Q2. Autrement ditQ2 = Q3D. Résumons-nous :

(
Xab −1

)
(X − 1) =

Q3(X−1)DQ4(X−1) = D(X)(Xa −1)
(
Xb −1

)
.

En toute généralité, on a
(
Pab −1

)
(P−1) = D(P(X))(Pa −1)

(
Pb −1

)
. Ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 21.34
Soitϕ : Z→K[X] un morphisme de d’anneaux. Alors∀(a,b) ∈Z2,ϕ(a)∧ϕ(b)=ϕ(a ∧b).

Solution : Soit d = a ∧b. On écrita = d a′, b = db′, aveca′∧b′ = 1.
Soientu, v ∈Z tels queua′+vb′ = 1. On a alorsϕ(u)ϕ(a′)+ϕ(v)ϕ(b′) =ϕ(1) = 1, et doncϕ(a′) etϕ(b′) sont premiers
entre eux.
Commeϕ(a)=ϕ(d)ϕ(a′) etϕ(b)=ϕ(d)ϕ(b′), on a le résultat.

21.6.5 Racines d’un polynômes

Exercice 21.35 ♥
On considère le polynôme :P =−6X3 +4X2 +X4 +X3 +3X+9.

1. Montrer que3 est une racine double deP.

2. FactoriserP dansR.

3. En déduire toutes les racines deP dansC.

Solution :

1. CommeP (3) = P′ (3) = 0 et queP′′ (3) 6= 0 , 3 est une racine double deP.

2. P est donc de la forme :P = (X−3)2 (aX+bX+c). Par identification, on trouve :

P = (X−3)2
(
X2 +X+1

)
.

3. Les racines deX2 +X+1 sont les racines troisièmes de l’unité :e
2iπ

3 et e−
2iπ

3 donc :

P = (X−3)2

(
X−e

2iπ
3

)(
X−e−

2iπ
3

)

et P comporte une racine double :3 et deux racines simples complexes conjuguées :e
2iπ

3 et e−
2iπ

3 .

Exercice 21.36 ♥
Montrer qu’il existe un unique polynôme unitaireP ∈R3[X] vérifiant :

P(0) = P(1) = P′(1) = 0 et P′(0) = 2

Solution : 0 est une racine simple deP et 1 est une racine au moins double deP. Donc P est de la forme
P = X (X−1)2 (aX+b) avec,b ∈ R. CommeP′ (0) = 2, on obtientb = 2 et commeP est unitaire, on a :a = 1. Donc

P = X (X−1)2 (X+2) .

Exercice 21.37 ♥
Soienta, b, c trois éléments non nuls et distincts deK. Démontrer que le polynôme

P =
X (X−b) (X−c)

a (a −b) (a −c)
+

X (X−c) (X−a)

b (b −c) (b −a)
+

X (X−a) (X−b)

c (c −a) (c −b)

peut s’écrire sous la formeP =λ (X−a) (X−b) (X−c)+1 oùλ est une constante que l’on déterminera.
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Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple(Q,R) ∈R [K] tel queP = Q (X−a) (X−b) (X−c)+R où
R =αX2+βX+γ∈K [X]. Remarquons queP (a) = P (b) = P (c) = 1 donca,b,c sont trois racines disctinctes du polynômes
R−1. Ce polynôme étant de degréÉ 2, ceci n’est possible que siR−1= 0. On a doncR = 1 etP = Q (X−a) (X−b) (X−c)+
1. En raisonnant sur les degrés, il est clair quedegQ = 0 doncQ =λ est une constante. Le coefficient du terme dominant
deP est

1

a (a −b)(a −c)
+ 1

b (b −c) (b −a)
+ 1

c (c −a) (c −b)
= 1

abc

donc λ= 1/(abc) .

Exercice 21.38 ♥
Quel est l’ordre de multiplicité de la racine1 dans le polynômeX2n −nXn+1 +nXn−1 −1 ?

Solution : On calculeP(1) = 1−n+n−1 = 0, P′(1) = 2n−n(n+1)+n(n−1) = 0, P′′(1) =−n2(2n−1) 6= 0, et donc1

est une racine d’ordre2.

Exercice 21.39 ♥
On considère le polynôme

Pn(X) = 1+X+
X2

2!
+·· ·+

Xn

n!

Montrer qu’il n’a pas de racine multiple.

Solution : Supposons quePn admet une racineα ∈C d’ordre au moins deux. AlorsPn(α)= P′
n(α) = 0. Mais

Pn (α) = 1+α+
α2

2!
+·· ·+

αn

n!
et P′

n (α) = 1+α+
α

2!
+·· ·+

αn−1

(n−1)!
.

Donc par soustraction de ces deux égalités, on a
αn

n!
= 0 et forcémentα= 0. Mais Pn (0) = 1 et on aboutit à une contra-

diction.

Exercice 21.40 ♥
TrouverP ∈R5[X] tel que−1 soit racine triple deP+1 et que1 soit racine triple deP−1.

Solution : Soit P un polynôme répondant aux hypothèses de l’énoncé. Alors il existe S = aX2 +bX2 + c ∈ R2[X] et
T = dX2 +eX2 + f ∈R2[X] tels que

P = (X+1)3 S−1 = (X−1)3 T+1.

On développe ces expressions et on identifie les termes de même degré. On obtient le système :





a = d

3a +b = e −3d

3a +3b +c = f −3e +3d

a +3b +3c =−3 f +3e −d

b +3c = 3 f −e

c −1 =− f +1

dont l’unique solution esta = 3/8,b =−9/8,c = 1,d = 3/8,e = 9/8, f = 1. On en déduit queP = (x +1)3(3/8x2 −9/8x +
1)−1 = 3/8x5 −5/4x3 +15/8x . Réciproquement, on vérifie que ce polynôme est solution de notre problème.

Exercice 21.41 ♥
Soit

Pn = (X+1)2n+1 −X2n+1 −1 ∈R[X]

Montrer que(X2 +X) divisePn . Est-ce que(−1) est racine double deP ?

Solution : CommeX2 +X = X (X+1) et quePn (−1) = Pn (0) = 0, le polynômeX2 +X divise P. Par ailleurs,P′
n =

(2n+1) (X+1)2n − (2n+1) X2n et P′
n (−1) =−(2n+1) 6= 0 donc−1 est une racine simple deP.

Exercice 21.42 ♥
Soit n ∈N∗. on considèrePn ∈R[X] défini parPn (X)= (2n−1)Xn+2 − (2n+1)Xn+1 +X2 +X.
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1. Calculer le quotient euclidienQn dePn par(X−1)2.

2. Démontrer qu’il existe un unique réelxn Ê 0 tel queQn(xn ) = 1.

3. Etablir que la suite(xn) est convergente et préciser sa limite.

Solution :

1. On a Pn(1) = 2n − 1 − (2n + 1) + 1 + 1 = 0. P′
n = (2n − 1)(n + 2)Xn+1 − (n + 1)(2n + 1)Xn + 2X + 1. D’où

P′
n(1) = (2n −1)(n +2)− (n +1)(2n +1)+2+1 = 0. Donc1 est racine deP d’ordre au moins2 et donc(X −1)2

divisePn . On pose la division :

(2n−1)Xn+2 −(2n+1)Xn+1 + . . .

−(2n−1)Xn+2 +(4n−2)Xn+1 −(2n−1)Xn + . . .

(2n−3)Xn+1 −(2n−1)Xn + . . .

∣∣∣∣∣∣
X2 −2X+1

(2n−1)Xn + . . .

Il semblerait donc quePn = (2n−1)Xn (X2−2x+1)+Pn−1 en posant s’il le fautP0 =−X2−X+X2+X = 0. Vérifions-
le :
Pn−1+ (2n−1)Xn (X2−2x+1) = (2n−3)Xn+1 − (2n−1)Xn +X2 +X+ (2n−1)Xn+2 −2(2n−1)Xn+1 + (2n−1)Xn =

(2n−1)Xn+2 + [(2n−3)−4n+2]+X2 +X = Pn . On en déduit quePn = (X2 −2x +1)
n∑

k=1

(2k −1)Xk .

2. On aQn(x) = x +3x2 + . . .+ (2n−1)xn . Qn est une fonction strictement croissante sur[0,+∞[, avecQn (0) = 0 et
lim

x→+∞
Q−n(x) = +∞. Donc l’équationQn(x) = 1 admet une unique solution positive. CommeQn (1) = n2, on a

0É xn É 1.

3. On aQn+1(xn) = Qn (xn)+(2n+1)xn+1
n = 1++(2n+1)xn+1

n > 1 = Qn+1(xn+1). Donc, commeQn+1 est croissante,
la suite(xn) est strictement décroissante. Comme elle est minorée par zéro, elle converge. Soitℓ= lim

n→∞
xn . Pour

x ∈ [0,1[, on a lim
n→∞

(2n −1)xn+2 = 0 et lim
n→∞

(2n +1)xn+1 = 0. Donc lim
n→∞

(2n−1)xn+2 − (2n+1)xn+1 + x2 + x

(x −1)2
=

x2 + x

(x −1)2
. On poseQ(x) = x2 + x

(x −1)2
.

On a1−Q(ℓ) = Qn(xn )−Q(xn)+Q(xn )−Q(ℓ). Pourn Ê 2 on a0 É xn É x2 =
p

13−1

2
É 1

2
. D’après la continuité

de la fonctionQ sur[0,1[ on a lim
n→∞

Q(xn )−Q(ℓ) = 0. Par ailleursQn(xn)−Q(xn ) =
(2n−1)xn+2

n − (2n+1)xn+1
n

(xn −1)2
,

donc|Qn(xn )−Q(xn )| É
(

1

2

)n+1 2n−1+2n+1

(xn −1)2
et comme

1

2
É 1−xn É 1, on a

1

(xn −1)2
É 4 (toujours pourn Ê 2).

On en déduit quelim
n→∞

Qn (xn)−Q(xn ) = 0.

Finalement,1−Q(ℓ) = 0, doncℓ2 +ℓ= ℓ2 −2ℓ+1 d’où ℓ= 1

3
.

Exercice 21.43 ♥
On considère deux polynômes(P,Q) ∈C [X]2 vérifiant

∀z ∈C,
∣∣P(z)

∣∣=
∣∣Q(z)

∣∣

Montrer qu’il existeu ∈C, |u| = 1 tel queP = uQ.

Solution : Pour toutα ∈C, on aP(α) = 0 ⇐⇒ Q(α) = 0. DoncP et Q ont les mêmes racines. Comme tout polynôme de

C [X] est scindé, le résultat est immédiat.Du moins tant que les racines sont simples. Sinon on écritP = λ
m∏

k=1

(X−αk )pk

et Q = µ
m∏

k=1

(X−αk )qk . Soit k0 ∈ �1,m� Pour fixer les idées, on peut supposerpk0
É qk0

. En divisant par
(
z −αk0

)pk0

on obtient, pourz 6= αk0
,

∣∣∣∣∣∣∣
λ

m∏

k=1
k 6=k0

(z −αk )pk

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣µ
(
z −αk0

)qk0
−pk0

∏m
k=1

k 6=k0

(z −αk )qk

∣∣∣∣∣. Supposons l’espace d’un instant que

qk0
> pk0

, on obtiendrait, en faisant tendrez versαk0
,

∣∣∣∣∣∣∣
λ

m∏

k=1
k 6=k0

(
αk0

−αk

)pk

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 contradiction. Doncqk0

= pk0
, et ce

∀k0 ∈ �1,m�. Ce qu’il fallait démontrer. Finalement, c’était bien immédiat.

Exercice 21.44 ♥♥
Soit P ∈R [X] un polynôme de degrén > 0.
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1. On suppose queP admetn racines réelles distinctes. Montrer queP′ admetn−1 racines réelles disctinctes.

2. En déduire que pour touta ∈R⋆, le polynômeQ = P2 +a2 n’a pas de racines complexes multiples.

Solution :

1. Notonsα1, . . . ,αn les racines deP dans l’ordre croissant. Soiti ∈ �1,n−1�. P est continue et dérivable sur le
segment[αi ,αi+1] et P (α1) = P (αi+1) = 0. D’après le théorème de Rolle, il existeci ∈ ]αi ,αi+1[ tel queP′ (ci ) = 0.
On démontre ainsi queP′ admet une racineci ∈ ]αi ,αi+1[ pour touti ∈ �1,n−1�. DoncP′ admet doncn−1 racines
et ces racines sont toutes distinctes.

2. Par l’absurde, s’il existeα ∈C tel queQ(α) = Q′(α) = 0, on aurait
{

P2(α)+a2 = 0

2P(α)P′(α) = 0

et doncα n’est pas réel carP2(α)+a2 > 0. On ne peut pas avoirP(α) = 0 (carP est scindé), et doncP′(α)= 0. Mais
commeP′ est scindé, on auraitα ∈R ce qui est absurde.

Exercice 21.45 ♥♥
Trouver les racines de

P(X) =
n∑

k=0

(n

k

)
Xn−k coskα

Solution : Introduisons le polynômeQ = ∑n
k=0

(n

k

)
Xn−k eikα. Il est clair queP =

(
Q+Q

)
/2. Mais d’après la formule

du binôme,Q =
(
X+eiα

)n
et Q =

(
X+e−iα

)n
. L’ensemble des racines deP est exactement l’ensemble des racines de

Q+Q. Soit a une racine deP. CommeQ (a)+Q (a) = 0,
(
a +eiα

)n = −
(
a +e−iα

)n
et il existek ∈ �0,n−1� tel que

a +eiα = e
i
(
π+ 2kπ

n

) (
a +e−iα

)
et

a =−
e−iαe

i
(
π+ 2kπ

n

)
−eiα

e
i
(
π+ 2kπ

n

)
−1

.

On obtient ainsin valeurs possibles poura. CommeP est de degrén, il a exactementn racines dansC et lesn nombres
complexes de la forme précédente forme l’ensemble de toutesles racines deP.

Exercice 21.46 ♥♥
On définit par récurrence la suite de polynômes(Pn) :

{
P0 = 2, P1 = X

∀n ∈N, Pn+2 = XPn+1 −Pn

1. CalculerP2 et P3.

2. Déterminer le degré et le coefficient du terme dominant dePn pour toutn ∈N.

3. Montrer que pour toutn ∈N et pour toutz ∈C∗ :

Pn

(
z + 1

z

)
= zn + 1

zn

4. En déduire une expression simple dePn (2cosθ) pour toutθ ∈R.

5. Déterminer les racines dePn et en déduire une factorisation deP.

Solution :

1. P2 = X2 −2, P3 = X2 −3X.

2. Par récurrence, montrons que pour toutn Ê 1, le coefficient du terme dominant dePn est 1 et degPn = n. La
propriété est clairement vraie aux rangs1 et 2. Soit n Ê 2. Supposons que le coefficient du terme dominant de
Pn et dePn−1 est1 et quedegPn = n, degPn−1 = n −1. CommePn+1 = XPn −Pn−1, il est clair quedegPn+1 =
degPn +1 = n+1 et que le coefficient du terme dominant dePn est1. La propriété est prouvée par récurrence.
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3. Démontrons à nouveau cette propriété par récurrence : Celle ci est vraie au rang0. Soit n ∈N Supposons que la
propriété est vraie au rangn et au rangn+1 et prouvons là au rangn+2 :

Pn+2

(
z +

1

z

)
=

(
z +

1

z

)
Pn+1

(
z +

1

z

)
−Pn

(
z +

1

z

)

=
(

z + 1

z

)(
zn+1 + 1

zn+1

)
−

(
zn + 1

zn

)

= zn+2 + 1

zn+2

La propriété est alors prouvée par récurrence.

4. Soitθ ∈R. Par application de la question précédente et utilisation des relations d’Euler :

Pn (2cosθ) = Pn

(
eiθ+ 1

eiθ

)

= einθ+ 1

einθ

= 2cos (nθ)

5. La question précédente nous invite à chercher les racinesde Pn sous la formez = 2cosθ. Remarquons que
si z ∈ [−2,2], il existe un uniqueθ ∈ [0,π] tel quez = 2cosθ. Considérons doncθ ∈ [0,π] tel quePn (2cosθ).

On a alors :cos(nθ) = 0 c’est à direθ = (2k +1)π

2n
aveck ∈ �0,n−1�. Les n nombres2cos

(
(2k +1)π

2n

)
pour

k ∈ �0,n−1� sont tous distincts et commedeg = n, ce sont lesn racines dePn . Le coefficient du terme dominant
deP étant1 on obtient :

P =
n∏

k=1

(
X−2cos

(
(2k +1)π

2n

))

Exercice 21.47
Polynômes réciproquesOn appelle polynômes réciproque un polynôme dont la suite des coefficients est symétrique.
Par exemple1−2X+X2 ou 1+2X+2X2 +X3 sont réciproques. Voir aussi le paragraphe B.4.4 p.1176.

1. Démontrer qu’un polynôme de degrén est réciproque si et seulement si∀x ∈K∗,P(x) = xn P

(
1

x

)
.

2. Démontrer qu’un polynôme réciproque de degré impair admet −1 comme racine.

3. On suppose queP = (X+1)Q. Démontrer que siP est un polynôme réciproque alorsQ l’est aussi.

4. Démontrer que le produit de deux polynômes réciproques est réciproque.

5. Résoudrex5 + 3x4 − 2x3 − 2x2 + 3x + 1 = 0. (On utilisera les questions précédentes et on se souviendra de
l’exercice précédent).

6. On considère la suite de polynômes :P0 = 1 et Pn = (1+nX)Pn−1 +X(1−X)P′
n−1, (n Ê 1). Démontrer que lesPn

sont des polynômes réciproques.

Solution :

1. Si on poseP(x) = an xn + an−1xn−1 + . . .+ a1x + a0 on aP

(
1

x

)
= an

xn
+ an−1

xn−1
+ . . .+ a1

x
+ a0 et doncxn P

(
1

x

)
=

an +an−1x + . . .+a1xn−1 +a0xn . D’où le résultat.

2. PourP polynôme réciproque de degré2p +1, on aP(−1) = (−1)2p+1P

(
1

−1

)
=−P(−1). D’où le résultat.

3. Soit n = degP. On adegQ = n − 1 et ∀x ∈ K∗,P(x) = xn P

(
1

x

)
. on en déduitxnP

(
1

x

)
= xn(

1

x
+ 1)Q

(
1

x

)
d’où

(x +1)Q(x) = (x +1)xn−1Q

(
1

x

)
d’où Q(x) = xn−1Q

(
1

x

)
ce qu’il fallait vérifier.

4. SoitP et Q deux polynômes réciproques de degrés respectifsn et m. On aP(x) = xn P

(
1

x

)
et Q(x) = xm Q

(
1

x

)
.

PQ est un polynôme de degrénm et on aPQ(x) = xn+mP

(
1

x

)
Q

(
1

x

)
= xn+mPQ

(
1

x

)
ce qu’il fallait vérifier.

5. On a un polynôme réciproque de de degré impair.−1 est racine (évidente ?). On peut factoriser par(x +1) et on
trouve (algorithme de Horner)x5 +3x4 −2x3 −2x2 +3x +1 = (x +1)(x4 +2x3 −4x2 +2x +1). On est donc amené
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à résoudrex2

(
x2 + 1

x2
+2

(
x + 1

x

)
−4

)
= x2(y2 + 2y − 6) avecy = x + 1

x
. on trouvey = 1+

p
7 ou y = 1−

p
7.

On résout doncx + 1

x
= 1+

p
7 ce qui donne deux racinesx1 = 1+

p
7+

√
4+2

p
7

2
et x2 = 1+

p
7−

√
4+2

p
7

2
.

x+
1

x
= 1−

p
7 donne aussi deux racinesx3 =

1−
p

7+
√

4−2
p

7

2
etx4 =

1−
p

7−
√

4−2
p

7

2
sans oublierx5 =−1.

6. Par récurrence,P0 = 1 est réciproque. On suppose quePn−1 l’est aussi. On a alorsPn−1(x) = xn−1Pn−1

(
1

x

)
et

P′
n−1(x) = (n−1)xn−2Pn−1

(
1

x

)
− xn−3P′

n−1

(
1

x

)
. D’où

xnP

(
1

x

)
= xn

(
1+ n

x

)
Pn−1

(
1

x

)
+ xn 1

x

(
1− 1

x

)
P′

n−1

(
1

x

)
= (x +n)Pn−1(x)+ xn−1P′

n−1

(
1

x

)
− xn−2P′

n−1

(
1

x

)

= (x+n)Pn−1(x)−x2P′
n−1(x)+(n−1)xn−1Pn−1(x)+xP′

n−1(x)−(n−1)xn−2Pn−1(x) = Pn−1(x)((x+n)+(n−1)x−
n+1)+P′

n−1(x)(−x2 + x)

= Pn−1(x)(nx +1)+P′
n−1(x)x(1− x). Ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 21.48 ♥♥
Déterminer tous les polynômesP ∈C[X] vérifiant :

∀x ∈R, P(z)∈R

Solution : Soit P = anXn +·· ·+ a0 ∈ C[X] vérifiant la condition de l’énoncé. Puisquea0 = P(0), a0 ∈ R. Montrons que
tous les coefficients deP sont réels. Considérons le polynôme

P = anXn +·· ·+a0

et H = P−P. Soit x ∈R,
P(x) ∈R =⇒ P(x) = P(x)

Mais P(x) = an xn +·· ·+a0 = P(x). Par conséquent,

∀x ∈R,H(x) = 0

Le polynômeH a donc une infinité de racines, il est nul et donc∀i ∈ �0,n�, ai = ai . DoncP ∈ R[X]. Réciproquement,
tout polynôme à coefficients réels vérifie la propriété.

Exercice 21.49 ♥♥♥
Déterminer tous les polynômes complexesP tels queP(1−2X) = P(X)

Solution : Soit z une racine deP dansC. 1−2z est aussi une racine deP. On s’intéresse donc à la suitezn définie
parz0 = z et zn+1 = 1−2zn . L’étude est classique : on résoutx = 1−2x ce qui donnex = 1

3
. Ensuite on regarde la suite

auxilliaire vn = zn − 1
3 . On avn+1 = 1−2zn − 1

3 = 1−2vn − 2
3 − 1

3 =−2vn , autrement dit(vn) est une suite géométrique
de raison−2. Elle prend une infinité de valeurs sauf pourv0 = 0 soit z = 1

3 . On a donc deux possibilités,
• P = 0.

• P =λ

(
X− 1

3

)m

, λ 6= 0.

Dans le deuxième cas,P admetλ comme coefficient dominant etP(1−2X) = λ

(
1−2X− 1

3

)m

admet(−2)mλ comme

coefficient dominant. On en déduit(−2)m = 1 et m = 0.
Réciproquement, les polynômes constants conviennent bien.

Exercice 21.50 ♥♥♥
Trouver tous les polynômesP ∈R[X] vérifiant :

P(X2) = (X2 +1)P(X)

Indication 21.5 : Trouver des racines deP, les mettre en facteur . . .

Solution : SoitP un tel polynôme. AlorsP(i 2) = 0, donc−1 est racine deP : il existeQ ∈R[X] tel queP(X) = (X+1)Q(X),
mais alors(X2 +1)Q(X2) = (X2 +1)(X+1)Q(X), doncQ vérifie

Q(X2) = (X+1)Q(X)
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(on peut simplifier par un polynôme non-nul). AlorsQ((−1)2) = 0, et donc1 est racine deQ : il existeR ∈ R[X] tel que
Q(X) = (X−1)R(X). R vérifie alors(X2 −1)R(X2) = (X+1)(X−1)R(X), c’est à dire

R(X2) = R(X)

Mais si on introduit le polynômeS(X) = R(X)−R(2), alors on montre par récurrence que∀n ∈ N, S(22n
) = 0, doncS

possède une infinité de racines, doncS = 0 et alorsR est constant. Finalement, il existeλ ∈R tel que

P(X) =λ(X+1)(X−1)

Réciproquement, tout polynôme de cette forme convient.

Exercice 21.51 ♥♥♥
Trouver tous les polynômesP ∈R[X] vérifiant

P(X2) = (P(X))2

Solution : SupposonsP non-nul. Soitα ∈C une racine complexe deP. On montre par récurrence que∀k ∈N, α2k
est

encore racine deP. Mais puisqueP n’admet qu’un nombre fini de racines, il est nécessaire qu’ilexistek ∈N∗ tel que

α2k

=α

Par conséquent,α= 0 ou alorsα2k−1 = 1, et alors|α| = 1. On peut alors noterα= eiθ avecθ ∈ [0,2π].

Comme(P(ei θ2 ))2 = P(eiθ), alorsei θ2 est encore racine. Par récurrence, on montre que∀k ∈N∗, e
i
θ

2k est encore racine.
La seule possibilité pour qu’il y ait un nombre fini de racinesest queθ= 0, c’est à direα= 1.
Les seules racines deP sont donc0 et 1. DoncP =λXn (1−X)p , λ ∈R. Alors P(X2) = P(X)2 =⇒ λX2n(1−X)p (1+X)p =
λX2n(1−X)2p et nécessairement,

P = Xn

On vérifie réciproquement que les polynômes de la base canonique et le polynôme nul conviennent.

Exercice 21.52 ♥♥♥
Trouver tous les polynômesP ∈C[X] vérifiant :

P(X2)+P(X)P(X+1) = 0 (⋆)

Solution : Soit P un polynôme solution de l’équation etα ∈C une racine deP. En utilisant l’égalité(⋆), on montre par
une récurrence facile que pour toutn ∈N, P(α2n

) = P(α) = 0. Mais P possède un nombre fini de racines donc il existe
N ∈N tel queα2N = α Forcément,α= 0 ou alorsα2N−1 = 1, et alors|α| = 1.
Mais l’égalité(⋆) amène aussiP((α−1)2) = P(α)P(α−1) = 0, donc(α−1)2 est aussi une racine deP et on doit avoir
α−1 = 0 ou |α−1| = 1.
Les seules racines de module1 sont− j ou− j 2 (à l’intersection des cercles de rayon1 centrés respectivement en0 et en
1) ou 1.
Mais− j ne peut être une racine deP. En effet, comme(− j −1)2 = j , j devrait aussi être une racine deP ce qui n’est pas
possible car on n’a pas

∣∣ j −1
∣∣= 1. De même comme(− j 2 −1)2 = j 2, − j 2 ne peut être une racine deP.

En conclusion, les seules racines éventuelles deP sont0 et 1. DoncP =λXk (1−X)p où k, p ∈N etλ ∈C.. CommeP doit

vérifier (⋆), il vient queλ=−1, et finalementP = Xk (1−X)p . La réciproque est immédiate.

Exercice 21.53 ♥♥♥
Soient deux polynômes(P,Q)∈R [X]2 et k ∈N⋆.

1. Montrer que(X−1) | P(Xk ) =⇒ (X−1) | P.

2. Montrer que(X2 +X+1) | (P(X3)+XQ(X3)) =⇒ (X−1) | P et (X−1) | Q.

Solution :
1. Si P = a0 + a1X + ·· · + anXn , alorsP(Xk ) = a0 + a1Xk + ·· · + anXnk . Par conséquent, en notantQ = P(Xk ), si

(X−1) | Q, alorsQ(1) = P(1) = 0. Donc(X−1) | P.

2. En notantH = P(X3)+XQ(X3), puisqueX2 +X+1 = (X− j )(X− j 2), on aH( j )= H( j 2) = 0, c’est à dire
{

P(1)+ j Q(1) = 0

P(1) = j 2Q(1) = 0

On en déduit queP(1) = Q(1) = 0, c’est à dire que(X−1) | P et que(X−1) |Q.
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Exercice 21.54 ♥♥♥

1. On considère le polynômeP = anXn+. . .+a0 ∈Z [X] un polynôme àcoefficients entierstel quean 6= 0 et a0 6= 0.

On suppose queP admet une racine rationnelle
p

q
∈Q où p ∧q = 1. Montrer quep | a0 et queq | an .

2. En déduire une factorisation deP = 2X3 −X2 −X−3 dansC.

3. Vérifier si le polynômeP = X5 +3X2 +2 est irréductible dansQ [X] ?

4. Démontrer quep −q | P(1) puis, sans effort, quep +q | P(1).

5. Factoriser dansR le polynôme3X4 −19X3 +9X2 −19X+6.

Voir aussi le paragraphe B.4.3 page 1174 de l’annexe B.

Solution :

1. CommeP

(
p

q

)
= 0, il vient : an

pn

qn
+ . . .+a1

p

q
+a0 = 0 ce qui amène :

an pn +an−1pn−1q + . . .+a1pqn−1 +a0qn = 0.

Commean pn =−
(
an−1pn−1q + . . .+a1pqn−1 +a0qn

)
, q divisean pn et commep et q sont premiers entre eux,

q divisean . On montre de même quep | a0.

2. Le résultat prouvé dans la question précédente nous invite à vérifier si3/2 est une racine évidente deP, ce qui est

le cas. On vérifie alors queP = (2X−3)

(
X−e

2iπ
3

)(
X−e

− 2iπ
3

)

3. Si le polynômeP n’était pas irréductible dansQ [X], il aurait une racinep/q ∈Q avecp ∧ q = 1. Commep|2 et
q|1, cette racine doit être un des entiers relatifs :±2 ou±1. On vérifie qu’aucun de ces nombres n’est une racine
deP. P est donc irréductible dansQ [X]

4. On écrit qnP(1) = qn

(
P(1)−P

(
p

q

))
= an

(
qn −pn

)
+ an−1q

(
qn−1 −pn−1

)
+ . . . ak qn−k

(
qk−1−pk−1

)
+ . . . +

a1qn−1(q −p).
Or∀k ∈ �1,n� , p−q diviseak qn−k

(
qk−1 −pk−1

)
= ak qn−k (q −p)

(
qk−2 +pqk−2+ . . .+pk−2

)
donc il divise leur

sommeqnP(1).
Maintenant,q est premier avecp − q (Bezout, algorithme des différences ou tout ce que vous voudrez) doncqn

est premier avecp −q. Il est l’heure d’utiliser le lemme de Gauss :p −q diviseP(1).
Pour démontrer sans effort quep +q | P(1), on applique le résultat précédent àQ = P(−X).

5. Comme il n’existe pas de méthode simple pour factoriser unpolynôme de degré4 un jour d’oral, il faut chercher
les racines rationnelles : On aa0 = 6 et an = 3. P(1) =−20 et P(−1) = 56.

q

p
1 2 3 6

1

−1

3

−3
2

4

1

5

4

2

5

1

1

3

2

4

5

7

3

1

4

2

7

5

|p +q|
|p −q|

56

20

Les candidats sont donc
1

3
,−1

3
,−2

3
,3,−3,6. On trouve enfin

1

3
et 6. Après division par(3X−1)(X−6) on a3X4 −

19X3 +9X2 −19X+6 = (3X−1)(X−6)(X2 +1).
Remarque : Lorsqu’on programme la recherche des racines rationnelles, le raffinement avecP(1) et P(−1) est
inutile. Lorsqu’on travaille à la main, il n’est pas de trop.
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Exercice 21.55
Soit P ∈C[X], non constant, n’admettant aucune racine complexe.P(X) = a0 +a1X+ . . .+an Xn , (an 6= 0,n Ê 1)

1. Démontrer quea0 6= 0.

2. On considèref : z 7−→ 1

|P(z)|
.

Ï Démontrez que∀z ∈C, |P(z)| Ê |an |.|z|n −
n−1∑

k=0

|ak |.|z|k .

Ï Démontrez que∀ε> 0,∃Mε > 0, |z| > Mε =⇒ f (z)< ε.
Ï Démontrez que si(un )n∈N est une suite de nombres complexes qui converge versℓ ∈C alors la suite( f (un ))n∈N

converge versf (ℓ).

3. On poseε= f (0).
Ï Démontrez quef est majorée surDε = {z ∈C, |z| É Mε}. (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass

au milieu d’une démonstration par l’absurde.)

Ï Démontrez qu’il existe une suite(un)n∈N telle que( f (un ))n∈N converge vers la borne supérieure desf (z)

pourz ∈ Dε. (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass).
Ï Démontrer quef est majorée surC, et quem = sup

z∈C
f (z) existe.

Ï Démontrez que∃z ′ ∈C, f (z ′) = m. Déduisez-en quem 6= 0.

4. On poseQ(z) = P(z + z ′)

P(z ′)
.

Ï Démontrez que∃(bk )1ÉkÉn ∈Cn ,Q(X) = 1+b1X+ . . .+bnXn avecbn 6= 0.
Ï Démontrez queinf

z∈C
|Q(z)| = 1.

5. Soitp la valuation deQ(X)−1, c’est-à-dire le plus petit indicek Ê 1 tel quebk 6= 0, et soitα une racinep ièmede
−bp .

Ï Démontrez que∀z ∈C,1 É |1− zp |+
∣∣∣∣∣

n∑

k=p+1

bk

(
z

α

)k
∣∣∣∣∣.

Ï En prenantz réel dans]0,1[ et en faisant tendrez vers zéro, quel théorème avez-vous démontré ?

Solution :

1. On aa0 = P(0). CommeP n’a pas de racine,a0 6= 0.

2. Ï On a
n−1∑

k=0

ak zk = P(z)−an zn , donc d’après l’inégalité triangulaire,

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

ak zk

∣∣∣∣∣É |P(z)|+ |an ||z|n .

Donc|P(z)| Ê |an ||z|n −
∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

ak zk

∣∣∣∣∣Ê |an ||z|n −
n−1∑

k=0

|ak ||z|k .

Ï On pose, pourr > 0, g (r )= |an |r n −
n−1∑

k=0

|ak |r k = |an |r n

(
1−

n−1∑

k=0

∣∣∣∣
ak

an

∣∣∣∣
1

r n−k

)
.

Comme lim
r→+∞

1−
n−1∑

k=0

∣∣∣∣
ak

an

∣∣∣∣
1

r n−k
= 1, on a lim

r→+∞
g (r ) = +∞. Donc∀ε > 0,∃Mε > 0,r > Mε =⇒ g (r ) > 1

ε
. Et

commef (z)Ê g (|z|), on a pour|z| Ê Mε, f (z)< ε.
Ï La démonstration est identique à celle de la propriété pour les fonctions (continues) deR dansR et les suites

réelles. On remplace simplement les valeurs absolues| | par des modules| |, c’est dire si ça ne se voit pas !

3. Ï Supposons quef ne soit pas majorée surDε. Alors∀n ∈N, ∃un ∈ Dε, f (un ) Ê n. Comme la suite(un)n∈N est
bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite

(
unk

)
k∈N qui converge

versℓ. On aurait alorsf
(
unk

)
Ê nk Ê k et donc lim

n→∞
f

(
unk

)
=+∞ et lim

n→∞
f

(
unk

)
= f (ℓ). Contradiction.

Ï L’ensemble
{

f (z) | z ∈Dε

}
est non vide et majoré. Il admet donc une borne supérieurem. D’après la carac-

térisation de la borne supérieure,∀n ∈ N∗,∃un ∈ Dε,m − 1
n
É f (un ) É m. Toujours d’après le théorème de

Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite
(
unk

)
k∈N qui converge versz ′. On a alorsm − 1

k
É

m − 1
nk

É f
(
unk

)
É m. La limite de la suitef

(
unk

)
estm d’après la propriété des gendarmes, etf (z ′) d’après

la question 2.
Ï On a∀z ∈ Dε, f (z) É m et∀z ∉ Dε, f (z) É ε= f (0) É m. Doncm est un majorant de

{
f (z) | z ∈C

}
. C’est aussi

la borne supérieure et le maximum puisquem = f (z ′).

Ï L’existence dez ′ a été vue plus haut.m = 0 voudrait dire que
1

|P(z ′)|
= 0 ce qui est impossible.

4. Ï Q est un polynôme de degrén qui vérifieQ(0) = 1

P(z ′)
×P(z ′) = 1. D’où le résultat.
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Ï On a∀z ∈C, |Q(z)| = f (z ′)×
1

f (z + z ′ = m
1

f (z + z ′ Ê
m

m
= 1. Comme|Q(z)| = 1, on a bieninf

z∈C
|Q(z)| = 1.

5. Ï On a doncQ
(

z
α

)
= 1+bp

(
z
α

)p +
n∑

k=p+1

bk

(
z

α

)k
= 1− zp +

∣∣∣∣∣
n∑

k=p+1

bk

(
z

α

)k
∣∣∣∣∣ puisquebp

(
z
α

)p = bp
zp

αp
= bp

zp

−bp
=

−zp . Il ne reste plus qu’à écrire1 É
∣∣Q

(
z
α

)∣∣É |1− zp |+
∣∣∣∣∣

n∑

k=p+1

bk

(
z

α

)k
∣∣∣∣∣ grâce à l’inégalité triangulaire.

Ï On prendz = t réel dans]0,1[, on a|1− t p | = 1− t p . On a donct p É t p+1

∣∣∣∣∣
n∑

k=p+1

bk

αk
t k−p−1

∣∣∣∣∣,

puis1É t

∣∣∣∣∣
n∑

k=p+1

bk

αk
t k−p−1

∣∣∣∣∣. On fait tendret vers zéro pour obtenir1 É 0.

L’hypothèse de départ, à savoir queP n’admet aucune racine complexe est donc absurde.
On a donc démontré par l’absurde le théorème fondamental de l’algèbre.

21.6.6 Factorisations de polynômes

Exercice 21.56 ♥
Décomposer en produit de polynômes irréductibles dansC [X] puis dansR [X] les polynômes suivants :

1. P1 = X4 −1

2. P2 = X5 −1

3. P3 = X4 +X2 +1

4. P4 = X6 +1

5. P5 =
(
X2 −X+1

)2 +1

6. P6 = X6 −X5 +X4 −X3 +X2 −X+1

7. P7 =
(
X2 +1

)2 +
(
X2 −X−1

)2

8. P8 = X8 +X4 +1

Solution :

1. DansC [X] : p1 = Πk=03

(
X−e

2ikπ
4

)
= (X−1) (X+1) (X− i ) (X+ i ) et dansR [X], en appariant les deux racines

complexes conjuguées :P1 = (X−1) (X+1)
(
X2 +1

)
.

2. DansC [X] : p1 = Πk=04

(
X−e

2ikπ
5

)
= (X−1)

(
X−e

2iπ
5

)(
X−e

4iπ
5

)(
X−e

6iπ
5

)(
X−e

8iπ
5

)
et dansR [X], en ap-

pariant les racines complexes conjuguées :P2 = (X−1)

(
X2 −2cos

2π

5
+1

)(
X2 −2cos

4π

5
+1

)
.

3. On a : X4 + X2 + 1 = (X2 + 1)2 − X2 = (X2 +X+1)(X2 −X+1) . Les discriminants des deux polynômes
de ce produit sont négatifs, donc la décomposition deP3 dans R [X] est P3 = (X2 + X + 1)(X2 − X +
1) . Par ailleurs : X2 + X + 1 =

(
X+ 1+i

p
3

2

)(
X+ 1−i

p
3

2

)
et X2 − X + 1 =

(
X− 1+i

p
3

2

)(
X− 1+i

p
3

2

)
et P3 =

(
X+ 1+i

p
3

2

)(
X+ 1−i

p
3

2

)(
X− 1+i

p
3

2

)(
X− 1+i

p
3

2

)
.

4. Les six racines de−1 sont données par les complexesei (2k+1)π
6 aveck ∈ �0,5�. La factorisation dansC de

P4 est donc :X6 + 1 = ∏5
k=0

(
X−ei (2k+1)π

6

)
=

(
X−eiπ/6

)(
X−e−iπ/6

)(
X−ei5π/6

)(
X−e−i5π/6

)
(X− i ) (X+ i ).

En appariant les racines complexes conjuguées, on obtient la factorisation deP4 sur R : P4 =(
X2 −

p
3X+1

)(
X2 +

p
3X+1

) (
X2 +1

)
.

5. P5 =
(
X2 −X+1

)2 +1=
(
X2 −X+1+ i

) (
X2 −X+1− i

)
= (X−1+ i ) (X−1− i ) (X+ i ) (X− i ) =

(
X2 −2X+2

) (
X2 +1

)

6. Comme1 − X7 =
(
1+X+ ...+X6

)
(1−X), (1+X) P6 = 1 + X7. Mais 1 + X7 = Π6

k=0

(
X−ei(2k+1)π/7

)
donc P6 =

Π6
k=1

(
X−e2ikπ/7

)
. On apparie les racines conjuguées pour obtenir la factorisation deP6 dansR. On obtient :

P6 =
(
X2 −2cos 2π/7+1

) (
X2 −2cos 4π/7+1

) (
X2 −2cos 6π/7+1

)
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7.

P7 =
(
X2 +1

)2 +
(
X2 −X−1

)2

=
(
X2 +X−1+ i

(
X2 +1

))(
X2 +X−1− i

(
X2 +1

))

=
(
(1+ i )X2 +X−1+ i

)(
(1− i )X2 +X−1− i

)

=
(
X− 1−i

2

)
(X+1− i )

(
X− 1+i

2

)
(X+1+ i )

On en déduit la factorisation surR : P7 =
(
X2 −X+1/2

) (
X2 +2X+2

)

8. Comme dans la question3., on commence par décomposer le polynôme bicarréY4 +Y2 +1. On a :Y4 +Y2 +1 =
(Y2 + 1)2 −Y2 = (Y2 +Y + 1)(Y2 −Y + 1). Alors P8 = (X4 +X2 + 1)(X4 −X2 + 1). On recommence pour ces deux
polynômes bicarrés. On obtient finalement que

P8 = (X2 +X+1)(X2 −X+1)(X2 +
p

3X+1)(X2 −
p

3X+1)

et on en déduit la factorisation deP8 dansC :

P8 =
(
X−e2iπ/3

)(
X−e−2iπ/3

)(
X−eiπ/3

)(
X−e−iπ/3

)(
X−e5iπ/6

)(
X−e−5iπ/6

)(
X−eiπ/6

)(
X−e−iπ/6

)
.

Exercice 21.57 ♥♥
Factoriser surC[X] et surR[X] le polynomeX2n −2Xn cosα+1(α ∈R) . Écrire l’égalité obtenue en substituant1 à X.

Solution : X2n − 2Xn cosα + 1 =
(
Xn −einα

)(
Xn −e−inα

)
=

n−1∏

k=0

(
X−eiα+ 2ikπ

n

)(
X−e−iα− 2ikπ

n

)
=

n−1∏

k=0

(
X2 −2cos

(
α+ 2kπ

n

)
X+1

)
. On en déduit 2(1 − cos nα) = 2n

n−1∏

k=0

(
1−cos

(
α+ 2kπ

n

))
ou sin2

(
nα
2

)
=

22n−2
n−1∏

k=0

sin2
(
α+ kπ

n

)
.

Exercice 21.58 ♥♥
Factoriser surR le polynôme

P = 1−X+ X (X−1)

2!
− X (X−1) (X−2)

3!
+ . . .+ (−1)n X (X−1) (X−2) . . . (X−n+1)

n!
.

Solution : Soit k ∈ �1,n�. Prouvons quek est une racine deP :

P (k) = 1−k + k (k −1)

2!
− k (k −1) (k −2)

3!
+ . . .+ (−1)k k (k −1) (k −2) . . . (k −k +1)

k!

= 1−
(

k

1

)
+

(
k

2

)
−

(
k

3

)
+ . . .+ (−1)k

(
k

k

)

= (1−1)k d’après la formule du binôme

= 0

CommeP est de degrén, il admet au plusn racines et nécessairement :P = (−1)n

n!
(X−1) (X−2) . . . (X−n) .

Exercice 21.59 ♥♥
Soit n ∈N, n Ê 2.

1. Factoriser dansC [X] le polynôme :(X+1)n − (X−1)n

2. En déduire pour toutm ∈N∗,
∏2m

k=1
cotan kπ

2m+1 et
∏m

k=1
cotan kπ

2m+1 .

3. En déduire aussi pour toutm ∈N∗,
∑2m

k=1
cotan kπ

2m+1
.

Solution :
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1. Remarquons quedegP = n −1. Il nous faut alors trouver lesn −1 racines deP dansC. Remarquons que1 n’est
pas une racine deP. Soit x ∈C\ {1}. On a, avecω= e2iπ/n :

P (x) = 0 ⇐⇒
(

x +1

x −1

)n

= 1

⇐⇒ ∃k ∈ �1,n−1� ,
x +1

x −1
=ωk on reconnaît des racines nième de l’unité

⇐⇒ ∃k ∈ �1,n−1� , x = ωk +1

ωk −1

⇐⇒ ∃k ∈ �1,n−1� , x = eikπ/n +e−ikπ/n

eikπ/n −e−ikπ/n
en factorisant par les angles moitiés

⇐⇒ ∃k ∈ �1,n−1� , x =−i cotan
kπ

n
d’après les formules d’Euler

Comme le coefficient du terme dominant deP est2n, on obtient alorsP = 2n
n−1∏

k=1

(
X+ i cotan

kπ

n

)
.

2. On suppose ici quen = 2m+1. On identifie les termes constants entre l’expression développée et l’expression fac-

torisée deP. On trouve alors que :(2m +1)
∏2m

k=1

(
−i cotan kπ

2m+1

)
= 2 ce qui amène :

2m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1
= (−1)m

2m +1
.

Remarquons que pour toutk ∈ �1,m�, (m +k)π

2m +1
= π− (m −k +1)π

2m +1
donc

2m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1
=

m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1

m∏

k=1

cotan
(
π− (m−k+1)π

2m+1

)

=
m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1
× (−1)m ×

m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1

= (−1)m

(
m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1

)2

car pour toutx 6= 0 [π], cotan (π− x) =−cotan x. Finalement :
m∏

k=1

cotan
kπ

2m+1
=

√
1

2m +1
.

3. En développant avec la formule du binôme, on remarque que le coefficient du terme de degrén−2 dansP est nul.
On en déduit que la somme des racines deP est nulle, ce qui donne

∑n−1
k=1

cotan kπ
2m+1 . On retrouve facilement ce

résultat en utilisant la relationcotan (π− x) =−cotan x.

Exercice 21.60 ♥♥♥
On note

E =
{
P ∈R [X] | ∃(P,Q) ∈R [X], avecP = Q2 +R2

}

1. Montrer queE est stable pour la multiplication.
2. En déduire queE = {P ∈R [X] | ∀x ∈R, P(x) Ê 0}.

Solution :

1. SiP1 = Q2
1 +R2

1 ∈ E , P2 = Q2
2 +R2

2 ∈ E , alorsP1P2 = (Q1Q2 +R1R2)2 + (Q1R1 −Q2R2)2 et P1P2 ∈ E .

2. Effectuons un raisonnement par double inclusion. L’inclusion direct⊂ est clair. Montrons l’inclusion réciproque
⊃. SoitP ∈R [X] un polynôme positif. DécomposonsP en produit de polynômes irréductibles normalisés deR [X] :

P =λP
α1

1 . . . P
αk

k

où lesPi , pour i ∈ �1,k� sont soit des polynômes de degré1, soit des polynômes de degré2 à discriminant
strictement négatif.
Si cette décomposition contient effectivement des polynômes de degré1 alorsP ne peut être positif. Il change
de signe en la racine de ces polynômes. Donc la décompositionde P ne contient que des termes de degré2 de
la formeX2 +pX+ q où p, q ∈ R sont tels quep2 −4q < 0. Mais un tel polynôme est élément deE car il s’écrit
X2 + pX + q = (X − p/2)2 + (

√
q −p2/4)2 ∈ E . CommeE est stable pour le produit, on en déduit queP ∈ E ( la

constanteλ est nécessairement positive et elle s’écrit par exempleλ= 02 +
(p

λ
)2

.
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21.6.7 Relations entre coefficients et racines

Exercice 21.61 ♥
Trouver une condition nécessaire et suffisante surλ pour que

P = 2X3 −X2 −7X+λ

possède deux racines de somme1.

Solution : Notonsx1, x2, x3 les racines deP. Supposons, quitte à re-indicier les racines, quex1 + x2 = 1. D’après les

relations coefficients-racines, on sait quex1 + x2 + x3 =
1

2
. Une condition necessaire est donc que la troisième vale−1

2
.

Par conséquent,P(−1/2) = 0 d’où λ=−3. On vérifie facilement que la réciproque est vraie.

Exercice 21.62 ♥
SoitP(X) = X3 +2X2−7X+λ ∈C[X]. Trouverλ pour que le carré d’une racine deP soit égal à la somme des carrés des
autres racines.

Solution : Notonsx1, x2, x3 les trois racines deP. On suppose, quitte à les renuméroter, quex2
3 = x2

1 + x2
2 . On écrit les

relations coefficients racines :

σ1 = x1 + x2 + x3 =−2 σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 =−7 σ3 = x1x2x3 =−λ.

Donc2x2
3 == σ2

1 −2σ2 = 18 et x2
3 = 9. On trouve alorsλ=−24 ouλ=−12. On vérifie queλ= −24 convient. En effet,

dans ce cas les racines deP sontx3 = 3, x1 =−5/2+ i
p

7/2 et x2 =−5/2− i
p

7/2 et on a bienx2
3 = x2

1 + x2
2 . Si λ=−12

alors les racines deP sontx3 =−3 et x1 = 1/2+
p

17/2, x2 = 1/2−
p

17/2 et on n’a pasx2
3 = x2

1 +x2
2 . Donc seulλ=−24

convient.

Exercice 21.63 ♥♥
Montrer qu’il n’existe pas de triplet de réels(u, v, w) vérifiant :

u+ v +w = 3 et uv + v w +wu = 6

Indication 21.5 : Utiliser les relations coefficients-racines et le théorèmede Rolle.

Solution : Si un tel triplet(u, v, w) existait, les réelsu, v, w seraient racines deP(X) = X3 −3X2 +6X + c d’après les
relations coefficients-racines. Mais d’après le théorème de Rolle,P′ posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce
qui est faux. Un tel triplet n’existe donc pas.

Exercice 21.64 ♥♥
Trouver les racines dansC du polynômeX4 −X3 −7X2 +X+6 sachant qu’il possède deux racines dont la somme est0.

Solution : Notonsα1,α2,α3,α4 les racines deP et supposons queα1+α2 = 0. Écrivons les relations coefficients racines
pourP : 




α1 +α2 +α3 +α4 = 1

α1α2 +α1α3 +α1α4 +α2α3 +α2α4 +α3α4 =−7

α1α2α3 +α1α2α4 +α1α3α4 +α2α3α4 =−1

α1α2α3α4 = 6

De la première, on tire queα3 +α4 = 1. La seconde se re-écrit(α1 +α2) (α3 +α4)+α1α2 +α3α4 = −7 et il vient que
α1α2+α3α4 =−7. La troisième équivaut àα1α2 (α3 +α4)+α3α4 (α1 +α2) =−1 et donc on aα1α2 =−1. Comme les réels
α1,α2 satisfont le système {

α1 +α2 = 0

α1α2 =−1

ce sont les racines du trinômeX2 −1. Donc on a par exempleα1 = 1 et α2 = −1. Il vient alors queα3,α4 satisfont le
système {

α3 +α4 = 1

α3α4 =−6

ce sont les racines du trinômeX2 − X − 6 = (X−3) (X+2). Donc α3 = 3 et α4 = −2. Les racines deP sont alors :
−2,−1,1,3 .
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Exercice 21.65 ♥♥
Soit P = X3 +X−1 ∈C[X]. On notexk aveck ∈ �1,3� ses trois racines complexes.

1. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes.

2. Effectuer la division euclidienne deX5 parP.

3. En déduire la valeur de

S =
3∑

k=1

x5
k

Solution :

1. Par l’absurde, six est une racine double deP, alorsP(x) = P′(x) = 0. MaisP′(x) = 0 =⇒ 3x2+1 = 0 =⇒ x =±
i
p

3
,

qui ne sont pas des racines deP. Donc toutes les racines complexes deP sont simples.

2. On trouve queX5 = (X2 −1)P(X)+X2 +X−1.

3. Si xk est une racine deP, alorsx5
k
= (x2

k
−1)P(xk )+ x2

k
+ xk −1 = x2

k
+ xk −1. On peut alors exprimer la somme

cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines deP. Si σ1 = x1 + x2 + x3 = 0 et si
σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = 1 alors

S =
3∑

k=1

x2
k +σ1 −3 =σ2

1 −2σ2 +σ1 −3=−2−3 = −5

Exercice 21.66 ♥♥
Trouverm ∈C pour que le polynôme

P = X3 +X2 +mX+6 ∈C [X]

possède deux racinesx1, x2 vérifiant
x1 + x2 = x1x2

Déterminer alors explicitement ces racines.

Solution : Notonsx1, x2, x3 les racines deP. En écrivant les relations coefficients-racines, il vient que :

x1 + x2 + x3 =−1 x1x2 + x1x3 + x2x3 = m x1x2x3 =−6

En supposant quex1 + x2 = x1x2, de la deuxième et la troisième relation, on tire

(x1 + x2)x3 =−6 =⇒ x1x2 = m +6.

Mais de la première, on tire aussi
(−1− x3)x3 =−6 =⇒ x2

3 + x −6 = 0

et par conséquent, l’une des racines deP doit être égale à2 ou alors à−3. Etudions les deux cas :
– x3 = 2 : commeP(2) = 0, m = −9 et alorsP = (X −2)(X2 +3X −3). Alors commex1, x2 sont les racines du trinôme

X2 +3X−3, x1x2 =−3 et x1 + x2 =−3 conviennent.
– x3 =−3 : commeP(−3) = 0, m =−4 et alorsP = (X+3)(X2 −2X+2) et dans ce cas,x1x2 = 2, x1 + x2 = 2 conviennent

également.
En conclusion,m =−9 ou m =−4 .

Exercice 21.67 ♥♥♥
Trouver les triplets(x, y, z) ∈C3 solutions de





x + y + z = 1

x2 + y2 + z2 = 9
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1

.

Solution : Exprimons ces trois quantités en fonction deσ1 = x + y + z, σ2 = x y + xz + y z et σ3 = x y z. On ax2 +
y2 + z2 = σ2

1 −2σ2 et
1

x
+

1

y
+

1

z
=

σ2

σ3
. Si x, y, z sont solutions du système d’équations de l’énoncé, alors ondoit avoir

σ1 = 1, σ2
1 − 2σ2 = 9 et

σ2

σ3
= 1 d’où l’on tire σ1 = 1, σ2 = −4 et σ3 = −4. Alors x, y, z sont racines du polynôme

X3−σ1X2+σ2X−σ3 = X3−X2−4X+4 = (X−1)(X−2)(X+2) et donc
(
x, y, z

)
= (1,2,−2) à permutation près. On vérifie

que réciproquement, ces valeurs, à permutation près, donnent des solutions au système.
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Exercice 21.68 ♥♥♥
Résoudre dansC, 




z1 + z2 + z3 = 0

|z1| = |z2| = |z3| = 1

z1z2z3 = 1

Solution : Il est clair que les racines cubiques de l’unité1, j et j 2 sont un triplet de solutions.
Soient trois complexes(z1, z2, z3) vérifiant les conditions. Ils sont racines du polynôme

P(X) = (X− z1)(X− z2)(X− z3) = X3 − (z1 + z2 + z3)X2 + (z1z2 + z1z3 + z2z3)X− z1z2z3 = 0

Mais puisque|z1| = |z2| = |z3| = 1, et quez1z2z3 = 1,

z1z2 + z1z3 + z2z3 =
1

z3
+ 1

z2
+ 1

z1
= z3 + z2 + z1 = z1 + z2 + z3 = 0.

Par conséquent, les complexesz1, z2, z3 sont racines du polynômeP(X) = X3 −1. Ce sont donc les racines cubiques de
l’unité : {z1, z2, z3} = {1, j , j 2}.

Sinon, en considérant les pointsMk d’affixes respectiveszk , l’égalité z1 + z2 + z3 = 0 se traduit parO est le centre
de gravité deM1M2M3. Comme on a|z1| = |z2| = |z3| = 1, O est aussi le centre du cercle circonsrit. Les médianes
sont donc aussi médiatrices, doncM1M2M3 est équilatéral. Quitte à changer la numérotation, il existe α tel quezk =
exp

(
iα+ 2ikπ

3

)
. La troisième égalitéz1z2z3 = 1 dit alors queα3 = 1 ce qu’il fallait vérifier.

Exercice 21.69 ♥♥
On considère une vraie ellipse

{
x(t) = a cos t

y(t) = a sin t
, a2 6= b2 Démontrer que quatre points(Mi )1ÉiÉ4 sont cocycliques

si et seulement si leurs paramètres(tk )1ÉkÉ4 vérifientt1 + t2 + t3 + t4 ≡ 0[2π] (passer enei t ).

Solution : Une intersection se détermine simplement lorsqu’un ensemble est déterminé par une équation cartésienne
et l’autre en paramétrique. Ici cela fournit la solution. Onconsidère un cercle d’équationx2 + y2+2αx+2βy +γ = 0 qui
coupe l’ellipse en quatre pointsMi (a cos tk ,b sin tk ) qui vérifienta2 cos2 tk +b2 sin2 tk +2aαcos tk +2bβsin tk +γ= 0.

Soit a2 e2i tk +2+e−2i tk

4
−b2 e2i tk −2+e−2i tk

4
+2aα

ei tk +e−2i tk

2
+2bβ

ei tk −e−2i tk

2i
+γ = 0. En multipliant pare2i tk :

a2 −b2

4
e4i tk + (aα− i bβ)e3i tk + a2 +b2

2
e2i tk + (aα+ i bβ)ei tk + a2 −b2

4
= 0. Donc lesei tk sont des racines distinctes

du polynôme :
a2 −b2

4
X4 + (aα− i bβ)X3 + a2 +b2

2
X2 + (aα+ i bβ)X + a2 −b2

4
. Le produit des racines vaut d’une part

exp(i (t1 + t2 + t3 + t4)) et d’autre part
a2−b2

4

a2−b2

4

= 1. D’où le résultat.

Exercice 21.70 ♥♥♥
Juliette se réveille à la fin du cours d’algèbre du mardi après-midi. A ce moment précis, elle entend le professeur
dire : ". . . et je vous donne comme indication que toutes les racines sontpositives et réelles." En levant les yeux vers le
tableau, elle découvre une équation du20ème degré à résoudre à la maison, qu’elle essaie de recopier à toute vitesse.
Elle arrive seulement à voir les deux premiers termes :x20 −20.x19 avant que le professeur n’efface complètement le
tableau. Heureusement elle se souvient que le terme constant est+1. Pouvez- vous aider notre héroïne à résoudre cette
équation?

Solution : Facile ! Si on appellea1, . . . , a20 les racines. On a
a1 + . . .+a20

20
= a1. . . . .a20 = 1. On est dans le cas d’égalité

de l’inégalité arithetico-géométrique, donc tous lesak sont égaux à1.
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Chapitre 22
Fractions rationnelles

Pour bien aborder ce chapitre

Les fractions rationnelles sont aux polynômes ce que les nombres rationnels deQ sont aux entiers relatifs deZ. On
construit ainsi un corps contenant l’anneau des polynômes.Cette construction peut s’adapter à tous les anneaux intègres.
Elle ne sera qu’évoquée dans les lignes qui suivent.
Comme les polynômes, les fractions rationnelles sont des objets abstraits, plus algébriques qu’analytiques. Par exemple
la dérivation est purement formelle.
L’essentiel est de savoir calculer avec les fractions rationnelles, et ce ne sont pas les calculs qui manquent.
Vous devrez donc apprendre un certain nombre de techniques qui pourront vous éviter de vous noyer. Après quoi, vous
verrez en fin de chapitre des applications surprenantes des fractions rationnelles.
Lapartie la plus utilitaire de ce chapitre reste l’application au calcul de primitives.

22.1 Fractions rationnelles

Dans tout ce chapitreK désigne le corpsR ouC.

22.1.1 Définition

DÉFINITION 22.1 ♥ Fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est un « quotient » de deux polynômes P,Q ∈ K[X]. On la noteF(X) = P(X)

Q(X)
. On noteK (X)

l’ensemble des fractions rationnelles.

22.1.2 Égalité de deux fractions

On dit que deux fractions
P1

Q1
et

P2

Q2
sont égales si et seulement si

P1Q2 = P2Q1.

Autrement dit
P1

Q1
et

P2

Q2
sont des écritures d’une même fraction.

Remarque 22.1 Si δ = P ∧Q, alorsP = P1δ et Q = Q1δ avecP1 ∧Q1 = 1 et alors P
Q = P1δ

Q1δ
= P1

Q1
. On peut également

diviser au numérateur et au dénominateur par le coefficient dominant du polynômeQ1. Dans la suite, on considérera
donc uniquement des fractions rationnelles de la formeF= P

Q avecP∧Q = 1 et Q un polynôme unitaire.

22.1.3 Polynômes

On assimile les polynômesP deK[X] aux fractions
P

1
deK (X). En particulier le polynôme nul deK[X] est assimilé à la

fraction nulle
0

1
deK (X).
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22.1.4 Opérations sur les fractions

On peut définir la somme et le produit de deux fractions rationnelles par les formules suivantes :

F1(X) = P1(X)

Q1(X)
, F2(X) = P2(X)

Q2(X)

et

F1 +F2 =
P1Q2 +P2Q1

Q1Q2
F1F2 =

P1P2

Q1Q2
.

Les sommes ou produits de fractions ne dépendent pas des écritures choisies.
Muni de ces lois,

(
K (X),+,×

)
est un corps commutatif.K[X] en est un sous-anneau.

22.1.5 Degré d’une fraction

DÉFINITION 22.2 ♥ Degré d’une fraction rationnelle

Soit une fraction rationnelleF = P

Q
∈K (X). On appelle degré deF :

degF = degP−degQ ∈Z

On vérifie que la notion de degré d’une fraction rationnelle ne dépend pas de l’écriture choisie.
On vérifie que le degré des fractions rationnelles prolonge le degré des polynômes, c’est-à-dire que

degP︸ ︷︷ ︸
K[X]

= deg
P

1︸ ︷︷ ︸
K(X)

.

PROPOSITION22.1
On a les mêmes propriétés que pour le degré des polynômes :

deg(F1 +F2) É max(degF1,degF2), deg(F1F2) = degF1 +degF2

LorsqueF 6= 0, le degré deF est un entier relatif. LorsqueF = 0, degF=−∞.

DÉFINITION 22.3 ♥ Zéros, pôles d’une fraction rationnelle, fonctions rationnelles

Soit F = P

Q
∈K (X). On rappelle queP et Q sont premiers entre eux. Les racines deP s’appellent leszérosde F et les

racines deQ lespôlesdeF. Si P désigne l’ensemble des pôles deF, on peut définir lafonction rationnelleassociée à
F :

F̃ :





K \P −→ K

x 7−→ P̃(x)

Q̃(x)

Remarque 22.2 Un pôlea ∈K de la fractionF = P
Q

, est dit de multipliciték ∈N, lorsque le scalairea est un zéro de
multiplicité k du polynômeQ.

DÉFINITION 22.4 ♥ Dérivée d’une fraction rationnelle

Soit une fraction rationnelleF= P

Q
∈K (X). On définitformellementla dérivée de cette fraction rationnelle par la formule

F′ = P′Q−PQ′

Q2
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Remarque 22.3 On associe lafonction rationnelledérivée associéẽF′ : K \ P 7→K. Cette fonction dérivée coïncide
avec la dérivée usuelle de la fonctionF̃ lorsqueK =R. On vérifie aussi que cette dérivée des fractions prolonge celle des
polynômes.

22.2 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

PROPOSITION22.2 ♥ Partie entière d’une fraction rationnelle

Soit une fraction rationnelleF =
A

B
∈K (X). Il existe un unique couple(E,G) ∈K [X]×K (X) tel que

{
F= E+G

degG < 0

Le polynômeE est appelé lapartie entièrede la fractionF.

Démonstration
• Unicité.

On suppose queF = E1 + G1 = E2 + G2 avecE1,E2 ∈ K [X] et G1,G2 ∈ K (X) avecdegG1 < 0 et degG2 < 0. On en déduit
E1 −E2 = G2 −G1. Doncdeg(G2 −G1) < 0 soit deg(E1 −E2) < 0. Le seul polynôme qui a un degré négatif est le polynôme nul.
DoncE1 = E2 et doncG2 = G1. Ce qu’il fallait vérifier.

• Existence.

on effectue la division euclidienne du polynômeA par le polynômeB : A = BE+R avecdegR < degB et alorsF = E+
R

B
avec

E ∈K [X] et G =
R

B
de degré strictement négatif.

PROPOSITION22.3 ♥ Partie polaire d’une fraction rationnelle

Soit une fraction rationnelleF = A

B
∈K (X) et un pôlea ∈K de multipliciték :

B = (X−a)k B̂ avecB̂(a) 6= 0

Il existe un unique couple(C,D) ∈K [X]2 de polynômes tels que

F = C

B̂
+ D

(X−a)k
et deg(D)< k

La fraction rationnelle
A2

(X−a)k
est appeléepartie polairede la fractionF relative au pôlea.

Démonstration
• Unicité.

On écritF =
C1

B̂
+

D1

(X−a)k
=

C2

B̂
+

D2

(X−a)k
avecdeg(D1) < ket deg(D2) < k. On en déduit que

C1 −C2

B̂
=

D2 −D1

(X−a)k
et donc

(C1 − C2)(X − a)k = (D2 − D1)B̂. On en déduit quea est une racine d’ordre au moinsk du polynôme(D2 − D1)B̂ donc du
polynôme(D2 −D1) puisquêB(a) 6= 0. a est une racine d’ordreÊ k d’un polynôme de degré< k : Ce polynôme est nul.D2 = D1

et par suiteC1 = C2. Ce qu’il fallait vérifier.
• Existence.

Dans un premier temps on ne s’occupe pas du degré deD : CommeB̂(a) 6= 0, B̂ et X−a sont premiers entre eux. Il en est donc
de même pour̂B et (X−a)k . D’après la propriété de Bézout, il existe deux polynômesU et V vérifiant

A(X) = U(X)(X−a)k +V(X)B̂(X).

Dans un deuxième temps on s’occupe du degré deD : On effectue la division euclidienne deV par (X − a)k . Il existe deux
polynômesQ et D avecdegD < k tels que

V = Q(X−a)k +D.

En remplaçantV, on obtientA= (U+Q)(X−a)k +DB̂, ce qui donne le résultat en prenantC = U+Q.

PROPOSITION22.4 ♥ Coefficient associé à un pôle simple
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Si une fraction rationnelleF = P

Q
est de degré< 0 avecQ(X) = (X−a)V(X), oùV(a) 6= 0, la partie polaire de la fractionF

relativement au pôle simplea est de la forme λ
X−a

:

F = λ

X−a
+ U

V
(22.1)

C’est le résultat précédent dans le cas particulierk = 1.

Remarque 22.4
Pour trouver le scalaireλ, on peut :

• Multiplier (22.1) par(X−a), puis fairex = a dans la fonction rationnelle associée. On trouve que :λ= P(a)

V(a)
.

• Utiliser la formule de Taylor pourQ, et obtenir λ= P(a)

Q′(a)
. Cette formule est très utile lorsqu’il est difficile de trouver

le quotientV du polynômeQ par(X−a).

22.2.1 Décomposition en éléments simples dansC(X)

THÉORÈME 22.5 ♥ Décomposition dansC (X)

Soit une fraction rationnelleF= P

Q
∈C (X), avec la décomposition du polynômeQ en éléments irréductibles qui s’écrit :

Q = (X−a1)α1 . . . (X−an)αn

Alors la fractionF s’écrit de façonuniquesous la forme

F= E+
(

λ11

X−a1
+ λ12

(X−a1)2
+·· ·+

λ1α1

(X−a1)α1

)
+·· ·+

+
(

λn1

X−an
+ λn2

(X−an)2
+·· ·+

λnαn

(X−an )αn

)

où la partie entièreE ∈ C [X] est un polynôme nul, ou de degrédeg(P)−deg(Q) et où les coefficientsλi j ∈ C sont
complexes.

Démonstration
• Unicité.

On part de l’écriture

F = E+
(

λ11

X−a1
+

λ12

(X−a1)2
+·· · +

λ1α1

(X−a1)α1

)
+·· ·+

+
(

λn1

X−an
+

λn2

(X−an )2
+·· ·+

λnαn

(X−an )αn

)

et on réduit chaque partie polaire au même dénominateur :

F = E+
D1(X)

(X−a1)α1
+·· ·+

Dn(X)

(X−an )αn

Chaque polynômeDk =λk1(X−ak )αk−1 +·· · +λkαk
vérifie deg(Dk ) <αk . D’après la proposition 22.3, les polynômesDk sont

uniques. Il en est de même des coefficientsλkp ,1 É p É αk qui sont les coordonnées du polynômeDk dans la famille libre
(X−ak )αk−p .

• Existence.
La proposition 22.3 utilisée jusqu’à épuisement des parties polaires donne

F = E+
D1(X)

(X−a1)α1
+·· ·+

Dn(X)

(X−an )αn

avecdeg(Dk ) <αk . La fraction rationnelleE est une fraction sans pôle, c’est donc un polynôme. Comme la fraction

D1(X)

(X−a1)α1
+·· · +

Dn(X)

(X−an )αn

815



est de degré strictement négatif,E est donc la partie entière deF.
Il ne reste plus qu’à obtenir les coefficientsλkp ,1 É p Éαk qui sont les coordonnées du polynômeDk dans la famille génératrice
(X−ak )αk−p .

Remarque 22.5 Tous les coefficientsλkαk
sont différents de zéro.

Exercice 22.1

Décomposer les fractions rationnellesF(X) = X−4

(X−1)(X+1)X
et G(X) = 1

Xn −1
dansC (X).

Solution : Pour chaque fraction, tous les pôles sont simples.
PourF, en multipliant parX−a où a vaut successivement1,−1 et 0, on trouve :

X−4

(X−1)(X+1)X
= −3/2

X−1
+ −5/2

X+1
+ 4

X
.

En effectuant un développement limité à l’infini à l’ordre1 de f (x) = x −4

(x −1)(x +1)x
de deux façons différentes on

trouve d’une part :f (x) = o
(

1
x

)
et d’autre part :f (x) =

−3/2

x
+

−5/2

x
+

4

x
+ o

(
1
x

)
. Ce qui est bien cohérent. Cette

vérification simple et rapide est à retenir.

PourF(X) = P(X)

Q(X)
on utiliseλa = P(a)

Q′(a)
. Les pôles sont lesexp

(
2ikπ

n

)
,0 É k É n−1.

Q(X) = Xn −1, Q′(X) = nXn−1, Q′
(
exp

(
2ikπ

n

))
=

exp
(

2ikπ
n

)

n
. On en déduit

1

Xn −1
=

n−1∑

k=0

exp
(

2ikπ
n

)

n
(
X−exp

(
2ikπ

n

)) .

Recherche des coefficients associés aux pôles multiples

On suppose queF(X) = P

Q
avecdegF < 0 et Q(X) = (X−a)nV(X) avec (V(a) 6= 0). La décomposition deF s’écrit alors

F =
λ1

(X−a)
+

λ2

(X−a)2
+·· ·+

λn

(X−a)n
+

U(X)

V(X)
(22.2)

– En multipliant (22.2) par(X−a)n et en faisantx = a, on trouveλn ;

– Si n est petit, (n É 2), on retranche
λn

(X−a)n
à F, et on recommence pour trouverλn−1 etc ;

– Si n Ê 3, on fait le changement de variablesY = X−a, F(Y) =
P1(Y)

Yn V1(Y)
, et on effectue une division selon les puissances

croissantes (ou unDL(0,n−1)) à l’ordren−1 :

P1 = V1(a0 +a1Y+·· ·+an−1Yn−1)+R avecval(R) Ê n

On a alors :
F(Y) = a0

Yn
+ a1

Yn−1
+·· ·+ an−1

Y
+ . . .

et on trouve les coefficientsλ1 = an−1, λ2 = an−2, . . . .
Exercice 22.2

Décomposer dansC (X) les fractions rationnellesF(X) = X5 +1

X(X−1)2
et G(X) = X+1

(X−1)4X
.

Solution : Pour F, on commence par déterminer la partie entière en posant la division euclidienne deX5 + 1 par
X(X −1)2. On trouveX5 +1 = (X2 +2X +3)X(X −1)2 +4X2 −3X +1. On obtient doncE(X) = X2 +2X +3. DoncF(X) =
X2 +2X+3+ A

X
+ B

(X−1)2
+ C

X−1
.

On trouveA =1 par multiplication parX. Pour la partie polaire relative à1, on poseX = 1+Y. En utilisant les techniques

des développements limités :
(1+ y)5 +1

1+ y
= (2+ 5y)(1− y)+ o(y) = 2+ 3y + o(y). D’où B = 2 et C = 3. Finalement,

X5 +1

X(X−1)2
= X2 +2X+3+

1

X
+

2

(X−1)2
+

3

X−1
.

Autre méthode, en utilisant le fait qu’il n’y a qu’un seul pôle d’ordre2 :
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On détermine la partie entière et on écritF(X) = X2 + 2X + 3+ 4X2 −3X+1

X(X−1)2
= X2 + 2X + 3+ A

X
+ B

(X−1)2
+ C

X−1
. On

détermineA = 1 comme précédemment, etB= 2 en multipliant par(X−1)2. Ensuite en écrivant le développement limité

à l’infini à l’ordre 1 de f1(x) = 4x2 −3x +1

x(x −1)2
. On trouve d’une part :f1(x) = o

(
4
x

)
et d’autre part :f1(x) = 1

x
+ 2

(x −1)2
+

C

x −1
= 1

x
+ C

x
+o

(
1
x

)
. D’où 1+C = 4 et C = 3.

On écritG(X) = A

X
+ B

(X−1)4
+ C

(X−1)3
+ D

(X−1)2
+ E

X−1
. On aA = 1 facilement. Pour la partie polaire relative à1, on

posex = 1+ y . g (1+ y) =
2+ y

y4(1+ y)
. On détermine donc un développement limité à l’ordre3 de

2+ y

1+ y
= 1+

1

1+ y
=

2− y + y2 − y3 +o(y3). D’où B = 2,C =−1,D = 1,E =−1. On vérifie après coup queA+E = 1+ (−1) = 0, le coefficient
de 1

x
dans le développement limité à l’infini à l’ordre1 deg (x).

Finalement,
X+1

(X−1)4X
=

1

X
+

2

(X−1)4
−

1

(X−1)3
+

1

(X−1)2
−

1

X−1
.

Remarque 22.6 Trois astuces à retenir pour obtenir des relations entre coefficients :
– multiplier parxp et fairex →+∞ (ou prendre la partie entière des fractions résultantes) ;
– Utiliser la parité éventuelle de la fraction ;
– Donner une valeur particulière àx (x = 0).

Exercice 22.3

Décomposer dansC (X) les fractions rationnellesF(X) = X+2

(X−1)2(X−2)2
et G(X) = X

(X2 −1)2
.

Solution : On écrit la décomposition à priori :F(X) = A

(X−1)2
+ B

(X−1)
+ C

(X−2)2
+ D

(X−2)
. On posex = 1+ y ,

on aF(1+ y) = 3+ y

y2(y −1)2
et on détermine un développement limité à l’ordre1 de

3+ y

(y −1)2
= (3+ y)(1+2y)+o(y) =

3+7y +o(y). D’où A = 3 et B = 7. On détermineC = 4 en calculantF(X)(X −2)2 en 2. En écrivant le développement
limité à l’infini à l’ordre 1 deF(x) on obtientB+D = 0 soit D =−7.

Finalement,
X+2

(X−1)2(X−2)2
=

3

(X−1)2
+

7

(X−1)
+

4

(X−2)2
−

7

(X−2)
.

On écrit la décomposition à priori :G(X) = A

(X−1)2
+ B

(X−1)
+ C

(X+1)2
+ D

(X+1)
. On posex = 1+ y , on aG(1+ y) =

1+ y

y2(2+ y)2
et on détermine un développement limité à l’ordre1 de

1+ y

(2+ y)2
= (1+ y)

1− y

4
+o(y) = 1

4
+o(y). D’où A = 1

4

etB= 0. On écrit aussiG(X) =−G(−X) =− A

(−X−1)2
+ B

(−X−1)
+ C

(−X+1)2
+ D

(−X+1)
=− A

(X+1)2
+ B

(X+1)
− C

(X−1)2
+

D

(X−1)
.

D’après l’unicité de l’écriture de la décomposition en éléments simples,C = −A = −1

4
et B = A = 0. Finalement,

X

(X2 −1)2
= 1

4

(
1

(X−1)2
− 1

(X+1)2

)
.

22.2.2 Décomposition en éléments simples dansR(X)

Une fraction rationnele deR(X) est aussi dansC (X). On peut comme telle lui appliquer le théorème 22.5. Comme ses
pôles non réels sont conjugués deux à deux, on peut additionner les parties polaires correspondant à ces pôles conjugués
pour obtenir :

THÉORÈME 22.6 ♥ Décomposition dansR (X)

Soit F= P

Q
∈R (X), où la décomposition en facteurs irréductibles dansR [X] du dénominateur s’écrit :

Q = (X−a1)α1 . . . (X−an)αn (X2 +b1X+c1)β1 . . . (X2 +bp X+cp )αp
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Alors la fractionF s’écrit de façon unique :

F= E+
[( λ11

X−a1
+ λ12

(X−a1)2
+·· ·+

λ1α1

(X−a1)α1

)
+·· ·+

+
(

λn1

X−an
+ λn2

(X−an )2
+·· ·+

λnαn

(X−an)αn

)]
+

+
[( µ11X+δ11

X2 +b1X+c1
+ µ12X+δ12

(X2 +b1X+c1)2
+·· ·+

µ1β1
X+δ1β1

(X2 +b1X+c1)β1

)
+·· ·+

+
(

µp1X+δp1

X2 +bp X+cp
+

µp2X+δp2

(X2 +bp X+cp )2
+·· ·+

µpβp
X+δpβp

(X2 +bp X+cp )βp

)]

où la partie entièreE ∈R[X] est un polynôme nul ou de degrédegP−degQ, et tous lesλi j , µi j , δi j sont des réels.
Le premier groupe est forméd’éléments simples de première espèceet le second groupe d’éléments simples de seconde
espèce.

– La recherche de la partie entière et des coefficients des éléments simples de première espèce se fait comme précédem-
ment ;

– On peut utiliser une décomposition dansC (X) et regrouper les éléments simples correspondant aux pôles conjugués
pour obtenir les éléments simples de seconde espèce ;

– Si X2 +pX+q = (X−a)(X−a), on peut multiplier la décomposition par(X2 +pX+q)k et fairex = a, puisx = a ;
– Utiliser les remarques précédentes pour trouver des relations entre coefficients.

Exercice 22.4
Décomposer dansR (X) les fractions rationnellesF(X) = 1

X2n −1
, G(X) = 1

(X2 +X+1)2
et H(X) = X

(X2 +1)2(X−1)2
.

Solution : On a déjà vu la décomposition surC : F(X) =
1

2n

n−1∑

k=−n

exp
(

2ikπ
2n

)

(
X−exp

(
2ikπ

2n

)) . On regroupe les pôles conjugués

qui correspondent aux valeurs dek opposées. Restentk =−n, (pôle−1) et k = 0, (pôle1). Enfin
exp

(
2ikπ

2n

)

X−exp
(

2ikπ
2n

) +
exp

(
− 2ikπ

2n

)

X−exp
(
− 2ikπ

2n

) =
2cos

(
kπ
n

)
X−2

X2 −2cos
(

kπ
n

)
X+1

. Donc

1

X2n −1
= 1

2n


− 1

X+1
+ 1

X−1
+

n−1∑

k=1

2cos
(

kπ
n

)
X−2

X2 −2cos
(

kπ
n

)
X+1


 .

Un jour l’Empereur voulut engager un conseiller qui soit aussi sage que savant. À cette fin il fit réunir tous les prétendants
au poste dans une pièce fermée par une lourde porte sur laquelle était une serrure aussi imposante que complexe. Il leur
fit savoir que le premier qui passerait cette porte serait nommé mais qu’ils devaient prendre garde à ne pas bloquer la
serrure auquel cas tous seraient livrés à leur sort.
Tous les prétendants se mirent fébrilement à observer, à mesurer la serrure, à effectuer de longs et savants calculs pour
percer le mystère du mécanisme. Tous sauf un qui méditait dans un coin de la pièce, insensible au brouhaha. Alors
que l’excitation était à son comble parmi les doctes savants, l’adepte du zen se leva, alla droit sur la porte, en tourna la
poignée et s’en alla.
La serrureG(X) est déjà un élément simple. Les Empereurs et les interrogateurs sont parfois facétieux.

On écrit la décomposition à priori :H(X) = AX+B

(X2 +1)2
+ CX+D

X2 +1
+ E

(X−1)2
+ F

X−1
. On s’occupe de la partie polaire rel-

ative au pôle1. On posey = x −1, H(1+ y) = 1+ y

((1+ y)2 +1)2 y2
. On détermine un développement limité à l’ordre1 de

1+ y

((1+ y)2 +1)2 y2
= 1+ y

4(1+ y2
+o(y) = 1

4
(1− y)+o(y). D’où E = 1

4
et F=−1

4
.

Calcul deA et B : On multiplie par(X2 + 1)2 et on calcule la valeur des deux membres eni . Ai +B =
i

(i −1)2
=

i

−1+2i +1
= i

−2i
=−1

2
. D’où A = 0 et B=−1

2
.

Calcul de C et D : On soustrait −1

2

1

(X2 +1)2
à chaque membre. Or

X

(X2 +1)2(X−1)2
+ 1

2

1

(X2 +1)2
=

1

2
(
(X2 +1)2

)
(

X2 +1

(X−1)2

)
= 1

2(X2 +1)(X−1)2
. Maintenant on multiplie par(X2+1)2 et on calcule la valeur des deux mem-
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bres eni . Ci +D =
1

2(i −1)2
=

1

−4i
=

i

4
. D’où C =

1

4
et D = 0.

Finalement,
X

(X2 +1)2(X−1)2
=− 1/2

(X2 +1)2
+ X/4

X2 +1
+ 1/4

(X−1)2
− 1/4

X−1
.

Exercice 22.5
Décomposer dansR (X) la fractionF(X) = 1

(X+1)3(X2 +X+1)2
.

Solution : On écrit la décomposition à priori :F(X) = A

(X+1)3
+ B

(X+1)2
+ C

X+1
+ DX+E

(X2 +X+1)2
+ FX+G

X2 +X+1
. On s’oc-

cupe de la partie polaire relative au pôle1. On posey = x+1, F(y−1) =
1

y3(1− y + y2)2
. On détermine un développement

limité à l’ordre2 de
1

(1− y + y2)2
= 1+2y + y2 +o(y2). D’où A =1,B = 2 et C = 1.

Calcul deD et E : On multiplie par(X2 +X+1)2 et on calcule la valeur des deux membres enj . D j +E = 1

( j +1)3
=

1

1+3 j +3 j 2 +1
=−1. D’où D = 0 et E =−1.

Calcul de F et G : On soustrait−
1

(X2 +X+1)2
à chaque membre. Or

1

(X+1)3(X2 +X+1)2
+

1

(X2 +X+1)2
=

1

(X2 +X+1)2

[
1

(X+1)3
+1

]
= 1

(X2 +X+1)2

X3 +3X2 +3X+2

(X+1)3
= (X+2)(X2 +X+1)

(X+1)3(X2 +X+1)2
. Miracle ? Non. Comme on a

transformé le pôle d’ordre2 en pôle d’ordre1, on est sûr que la factorisation existe ! Maintenant on multiplie par

X2 +X+1 et on calcule la valeur des deux membres enj . F j +G = j +2

( j +1)3
=−( j +2). D’où F =−1 et G =−2.

Finalement,
1

(X+1)3(X2 +X+1)2
= 1

(X+1)3
+ 2

(X+1)2
+ 1

X+1
− 1

(X2 +X+1)2
− X+2

X2 +X+1
.

Exercice 22.6
Utiliser la décomposition de la fractionF(X) = 1

X(X+1)(X+2)
pour trouver la limite de la suite de terme général

Sn =
n∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)

Solution : Tous les pôles sont simples, et on obtient simplementF(X) = 1/2

X
− 1

X+1
+ 1/2

X+2
. On peut donc écrire

F(k) = 1

2

[
1

k
− 1

k +1

]
− 1

2

[
1

k +1
− 1

k +2

]
. La sommeSn se télescope en

1

2

[
1− 1

n+1

]
− 1

2

[
1

2
− 1

n+2

]
. La limite deSn

égale donc
1

4
.

Exercice 22.7
a. Soit f la fonctionarctan. Décomposerf ′(x) dansC (X), puis utiliser cette décomposition pour calculer explicite-

ment f (n)(x). En déduire les zéros def (n).

b. Calculer les dérivées successives deF= 1

1−2X cosϑ+X2
.

c. Calculer les dérivées successives deG =
1−X cosϑ

1−2X cosϑ+X2
.

Solution :

a. f ′(x) = 1

x2 +1
= 1

2i

[
1

x − i
− 1

x + i

]
.

En dérivantn−1 fois cette égalité, on obtientf (n)(x) =
(−1)n−1(n−1)!

2i

[
1

(x − i )n
−

1

(x + i )n

]
.

On peut écriref (n)(x) = (−1)n−1(n−1)!

2i

(x + i )n − (x − i )n

(x2 +1)n
. Le polynômePn(X) = 1

2i
((X+ i )n − (X− i )n) est réel,

de degrén − 1. Son coefficient dominant égalen. Les racines sont les solutions de(x + i )n = (x − i )n, soit x +

i = exp
(

2ikπ
n

)
(x − i ), k = 0, . . . ,n − 1, soit pourk = 1, . . . ,n − 1, x = i

exp
(

2ikπ
n

)
+1

exp
(

2ikπ
n

)
−1

= i
exp

(
ikπ

n

)
+exp

(
− ikπ

n

)

exp
(

ikπ
n

)
−exp

(
− ikπ

n

) =

cotan
(

kπ
n

)
. Cesn−1 racines sont distinctes car la fonctioncotan est strictement décroissante sur]0;π[. Ce sont donc

lesn−1 racines dePn . Donc f (n)(x) = (−1)n−1n!

(x2 +1)n

n−1∏

k=1

x −cotan
(

kπ

n

)
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b. F(X) = −1

2i sinϑ

(
1

X−eiϑ
− 1

X−e−iϑ

)
. Donc F(n−1)(x) = (−1)n(n−1)!

2i sinϑ

[(
X−e−iϑ

)n −
(
X−eiϑ

)n

(
1−2X cosϑ+X2

)n

]
. Le polynôme

(
X−e−iϑ

)n −
(
X−eiϑ

)n
est de degrén −1. Ses racines sont les solutions de

(
z −e−iϑ

)n =
(
z −eiϑ

)n
soit z − e−iϑ =

e2ikπ/n
(
z −eiϑ

)
. Soit z

(
1−e2ikπ/n

)
= e−iϑ − eiϑe2ikπ/n , soit z = e−i(ϑ+kπ/n) −ei(ϑ+kπ/n)

e−ikπ/n −eikπ/n
= sin(ϑ+kπ/n)

sin(kπ/n)
,k =

1, . . . ,n−1.
Comme le coefficient dominant de

(
X−e−iϑ

)n −
(
X−eiϑ

)n
égale −2i n sinϑ on en déduit queF(n−1)(x) =

(−1)n−1n!
n−1∏

k=1

(
X− sin(ϑ+kπ/n)

sin(kπ/n)

)

(
1−2X cosϑ+X2

)n .

c.

Exercice 22.8

Soit un polynômeP =
n∑

k=1

ak Xk de degrén à coefficients réels n’admettant que des racines réelles simples.

a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelleF = P′

P
.

b. En déduire que∀x ∈R, P′′(x)P(x) É P′(x)2.

c. En déduire que le polynôme(P′)2 −PP" n’a aucune racine réelle.

d. Vérifier que∀k ∈ {1, . . . ,n−1}ak−1.ak+1 É a2
k

Solution :

a. Comme les racines(xk )1ÉkÉnde P sont simples on peut écrire
P′(X)

P(X)
=

n∑

k=1

λk

X− xk
. On calculeλk = P′(xk )

P′(xk )
= 1,

d’où
P′(X)

P(X)
=

n∑

k=1

1

X− xk
.

b. On dérive les deux membres (en dehors des pôles) pour obtenir
P′′(x)P(x)−P′(x)2

P2(x)
=−

n∑

k=1

1

(x − xk )2
< 0. L’iné-

galité reste vraie pour les racines deP.

c. Donc les seules racines réelles de(P′)2 − PP" ne peuvent être que les racines deP. Mais si xk est racine de
PP"− (P′)2, alorsak serait aussi racine deP′ et donc racine double deP ce qui est impossible.

d. D’après le théorème de Rolle,P′ est aussi un polynôme à coefficients réels n’admettant que des racines réelles
simples. Il en est de même de sa dérivéek −1-ième. On en déduit que∀x ∈ R, P(k+1)(x)P(k−1)(x) É P(k)(x)2. En
particulier pourx = 0, P(k+1)(0)P(k−1)(0) É P(k)(0)2, soit (k +1)!ak+1(k −1)!ak−1 É (k!)2a2

k

doncak+1ak−1 É a2
k

k2

k(k +1)
É a2

k
.

22.2.3 Moralité

• On peut traiter les parties polaires séparéments.
• Il est déconseillé de soustraire la partie entière.
Traduction du théorème d’existence et unicité : Pour obtenir les coefficients, tous les coups sont permis !
• Pour les pôles simples : multiplication par(X − a) et valeur ena, ou P/Q′ lorsqu’on ne connaît pas explicitement la

fraction.
• Pour les pôles multiples : Division suivant les puissances croissantes ou développement limité.
• Exploiter la parité ou plus généralement les symétries.
• Regarder le comportement à l’infini.
• Prendre une valeur particulière.
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22.3 Exercices

22.3.1 Fractions rationnelles

Exercice 22.9
Résoudre dansR,

1

x
+

1

x +2
−

1

x +4
−

1

x +6
−

1

x +8
−

1

x +10
+

1

x +12
+

1

x +14
= 0.

Solution :
(

1

x
+ 1

x +14

)
+

(
1

x +2
+ 1

x +12

)
−

(
1

x +4
+ 1

x +10

)
−

(
1

x +6
+ 1

x +8

)
= 0 ⇔ (2x +

14)

(
1

x(x +14)
+ 1

(x +2)(x +12)
− 1

(x +4)(x +10)
− 1

(x +6)(x +8)

)
= 0

x =−7 est solution. Pour trouver les autres solutions, on supposex 6= −7, en posanty = (x +7)2 l’équation devient :(
1

y −72
− 1

y −12

)
+

(
1

y −52
− 1

y −32

)
= 0 ⇔ 3

(y −72)(y −12)
+ 1

(y −52)(y −32)
= 0 ⇔ y2 − 38y + 181 = 0 avec y 6=

12,32,52,72 ⇔ y = 19±6
p

5 ⇔ x =−7±
√

19+6
p

5 soit x =−7±
√

19−6
p

5 sont les seules solutions autres quex =−7.

Exercice 22.10
Soit F ∈ C(X). On suppose qu’il existeP1,P2, . . . ,Pn dansC[X] tels que :Fn +P1Fn−1 + . . .+Pn = 0(n Ê 1) Démontrer
queF ∈C[X]. Commentaire.

Solution : On poseF = P/Q, P et Q sont deux polynômes deC[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs
on aPn +P1Pn−1Q+ . . .+PnQn = 0, soit Pn =−Q

(
P1Pn−1Q+ . . .+PnQn−1

)
. DoncQ divisePn . CommeQ est premier

avecPn−1, d’après le lemme de Gauss,Q diviseP, doncF = P/Q est un polynôme.
Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice suivant pour établir queF n’a pas de pôle.

Exercice 22.11
Soit F ∈C(X). On suppose qu’il existeG1,G2, . . . ,Gn dansC(X) tels que :Fn +G1Fn−1 + . . .+Gn = 0(n Ê 1) Démontrer
que l’ensemble des pôles deF est inclus dans la réunion de l’ensemble des pôles de(Gk )1ÉkÉn.

Solution : On poseF = P/Q, P et Q sont deux polynômes deC[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs
on aPn +G1Pn−1Q+ . . .+GnQn = 0. Soit z un pôle deF. z est donc une racine deQ. Supposons quez ne soit un pôle
d’aucunGk . C’est donc aussi une racine dePn =−

(
G1Pn−1Q+ . . .+GnQn

)
. C’est donc une racine deP. Ce qui contredit

le fait queP et Q sont premiers entre eux.
Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice précédant : On poseGk = Pk /Qk où lesPk et Qk sont deux polynômes
deC[X]. On appelleM le ppcm desQk . En multipliant l’égalité parMn on obtient(FM)n+G1M(FM)n−1+. . .+GnMn = 0.
Chacune des fractionsPk = Gk Mk ,k = 1. . . ,n est un polynôme, doncP = FM est un polynôme, donc les pôles deF = P/M

sont parmi les racines des(Gk )1ÉkÉn.

Exercice 22.12
Quelles sont les fractions deC(X) qui sont des dérivées (de fractions rationnelles) ?

Solution : Ce sont les fractions rationnelles dont les coefficientsλ des éléments simples
λ

X− z
sont tous nuls. Exemple

1

X2 +1
= 1

2i

[
1

X− i
− 1

X+ i

]
n’est pas une dérivée.

Décomposition surC

Exercice 22.13

Décomposer en éléments simples dansC(X), F(X) = Xn−1

Xn −1
.

Solution : La décomposition s’écrit

F(X) =
n−1∑

k=0

λk

X−ωk
ωk = e

2ikπ
n

On utilise la formuleλk =
P(ωk )

Q′(ωk )
=

ωn−1
k

nωn−1
k

=
1

n
et donc

F(X) = 1

n

n−1∑

k=0

1

X−ωk
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Exercice 22.14

Décomposer les fractionsF(X) = X2

(X+1)3(X−1)2
, G(X)= 2

X(X−1)2

Solution : On trouve :

F(X) =
−1
16

X+1
−

1
4

(X+1)2
+

1
4

(X+1)3
+

1
16

X−1
+

1
8

(X−1)2

G(X) = 2

X
− 2

X−1
+ 2

(X−1)2

Exercice 22.15

Décomposer
X2 +1

X2(X−1)4
.

Solution :
X2 +1

X2(X−1)4
= 4

X
+ 1

X2
− 4

X−1
+ 3

(X−1)2
− 2

(X−1)2
+ 2

(X−1)4
.

Exercice 22.16
DécomposerF(X) = 1

X(X−1)n
puisG(X) = 1

X2(X−1)n
.

Solution : La partie polaire deF relative au pôle nul est obtenue par multiplication parX :
(−1)n

X
. La partie

polaire deF relative au pôle1 est obtenue par développement limité à l’ordren − 1 de yn F(1 + y) = 1

1+ y
=

1− y + . . .+ (−1)n−1 yn−1 +o(yn−1).

Finalement
1

X(X−1)n
=

1

(X−1)n
−

1

(X−1)n−1
+ . . .+

(−1)n−1

X−1
+

(−1)n

X
.

La partie polaire deG relative au pôle1 est obtenue par développement limité à l’ordren−1 de

ynF(1+ y) = 1

(1+ y)2
=− d

d y

1

1+ y
= 1−2y + . . .+ (−1)n−1nyn−1 +o(yn−1).

La partie polaire deG relative au pôle nul est
λ1

X2
+
λ2

X
. λ1 s’obtient par multiplication parX2 : λ1 = (−1)n . λ2 s’obtient

par développement limité à l’infini deG(x) à l’ordre1 qui donneλ2 + (−1)n−1n = 0. D’où λ1 = (−1)nn. Finalement,
1

X2(X−1)n
= 1

(X−1)n
− 2

(X−1)n−1
+ . . .+ (−1)n−1n

X−1
+ (−1)n

X2
+ (−1)nn

X
.

Exercice 22.17
DécomposerF(X) =

1

(X−1)n (X+1)n
surR. Ecrire une relation de Bézout entre(X+1)n et (X−1)n .

Solution : On écrit
1

(X−1)n (X+1)n
=

n∑

k=1

ak

(X−1)n−1+k
+

n∑

k=1

bk

(X+1)n−1+k
. On déter-

mine les ak par développement limité : y = x − 1, (2 + y)−n = 2−n
(
1+ y

2

)−n =
1

2n

(
1− y

2
+ 3y2

8
− . . .+ (−1)k 1×3× . . .× (2k +1)

2k

yk

k!
+ . . .+ (−1)n 1×3× . . .× (2n+1)

2n

yn

n!

)
+o(yn−1).

D’où ak = (−1)k 1×3× . . .× (2k +1)

2n+k

1

k!
= (−1)k (2k +1)!

2n+2k (k!)2
. F est une fraction paire, doncbk = (−1)k ak .

Exercice 22.18
Soienta1, a2, . . . , ak ,k nombres complexes deux à deux distincts et non nuls.

Soit P(X) = (X−a1).(X−a2) . . . .(X−ak ) et soientPi (X) = P(X)

X−ai
(1É i É k).

1. ∀n ∈ N, montrer que la décomposition de
Xn

P
est :

Xn

P
= En +

k∑

i=1

an
i

P′(ai ) (X−ai )
. Quel est le degré deEn ?.

Former une relation de récurrence entreEn et En+1. Déterminer les coefficients deEn .

2. En déduire∀ℓ ∈ {0, ..,k −2}
k∑

i=1

aℓ
i

P′(ai )
= 0. Que vaut

k∑

i=1

ak−1
i

P′(ai )
?

3. Ecrire la décomposition en éléments simples de
1

P2
. On fera apparaitre les dérivées successives deP aux points

ai .
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Solution :

1. L’écriture de la décomposition provient de ce que les pôles sont simples.En est la partie entière. Elle est nulle
lorsquen < k et de degrén−k sinon.

Xn+1

P
= X

(
En +

k∑

i=1

an
i

P′(ai ) (X−ai )

)

= XEn +
k∑

i=1

an
i

(X−ai +ai )

P′(ai ) (X−ai )

= XEn +
k∑

i=1

an
i

(X−ai )

P′(ai ) (X−ai )
+

k∑

i=1

an+1
i

P′(ai )

D’où En+1 = XEn +
k∑

i=1

an
i

P′(ai )
. Les

k∑

i=1

am
i

P′(ai )
,m = 0, . . . ,n sont donc les coefficients deEn+1.

2. Puisque lesEn ,n ∈ {0, ..,k −1} sont nuls, on en déduit que les coefficients
k∑

i=1

aℓ
i

P′(ai )
,ℓ ∈ {0, ..,k −2} le sont aussi.

Le premier coefficient non nul est obtenu pourn+1 = k : 1 = Ek = XEn−1 +
k∑

i=1

ak−1
i

P′(ai )
soit

k∑

i=1

ak−1
i

P′(ai )
= 1.

3. On poseQ(X) = P2(X) et on écrit la formule de Taylor à l’ordre3 : Q(x) = Q(ai )+(x−ai )Q′(ai )+ 1
2 (x−ai )2Q′′(ai )+

1
6

(x−ai )3Q′′′(ai )+o(x−ai )3 = (x−ai )2
(
Q′′(ai )/2+Q′′(ai )/6

)
+o(x−ai )3. On en déduit un développement limité

enai de
(x −ai )2

P(x)
= 2

Q′′(ai )

[
1− Q′′′(ai )

3Q′′(ai )

]
+o(x−ai ). On a donc

1

P2(X)
=

k∑

i=1

λi

(X−ai )2
+ µi

X−ai
avecλi =

2

Q′′(ai )

et µi = − 2Q′′′(ai )

3(Q′′(ai ))2
. Q′ = (P2)′ = 2PP′, Q′′ = 2P′2 + 2PP′′ et Q′′′ = 4P′′P′ + 2P′P′′ + 2PP′′′. CommeP(ai ) = 0,

Q′′(ai ) = 2P′(ai )2 et Q′′′(ai ) = 6P′′(ai )P′(ai ). D’où λi =
1

P′(ai )2
etµi =− P′′(ai )

P′(ai )3
.

Remarque : En regardant de développement limité de
1

P2
à l’infini à l’ordre 1, on en déduit que

k∑

i=1

P′′(ai )

P′(ai )3
= 0.

Exercice 22.19

TrouverP ∈C[X] tel que
P(X)

Xn −1
=

n−1∑

k=0

X+e2ikπ/n

X−e2ikπ/n

Solution :
n−1∑

k=0

X+e2ikπ/n

X−e2ikπ/n
=

n−1∑

k=0

1−
2e2ikπ/n

X−e2ikπ/n
= n−

2n

Xn −1
=

n(Xn −3)

Xn −1
. D’où P(X) = n(Xn −3).

Exercice 22.20
On appelleΩ l’ensemble des racinesn-ièmes de l’unité. Démontrer que

1

n

∑

ω∈Ω

ω

X−ω
= 1

Xn −1
.

TrouverA et B appartenant àR[X] tels queG(X)=
∑

ω∈Ω

ω

X−ω
=

A(X)

B(X)
.

TrouverC et D appartenant àR[X] tels queH(X) =
∑

ω∈Ω

ωX+1

ω2X2 +ωX+1
=

C(X)

D(X)
.

Solution : On obtient
1

n

∑

ω∈Ω

ω

X−ω
= 1

Xn −1
en décomposant

1

Xn −1
en éléments simples surC.

En dérivant le relation précédente :− 1

n

∑

ω∈Ω

ω

(X−ω)2
=− nXn−1

(Xn −1)2
. On décomposeH(X) en éléments simples surC :

H(X) =
∑

ω∈Ω

ωX+1

ω2X2 +ωX+1
= 1

1− j

∑

ω∈Ω

1

ω

( − j

x − jω
+ 1

x − j 2ω

)
= 1

1− j

(
− j S+T

)
,

avecT =
∑

ω∈Ω

1

ω
(
x − j 2ω

) et S =
∑

ω∈Ω

1

ω
(
x − jω

) =
∑

ω∈Ω

ω

x − jω
=

∑

ω∈Ω

ω

x − jω
carω 7−→ω est une permutation deΩ. On

déduit de la première question queS = n

j

1

j 2nXn −1
, et commeT = S = n

j 2

1

j nXn −1
.

D’où H(X) = n

1− j

( −1

j 2nXn −1
+ j

j nXn −1

)
= n

1− j

(
− j n + j 2n+1

)
Xn +1− j

X2n − ( j 2n + j n)Xn +1
.
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n ≡ 0 (mod 3) : H(X) = −n

Xn −1
n ≡ 1 (mod 3) : H(X) = n(Xn +1)

X2n +Xn +1
n ≡ 2 (mod 3) : H(X) = n

X2n +Xn +1
.

Exercice 22.21
Décomposer en éléments simples surC :

1.
X4 +1

X(X2 −1)
.

2.
X6

(X−1)4(X2 +1)

3.
1

(X−1)(Xn −1)

4.
1

(X−1)3(X3 +1)

5.
(X2 −X+1)2

X2(X−1)2

6.
(X−1)(X−2) . . . (X−n+1)

(X+1) . . . (X+n)

Solution :

1.
X4 +1

X(X2 −1)
= X− 1

X
+ 1

X−1
+ 1

X+1
.

2.
X6

(X−1)4(X2 +1)
= 1+ A

(X−1)4
+ B

(X−1)3
+ C

(X−1)2
+ D

X−1
+ E

X− i
+ F

X+ i
. On trouveA,B,C etD en posantX−1 = Y

et en effectuant la division suivant les puissances croissantes de1+6Y +15Y2 +20Y3 par2+2Y +Y2. On trouve

1
2 + 5

2 Y − 39
4 Y2 + 37

2 Y3 d’où A = 1
2 , B = 5

2 , C = − 39
4 , D = 37

2 . E =
i 6

(i −1)42i
= −

1

−4×2i
=

−i

8
Donc F =

i

8
. Donc

X6

(X−1)4(X2 +1)
= 1+ 1/2

(X−1)4
+ 5/2

(X−1)3
+− 39/4

(X−1)2
+ 37/2

X−1
− 1/8

X− i
+ 1/8

X+ i
.

3. On poseζ = exp
(

2iπ
n

)
,

1

(X−1)(Xn −1)
= A

(X−1)2
+ B

X−1
+

n−1∑

k=1

λk

X−ζk
. En posantP(X) = (X −1)(Xn −1),P′(X) =

(Xn−1)+n(X−1)Xn−1,P′(ζk ) = n
ζk −1

ζk
d’oùλk = ζk

n(ζk −1)
. Pour le calcul deA etB, on posex−1 = h et on mul-

tiplie
1

(x −1)(xn −1)
parh2 = (x−1)2 pour obtenir

x −1

xn −1
= h

(h+1)n −1
= 1

n+ n(n−1)
2 h

+o(h) = 1

n

(
1− n−1

2
h

)
+

o(h). D’où A = 1

n
et B=−n−1

2n
. Donc

1

(X−1)(Xn −1)
= 1

n(X−1)2
− n−1

2n(X−1)
+

n−1∑

k=1

ζk

n(ζk −1)(X−ζk )
.

On peut aussi multiplier par
1

X−1
la fraction

1

Xn −1
=

n−1∑

k=0

ζk

n(X−ζk )
. Or

1

(X−1)(X−ζk )
= 1

(1−ζk )(X−1)
−

1

(1−ζk )(X−ζk )
. Donc

1

(X−1)(Xn −1)
=

1

n(X−1)2
+

n−1∑

k=1

ζk

n(1−ζk )(X−1)
+

n−1∑

k=1

ζk

n(ζk −1)(X−ζk )
, ce qui donne

le même résultat si l’on sait que
n−1∑

k=1

ζk

n(1−ζk )
= −n−1

2n
. En effet, on a

n−1∑

k=1

ζk

n(X−ζk )
= 1

Xn −1
− 1

n(X−1)
=

1

X−1

[
1

1+X+ . . .+Xn−1
− 1

n

]
. On posef (x) = 1

1+ x + . . .+ xn−1
, f ′(x) = −1+ . . .+ (n−1)xn−2

(1+ x + . . .+ xn−1)2
donc f ′(1) =

−
1+ . . .+n−1

n2
=−

n−1

2n
. Donc

n−1∑

k=1

ζk

n(1−ζk )
=−

n−1

2n
, ce qu’il fallait démontrer.

Ceci dit on peut démontrer plus simplement ce résultat sans fractions :S =
n−1∑

k=1

ζk

n(1−ζk )
=

n−1∑

k=1

1

n(ζ−k −1)
=

n−1∑

k=1

1

n(ζk −1)
en sommant den−1 à 1. DoncS égale la demi-somme de ces deux sommes :

S = 1

2

n−1∑

k=1

(
ζk

n(1−ζk )
+ 1

n(ζk −1)

)
=−n−1

2n
.

4.
1

(X−1)3(X3 +1)
= A

(X−1)3
+ B

(X−1)2
+ C

X−1
+ D

X+1
+ E

X+ j
+ F

X+ j 2
. Soit x = 1 + h,

1

2+3h+3h2
=

1

2

1

1+ 3
2 h+ 3

2 h2
= 1

2

(
1− 3

4
h+ 3

8
h2

)
+o(h), d’où A = 1

2
, B =−3

4
, C = 3

8
. D = 1

(−2)3(1−1+1
=−1

8
.

E = −1

( j +1)3(1− j )(− j + j 2)
= 1

( j +1)3(1− j )2 j
= 1

(1− j 2)2(1+ j ) j
= 1

(1−2 j 2 + j )(1+ j ) j
= 1

3(1+ j 2) j
= 1

3 j 2
=

j

3
. DoncF = j 2

3
. Finalement

1

(X−1)3(X3 +1)
= 1/2

(X−1)3
− 3/4

(X−1)2
+ 3/8

X−1
− 1/8

X+1
+ j /3

X+ j
+ j 2/3

X+ j 2
.

5.
X2 −X+1

X(X−1)
= 1− 1

X
+ 1

X−1
. En élevant au carré :

(X2 −X+1)2

X2(X−1)2
= 1+ 1

X2
+ 1

(X−1)2
− 2

X
+ 2

X−1
− 2

X(X−1)
= 1+

1

X2
+ 1

(X−1)2
− 2

X
+ 2

X−1
− 2

X−1
+ 2

X
= 1+ 1

X2
+ 1

(X−1)2
.
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6. Tous les pôles sont simples :
(X−1)(X−2) . . . (X−n+1)

(X+1) . . . (X+n)
=

n∑

k=1

λk

X+k
avecλk = (−k −1)(−k −2) . . . (−k −n+1)

(−k +1) . . . (−1) ·1. . . (X+n)
=

(−1)n−1(n+k −1)!

k!(k −1)!(−1)k−1(n−k)!
= (−1)n−k

(n+k−1
n

)(n
k

)
.

(X−1)(X−2) . . . (X−n+1)

(X+1) . . . (X+n)
=

n∑

k=1

(−1)n−k
(n+k−1

n

)(n
k

)

X+k

Décomposition surR

Exercice 22.22
Décomposer dansR(X), la fraction :

F(X) = 1

(X2 +1)(X−1)4

Solution : PuisquedegF =−6 < 0, il n’y a pas de partie entière et la décomposition deF en éléments simples s’écrit :

F =
a1

X−1
+

a2

(X−1)2
+

a3

(X−1)3
+

a4

(X−1)4
+
αX+β

X2 +1

Cherchons les coefficients associés au pôle multiple en utilisant la méthode du DL. Posonsy = x −1 et calculons

f (y)= 1

y4(2+2y + y2)
= 1

2y4

1

1+ (y + y2

2
)

On effectue ensuite le DL(3,0) de
1

1+u
avecu = y + y2

2
:

1

1+u
= 1−u+u2 −u3 + . . .

f (y) = 1

2y4

(
1− (y + y2

2
)+ (y + y2

2
)2 − (y + y2

2
)3 + . . .

)
= 1

2y4

(
1− y + y2

2
+0.y3 + . . .

)
= 1

2y4
− 1

2y3
+ 1

4y2
+ . . .

(on ne garde dans la parenthèse que les termes de degréÉ 3) et alorsa1 = 0, a2 =
1

4
, a3 =−1

2
, a4 =

1

2
.

Ensuite, en multipliantF parx en en faisantx →∞, on trouvea1 +α= 0, d’oùα= 0.

Ensuite, en faisantx = 0, on trouve1 =−a1 +a2 −a3 +a4 +β d’où β=−1

4
. Finalement :

F=
1/4

(X−1)2
+

−1/2

(X−1)3
+

1/2

(X−1)4
+

−1/4

X2 +1

Exercice 22.23
a) Décomposer dansR(X) la fraction

1

X(X+1)
b) En déduire la décomposition dansR(X) de

1

X3(X3 +1)

Solution : Puisque
1

X(X+1)
= 1

X
− 1

X+1
, il vient que

1

X3(X3 +1)
= 1

X3
− 1

X3 +1

et il ne reste qu’à décomposer

1

X3 +1
= 1

(X+1)(X2 −X+1)
=

1
3

X+1
− 1

3

X−2

X2 −X+1
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Exercice 22.24
Décomposer en éléments simples dansR(X),

1

(X2 +1)2 −X2
.

Solution : Utiliser la parité de la fraction pour trouver des relationsentre coefficients. Finalement :

F(X) =−1/2
X−1

X2−X+1
+1/2

X+1

X2+X+1

Exercice 22.25
Décomposer dansR(X)

X

(X+1)(X2 +1)2
.

Solution :
−

1

4

1

X+1
+

1

4

X−1

(X2 +1)
+

1

2

1

(X2 +1)2

Exercice 22.26
Décomposer dansR(X) la fraction

X2 +2

X2(1+X2)2

Solution :
2

X2
− 2

X2 +1
− 1

(X2 +1)2

Exercice 22.27

Décomposer
X3 +X

(X+1)2(X−1)

Solution :
1+ 1

2(X−1)
+ 1

(X+1)2
− 3

2(X+1)

Exercice 22.28
Soit un entiern Ê 1. Décomposer en éléments simples dansR(X) la fraction rationnelle suivante :

F(X) = 1

X2n +1

Solution : Les solution dez2n + 1 = 0, soit z2n = eiπ sont leszk = exp
(

(2k+1)iπ
2n

)
,0 É k É 2n − 1. On a

1

X2n +1
=

2n−1∑

k=0

λk

X− zk
avecλk = 1

P′(zk )
= 1

2nz2n−1
k

=− zk

2n
. En regroupantzk avecz2n−1−k = zk , on obtient

1

X2n +1
=− 1

n

n−1∑

k=0

cos
(

(2k+1)π
2n

)
X−1

X2 −2X cos
(

(2k+1)π
2n

)
X+1

.

Exercice 22.29
Décomposer

1

X4 +1
en éléments simples surR.

Solution : X4 +1 = X4 +2X2 +1−2X2 = (X2 +1)2 −2X2 = (X2 +1+
p

2X)(X2 +1−
p

2X).

Donc la décomposition s’écrit a priori :
1

X4 +1
= AX+B

X2 +
p

2X+1
+ A′X+B′

X2 −
p

2X+1
.

La fraction est paire. Donc, comme
1

X4 +1
= AX+B

X2 +
p

2X+1
+ A′X+B′

X2 −
p

2X+1
.

en changeantX en−X on obtient
1

X4 +1
= −AX+B

X2 −
p

2X+1
+ −A′X+B′

X2 +
p

2X+1
. D’après l’unicité de la décomposition, on en

déduit queA =−A′ et B = B′. Pourx = 0 on trouve1 = B+B′ d’où B= B′ = 1

2
.
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Pourx = i on trouve
1

2
=

Ai + 1
2

i
p

2
+
−Ai + 1

2

−i
p

2
, donc

1

2
= 2A

p
2

, soit A =
p

2

4
.

Finalement
1

X4 +1
=

p
2

4

( p
2+X

X2 +
p

2X+1
+

p
2−X

X2 −
p

2X+1

)
.

Exercice 22.30

Soit n ∈N∗ Démontrer qu’il existe un unique polynômePn tel quePn

(
X+ 1

X

)
= Xn + 1

Xn
. Quelles sont ses racines ?

Décomposer
1

Pn
en éléments simples surR.

Solution : Unicité : On a∀x ∈R,Pn(2ch x) = 2ch nx. Deux solutions coïncideraient sur un ensemble infini et seraient
donc égales.

Existence : Par récurrence, on aP0(Y) = 2, P1(Y) = Y et comme
(
Xn + 1

Xn

)(
X+ 1

X

)
=

(
Xn+1 + 1

Xn+1

)
+

(
Xn−1 + 1

Xn−1

)

d’où YPn(Y) = Pn+1(Y)+Pn−1(Y).
Tn est un polynôme de degrén qui vérifie aussi∀x ∈R,Pn(2cos x) = 2cos nx. DoncPn(2cos x) = 0 lorsquenx = π

2 +kπ

soit xk = (2k+1)π
2n ce qui fournitn racines distinctes en prenantk = 0, . . . ,n−1. Ce sont donc lesn racines simples dePn .

On en déduit
1

Pn(X)
=

n−1∑

k=0

λk

X−2cos
(

(2k+1)π
2n

) avecλk = 1

P′
n

(
2cos

(
(2k+1)π

2n

)) . En dérivant l’égalitéPn(2cos x) = 2cos nx

on trouve−2sin xPn(2cos x) =−2n sin nx d’où λk = 1

P′
n

(
2cos

(
(2k+1)π

2n

)) = (−1)nn sin
(

(2k+1)π
2n

)
.

Exercice 22.31
Décomposer en éléments simples surR :

1.
x5 +2

(x2 + x +1)3

2.
1

(X2 +1)(X2 +X+1)

3.
1

(X2 +1)4(X2 +X+1)2

4.
X2

X4 −2X2 cosϑ+1

5.
3X2 −2X+5

(X2 −X+1)3(X3 +1)2

Solution :

1. On effectue la division euclidienne dex5 + 2 par x2 + x + 1 : x5 + 2 = (x3 − x2 + 1)(x2 + x + 1) − x + 1, d’où
x5 +2

(x2 + x +1)3
=

x3 − x2 +1

(x2 + x +1)2
+

−x +1

(x2 + x +1)3
. On réitère :x3 − x2 + 1 = (x − 2)(x2 + x + 1) + x + 3. Finalement,

x5 +2

(x2 + x +1)3
= −x +1

(x2 + x +1)3
+ x +3

(x2 + x +1)2
+ x −2

x2 + x +1
.

2.
1

(X2 +1)(X2 +X+1)
= AX+B

X2 +1
+ CX+D

X2 +X+1
. On multiplie parX2 +1 et on regarde eni pour avoirAi +B = 1

i
=−i

d’où A =−1 etB= 0. On multiplie parX2+X+1 et on regarde enj pour avoirC j +D=
1

j 2 +1
=−i =−

1

j
=− j 2 =

1+ j d’où C = 1 et D = 1. Finalement
1

(X2 +1)(X2 +X+1)
=− X

X2 +1
+ X+1

X2 +X+1
.

3. D’après l’exemple précédent,
1

(X2 +1)2(X2 +X+1)
=− X

(X2 +1)2
+ X+1

(X2 +X+1)(X2 +1)
=− X

(X2 +1)2
− X(X+1)

X2 +1
−

(X+1)2

X2 +X+1
=− X

(X2 +1)2
− X−1

X2 +1
+ X

X2 +X+1
. En élevant au carré :

1

(X2 +1)4(X2 +X+1)2
= X2

(X2 +1)4
+ (X−1)2

(X2 +1)2
+

X2

(X2 +X+1)2
+2X(X−1)

(X2 +1)3
− 2X2

(X2 +1)2(X2 +X+1)
− 2X(X−1)

(X2 +1)(X2 +X+1)
= 1

(X2 +1)3
− 1

(X2 +1)4
+ 1

X2 +1
− 2X

(X2 +1)2
+

1

X2 +X+1
−

X+1

(X2 +X+1)2
+

2

(X2 +1)2
−

2(X+1)

(X2 +1)3
−

2

(X2 +1)2
+

2(X+1)

(X2 +X+1)(X2 +1)2
−

2

X2 +1
+

2(X+1)

(X2 +X+1)(X2 +1)
=

1

(X2 +1)3
− 1

(X2 +1)4
+ 1

X2 +1
− 2X

(X2 +1)2
+ 1

X2 +X+1
− X+1

(X2 +X+1)2
+ 2

(X2 +1)2
− 2(X+1)

(X2 +1)3
− 2

(X2 +1)2
+

2X(X+1)

X2 +X+1
− 2(X−1)(X+1)

X2 +1
− 2X(X+1)

(X2 +1)2
− 2

X2 +1
− 2(2X+1)(X+1)

X2 +X+1
− 2(2X+1)X

X2 +1
= 1

(X2 +1)3
− 1

(X2 +1)4
+ 1

X2 +1
−

2X

(X2 +1)2
+ 1

X2 +X+1
− X+1

(X2 +X+1)2
+ 2

(X2 +1)2
− 2(X+1)

(X2 +1)3
− 2

(X2 +1)2
+2− 2

X2 +X+1
−2+ 4

X2 +1
− 2

X2 +1
−
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2(X−1)

(X2 +1)2
−(X2+1)2+4+ 2(X−1)

X2 +X+1
−4− 2(X−2)

X2 +1
=− 1

(X2 +1)4
− 2X+1

(X2 +1)3
+ −4X+2

(X2 +1)2
+−2X+5

X2 +1
− X+1

(X2 +X+1)2
+

2X−3

X2 +X+1

4.
X2

X4 −2X2 cosϑ+1
= 1

4cos ϑ
2

· X

X2 −2X cos ϑ
2
+1

− 1

4cos ϑ
2

· X

X2 +2X cos ϑ
2
+1

.

Si cos ϑ
2
= 0(ϑ=π+2kπ); F(X) =− 1

(X2 +1)2
+ 1

X2 +1
.

5.
3X2 −2X+5

(X2 −X+1)3(X3 +1)2
= 3X2 −2X+5

(X2 −X+1)5(X+1)2
. On commence par écrire une relation de Bezout entre(X2−X+1)5 =

X10 −5X9 +15X8 −30X7 +45X6 −51X5 +45X4 −30X3 +15X2 −5X+1 et (X+1)2 = X2 +2X+1.
On trouve X10 − 5X9 + 15X8 − 30X7 + 45X6 − 51X5 + 45X4 − 30X3 + 15X2 − 5X + 1 = (X8 − 7X7 + 28X6 −
79X5 + 175X4 − 322X3 + 514X2 − 736X + 973)(X2 + 2X + 1) + 243(−5X + 4) X2 + 2X + 1 =

(
−1

3
x − 2

5

)
243

405
(−5X +

4) + 1

25
. D’où 243 = 35 = (−5X9 + 29X8 − 98X7 + 227X6 − 401X5 + 560X4 − 638X3 − 449X + 79)(X + 1)2 +

(5X + 6)(X2 − X + 1)5. En multipliant par3X2 − 2X + 5 : 243
3X2 −2X+5

(X2 −X+1)3(X3 +1)2
=

15X3 +8X2 +13X+30

(X+1)2
+

−15X11 +97X10 −377X9 +1022X8 −2147X7 +3617X6 −5039X5 +5864X4 −5729X3 +4589X2 −2719X+1185

(X2 −X+1)5
.

On effectue ensuite les divisions euclidiennes successives pour trouver les éléments simples :

15X3+8X2+13X+30 = (15X−22)(X2+2X+1)+42X+52. D’où
15X3 +8X2 +13X+30

(X+1)2
= 15X−22+ 42

X+1
+ 10

(X+1)2

De même−15X11 +97X10 −377X9 +1022X8 −2147X7 +3617X6 −5039X5 +5864X4 −5729X3 +4589X2 −2719X+
1185 = (−15X+22)(X2−X+1)5−42X9+242X8−812X7 +3392X6 −5486X5 +4424X4 −4844X3 +4184X2 −2594X+
1163, −42X9 +242X8 −812X7 +3392X6 −5486X5 +4424X4 −4844X3 +4184X2 −2594X+1163 = (−42X+74)(X2 −
X+1)4−96X7+1980X6−3504X5+2346X4−3240X3+3276X2−2256X+1089, −96X7+1980X6−3504X5+2346X4−
3240X3+3276X2−2256X+1089 = (−96X+1692)(X2−X+1)3+2148X5−8478X4+9180X3−7164X2+2916X−603,
2148X5 − 8478X4 + 9180X3 − 7164X2 + 2916X − 603 = (2148X − 4182)(X2 − X + 1)2 − 5628X3 + 9678X2 −
7596X + 3579, −5628X3 + 9678X2 − 7596X + 3579 = (−5628X − 1578)(X2 − X + 1) − 5124X + 5157. D’où
−15X11 +97X10 −377X9 +1022X8 −2147X7 +3617X6 −5039X5 +5864X4 −5729X3 +4589X2 −2719X+1185

(X2 −X+1)5
=

−15X+22+ −42X+74

X2 −X+1
+ −96X+1692

(X2 −X+1)2
+ 2148X−4182

(X2 −X+1)3
+ −5628X−1578

(X2 −X+1)4
+ −5124X+5157

(X2 −X+1)5
.

Finalement,
3X2 −2X+5

(X2 −X+1)3(X3 +1)2

= 1

243

(
42

X+1
+ 10

(X+1)2
+ −42X+74

X2 −X+1
+ −96X+1692

(X2 −X+1)2
+ 2148X−4182

(X2 −X+1)3
+ −5628X−1578

(X2 −X+1)4
+ −5124X+5157

(X2 −X+1)5

)
.

Calcul de primitives

Exercice 22.32
Calculer les primitives des fonctions suivantes :(a,b et c sont non nuls et distincts deux à deux).

1.
∫

dx

x(1− x2)

2.
∫

(2x +3)dx

x(x −1)(x +2)

3.
∫

x2 dx

(x −1)(x −2)(x −3)

4.
∫

(2x +3)dx

(x2 −1)(2x +3)

5.
∫

x dx

x4 − x2 −2

6.
∫

dx

x3 +3x2 −4

7.
∫

x2 dx

(x −a)(x −b)(x −c)

8.
∫

dx

(x2 +a2)(x2 +b2)

9.
∫

x dx

(x2 +a2)(x2 +b2)

10.
∫

x2 dx

(x2 +a2)(x2 +b2)

11.
∫

x3 dx

(x2 +a2)(x2 +b2)

12.
∫

x dx

(x +1)(x +2)2

13.
∫

x2 dx

(x +1)(x +2)2

14.
∫

dx

x3 − x2 − x +1

15.
∫

dx

(x2 −1)2

16.
∫

dx

x2(1− x)2

17.
∫

x2 dx

x2(1− x)2

18.
∫

dx

x2(x2 −1)2

19.
∫

(3x +2)dx

x(x +1)3

20.
∫

dx

(x2 −1)3

21.
∫

(x +1)dx

x(x2 +1)
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22.
∫

dx

1− x4

23.
∫

x2 dx

1− x4

24.
∫

dx

1+ x3

25.
∫

x dx

1+ x3

26.
∫

dx

(1+ x)(1+ x2)

27.
∫

x2 dx

(1+ x)(1+ x2)

28.
∫

x2 dx

x4 + x2 −2

29.
∫

x2 dx

x4 +3x2 +2

30.
∫

x2 dx

(x −1)2(1+ x2)

31.
∫

(x2 −1)dx

x4 + x2 +1

32.
∫

dx

x4(1+ x2)

33.
∫

x3 dx

(x2 +1)3

Solution : Ck désignant une constante qui dépend de l’intervalle d’intégration considéré.

1.
∫

dx

x(1− x2)
= ln |x|− 1

2
ln

(
|1− x2|

)
+Ck

2.
∫

(2x +3)dx

x(x −1)(x +2)
= 5

3
ln |x −1|− 3

2
ln |x|− 1

6
ln |x +2|+Ck

3.
∫

x2 dx

(x −1)(x −2)(x −3)
= 1

2
ln |x −1|−4ln |x −2|+ 9

2
ln |x −3|+Ck

4.
∫

(2x +3)dx

(x2 −1)(2x +3)
=

5

2
ln |x +1|−

1

10
ln |x −1|−

12

5
ln |2x +3|+Ck

5.
∫

x dx

x4 − x2 −2
= 1

6
ln

∣∣∣∣
x2 −2

x2 +1

∣∣∣∣+Ck 6.
∫

dx

x3 +3x2 −4
= 1

3(x +2)
+ 1

9
ln

∣∣∣∣
x −1

x +2

∣∣∣∣+Ck

7.
∫

x2 dx

(x −a)(x −b)(x −c)
= a2

(a −b)(a −c)
ln |x −a|+ b2

(b −c)(b −a)
ln |x −b|+ c2

(c −a)(c −b)
ln |x −c|+Ck

8.
∫

dx

(x2 +a2)(x2 +b2)
= 1

b2 −a2

(
1

a
arctan

( x

a

)
− 1

b
arctan

( x

b

))
+C

9.
∫

x dx

(x2 +a2)(x2 +b2)
= 1

2
(
b2 −a2

) ln

(
x2 +a2

x2 +b2

)
+C

10.
∫

x2 dx

(x2 +a2)(x2 +b2)
= 1

a2 −b2

(
a arctan

( x

a

)
−b arctan

( x

b

))
+C

11.
∫

x3 dx

(x2 +a2)(x2 +b2)
= 1

2
(
b2 −a2

)
(
a2 ln(x2 +a2)−b2 ln(x2 +b2)

)
+C

12.
∫

x dx

(x +1)(x +2)2
=− 2

x +2
+ ln

∣∣∣∣
x +2

x +1

∣∣∣∣+Ck 13.
∫

x2 dx

(x +1)(x +2)2
= 4

x +2
+ ln |x +1|+Ck

14.
∫

dx

x3 − x2 − x +1
= 1

4
ln

∣∣∣∣
x +1

x −1

∣∣∣∣−
1

2(x −1)
+Ck 15.

∫
dx

(x2 −1)2
= 1

4
ln

∣∣∣∣
x +1

x −1

∣∣∣∣−
x

2(x2−)
+Ck

16.
∫

dx

x2(1− x)2
= 2ln

∣∣∣ x

x +1

∣∣∣+ 2x −1

x(1− x)
+Ck 17.

∫
x2 dx

x2(1− x)2
= 1

4
ln

∣∣∣∣
x −1

x +1

∣∣∣∣−
1

2

x

x2 −1
+Ck

18.
∫

dx

x2(x2 −1)2
=−3

4
ln

∣∣∣∣
x −1

x +1

∣∣∣∣−
1

x
− 1

2

x

x2 −1
+Ck 19.

∫
(3x +2)dx

x(x +1)3
= 2ln

∣∣∣ x

x +1

∣∣∣+ 2

x +1
−

1

2(x +1)2
+Ck

20.
∫

dx

(x2 −1)3
= 3

16
ln

∣∣∣∣
x −1

x +1

∣∣∣∣+
3

8

x

x2 −1
− 1

4

x

(x2 −1)2
+Ck

21.
∫

(x +1)dx

x(x2 +1)
= ln

∣∣∣∣
x

p
x2 +1

∣∣∣∣+arctan x +Ck 22.
∫

dx

1− x4
= 1

4
ln

∣∣∣∣
x +1

x −1

∣∣∣∣+
1

2
arctan x +Ck

23.
∫

x2 dx

1− x4
= 1

4
ln

∣∣∣∣
x +1

x −1

∣∣∣∣−
1

2
arctan x +Ck

24.
∫

dx

1+ x3
=−1

6
ln

(
x2 − x +1

(x +1)2

)
+
p

3

3
arctan

(
2x −1
p

3

)
+Ck

25.
∫

x dx

1+ x3
= 1

6
ln

(
x2 − x +1

(x +1)2

)
+
p

3

3
arctan

(
2x −1
p

3

)
+Ck

26.
∫

dx

(1+ x)(1+ x2)
= 1

2
ln |x +1|− 1

4
ln(x2 +1)+ 1

2
arctan x +Ck

27.
∫

x2 dx

(1+ x)(1+ x2)
= 1

2
ln |x +1|+ 1

4
ln(x2 +1)− 1

2
arctan x +Ck
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28.
∫

x2 dx

x4 + x2 −2
= 1

6
ln

∣∣∣∣
x −1

x +1

∣∣∣∣+
p

2

3
arctan

(
x
p

2

)
+Ck

29.
∫

x2 dx

x4 +3x2 +2
= ln(x2 +2)− 1

2
ln(x2 +1)+C

30.
∫

x2 dx

(x −1)2(1+ x2)
= 1

2
ln |x −1|− 1

4
ln(x2 +1)− 1

2(x −1)
+Ck

31.
∫

(x2 −1)dx

x4 + x2 +1
= 1

2
ln

x2 − x +1

x2 + x +1
+C

32.
∫

dx

x4(1+ x2)
= arctan x + 1

x
− 1

3x3
+Ck 33.

∫
x3 dx

(x2 +1)3
=− 2x2 +1

4(x2 +1)2
+C

Exercice 22.33
Calculer les primitives suivantes :

1.
∫

dx

x(x2 +1)2

2.
∫

(x +1)dx

(x2 +4x +5)2

3.
∫ (

1− x2
)
dx(

x4 − x2 +1
)

4.
∫

(x4 +1)

x6 +1
dx

5.
∫

x2 − x +2

x5 +2x3 +3x2
dx

6.
∫

x4 +4x

(x2 −1)3
dx

7.
∫

x4 dx

(x4 +1)2

8.
∫

dx

x7 − x

9.
∫

dx

(x +1)7 − x −1

Solution :

1.
∫

dx

x(x2 +1)2
=

∫
x dx

x2(x2 +1)2
= 1

2

∫
dt

t(t +1)2
.

1

t(t +1)2
= A

t
+ B

(t +1)2
+ C

t +1
. On trouveA = 1 et en développant

1

−1+h
=−1−h+o(h) on trouveB =−1 etC =−1. Donc

∫
dx

x(x2 +1)2
=

1

2
ln

∣∣∣∣
t

t +1

∣∣∣∣+
1

2(t +1)
+C =

1

2
ln

∣∣∣∣
x2

x2 +1

∣∣∣∣+
1

2(x2 +1)
+C.

2. Puisquex2 +4x+5 = (x+2)2 +1, en posantu = x+2, on a
∫

(u−1)du

(u2 +1)2
=

∫
u du

(u2 +1)2
−

∫
du

u2 +1
+

∫
u2 du

(u2 +1)2
=

− 1

2(u2 +1)
− arctanu +

∫
u

u du

(u2 +1)2
, et en intégrant par parties la dernière intégrale,

∫
(x +1)dx

(x2 +4x +5)2
=

− 1

2(u2 +1)
−arctanu− u

2(u2 +1)
+ 1

2
arctanu+C =− u+1

2(u2 +1)
− 1

2
arctanu+C =− x +3

2(x2 +4x +5)
− 1

2
arctan(x+

2)+C.

3. Le dénominateur est(x2 +
p

3x + 1)(x2 −
p

3x + 1). D’où

(
1− x2

)
dx(

x4 − x2 +1
) =

xp
3
+ 1

2

x2 +
p

3x +1
−

xp
3
− 1

2

x2 −
p

3x +1
.

Donc
∫ (

1− x2
)
dx(

x4 − x2 +1
) = 1

2
p

3

∫
2u

u2 + 1
4

du −
∫

2v

v2 + 1
4

d v = 1

2
p

3
(ln(u2 + 1

4
) − ln(v2 + 1

4
)) + C =

1

2
p

3

[
ln

((
x
p

3
+

1

2

)2

+
1

4

)
− ln

((
x
p

3
−

1

2

)2

+
1

4

)]
+C.

4.
∫

(x4+1)d x

x6+1
=

∫
((x4−x2+1)+(x2+1)−1)d x

(x2+1)(x4−x2+1)

=
∫

d x

x2+1
+

∫
d x

x4−x2+1
−

∫
d x

1+x6

=
∫

d x

1+x2
+

∫
d x

x4−x2+1
−

∫
x2+1−x2 d x

x6+1

= arctan x +
∫

d x

x4−x2+1
−

∫
x2+1d x

(x2+1)(x4−x2+1)
+

∫
x2 d x

1+x6

= arctan x +
∫

d x

x4−x2+1
−

∫
d x

x4−x2+1
+ 1

3
arctan x3

= arctan x + 1

3
arctan x3 +C.
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Vérification en dérivant :

1

1+ x2
+

x2

1+ x6
=

1

1+ x2
+

x2

(1+ x2)(1− x2 + x4)

=
1− x2 + x4 + x2

1+ x6

= x4 +1

x6 +1
.

Maintenant,

arctan x + 1

3
arctan x3 = 1

3
arctan

x3 −3x

3x2 −1
+ 1

3
arctan x3

= 1

3
arctan

x3−3x
3x2−1

+ x3

1−
(

x3−3x
3x2−1

)(
x3

)

= 1

3
arctan

3x
(
1− x2

)

x4 −4x2 +1
.

5. On écrit
x2 − x +2

x5 +2x3 +3x2
= x2 − x +2

x2(x +1)(x2 − x +3)
= A

x2
+ B

x
+ C

x +1
+ Dx +E

x2 − x +3
. Par division suivant les puissances

croissantes de2− x par 3+ 2x on trouveA = 2

3
et B = −7

9
. C = 4

5
. Les racines dex2 − x + 3 = 0 sontα et α,

avecαα = 3 et α+α = 1. On aDα+E = α2 −α+2

α2(α+1)
= α−3−α+2

(α−3)(α+1)
= −1

α2 −2α−3
= − 1

α−3−2α−3
= 1

α+6
=

α+6

αα+6(α+α)+36
= α+6

3+6+36
= 7−α

45
. D’où D =− 1

45
et E = 7

45
.

En écrivant
x −7

x2 − x +3
=

x − 1
2

x2 − x +3
− 13

2

1
(
x − 1

2

)2 + 11
4

=
x − 1

2

x2 − x +3
− 26

11

1

1+
(

2x−1p
11

)2
, on a

∫
x2 − x +2

x5 +2x3 +3x2
dx =− 2

3x
− 7

9
ln |x|+ 4

5
ln |x +1|− 1

90
ln(x2 − x +3)+ 13

45
p

11
arctan

(
2x−1
p

11

)
+C

6. En intégrant par parties,
∫

(x3 + 4)
x dx

(x2 −1)3
= −1

4

x3 +4

(x2 −1)2
+ 1

4

∫
3x2

(x2 −1)2
dx = −1

4

x3 +4

(x2 −1)2
− 3

8

x

x2 −1
+

3

8

∫
dx

x2 −1
=−1

4

x3 +4

(x2 −1)2
− 3

8

x

x2 −1
− 3

16
ln

∣∣∣∣
x +1

x −1

∣∣∣∣+Ck .

7.
∫

x
x3 dx

(x4 +1)2
= − x

4(x4 +1)
+ 1

4

∫
dx

x4 +1
. On a déjà vu la décomposition

1

x4 +1
=

p
2

4

( p
2+ x

x2 +
p

2x +1
+

p
2− x

x2 −
p

2x +1

)
, d’où

∫
x

x3 dx

(x4 +1)2
=−

x

4(x4 +1)
+

ln
(
x2 +

p
2x +1

)

16
p

2
−

ln
(
x2 −

p
2x +1

)

16
p

2
+

arctan
(

2x+
p

2p
2

)

8
p

2
+

arctan
(

2x−
p

2p
2

)

8
p

2
+C.

8. (a)

∫
1

x7−x
dx =

∫(
x5

x6−1
−

1

x

)
dx

=
∫ 1

6 (x6−1)′

x6−1
d x −

∫
1

x
dx

= 1

6
ln |x6 −1|− ln |x|+C.

(b)
1

x7 − x
= 1

x4(x3 −
1

x3
)

.
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Avec 1
x3 = u d’où du =− 3

x4 dx,
1

x4
dx =−

du

3
. L’intégrale devient :

∫
dx

x7−x
dx =− 1

3

∫
1

( 1
u −u)

du

=− 1

3

∫
u

1−u2
du

=
1

6

∫
−2u

1−u2
du

= 1

6
ln |1−u2|+C

= 1

6
(ln |x6 −1|−6ln |x|)+C

= 1

6
ln |x6 −1|− ln |x|+C

9. SoitP(X) = (X+1)7 −X−1. On aP(0) = 0, P(−1) = 0. D’où P(X) = 7X(X+1)(X4 +2X3 +3X2 +2X+1). X4 +2X3 +
3X2 +2X+1 est un polynôme réciproque. C’estX2

(
X2 + 1

X2
+2+2X+2

1

X
+1

)
. En posantY = X+ 1

X
, on cherche

les racines deY2 +2Y+1, −1 (racine double). On cherche donc les racines deX+ 1

X
+1 soit j et− j . Finalement,

P(X) = 7X(X+1)(X2 +X+1)2. On décompose donc la fraction
1

X(X+1)(X2 +X+1)2
= A

X
+ B

X+1
+ CX+D

(X2 +X+1)2
+

EX+F

X2 +X+1
. A = 1, B = 1

−1×12
=−1, C j +D = 1

j ( j +1)
= 1

j .(− j 2)
= −1. D’où C = 0 et D = −1. Par soustraction,

1

X(X+1)(X2 +X+1)2
+

1

(X2 +X+1)2
=

1

X(X+1)(X2 +X+1)
. La partie polaire de cette dernière fraction, par le cal-

cul précédent, donne aussiE = 0 et F = −1. Donc
1

X(X+1)(X2 +X+1)2
= 1

X
− 1

X+1
− 1

(X2 +X+1)2
− 1

X2 +X+1
.

En écrivantx2+x+1=
(
x + 1

2

)2+
(p

3
2

)2
, on obtient

∫
dx

x2 + x +1
= 2

p
3

arctan

(
2x+1
p

3

)
+C. En intégrant par parties,

∫
dx

(x2 + x +1)2
= x

x2 + x +1
+

∫
x(2x +1)dx

x2 + x +1
= x

x2 + x +1
+

∫
2)dx

x2 + x +1
− 1

2

∫
(2x +1)dx

(x2 + x +1)2
− 3

2

∫
dx

(x2 + x +1)2

soit
∫

dx

(x2 + x +1)2
= x

x2 + x +1
+ 2

∫
dx

x2 + x +1
+ 1

2

1

x2 + x +1
− 3

2

∫
dx

(x2 + x +1)2
. Donc

∫
dx

(x2 + x +1)2
=

2

3

2
p

3
arctan

(
2x+1
p

3

)
+ 1

3

2x +1

x2 + x +1
+C. Finalement,

∫
dx

(x +1)7 − x −1
= ln

∣∣∣ x

x +1

∣∣∣− 10

3
p

3
arctan

(
2x+1
p

3

)
− 1

3

2x +1

x2 + x +1
+C.

Exercice 22.34
Calculer les primitives des fonctions suivantes :

1.
∫ p

x

x2 +1
dx

2.
∫

x −1

x +1

√
2x − x2 dx

3.
∫

dx

cos x −cos 3x

4.
∫

dx

tan x − tanα

5.
∫

x

√
x −1

x +1
dx

6.
∫

arctan

(√
x+1

x+3

)
dx

7.
∫

x 3

√
x+1

x−1
dx

8.
∫

tan x dx

1+ sin 3x

9.
∫

dx

2ch x + sh x +1

Solution :

1. On poseu =
p

x, d’où
∫ p

x

x2 +1
dx =

∫
2u2

u4 +1
du. u4 + 1 = (u2 +

p
2u + 1)(u2 −

p
2u + 1), la décomposi-

tion sur R donne
2u2

u4 +1
=

−1
p

2
(

u

u2 +
p

2u+1
) +

1
p

2
(

u

u2 −
p

2u+1
) Ce qui donne : −1

2
p

2

∫
2u+

p
2−

p
2

u2+
p

2u+1
du +

1

2
p

2

∫
2u−

p
2+

p
2

u2−
p

2u+1
du = −1

2
p

2
ln(u2 +

p
2u+1)+ 1

2

∫
1

(u+ 1p
2

)2+ 1
2

du+ 1

2
p

2
ln(u2 −

p
2u+1)+ 1

2

∫
1

(u− 1p
2

)2+ 1
2

du =

1

2
p

2
ln(x+

p
2x+1)+

p
2

2
arctan(

p
2x+1)+ 1

2
p

2
ln(x−

p
2x+1)+

p
2

2
arctan(

p
2x+1)+C = 1

2
p

2
ln

(
x−

p
2x+1

x+
p

2x+1

)
+

p
2

2
arctan(

p
2x +1)+

p
2

2
arctan(

p
2x −1)+C
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2. Les primitives existent sur[0,2]. En posant u = x − 1,
∫

x −1

x +1

√
2x − x2 dx =

∫
u

u+2

√
1−u2 du =

∫
sinϑ

2+ sinϑ

√
1− sin2ϑcosϑdϑ en posantu = sinϑ,ϑ ∈

[
−π

2
, π

2

]
, on obtient donc

∫
sinϑ(1− sin2ϑ)

2+ sinϑ
dϑ =

∫(
−sin2ϑ+2sinϑ−3+ 6

2+ sinϑ

)
dϑ=−7ϑ

2
+ sin 2ϑ

4
−2cosϑ+6

∫
dt

2+2t 2 +2t
en posantt = tan

(
ϑ
2

)
. On trouve

donc−7ϑ

2
+ sin 2ϑ

4
−2cosϑ+2

p
3arctan

(
2t +1
p

3

)
+C =−7arcsin(x +1)

2
+ sin2arcsin(x +1)

4
−2cos arcsin(x+1)+

2
p

3arctan




2tan
(

arcsin(x+1)
2

)
+1

p
3


+C.

3. On acos x −cos 3x = 2sin x sin 2x = 4sin2 x cos x. D’où
∫

dx

cos x −cos 3x
=

1

4

∫
cos x dx

sin2 x cos2 x
.

On poset = sin x,
∫

dx

cos x −cos 3x
= 1

4

∫
dt

t 2(1− t 2)
. Or

1

t 2(1− t 2)
= 1

t 2
+ 1

2

1

t +1
− 1

2

1

t −1
.

Donc
∫

dx

cos x −cos 3x
=− 1

4t
+ 1

8
ln

∣∣∣∣
t +1

t −1

∣∣∣∣+C =− 1

4sin x
+ 1

8
ln

(
sin x +1

1− sin x

)
+C.

4. On poset = tan x, et on décompose
1

(t 2 +1)(t − tanα)
= A

t − tanα
+ Bt +C

t 2 +1
. On obtientA = 1

1+ tan2α
= cos2α et

Bi +C = 1

i − tanα
= − tanα− i

1+ tan2α
=−i cosα sinα−cos2α. D’où C =−cosα sinα et B =−cos2α.

Donc
∫

dx

tan x − tanα
= cos2α ln |t − tanα|− 1

2
cos2α ln(t 2+1)−cosα sinαarctan t+C = cos2 α ln |tan x − tanα|+

cos2α ln |cos x|− x cosα sinα+C.

5. On poset =
√

x −1

x +1
, x = 1+ t 2

1− t 2
dx = 4t dt

(1− t 2)2
. Donc

∫
x

√
x −1

x +1
dx = 4

∫
t 2(t 2 +1)dt

(1− t 2)3
. On décompose la fraction

paire
4t 2(t 2 +1)

(1− t 2)3
= A

(1+ t)3
+ B

(1+ t)2
+ C

1+ t
+ A

(1− t)3
+ B

(1− t)2
+ C

1− t
. En posantt = −1+h,

4t 2(t 2 +1)

(1− t 2)3
=

4(2−2h+h2)(1−2h+h2)

h3(2−h)3
=

4(2−6h+7h2

h3(8−12h+6h2)
+o( 1

h ). En posant la division suivant les puissances croissantes de

4−12h+14h2 par4−6h+3h2 on trouve
4(2−2h+h2)(1−2h+h2)

h3(2−h)3
= 1−

3h

2
+

h2

2
+o(h2). D’où A =1, B =−

3

2
C =

1

2
. Donc

∫
x

√
x −1

x +1
dx = 1

2

(
1

(1− t)2
− 1

(1+ t)2

)
− 3

2

(
1

1− t
− 1

1+ t

)
+ 1

2
ln

∣∣∣∣
1+ t

1− t

∣∣∣∣+ C = (x −2)(x +1)

2

√
x −1

x +1
+

ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
x −1

x +1
+1

√
x −1

x +1
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+C.

6. On poseu =
√

x+1
x+3

, x = 3u2 −1

1−u2
=−3+ 2

1−u2
dx = 2u du

(1−u2)2
. Donc

∫
arctan

(√
x+1

x+3

)
dx =

∫
arctan u

2u du

(1−u2)2
.

En intégrant par parties, on obtient
2arctan u

1−u2
−

∫
2u du

(1−u2)(1+u2)
= 2arctan u

1−u2
−

∫
du

1−u2
−

∫
du

1+u2
=

2arctan u

1−u2
− arctan u − 1

2
ln

∣∣∣∣
1+u

1−u

∣∣∣∣+C. On remplaceu par
√

x+1
x+3

en remarquant que
2u2 +1

1−u2
= 3x +5

2
, on a

∫
arctan

(√
x+1

x+3

)
dx = 3x +5

2
arctan

(√
x+1

x+3

)
− 1

2
ln

∣∣∣∣∣∣∣

1+
√

x+1
x+3

1−
√

x+1
x+3

∣∣∣∣∣∣∣
+C.

7. On poseu = 3

√
x+1
x−1

; x = u3 +1

u3 −1
= 1− 2

u3 −1
; d x = 6u2 du

(u3 −1)2

∫
x 3

√
x+1

x−1
dx = 6

∫
(u6 +u3)du

(u3 −1)3
avec

u6 +u3

(u3 −1)3
=

1

(u3 −1)2
+

2

(u3 −1)3
On poseFn(u) =

∫
du

(u3 −1)n

Une IPP donneFn (u) =
u

(u3 −1)n
+3n(Fn+1 +Fn).

Soit Fn+1 =
1−3n

3n
Fn − u

3n(u3 −1)n

Ce qui donne :F2 =−2

3
F1 −

u

3(u3 −1)

et F2 =−5

6
F2 −

u

6(u3 −1)2

F1(u) =
∫

du

(u3 −1)
avec

1

(u3 −1)
= 1

3

1

u−1
− 1

3

u+2

u2 +u+1
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et F1(u) = 1

3
ln |u−1|− 1

6
ln(u2 +u+1)+

p
3

3
Atan

(
2u+1
p

3

)
+C.

u6 +u3

(u3 −1)3
= F2 +2F3

=−5

3
F2 +F2 −

u

3(u3 −1)2

=−2

3
F2 −

u

3(u3 −1)2

= 4

9
F1 +

2u

9(u3 −1)
− u

3(u3 −1)2

= 4

27
ln |u−1|− 2

27
ln(u2 +u+1)+ 4

p
3

27
Atan

(
2u+1
p

3

)
+ 2u

9(u3 −1)
− u

3(u3 −1)2
+C

Reste à remplaceru par 3

√
x+1
x−1

.

8. On poset = sin x,
∫

sin x cos x dx

cos2 x(1+ sin 3x
=

∫
t dt

(1− t 2)(1− t)(1+2t)2
.

t dt

(1− t 2)(1− t)(1+2t)2
= A

1+ t
+ B

(t −1)2
+

C

t −1
+ D

(t + 1
2

)2
+ E

t + 1
2

. A = −1

4
. En posanth = t−1,

1+h

(2+h)(3+2h)2
= 1

18
− 5h

108
+o(h) en effectuant la division de

1+h par18+33h. D’où B= 1

18
etC =− 5

108
. En posanth = t+ 1

2
,

h− 1
2

4(h− 3
2 )2(h+ 1

2 )
=−1

9
+ 8h

27
+o(h) en effectuant

la division de−1+2h par9+6h. D’où D =−1

9
etE = 8

27
. D’où

∫
tan x dx

1+ sin 3x
=−1

4
ln |t +1|− 1

18

1

t −1
− 5

108
ln |t −

1|+1

9

1

t + 1
2

+ 8

27
ln

∣∣∣t + 1

2

∣∣∣+C =−1

4
ln(sin x+1)− 1

18

1

sin x −1
− 5

108
ln(1−sin x)+1

9

1

sin x + 1
2

+ 8

27
ln

∣∣∣sin x + 1

2

∣∣∣+C.

9. En posantt = th x
2 ,

∫
dx

2ch x + sh x +1
=

∫
2dx

t 2 +2t +3
=
p

2arctan

(
t+1
p

2

)
+C =

p
2arctan

(
th x

2 +1
p

2

)
+C.

Ou alors, en posantu = ex ,
∫

dx

2ch x + sh x +1
=

∫
dx

ex +e−x + ex−e−x

2
+1

=
∫

2u du

3u2 +2u+1
=

1

3
ln

(
u2 +

2

3
u+1

)
−

2

3
p

5
arctan

(
3u+1
p

5

)
+C = 1

3
ln

(
ex + 2

3
+e−x

)
+ x − 2

3
p

5
arctan

(
3ex+1
p

5

)
+C.

Exercice 22.35
Calculer

∫x

3

at +5

(t −1)3(t −2)3
dt

Solution : On poseh = t−1. La fraction devient
a +5+ah

h3(h−1)3
. (h−1)3 =−1+3h−3h2+o(h2),

1

(h−1)3
=−1−3h−6h2 +

o(h2),
a +5+ah

(h−1)3
= −

(
a +5+ (3a +15+a)h+ (6a +30+3a)h2

)
+o(h2) = −

(
a +5+ (4a +15)h+ (9a +30)h2

)
+o(h2).

Donc la partie polaire relative au pôle1 s’écrit :− a +5

(t −1)3
− 4a +15

(t −1)2
− 9a +30

t −1
.

On pose h = t − 2. La fraction devient
2a +5+ah

h3(h+1)3
.

1

(h+1)3
= 1 − 3h + 6h2 + o(h2),

2a +5+ah

(h+1)3
=

−
(
2a +5+ (−6a −15+a)h+ (6a −15−6a)h2

)
+o(h2) =−

(
2a +5− (5a +15)h− (15)h2

)
+o(h2). Donc la partie polaire

relative au pôle2 s’écrit :− 2a +5

(t −2)3
− 5a +15

(t −2)2
− 15

t −1
.

Soit à calculer
[

a +5

2(t −1)2
+ 4a +15

t −1
+ (9a +30) ln(t −1)+ 2a +5

2(t −2)2
+ 5a +15

(t −2)
+15ln(t −2)

]x

3

= a +5

2(x −1)2
+ 4a +15

x −1
+

(9a +30) ln(x −1)+ 2a +5

2(x −2)2
+ 5a +15

(x −2)
+15ln(x −2)− a +5

8
− 4a +15

2
− (9a +30) ln 2− 2a +5

2
−5a −15

Exercice 22.36

Solution :

Dérivée logarithmique

C’est le coup du
P′

P
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Exercice 22.37
On considèreP ∈C[X] ayantn racines distinctes notéesxk . Soit a ∈C tel queP(a) 6= 0. Exprimer les sommes

S1 =
n∑

k=1

1

a − xk
S2 =

n∑

k=1

1

(a − xk )2

en fonction deP,P′ et a.

Solution : Regarder pour un polynôme de degré2, puis utiliser la dérivée logarithmique formelle. Enfin décomposer

la fraction
P′(X)

P(X)
. On trouveS1 =

P′(a)

P(a)
puis en dérivant,S2 =

P′2 −PP′′

P2
(a).

Exercice 22.38
Démontrer que siP ∈C[X], les racines deP′ sont des barycentres à coefficients positifs ou nuls des racines deP. Quelle
propriété connue cela généralise-t-il ?

Solution : Soit a1, . . . , an les racines deP d’ordres de multiplicités respectifsα1, . . . ,αn . On a
P′

P
=

n∑

k=1

αk

X−ak
.

Soit z une racine deP′. Si z est aussi racine deP (c’est-à-dire siz est racine multiple deP) il n’y a rien à démontrer.

Sinon
P′(z)

P(z)
=

n∑

k=1

αk

z −ak
= 0. Donc en conjuguant,

n∑

k=1

αk

z −ak
= 0 soit

n∑

k=1

αk

|z −ak |2
(z −ak ) = 0. C’est bien dire quez

est barycentre des(ak)1ÉkÉn avec les coefficientsµk = αk

|z −ak |2
qui sont strictement positifs.

Exercice 22.39

Déterminer les polynômesP ∈R[X] vérifiant∀x, y ∈R,P(x y) = P(x)P(y). On pourra démontrer que
P′(X)

P(X)
= P′(1)

X
.

Solution : En dérivant par rapport ày , xP′(x y) = P(x)P′(y) a fortiori xP′(x) = P(x)P′(1), d’où
P′(X)

P(X)
= P′(1)

X
. On obtient

une décomposition deP′/P en éléments simples. On en déduit queP admet zéro comme unique racine complexe. Donc
P(X) =αXn . On aα= 1 ou zéro. Réciproquement,0 et Xn sont solutions.

Exercice 22.40

SoitP un polynôme de degrén, tel queP(1) 6= 0 et
P′(1)

P(1)
É n

2
. Démontrer queP admet au moins une racine de module

supérieur ou égal à1.

Solution : Soit a1, . . . , an les n racines (distinctes ou non) deP.
P′

P
=

n∑

k=1

1

X−ak
D’où

P′(1)

P(1)
=

n∑

k=1

1

1−ak
É n

2
d’où

P′(1)

P(1)
− n

2
=

n∑

k=1

(
1

1−ak
− 1

2

)
= 1

2

n∑

k=1

1+ak

1−ak
. Comme

P′(1)

P(1)
− n

2
est un nombre réel, il est égal à sa partie réelle, à savoir

1

2

n∑

k=1

1−|ak |2

|1−ak |2
. Si tous lesak sont de module strictement inférieur à1, alors tous les

1−|ak |2

|1−ak |2
> 0 et donc

P′(1)

P(1)
>

n

2
.

Par contraposée, la proposition en résulte.

Sicelides Musae, Paulo Majora Canamus

Exercice 22.41

Soit a,b et c trois nombres réels distincts. Décomposer la fraction rationnelle
λX+µ

(X−a)(X−b)(X−c)
sous la forme :

A

X−a
+

B

X−b
+

C

X−c
. Démontrer que la sommeA+B+C ne dépend pas de(λ,µ). En déduire lesidentités d’Euler:

1

(a −b)(a −c)
+ 1

(b −c)(b −a)
+ 1

(c −a)(c −b)
= 0 et

a

(a −b)(a −c)
+ b

(b −c)(b −a)
+ c

(c −a)(c −b)
= 0.

Solution : On aA+B+C = 0. En effet, à l’infini
λx +µ

(x −a)(x −b)(x −c)
= o( 1

x ) et
A

x −a
+

B

x −b
+

C

x −c
=

A+B+C

x
+

o( 1
x

). Or A = λa +µ

(a −b)(a −c)
, B = λb +µ

(b −a)(b −c)
, C = λc +µ

(c −a)(c −b)
. Pourλ = 0 et µ = 1 on trouve

1

(a −b)(a −c)
+

1

(b −c)(b −a)
+ 1

(c −a)(c −b)
= 0 et pourλ= 1 etµ= 0 on trouve

a

(a −b)(a −c)
+ b

(b −c)(b −a)
+ c

(c −a)(c −b)
= 0.
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Exercice 22.42
SoitP ∈C[X] de degrén,P(X) = anXn + . . .+a1X+a0. On suppose queP admetn racines non nulles et distinctes deux

à deux :x1, . . . , xn . Calculer
n∑

i=1

1

xi P′(xi )

Solution : On considèreF(X) = 1

P(X)
. On décomposeF en éléments simples :F(X) =

n∑

i=1

λi

X− xi
. On aλi =

1

P′(xi )
. Donc

1

P(X)
=

n∑

i=1

1

P′(xi )(X− xi )
et− 1

P(0)
=

n∑

i=1

1

P′(xi )xi
=− 1

a0

Exercice 22.43
On considère une fraction rationnelle avec un pôle double :

F= U

(X−a)2V1
V(a) 6= 0

La décomposition en éléments simples s’écrit

F = α

X−a
+ β

(X−a)2
+ U1

V1

En définissant la fractionG = (X − a)2F = U

V1
, exprimer les coefficientsα et β à l’aide deG. Généraliser à un pôle

multiple.

Solution : En multipliant la décomposition par(X−a)2, on obtient

G = β+α(X−a)+ (X−a)2 U1

V1

On trouve donc queβ= G(a), puis en dérivant, queα= G′(a).
La généralisation est immédiate. Si la fractionF possède un pôle d’ordrek,

F=
U

(X−a)k V1

=
α1

X−a
+

α2

(X−a)2
+·· ·+

αk

(X−a)k
+

U1

V1

en multipliant par(X−a)k , on trouve

G = (X−a)k F = U

V1
=αk +αk−1(X−a)+·· ·+α1(X−a)k + U1

V1

d’où l’on tire en dérivantk fois, que 



αk = G(a)

αk−1 = G′(a)

αk−2 =
G′′(a)

2
... =

...

α1 = G(k)(a)

k!

Exercice 22.44
Soit F(X) = U(X)

V(X)
On suppose quea est un pôle double deF. Exprimer les coefficients associés à ce pôle double en ne

calculant pas de quotient deV par(X−a)2.

Solution : On aV(X) = (X−a)2Q(X) avecQ(a) 6= 0. Donc

F(X) =
U(X)

(X−a)2Q(X)
=

λ

X−a
+

µ

(X−a)2
+

P(X)

Q(X)

En multipliant par(X− a)2 et en faisantx = a, on trouve queµ = U(a)

Q(a)
. Il s’agit de trouverQ(a) en fonction deV. Par

Taylor :

V(X) = V(a)+ (X−a)V′(a)+ (X−a)2

[
V′′(a)

2
+ (X−a)T(X)

]
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DoncQ(a)= V′′(a)

2
. Alors

µ= 2U(a)

V′′(a)

En retranchant,
U(X)−µQ(X)

(X−a)2Q(X)
=

λ

X−a
+

P(X)

Q(X)

Si l’on noteH(X) = U(X)−µQ(X), alorsH(a)= 0. DoncH est divisible par(X−a) :

H(X) = (X−a)θ(X)

En multipliant alors par(X−a) et en faisantx = a, on trouve

λ=
θ(a)

Q(a)

En utilisant encore Taylor,θ(a)= H′(a)= U′(a)−µQ′(a). Mais puisque

Q(X) = V′′(a)

2
+ (X−a)

V′′′(a)

6
+ (X−a)3Z(X)

Q′(a)=
V′′′(a)

6

Finalement,

λ= 6U′(a)V′′(a)−2U(a)V′′′(a)

3(V′′(a))2

Exercice 22.45
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

F(X) =
n!

X(X+1) . . . (X+n)

En déduire l’identité :
n∑

p=1

(−1)p

p

(
n

p

)
=−

n∑
p=1

1

p

Solution : La décomposition s’écrit :
n!

X(X+1) . . . (X+n)
=

n∑
p=0

λp

X+p

En multipliant par(X+p) et en faisantx =−p, on en déduit le coefficientλp :

λp =
n!

(−p)(−p −1) . . . (−1)(1)(2) . . . (n−p)
=

n!

(−1)p p !(n−p)!
= (−1)p

(
n

p

)

Finalement :

F(X) =
n∑

p=0

(−1)p

(
n

p

)

X+p

En faisant passer l’élément simple
λ0

X
dans le membre gauche, on obtient :

1

X

[
n!

(X+1) . . . (X+n)
−1

]
=

n∑
p=1

(−1)p

(
n

p

)

X+p

Notonsϕ la fonction rationnelle

ϕ(x) = n!

(x +1) . . . (x +n)
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On reconnaît alors un taux d’accroissement :

ϕ(x)−ϕ(0)

x
=

n∑
p=1

(−1)p

(n
p

)

x +p

L’idée consiste à prendre la limite lorsquex → 0. Cherchons doncϕ′(0). Commeϕ(0) = 1 > 0, et queϕ est continue en
0, il existe un voisinage de0, V =]−α,α[ (α > 0) sur lequelϕ est strictement positive. Nous pouvons donc considérer
ψ(x) = ln

(
ϕ(x)

)
sur ce voisinageV. Alors∀x ∈V,

ψ(x) = ln(n!)−
n∑

p=1

ln(x +p)

en dérivant :

ψ′(x) = ϕ′(x)

ϕ(x)
=−

n∑
p=1

1

x +p

et en prenant la limite lorsquex → 0, puisqueϕ(0) = 1, on trouve que

ϕ′(0) =−
n∑

p=1

1

p
=

n∑
p=0

(−1)p

(
n

p

)

p

Exercice 22.46
Soit m ∈N∗. Démontrer qu’il existe une unique fractionF deR(X) telle quecotan(2m +1)x = F(tan x) pour toutx tel
que chacun des deux membres ait un sens.

CalculerPm =
m∏

k=−m

cotan
(
x + kπ

2m+1

)
. Quels sont les pôles deF ? DécomposerF en éléments simples. En déduire que :

cotan x = 1

(2m +1)tan
(

x
2m+1

) +
m∑

k=1

2(2m +1)tan
(

x
2m+1

)

(2m +1)2 cos2
(

kπ
2m+1

)
tan2

(
x

2m+1

)
− (2m +1)2 sin2

(
kπ

2m+1

) .

Solution : On écritcos(2m +1)x = Re
(
(cos x + i sin x)2m+1

)
=

m∑

k=0

(
2m +1

2k

)
(−1)k sin2k x ·cos2(m−k)+1 x

et sin(2m +1)x = Im
(
(cos x + i sin x)2m+1

)
=

m∑

k=0

(
2m +1

2k +1

)
(−1)k sin2k+1 x ·cos2(m−k) x. D’où

cotan(2m+1)x =

m∑

k=0

(
2m +1

2k

)
(−1)k sin2k x ·cos2(m−k)+1 x

m∑

k=0

(
2m +1

2k +1

)
(−1)k sin2k+1 x ·cos2(m−k) x

=

m∑

k=0

(
2m +1

2k

)
(−1)k tan2k x

m∑

k=0

(
2m +1

2k +1

)
(−1)k tan2k+1 x

en divisant en haut et en bas

parcos2m+1 x. DoncF(X) = A(X)

B(X)
avecA(X)=

m∑

k=0

(
2m +1

2k

)
(−1)k X2k et B(X) =

m∑

k=0

(
2m +1

2k +1

)
(−1)k X2k∗1.

On détermine maintenant les racineszk de (X +1)2m+1 − e2(2m+1)i x . Elles vérifientzk +1 = e2i x e2ikπ/(2m+1) soit zk =(
ei(x+kπ/(2m+1) −e−i(x+kπ/(2m+1)

)
ei(x+kπ/(2m+1) = 2i sin(x+kπ/(2m+1))ei(x+kπ/(2m+1). Donc le produit des racines est

d’une part(−1)2m+1
(
1−e2(2m+1)i x

)
= −

(
e−(2m+1)i x −e(2m+1)i x

)
e(2m+1)i x = 2i e(2m+1)i x sin((2m + 1)x) et d’autre part

m∏

k=−m

2i sin(x+kπ/(2m+1))ei(kπ/(2m+1)ei x = (2i )2m+1e(2m+1)i x
m∏

k=−m

sin(x+kπ/(2m+1)). D’où
m∏

k=−m

sin(x+kπ/(2m+

1)) =
sin(2m +1)x

22mi 2m
=

(−1)m sin(2m +1)x

22m
.

En changeantx enx+π/2,
m∏

k=−m

cos(x+kπ/(2m+1)) =
(−1)m sin ((2m +1)x +mπ+π/2)

22m
=

cos(2m +1)x

22m
. Finalement,

Pm = (−1)m cotan(2m +1)x. Les pôles sont obtenus pourx = kπ
2m+1 pour k = −m, . . . ,m ce sont donc lestan

(
kπ

2m+1

)
.

Puisquedeg A = 2m et degB = 2m +1, F(X) =
m∑

k=−m

λk

X− tan
(

kπ
2m+1

) . Donccotan(2m +1)x =
m∑

k=−m

λk

tan x − tan
(

kπ
2m+1

) .

En particulierλk = cotan(2m +1)x
(
tan x − tan

(
kπ

2m+1

))∣∣∣
x= kπ

2m+1

. En posantx = kπ
2m+1

+h, cotan(2m+1)x = cotan(2m+
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1)h ∼
1

(2m +1)h
et tan x − tan

(
kπ

2m+1

)
∼ h

d

d x
tan

(
kπ

2m+1

)
∼

h

cos2
(

kπ
2m+1

) . D’où λk =
1

(2m +1)cos2
(

kπ
2m+1

) . En re-

groupant les termes d’indicesk et−k et en changeantx en x
2m+1 , on trouve le résultat demandé.

Exercice 22.47

EcrireF(X) = 1

(1−X)
(
1−X2

)(
1−X5

) = A

(1−X)3
+ B

(1−X)2
+ C

1−X
+ D

1+X
+ P(X)

1+X+X2 +X3 +X4
oùP est un polynôme.

Démontrer quedegP < 4. Ecrire un développement limité deF à l’ordre100, puis à l’ordren.
De combien de façons différentes peut-on rendre la monnaie de 1 euro avec des pièces de1,2 et 5 centimes ? Idem en
remplaçant100 parn.

Solution : On obtient une telle écriture en regroupant les parties polaires relatives aux pôles complexes non réels.
P(X)

1+X+X2 +X3 +X4
est une fraction de degré strictement négatif comme différence de fractions de degré strictement

négatif. DoncdegP < 4.

On trouve facilementD = 1

23 ×1
= 1

8
. On trouveA,B et C par un développement limité en posantx = 1 + h.

On a 1 + x + x2 + x3 + x4 = 5 + 10h + 10h2 + o(h2) et
1

(2+h)(5+10h+10h2 )
= 1

5

1

2+5h+6h2
+ o(h2) =

1

10

(
1+ 5

2 h+3h2
)
+o(h2) =

1

10

(
1− 5

2 h−3h2 + 25
4 h2

)
+o(h2) d’où A =

1

10
,B =

1

4
et C =

13

40
.

Soit ζ = exp
(

2ikπ
5

)
,k ∈ {1,2,3,4}. On a

1

(1−ζ)3(1+ζ)
=

1

1−2ζ+2ζ3 −ζ4
=

1

2−ζ+ζ2 +3ζ3
. On écrit une relation de

Bézout entreX4 +X3 +X2 +X+1 et 3X3 +X2 −X+2 :(
−3

5
X2 − 4

5
X+ 3

5

)(
X4 +X3 +X2 +X+1

)
+

(
1

5
X3 + 2

5
X2 + 1

5
X+ 1

5

)(
3X3 +X2 −X+2

)
= 1. Donc

(
1

5
ζ3 + 2

5
ζ2 + 1

5
ζ+ 1

5

)(
3ζ3 +ζ2 −ζ+2

)
= 1 et donc P(ζ) = 1

5
ζ3 + 2

5
ζ2 + 1

5
ζ + 1

5
ceci pour les quatre valeurs de

ζ et donc P(X) =
1

5
X3 +

2

5
X2 +

1

5
X +

1

5
. On en déduitF(X) =

1

10

1

(1−X)3
−

1

4

1

(1−X)2
+

13

40

1

1−X
+

1

8

1

1+X
+

1

5

(X3 +2X2 +X+1)(1−X)

1−X5
= 1

10

1

(1−X)3
+ 1

4

1

(1−X)2
+ 13

40

1

1−X
+ 1

8

1

1+X
+ 1

5

(1+X2 −X3 −X4)

1−X5
.

Comme
1

1− x
=

n∑

k=0

xk +o(xn), en dérivant,
1

(1− x)2
=

n∑

k=0

(k +1)xk +o(xn) et
1

(1− x)3
=

n∑

k=0

(k +2)(k +1)

2
xk +o(xn),

on en déduit queF(x) =
n∑

k=0

pk xk +o(xn) avecpk = (k +2)(k +1)

20
+ k +1

4
+ 13

40
+ (−1)k

8
+ ak

5
avecak = 1 pourk ≡ 0, 2

(mod 5), ak =−1 pourk ≡ 3, 4 (mod 5) et ak = 0 pourk ≡ 1 (mod 5). Pourk = 100, p100 = 541.

On écrit les développements limités :
1

1− x
=

m∑

k=0

xk+o(xm),
1

1− x2
=

m∑

k=0

x2k+o(x2m),
1

1− x5
=

m∑

k=0

x5k+o(x5m). En ef-

fectuant le produit de ces trois développements limités :
1

(1− x)
(
1− x2

)(
1− x5

) =
(

m∑

k=0

xk

)(
m∑

p=0

x2p

)(
m∑

q=0

x5q

)
+o(xm ).

Le coefficient dexn pourn É m est donc le nombrep(n) d’obtenirn = k +2p +5q. On a donc bienp(n) = pn .

Exercice 22.48
Méthode de Ramanujan pour résoudre le système suivant :

n∑

k=1

xk y
p

k
p ∈ {0, . . . ,2n−1}

des2n inconnues(xk )1ÉkÉn et (yk )1ÉkÉn.

1. On considèreϕ(u) = x1

1−uy1
+ . . .+ xn

1−uyn

2. Soitϕ(u)= a0 +a1.u+ . . .+a2n−1.u2n−1 +o(u2n−1) son développement limité à l’ordre2n−1 en zéro.

3. On réduitϕ au même dénominateur :ϕ(u) = A1 +A2u+ . . .+Anun−1

1+B1u+ . . .+Anun
.

D’où (1+B1u+ . . .+Bn un).(a0 + . . .+a2n−1u2n−1 +o(u2n−1)) = A1 + . . .+Anun

4. On résout un système pour trouver lesBk puis lesAk . On a donc enfin l’expression deϕ.

5. On décomposeϕ en éléments simples. Dans le cas oùϕ ainsi obtenue n’admet que des pôles simples on obtient
l’unique2n-uplet solution du système.
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6. Application : Résoudre dansC




x + y + z + t = 2

px + q y + r z + st = 1

p2x + q2 y + r 2z + s2t = 7

p3x + q3 y + r 3z + s3t = −2

p4x + q4 y + r 4z + s4t = 15

p5x + q5 y + r 5z + s5t = −23

p6x + q6 y + r 6z + s6t = 50

p7x + q7 y + r 7z + s7t = −95

Solution : On écrit a priori la fractionϕ(u)= A1 +A2u+A3u2 +A4u3

1+B1u+B2u2 +B3u3 +B4u4
= 2+u+7u2 −2u3+15u4−23u5 +50u6−

95u7 +o(u7). On obtient alorsA1 +A2u +A3u2 +A4u3 = 2+ (2B1 +1)u + (7+B1 +2B2)u2 + (−2+7B1 +B2 +2B3)u3 +
(15−2B1+7B2+B3+2B4)u4+(−23+15B1 −2B2+7B3+B4)u5+(50−23B1+15B2−2B3+7B4)u6+(−95+50B1−23B2+
15B3 −2B4)u7.

Soit :





A1 = 2

A2 = 1 + 2B1

A3 = 7 + B1 + 2B2

A4 = −2 + 7B1 + B2 + 2B3





−2B1 + 7B2 + B3 + 2B4 = −15

15B1 − 2B2 + 7B3 + B4 = 23

−23B1 + 15B2 − 2B3 + 7B4 = −50

50B1 − 23B2 + 15B3 − 2B4 = 95

La résolution du deuxième système fournit :B1 = 0, B2 =−2, B3 = 3, B4 =−2. Le premier système fournit

ensuiteA1 = 2, A2 = 1, A3 = 3, A4 = 2. On obtient doncϕ(u) = 2+u+3u2 +2u3

1−2u2 +3u3 −2u4
. Au dénominateur1

et−1/2 sont des racines (plus ou moins) évidentes et1−2u2 +3u3 −2u4 =−2(u −1)(u + 1
2

)(u2 −u +1). Doncϕ(u) =
a

u−1
+ b

u+ 1
2

+ c

u+ j
+ d

u+ j 2
. On trouve alorsa = −8

3
, b = 8

21
, c = 2− j +3 j 2 −2

−2(− j −1)(− j + 1
2

)(− j + j 2)
= −3+4 j

−1−5 j
=

−17+39 j

21
, d = c = −17+39 j 2

21
. On trouve alorsx = 8

3
, y = 16

21
, z = −1

j

17+39 j

21
= −22+17 j

21
, t = −22+17 j 2

21
,

p = 1, q =−2, r =− j 2, s =− j ou toute permutation des lettres(x, y, z, t) avec la permutation correspondante des
lettres(p, q,r, s).

Exercice 22.49
On considère l’équation différentielle suivante :u′ = u2 + a

x
−b (*) pourx > 0 (a et b non nuls)

1. Recherche des solutions fonctions rationnelles.

Soit u(x) = P(x)

Q(x)
une solution de(*) avec(P,Q)∈R[X]2,P et Q premiers entre eux.

(a) Démontrer quedegP = degQ.

(b) Démontrer que les zéros deQ sont simples.(On pourra étudier à part le cas éventuel de la racine nulle.
Si z est une racine non nulle deQ , on pourra démontrer queQ′(z).P(z)=−P2(z) )

(c) Décomposeru = P

Q
en éléments simples.

(d) Exprimeru en fonction deQ seulement.

2. On posez = exp(−αx).Q(x) oùα désigne la partie entière deu.

(a) Donner une équation différentielle vérifiée parz.

(b) Donner une équation différentielle vérifiée parQ.

(c) Démontrer queb =α2.

(d) Déterminer Q.(On pourra exprimerα en fonction dea et dedeg(Q) )

Solution :

1. (a) Supposonsdegu > 0. On aurait alorsu2−u′ =−a

x
+b, égalité entre une fraction de degré strictement positif

et une de degré strictement négatif. Impossible. Supposonsdegu < 0. On aurait alorsb = u2−u′+
a

x
, égalité

entre une fraction de degré strictement positif et une de degré strictement négatif. Impossible aussi. Reste
une possibilité :degu = 0 soit degP = degQ.

(b) On aP′Q−PQ′ = P2+
( a

x
−b

)
Q2. Donc siz 6= 0 est une racine deQ, on a−Q′(z).P(z)= P2(z). Or z n’est pas

racine deP (sinonX− z serait un diviseur commun àP et àQ), doncQ′(z) =−P(z) 6= 0. Doncz est racine
simple.

840



Pour le pôle nul : On aQ(0) = 0, doncP(0) 6= 0. On écritQ = XQ1. Ainsi (a−bX)X2Q1(Q1−P′)= XP(Q′−P)

Après simplification parX, on obtient−P(0)(Q′(0)+P(0)) = 0 doncQ′(0) =−P(0) est non nul.0 est donc une
racine simple deQ.

(c) Tous les pôles deu sont simples, doncu(x) = α+ λ0

x
+

n−1∑

k=1

λk

x − zk
où (zk )1ÉkÉn−1 sont les racines non nulles

deQ etα désigne la partie entière deu. On aλk =
P(zk )

Q′(zk)
. Or, quez soit une racine deQ nulle ou non nulle,

on a
P(zk )

Q′(zk )
=−1. Doncu(x) =α+

n−1∑

k=1

−1

x − zk
.

(d) Doncu = α−
Q′

Q
.

2. (a) On az ′ = (−αQ+Q′)exp(−αx) =−Q

(
α−

Q′

Q

)
exp(−αx) =−zu. En dérivant, cela donnez ′′ =−z ′u − zu′ =

zu2 − z
(
u2 +

a

x
−b

)
=−z

( a

x
−b

)
.

(b) On dérivez ′ = (−αQ+Q′)exp(−αx) : z ′′ = (Q′′−2αQ′+α2Q)exp(−αx). L’équationz ′′ ==−z
( a

x
−b

)
s’écrit

Q′′−2αQ′+ (α2 −b + a

x
)Q = 0.

(c) On en déduit :X(α2 −b)Q =−XQ′′+2αXQ′ − aQ. A droite, on a un polynôme de degré inférieur ou égal à
degQ. Donc nécessairementα2 −b = 0.

(d) On posen = degQ. On aXQ′′ − 2αXQ′ + aQ = 0. En regardant le coefficient deXn : on a−2αn + a = 0.

En écrivantQ(X) =
n∑

k=0

ak Xk en prenant par exemplean = 0. En regardant le coefficient deXn : on a

(k +1)kak+1 = (2αk −a)ak = 2α(k −n)ak . D’où ak =
k(k +1)

2α(k −n)
. On retrouve biena0 = Q(0) = 0. On trouve

de proche en prochean−1 = − (n−1)n

2α
, an−2 = (n−2)(n−1)(n−1)n

2α4α
, . . . , an−k = (−1)k (n−k) []2 n

2kαk k!
=

(−1)k

2kαk k!

(n!)2

((n−k)!)2

n−k

n
. DoncQ(X) =

n∑

k=1

(−1)k

2kαk k!

(n!)2

((n−k)!)2

n−k

n
Xk .

Exercice 22.50

1. On considère l’équation différentielle(∗∗)y ′+ y2 + a

x
y −1 = 0.

(a) Intégrer(**) dans le cas oùa = 0.

(b) On supposea 6= 0. Montrer que si l’on posey = 1

z
, z doit satisfaire à une équation différentielle que l’on

formera. En conclure que l’on peut, pour étudier( ** ) , se borner au cas oùa est positif.

2. On suppose désormaisa > 0.

On cherche des solutionsy = P(x)

Q(x)
de(**) avecP et Q premiers entre eux.

(a) Démontrer quey est solution de(**) si et seulement siP et Q vérifientP′Q−PQ′+P2 + a

x
.P.Q−Q2 = 0.

(b) Démontrer que l’on a nécessairement :
• Le produitP(X).Q(X) admet zéro comme racine.
• Un et un seul des polynômesP et Q s’annule en zéro.
• Les polynômesP et Q sont de même degré. On désigne parn leur degré commun éventuel.
Démontrer que leurs coefficients dominants sont égaux ou opposés.

(c) On suppose ici queQ(0) = 0.
Démontrer queQ(X)−P′(X) est divisible parP(X). En déduire∃ε ∈ {−1;1} tel que

Q(X)−P′(X) = εP(X). (22.3)

P(X)−Q′(X)+ a

X
Q(X) = ε.Q(X) (22.4)

P"(X)+2εP′(X) =
a

X
(P′(X)+εP(X)) (22.5)

a = 2n. (n ∈N∗) (22.6)
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(d) Si P(0) = 0, alors il existe des propriétés analogues qu’on obtiendra soit en suivant une voie analogue à
celle deIV .3, soit simplement en transformant ces résultats. En conclure que l’hypothèseP(0) = 0 ne peut
être retenue.

(e) On se place dans le cas oùa est le double d’un entier naturel. (notons-len). On se propose de démontrer
qu’il existe un couple(P,Q) satisfaisant aux conditions duIV .1.
Déterminer les polynomesP qui satisfont à(3) en calculant leurs coefficients grâce à une relation de
récurrence. On désignera parPn(X) celui de ces polynômes qui est unitaire et qui correspond àε= +1 et
parP∗

n celui, unitaire qui correspond àε=−1. Déterminer les polynômesQn et Q∗
n associés.

(f) On posefn = Pn/Qn et f ∗
n = P∗

n /Q∗
n .

Comparerfn(−x) et f ∗
n (x) pourx ∈R. Démontrer que

fn (X)− f ∗
n (X) =

Q′
n(X)

Q′
n(X)

−
Q∗′

n (X)

Q∗
n(X)

+2.

(On pourra penser à(2) )

(g) Soit y une solution de(**) . On posey =
fn − f ∗

n z

1− z
. Donner une équation différentielle très simple vérifiée

par z.
Intégrer cette équation différentielle en z à l’aide deQnet Q∗

n . En déduire la solution générale de(**) qui
s’exprime très simplement à l’aide dePn ,QnP∗

n ,Q∗
n et de la fonction exponentielle.

(h) Intégrery ′+ y2 + 2

x
.y −1 = 0.

Solution :

1. (a) Lorsquea = 0 on intègre l’équation à variables séparablesy ′ = 1− y2. On obtient les solutionsy = ±1 ou
y ′

1− y2
= 1 soit

1

2
ln

∣∣∣∣
1+ y

1− y

∣∣∣∣ = x +C soit
1+ y

1− y
= Ke2x ou encorey = Ke2x −1

Ke2x +1
, K étant une constante. Pour

K = 0 on retrouve la solutiony =−1.

(b) En posanty = 1

z
, on obtienty ′ =− z ′

z2
. Donc− z ′

z2
+ 1

z2
+ a

xz
−1 = 0 soit−z ′+1+ a

x
z − z2 = 0 ou z ′+ z2 −

a

x
z −1 = 0. Donc siy est solution pour un certaina, alorsz = 1

y sera solution pour lea opposé. (Remarque

poura = 0 les solutions qui correspondent à desK opposés sont inverses.)

2. (a) En posanty =
P

Q
, on ay ′ =

P′Q−PQ′

Q2
d’où

P′Q−PQ′

Q2
+

P2

Q2
+

a

x

P

Q
−1 soit P′Q−PQ′+P2 +

a

x
PQ−Q2 = 0.

(b) On a doncPQ = X

a

[
PQ′−P′Q−P2 +Q2

]
. Donc0 est racine du polynômePQ. S’il était racine deP et deQ,

X diviseraitP et Q et doncP et Q ne seraient pas premiers entre eux.
Supposonsp = degP > q = degQ. on aurait alors

P2
︸︷︷︸
d◦ 2p

= PQ′−P′Q−
a

X
PQ+Q2

︸ ︷︷ ︸
somme de polynômes ded◦<2p

ce qui est impossible. De même supposonsp < q. Cette fois on aurait

Q2

︸︷︷︸
d◦ 2q

= P′Q−PQ′+ a

X
PQ+P2

︸ ︷︷ ︸
somme de polynômes ded◦<2q

ce qui est également impossible. On a doncp = q = n. MaintenantP2 −Q2 = PQ′ −P′Q− a

X
PQ. Comme

deg
(
PQ′−P′Q−

a

X
PQ

)
< 2n, on en déduit queP2 et Q2 ont même coefficient de degré2n, ce qu’il fallait

démontrer.

(c) Si X | Q alors Q(Q−P′) = P

(
P−Q′+a

Q

X

)
. Donc P | Q(Q−P′). CommeP et Q sont premiers entre eux,

d’après le lemme de Gauss,P | Q−P′. Or deg(Q−P′) = n, doncP = k(Q−P′),k ∈R. En regardant les termes
de plus haut degrés qui sont égaux ou opposés, on obtientk = ε ∈ {−1,1} (1).

Dans l’égalitéQ(Q−P′) = P

(
P−Q′+a

Q

X

)
, on remplaceQ−P′ parεP et on obtient après simplification par

P : εQ = P−Q′+a
Q

X
(2).
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D’après l’égalité (1), on a
a

x
(P′+εP) = a

x
Q = εQ−P +Q′ d’après (2). CommeεQ−P = εP′ d’après (1) et

Q′ = P′′+εP′ en dérivant (1), on obtient bien (3).
Si on appellean le coefficient dominant deP, en regardant le coefficient deXn dansX(P′′+2εP′) = a(P′+εP)

on trouve2εann = aεan donc2n = a (4) puisqueεan 6= 0.

(d) Si pour un certaina, on aP(0) = 0, on obtient poura′ =−a,Q(0) = 0 puisqu’on échange les rôles deP et de
Q. Donc d’après (4) on auraita′ = 2n soit a =−2n ce qui est impossible.

(e) On écritP = ∑
ak Xk , P′ = ∑

(k + 1)ak+1Xk , XP′ = ∑
kak Xk , P′′ = ∑

k(k − 1)ak Xk−2, et XP′′ = ∑
(k +

1)kak+1Xk . (3) se traduit parXP′′+ (2εX−2n)P′−2nεP = 0. Donc(k +1)kak+1 +2εkak −2n(k +1)ak+1 −
2nεak = 0, soit ak+1(k +1)(k −2n) =−2ε(k −n)ak ou encoreak =−ε (k +1)(2n−k)

2(n−k)
. En partant dean = 1,

an−1 =−εn(n+1)

2
, an−k = (−ε)k n(n−1) . . . (n−k +1)(n+1)(n+2) . . . (n+k)

2k k!
= (−ε)k (n+k)!

2k (n−k)!k!
. Finale-

ment

P(X) =
n∑

k=0

(−ε)k (n+k)!

2k k!(n−k)!
Xn−k

D’où εP′(X) =
n−1∑

k=0

ε(−ε)k (n+k)!

2k k!(n−k)!
(n − k)Xn−k−1 =

n∑

h=1

εh(−1)h−1 (n+h−1)!

2h−1!(n−h)!
Xn−h .

Donc Q(X) = P + εP′ = Xn +
n∑

k=1

[
(−ε)k (n+k)!

2k k!(n−k)!
+εk (−1)k−1 (n+k −1)!

2k−1!(n−k)!

]
Xn−k = Xn +

n∑

k=1

(−ε)k (n+k −1)!

(n−k)!2k−1(k −1)!

[
n+k

2k
−1

]
Xn−k =

n−1∑

k=0

(−ε)k (n+k −1)!

(n−k −1)!2k k!
Xn−k car pour k = n le coef-

ficient est nul, ce qui est conforme avec le fait queQ(0) = 0, et pourk = 0, (−ε)k (n+k −1)!

(n−k −1)!2k k!
= 1.

(f) Soit g (x) =− fn (−x), on ag ′(x) = f ′
n (x). Or∀x ∈R∗, f ′

n (−x)+ f 2
n (−x)+ a

−x
fn (−x)−1 = 0 on en déduit que

g ′(x)+g 2(x)+ a

x
g (x)−1 = 0. On en déduit queg est une fraction rationnelle solution dey ′+y2+ a

x
y−1 = 0.

C’est donc soitfn soit f ∗
n . Or lim

x→±∞
fn (x) = 1 et que lim

x→±∞
f ∗

n (x) =−1 on en déduit queg (x) = − fn(−x) =
f ∗

n (x) donc fn (−x) =− f ∗
n (x).

D’après (2), en divisant parQ, on a
P

Q
= Q′

Q
− a

x
+ε. Donc fn(x)− f ∗

n (x) = Pn(x)

Qn(x)
−

P∗
n(x)

Q∗
n(x)

=
Q′

n(x)

Qn(x)
− a

x
+

1−
Q∗′

n (x)

Q∗
n(x)

+
a

x
+1 =

Q′
n(x)

Qn(x)
−

Q∗′
n (x)

Q∗
n (x)

+2 ce qu’il fallait vérifier.

(g) On a :y =
fn − f ∗

n z

1− z
d’où

y ′ =
( f ′

n − f ∗′
n z − f ∗

n z ′)(1− z)+ ( fn − f ∗
n z)z ′

(1− z)2
=

f ′
n − f ∗′

n z − f ∗
n z ′− f ′

n z + f ∗′
n z2 + f ∗

n z ′z + fn z ′− f ∗
n z ′z

(1− z)2
.

y ′+ y2 + a

x
y −1

=
f ′

n − f ∗′
n z − f ∗

n z ′− f ′
n z + f ∗′

n z2 ++ fn z ′+
(

fn − f ∗
n z

)2 + a
x

(
fn − f ∗

n z
)

(1− z)− (1− z)2

(1− z)2

=
f ′

n − f ∗′
n z − f ∗

n z ′− f ′
n z + f ∗′

n z2 ++ fn z ′+ f 2
n −2 fn f ∗

n z +
(

f ∗
n

)2
z2 + a

x

(
fn − f ∗

n z − fn z + f ∗
n z2

)
−1+2z − z2

(1− z)2

En regroupant les termes enz, z ′ et z2 et en multipliant par(1− z)2,

f ′
n + f 2

n + a

x
fn −1+ z

(
− f ∗′

n − f ′
n −2 fn f ∗

n − a

x
( f ∗

n + fn)+2
)
+ z ′ (− f ∗

n + fn

)
+ z2

(
f ∗′

n +
(

f ∗
n

)2 + a

x
f ∗

n −1
)
= 0.

Or f ′
n + f 2

n +
a

x
fn −1 = 0 et f ∗′

n +
(

f ∗
n

)2 +
a

x
f ∗

n −1 = 0 donc le coefficient dez2 et le coefficient constant sont

nuls et le coefficient dez égale− f ∗′
n − f ′

n −2 fn f ∗
n − a

x
( f ∗

n + fn )+2 = f 2
n +

(
f ∗

n

)2 −2 fn f ∗
n . Donc l’égalité se

simplifie enz ′( fn − f ∗
n )+ z( fn − f ∗

n )2 = 0 doncz ′+ z( fn − f ∗
n ) = 0 ou encorez ′+ z

(
Q′

n(x)

Qn(x)
−

Q∗′
n (x)

Q∗
n(x)

+2

)
= 0.

Cette équation s’intègre enz = K
Q∗

n

Qn
e−2x . On obtient enfiny =

Pn −KP∗
n e−2x

Qn −KQ∗
n e−2x

. On retrouve les solutions

rationnelles pourK = 0 et K =∞.

(h) On an = 1. C’est le degré des polynômesP etQ. Pourε= 1, on aP(X) = X+α etXP′ = 2(P′+P) d’oùα=−1

et P1 = X−1. Pourε=−1, on aP(X) = X+β et−XP′ = 2(P′−P) d’où β= 1 et P∗
1 = X+1. On a tout de suite

Q1 = X et Q∗
1 =−X. On obtient les solutionsy = x −1−K(x +1)e−2x

x(1+Ke−2x )
pour un certainK ∈R.
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Chapitre 23
Espaces vectoriels

Pour bien aborder ce chapitre

La géométrie prédominait dans les mathématiques grecques et il fallut attendre Descartes au17e siècle pour faire le lien,
grâce à la notion de repère, entre les notions géométriques :
– de points du plan ou de l’espace,
– de courbes
et celles algébriques
– de couples ou de triplets de réels,
– d’équations.
Cette approche s’avéra féconde à la fois pour les géomètres et les analystes. Elle offrit aux premiers toute la puissance
de l’analyse pour traiter des problèmes de géométrie et, au second, les représentations de la géométrie pour visualiseret
énoncer les phénomènes de l’analyse.
La généralisation des notions géométriques du planR2 et de l’espaceR3 à des espaces de dimension plus grande n’a pas été
immédiate. Il manquait le formalisme pour pouvoir aborder ce problème. C’est le mathématicien allemand autodidacte
Hermann Grassmann qui, au19e siècle, esquissa les notions d’espace vectoriel et de dimension. Son travail était d’un
abord difficile et c’est grâce au mathématicien italien Giuseppe Peano que ces concepts se précisèrent et prirent leur
forme définitive.
Les mathématiciens disposèrent alors d’outils permettantd’aborder des problèmes de géométrie en dimension quelconque.
Cependant c’est l’analyse qui donnera aux espaces vectoriels toute leur importance.
À la fin du19e siècle et au début du20e siècle, les mathématiciens allemands étudient des espacesde fonctions et créent l’
analyse fonctionnelle. Les espaces étudiés ont des structures d’espace vectoriel. Le mathématicien polonais Stefan Banach
écrira, dans sa thèse, que plutôt que d’étudier des problèmes particuliers et de démontrer isolément leurs propriétés,une
meilleure stratégie est de prouver ces propriétés pour des ensembles généraux pour lesquels on a postulé des propriétés,
puis de montrer que ces axiomes sont vérifiés par les problèmes particuliers.
Cette approche fonde en quelque sorte les mathématiques modernes. On introduit et étudie dans un premier temps des
structures (groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ...)puis on vérifie à quelle catégorie se rattache un exemple particulier
donné. Il hérite alors de toutes les propriétés de la catégorie à laquelle il appartient.
Les premiers pas en algèbre linéaire sont en général difficiles et rebutants. La difficulté ne tient pas tellement, contraire-
ment à ce qu’on pourrait penser, à la difficulté des raisonnements mathématiques ou à l’abstraction des notions utilisées.
Elle réside plutôt dans le caractère nouveau de ces raisonnements et de ces notions. Un conseil, ne vous laissez pas im-
pressionner, ne vous braquez pas. Le temps et le travail aidant, vous allez vite comprendre dans quel nouvel endroit vous
avez mis les pieds et, passé la phase de découverte, vous allez vite vous sentir en sécurité. Les chapitres 2 et 3 de géométrie
dans le plan et dans l’espace vont vous être d’un grand secours car ils vous aideront à vous forger des représentations et
ils guideront votre intuition.

23.1 Espace vectoriel

Dans tout ce chapitreK désigne le corpsR ouC.

23.1.1 Définitions

Nous allons donner les axiomes qui définissent un espace vectoriel.
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DÉFINITION 23.1 ♥♥♥ K-espace vectoriel
Soit (K,+,×) un corps. On appelleespace vectorielsur le corpsK tout ensembleE muni d’une loi de composition
interne+ (addition)

+ :

{
E×E −→ E(
x, y

)
7−→ x + y

et d’une loi de composition externe· (multiplication par un scalaire)

· :

{
K×E −→ E

(λ, x) 7−→ λ ·x

telles que

1. (E,+) est un groupe commutatif. On note0E son élément neutre.

2. Pour tout
(
α,β

)
∈K2 et pour tout

(
x, y

)
∈E2, on a

1
(
α+β

)
·x = α ·x +β ·x

2
(
α×β

)
·x = α ·

(
β ·x

)
3 α ·

(
x + y

)
=α ·x +α · y

4 1K ·x = x

On dit alors que(E,+, ·) est unK-espace vectoriel. Les éléments deK sont appelésscalaires, ceux deE, vecteurs.
L’élément neutre de(E,+), 0E est appelévecteur nul.

Remarque 23.1 On vous avait prévenu, cela peut sembler abstrait... Cela nel’est en fait pas tant que ça. Un espace
vectoriel est un ensemble sur lequel on peut définir une addition et une multiplication par un scalaire et rien de plus, si ce
n’est que cette addition et cette multiplication doivent vérifier les axiomes ci-dessus. Vous connaissez un certain nombre
d’ensembles de ce type :
– R (K=R) etC (K=R ouC).
– L’ensemble des vecteurs du plans (K=R).
– L’ensemble des vecteurs de l’espace (K=R).
– Les ensemblesR2 etR3 (K=R).
– L’ensemble des suites réellesS (R) (K=R) ou complexesS (C) (K=R ouC).
– L’ensembleF (I,R) des fonctions deI dansR (K=R) (ou dansC (K=R)) où I est un intervalle deR.
– Les ensembles de polynômesR [X] (K=R) etC [X] (K=R ouC).
– L’ensembleKn [X] des polynômes de degréÉ n à coefficients dansK où n ∈N.
Nous allons formaliser cette remarque dans la prochaine section.

Remarque 23.2 Prenons tout de suite de bonnes habitudes. Il est essentiel de bien distinguer les notions vectorielles
des notions affines. Les espaces affines sont ceux que vous connaissez depuis le collège. Dans unespace affine:

1 Un vecteur est donné par deux points, un point de « départ »A et un point « d’arrivée »B. On dit que deux vecteurs
−→
AB et

−−→
CD sont égaux siABDC est un parallélogramme.

2 Une droite est composée de points. Elle est donnée par un point par lequel elle passe et par un vecteur qui la
dirige. On parle de droite affine (Voir la définition dans chapitre 2).

3 Un plan est lui aussi composé de points. Il est donné par un point par lequel il passe et par deux vecteurs qui
l’engendrent. On parle de plan affine (Voir la définition danschapitre 3).

Si on fixe une origineO dans notre espace affine, ses points peuvent être identifiés aux vecteurs d’origineO. Ce sont ces
vecteurs qui nous intéressent dans un espace vectoriel. La notion de point n’a pas de sens. Dans unespace vectoriel:

1 Tous les éléments sont des vecteurs. On peut se les représenter comme les vecteurs d’origineO d’un espace
affine.

2 Une droite est engendrée par un vecteur u (non nul) et est formée de vecteurs. On peut se l’imaginer dans un
espace affine comme une droite passant parO et dirigée par u.

3 Un plan est engendré par deux vecteurs u et v (non colinéaires) et est formé de vecteurs. On peut se l’imaginer
dans un espace affine comme un plan passant parO et engendré par u et v.

Attention 23.1 Autant il est utile parfois de se représenter certaines notions d’algèbre linéaire dans le plan ou dans
l’espace, autant parfois ceci est impossible...Cela n’esten général pas gênant...

23.1.2 Espaces produits
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Exemple 23.2Soit (K,+, ·) un corps. Alors(K,+, ·) est unK-espace vectoriel.
L’addition dansK est une loi interne surK et la multiplication surK peut être vue comme une loi externe. On vérifie
facilement que ces deux lois vérifient les axiomes définissant unK-espace vectoriel.

Exemple 23.3 On va munir l’ensemble des couples de réelsR2 d’une structure deR-espace vectoriel. On définit une
addition et une multiplication par un scalaire ainsi. Pour tous

(
x, y

)
,
(
x′, y ′) ∈R2 et toutα ∈R, on pose :

(
x, y

)
+

(
x′, y ′)=

(
x + x′, y + y ′) et α.

(
x, y

)
=

(
αx,αy

)

On vérifie (c’est un peu long et laborieux mais c’est facile) que ces deux lois vérifient les axiomes définissant unR-espace
vectoriel. Attention, le vecteur nul de cet espace est donnépar0R2 = (0,0).

Attention 23.4 Attention au sens des opérations+ et . dans les définitions ci-dessus :

(
x, y

)
+

(
x′, y ′)=

(
x+x′, y+y ′)

Addition
dansR2

Addition
dansR

α.
(
x, y

)
=

(
α.x,α.y

)

Multiplication
par un scalaire

dansR2

Multiplication
par un scalaire

dansR

On généralise cette construction ainsi :

PROPOSITION23.1 Espace vectorielKn

Sur l’ensemble desn-uplets de scalairesKn , on définit
– une addition+

+ :

{
Kn ×Kn −→ Kn

(
(x1, . . . , xn ) ,

(
x′

1, . . . , x′
n

))
7−→

(
x1 + x′

1, . . . , xn + x′
n

)

– une multiplication par un scalaire·

· :

{
K×Kn −→ Kn

(α, (x1, . . . , xn )) 7−→ (αx1, . . . ,αxn )

Muni de ces lois, l’ensemble(Kn ,+, ·) est unK-espace vectoriel. Son vecteur nul est le n-uplet0Kn = (0, . . . ,0) .

Démonstration Vérifications faciles.

Un corollaire immédiat est alors le suivant :

COROLLAIRE 23.2 Espaces vectorielsRn et Cn

– Le triplet(Rn ,+, ·) est unR-espace vectoriel.
– Le triplet(Cn ,+, ·) est unR-espace vectoriel.

Remarque 23.3 En particulier,R etC sont desR-espaces vectoriels.

De manière plus générale, on a :

PROPOSITION23.3 Produit d’espaces vectoriels
Soient(E1,+, ·) et (E2,+, ·) deuxK-espaces vectoriels. On définit sur l’ensembleE1 ×E2

– une addition+
+ :

{
(E1 ×E2)2 −→ E1 ×E2(

(x1, x2) ,
(
y1, y2

))
7−→

(
x1 + y1, x2 + y2

)

– une multiplication par un scalaire·

· :

{
K× (E1 ×E2) −→ E1 ×E2

(α, (x1, x2)) 7−→ (α ·x1 ,α ·x2)
.

Alors (E1 ×E2,+, ·) est unK-espace vectoriel. Son vecteur nul est
(
0E1 ,0E2

)
.

Démonstration Vérifications faciles.

23.1.3 Espaces de suites et de fonctions

Comme précisé dans l’introduction, on peut munir certains espaces de fonctions de structure d’espace vectoriel. Il suffit
pour cela que les fonctions soient à valeurs dans un espace vectoriel.
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PROPOSITION23.4 Espace vectoriel de fonctions
Soit X un ensemble non vide et soitE unK-espace vectoriel. On définit sur l’ensembleF (X,E) des fonctions définies
surX à valeurs dansE
– une addition+

+ :

{
F (X,E)2 −→ F (X,E)(

f , g
)

7−→ f + g

donnée par∀x ∈ X,
(

f + g
)

(x) = f (x)+ g (x)

– une multiplication par un scalaire·

· :

{
K×F (X,E) −→ F (X,E)(

α, f
)

7−→ α · f

donnée par∀x ∈ X,
(
α · f

)
(x) =α f (x)

Muni de ces lois, l’ensemble(F (X,E) ,+, ·) est unK-espace vectoriel. Son vecteur nul est la fonction identiquement

nulle surX à valeurs dansE : 0F (X,E) :

{
X −→ E

x 7−→ 0E

Démonstration Les vérifications sont immédiates.

Attention 23.5 Attention au sens des opérations+ et . dans les définitions ci-dessus :

(
f +g

)
(x) = f (x)+g (x)

Addition
dansF (X,E)

Addition
dansE (

α. f
)

(x) =α. f (x)

Multiplication
par un scalaire
dansF (X,E)

Multiplication
par un scalaire

dansE

En appliquant ce résultat avecX =N et E =K, on obtient :

COROLLAIRE 23.5 Suites à coefficients dansK
NotonsS (K) l’ensemble des suites à coefficients dansK. Avec les lois

+ :

{
S (K)×S (K) −→ S (K)

((un ) , (vn)) 7−→ (un + vn)

· :

{
K×S (K) −→ S (K)

(λ, (un )) 7−→ (λ ·un )

(S (K) ,+, ·) est unK-espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constante nulle.

23.1.4 Règles de calcul dans un espace vectoriel

Les quatre axiomes donnés dans la définition 23.1 ne traduisent à priori pas toutes les règles de calculs qu’on est habitué
à utiliser quand on manipule des vecteurs. On va montrer que ces règles découlent bien de ces quatre axiomes.

PROPOSITION23.6 ♥ Règles de calcul dans un espace vectoriel
Soit (E,+, ·) unK-espace vectoriel. Pour tous scalairesα,β,λ ∈K et pour tous vecteursx, y ∈E, on a

1 0K ·x = 0E

2 (−1) ·x =−x

3 (−λ) ·x =−(λ ·x) = λ · (−x)

4
(
α−β

)
·x =α ·x −β ·x

5 λ
(
x − y

)
=λ ·x −λ · y

6 λ ·0E = 0E

7 λ ·x = 0E ⇐⇒ [λ= 0K ou x = 0E]

Démonstration ♥

Les démonstrations de ces règles vous sembleront sans douteun
peu arides dans un premier temps. Il est important de bien les
travailler jusqu’à être capable de les refaire seul.

1

OE +0K x = 0K x car(E,+) est un groupe

=
(
0K +0K

)
x carK est un corps

= 0K x +0K x d’après l’axiome4

D’où 0K · x = 0E en soustrayant0Kx à droite des deux

membres de cette égalité.

2 On a :

x + (−1) x = 1.x + (−1) x grâce à l’axiomed

= (1+ (−1)) x grâce à l’axiome1

= 0K x carK est un corps

= 0E d’après le point précédent

donc (−1) x est l’opposé dex. On peut alors écrire :
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−x = (−1) x.

3 on a :

(−λ) x = (−1.λ) x carK est un corps

= (−1) (λx) d’après l’axiome2

= −λ.x d’après le point précédent

4
(
α−β

)
x =

(
α+

(
−β

))
x carK est un corps

= αx +
(
−βx

)
d’après l’axiome1

= αx −βx d’après le point précédent

5

λ
(
x − y

)
= λ

(
x +

(
−y

))
car(E,+) est un groupe

= λx +λ
(
−y

)
d’après l’axiome3

= λx +λ
(
−1y

)
d’après le second point

= λx + (λ. (−1)) y d’après l’axiome2

= λx + (−λ) y carK est un corps

= λx −λy d’après le point3

6

λ0E = λ(x −x) car(E,+) est un groupe

= λx +λ(−x) d’après l’axiome1

= λx −λx d’après le point3

= 0E car(E,+) est un groupe

7 Supposons queλx = 0E. Si λ= 0K alors d’après le point
1, λx = 0E. Sinon, siλ 6= 0K alors commeK est un corps,
λ−1 existe et

x = 1.x =
(
λ.λ−1

)
x =λ−1 (λx) = λ−10E = 0E

et doncx = 0E. La réciproque est évidente.

23.2 Sous-espace vectoriel

23.2.1 Définitions

DÉFINITION 23.2 ♥ Combinaison linéaire

– Soientx1, . . . , xn n vecteurs d’unK-espace vectoriel(E,+, .). On appellecombinaison linéaire de cesn vecteurstout
vecteurx ∈ E de la forme

x =λ1 ·x1 + . . .+λn ·xn =
n∑

k=0

λk ·xk

où (λ1, . . . ,λn )∈Kn .
– Si A est une partie deE, on appellecombinaison linéaire d’éléments deA toute combinaison linéaire d’un nombre fini

d’éléments deA.

Remarque 23.4 On montre par une récurrence facile qu’une combinaison linéaire de vecteurs deE est encore un
vecteur deE.

Exemple 23.6

– Soit f :

{
R −→ R

x 7−→ cos x +2sin x
. C’est une combinaison linéaire des deux fonctionscos et sin deF (R,R) et c’est

un encore un élément deF (R,R).
– Soientu = (1,2) et v = (−1,1) deux éléments deR2. Alors la combinaison linéaire2u−3v = 2(1,2)−3(−1,1) = (5,1)

est encore un élément deR2.
– Soitω> 0. L’ensemble des solutions de l’équation différentielle :y ′′+ωy = 0 est l’ensemble de toutes les combinaisons

linéaires possibles des fonctionsϕ1 :

{
R −→ R

x 7−→ cos (ωx)
etϕ2 :

{
R −→ R

x 7−→ sin (ωx)
.

DÉFINITION 23.3 ♥♥♥ Sous-espace vectoriel
Soient(E,+, .) un K-espace vectoriel etF ⊂ E, une partie deE. On dit queF est unsous-espace vectoriel deE si et
seulement si

1 La partieF est non vide :F 6=∅,

2 la partieF vérifie :
∀

(
x, y

)
∈ E2, ∀

(
α,β

)
∈K2, α ·x +β · y ∈ F

Remarque 23.5
– Si F est un sous-espace vectoriel deE alors0E ∈ F. En effet, commeF est non vide, il existex ∈ F. CommeF est un

sous-espace vectoriel, alorsx − x = 1.x −1.x = 0E ∈ F.
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– En partant de second axiome de la définition d’un sous-espace vectoriel et au moyen d’une récurrence, on montre sans
peine queF est stable par combinaison linéaire, c’est-à-dire que toute combinaison linéaire de vecteurs deF est encore
un vecteur deF.

– Dans tout espace vectorielE, il y a toujours deux sous-espaces vectoriels importants,F = {0E} et F = E.
– Dans l’idée de faire le parallèle avec les groupes, on aurait pu définir la notion de sous-espace vectoriel de la façon

suivante :F est un sous-espace vectoriel deE si et seulement siF est un sous-groupe deE stable pour la multiplication
par tout scalaire.

PLAN 23.1 : Pour montrer queF est un sous-espace vectoriel deE

1 On montre queF ⊂ E.

2 On montre queF 6=∅ (la plupart du temps on montre que0 ∈ A).

3 Soit
(
α,β

)
∈K2 et soit

(
x, y

)
∈ F2. Montrons queα ·x +β · y ∈ F.

On étudiera avec attention les exemples suivants :

Exemple 23.7

1. L’ensemble des nombres réelsR est un sous-espace vectoriel duR-espace vectorielC. De même, l’ensemble des
nombres imaginaires pursiR est un sous-espace vectoriel deC. En effet :

1 iR⊂C.

2 iR est non vide...

3 Si α,β ∈R et sii x, i y ∈ iR alorsαi x +βi y = i
(
αx +βy

)
︸ ︷︷ ︸

∈R

∈ iR.

2. Soitu un vecteur non nul du plan (ou de l’espace). L’ensembleF de tous les vecteurs du plan colinéaires à−→
u ,

F=
{
λ−→u | λ ∈R

}
est un sous espace vectoriel du plan (ou de l’espace). C’est la droite vectorielle dirigée par−→u :

1 Il est clair queF est un sous-ensemble du plan (ou de l’espace).

2 F est non vide, il contient par exempleu.

3 Si α,β ∈R et siλu,λ′u ∈ F alorsα(λu)+β
(
λ′u

)
=

(
αλ+βλ′)u ∈ F.

3. Soientu et v deux vecteurs non colinéaires de l’espace. L’ensembleF de toutes les combinaisons linéaires deu et
v , F=

{
αu+βv | α,β ∈R

}
est un sous-espace vectoriel de l’espace :

1 Il est clair queF est un sous-ensemble de l’espace.

2 F est non vide, il contientu, v ,...

3 Si α,β ∈R et siau+bv, a′u+b′v ∈ F alorsα(au+bv)+β
(
a′u+b′v

)
=

(
aα+a′β

)
u+

(
bα+b′β

)
v ∈ F.

Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,F est le plan vectoriel engendré paru et v .

4. L’ensemble des triplets
(
x, y, z

)
deR3 solutions de2x + y − z = 0 est un sous espace vectoriel deR3 :

1 Il est clair queF ⊂R3.

2 F est non vide, le triplet(0,0,0) est solution de2x + y − z = 0.

3 Si α,β ∈ R et si u =
(
x, y, z

)
,
(
x′, y ′, z ′) ∈ R3 alorsα

(
x, y, z

)
+β

(
x′, y ′, z ′) est élément deF. En effetu =(

αx +βx′,αy +βy ′,αz +βz ′) et

2
(
αx +βx′)+

(
αy +βy ′)−

(
αz +βz ′)=α

(
2x + y − z

)
︸ ︷︷ ︸

=0 car(x,y,z)∈F

+β
(
2x′+ y ′− z ′)

︸ ︷︷ ︸
=0 car(x′,y ′,z′)∈F

= 0.

On remarque queF est un plan vectoriel.

5. L’ensembleF = C 0 (R) des fonctions continues deR dansR est un sous-espace vectoriel deE = F (R,R). En
effet :

1 Il est clair queF ⊂ E.

2 Il existe des fonctions continues surR (cos,sin,exp,...) doncF est non vide.

3 Si α,β ∈ R et si f , g ∈ C 0 (R) alors par le théorème d’opération sur les fonctions continues,α f +βg est
encore continue surR. DoncF est stable par combinaison linéaire.

On montre de la même façon que pour toutn ∈ N, les ensemblesC n (R) sont des sous-espaces vectoriels de
F (R,R).

6. SoitF l’ensemble des fonctions définies sur[−1,1] à valeurs dansC qui s’annulent en0. Montrons queF est un
sous-espace vectoriel de(F ([−1,1] ,C) ,+, .).

1 Il est clair queF ⊂F ([−1,1] ,C).
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2 F est non vide. Par exemple, la fonction identiquement nulle sur [−1,1] est élément deF.

3 Si α,β ∈C et si f , g ∈ F alors
(
α f +βg

)
(0) =α f (0)+βg (0) = 0 doncα f +βg ∈ F.

7. En reprenant le troisième item de l’exemple 23.6, l’ensemble F des solutions dey ′′+ωy = 0 est un sous-espace
vectoriel de l’espace vectorielC 0 (R). En effet :

1 Toute solution de cette équation est (deux fois) dérivable et donc continue. DoncF ⊂ E.

2 F est non vide car l’équation différentielle admet des solutions, par exemple la fonction identiquement
nulle surR.

3 Soientα,β ∈R et f , g ∈ F. Alors
(
α f +βg

)′′+ω
(
α f +βg

)
=α

(
f ′′+ω f

)
︸ ︷︷ ︸
=0 car f ∈F

+β
(
g ′′+ωg

)
︸ ︷︷ ︸
=0 carg∈F

= 0 doncα f +βg ∈ F.

8. L’ensembleF = {P ∈R3 [X] | P (1) = 0} est un sous-espace vectoriel deR3 [X]. Cela se prouve de la même façon que
l’item 6. précédent.

Remarque 23.6 On verra dans l’exemple 23.10 page 852 comment traiter les exemples 1., 2., 3., 4., 7. et 8. plus
rapidement.

PLAN 23.2 : Pour montrer queF n’est pas un sous-espace vectoriel deE

On peut montrer au choix que
– F 6⊂ E.
– F =∅.
– 0E 6∈ F.
– F n’est pas stable par combinaison linéaire : il existe

(
α,β

)
∈K2 et

(
x, y

)
∈ F2 tels queα ·x +β · y 6∈ F.

Exemple 23.8

1. L’ensembleF =
{

f ∈F (R,R) | f (0) = 0
}

n’est pas un sous-espace vectoriel deE =C 0 (R) car il existe des fonctions
définies surR qui s’annulent en0 et qui ne sont pas continues surR.

2. L’ensembleF=
{(

x, y
)
∈R2 | x2 + y2 =−1

}
n’est pas un sous-espace vectoriel deR2 car il est vide...

3. L’ensembleF =
{

f ∈F (R,R) | f (0) = 1
}

n’est pas un sous-espace vectoriel deE =F (R,R) car le vecteur nul deE
qui est la fonction identiquement nulle surR n’est pas élément deF.

4. L’ensembleF =
{(

x, y
)
∈R2 | x2 + y2 É 1

}
n’est pas un

sous-espace vectoriel deR2 car il n’est pas stable par
combinaison linéaire : soientu = (1,0) et v = (0,1). On
vérifie facilement queu, v ∈ F. Par contreu + v = (1,1)

et‖u+ v‖2 = 2 > 1 doncu+ v 6∈ F.

u

v u+ v
F

PROPOSITION23.7 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel
Soient(E,+, .) unK-espace vectoriel etF ⊂ E, une partienon videde E. On a équivalence entre les deux propositions
suivantes.

1 La partieF est un sous-espace vectoriel de(E,+, .).

2 Muni des lois deE restreintes àF, (F,+, .) est unK-espace vectoriel.

Démonstration Soient
(
x, y

)
∈ F2 et

(
α,β

)
∈K2.

– On vérifie que+ définit une loi interne surE, x + y = 1.x +1.y ∈ F carF est stable par combinaison linéaire.
– De même,. définit une loi externe surF. α.x =α.x +0.y ∈ F carF est stable par combinaison linéaire.
– Les axiomes d’un espace vectoriel sont vérifiés dansF car ils sont vérifiés dansE
La réciproque est facile.

PLAN 23.3 : Pour montrer queF est unK-espace vectoriel...

... il suffit de montrer queF est un sous-espace vectoriel d’unK-espace vectorielE dans lequel il est contenu.

Remarque 23.7 Cette dernière proposition permet d’économiser beaucoup de travail quand on doit montrer qu’un triplet
(F,+, .) est unK-espace vectoriel. Plutôt que de vérifier tous les axiomes définissant un espace vectoriel, on cherche siF

n’est pas une partie d’un espace vectorielE (souvent bien connu) puis on vérifie que c’est un sous-espacevectoriel deE.
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23.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

PROPOSITION23.8 Une intersection de sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel
Soient(E,+, .) unK-espace vectoriel et(Fi )i∈I est une famille de sous-espaces vectoriels deE alors

⋂
i∈I

Fi est un sous-

espace vectoriel deE.

Démonstration Soit i ∈ I, puisqueFi est un sous-espace vectoriel deE, 0E ∈ Fi et donc0E ∈ ⋂
i∈I Fi . Soient(x, y) ∈

⋂

i∈I

Fi
2 et

(α,β) ∈K2. Montrons queα.x +β.y ∈
⋂

i∈I

Fi . Soit i ∈ I, commeFi est un sous-espace vectoriel deE et quex, y ∈ Fi , α.x +β.y ∈ Fi ce

qui montre queα.x +β.y ∈
⋂

i∈I

Fi .

Exemple 23.9
– L’intersection de deux droites vectorielles de l’espaceR3 dirigées par des vecteurs non colinéaires est égale au single-

ton 0R3 = {(0,0,0)} qui est bien un sous-espace vectoriel deR3.
– L’intersection de deux plans vectoriels dans l’espace estune droite vectorielle si ces deux plans ne sont pas confondus.
– DansS (R), en notant

F=
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est convergente

}
et G =

{
(un ) ∈S (R) | (un ) géométrique de raisonr

}

où r ∈R. Alors

F∩G =
{

F si r ∈ ]−1,1]

{(0)} sinon

qui sont dans les deux cas des sous-espaces vectoriels deS (R).

DÉFINITION - PROPOSITION23.4 ♥♥♥ Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’un espace vectoriel
Soit A une partie d’unK-espace vectoriel(E,+, .). On appellesous-espace vectoriel engendré parA le plus petit sous-
espace vectoriel deE contenantA. On le noteVect (A) et on a :

Vect (A)=
⋂

F∈FA

F

oùFA désigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels deE qui contiennentA.

Démonstration D’après la proposition 23.8,
⋂

F∈FA
F est un sous-espace vectoriel deE. Il contient de plusA et par construction,

il est inclus dans tout sous-espace vectoriel deE contenantA. On a doncVect (A) =⋂
F∈FA

F.

Remarque 23.8
– A est un sous-espace vectoriel deE si et seulement siVect (A)= A.
– Vect (∅) = {0}.

PROPOSITION23.9 ♥♥♥ Sous-espace vectoriel engendré par une partie finie
Soientn ∈N∗ et A = {x1, . . . , xn } une partie finie àn éléments deE. Le sous-espace vectoriel engendré parA est l’ensem-
ble des combinaisons linéaires finies d’éléments deA :

Vect(A)=
{
λ1 ·x1 + . . .+λn ·xn | (λ1, . . . ,λn ) ∈Kn

}

Démonstration Soit A l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments deA. L’ensembleA est non vide et
stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espacevectoriel deE. Montrons queA est le plus petit sous-espace vectoriel
deE contenantA. Pour ce faire, il suffit de montrer que siB est un sous-espace vectoriel deE contenantA alorsA ⊂B. Soitx ∈A .
Par définition deA , il existeα1, . . . ,αn ∈K etx1, . . . , xn ∈ A tels quex =α1x1+. . .αn .xn . CommeA⊂B, il vient quex1, . . . , xn ∈B

et commeB est un sous-espace vectoriel deE, il est stable par combinaison linéaire et doncx = α1x1+ . . .αn .xn ∈B. Ce qui prouve
queA ⊂B et termine la démonstration.

Remarque 23.9
– Siu ∈ E\{0}, la droite vectorielle engendrée paru est le sous-espace vectoriel engendré paru : Vect(u) = {λ ·u | λ ∈K}.
– Si u, v ∈ E \ {0}, le plan vectoriel engendré paru et v est le sous-espace vectoriel engendré par{u, v} : Vect({u, v}) ={

α ·u+β · v |
(
α,β

)
∈K2

}
.

PLAN 23.4 : Pour montrer queF est un sous-espace vectoriel deE

Il suffit de décrireF sous forme d’unVect .
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Exemple 23.10

On reprend les items 1., 2., 3., 4., 7. et 8. de l’exemple 23.7 page 849.
– Les sous-ensembles deC donnés parG = R et F = iR s’écriventG = Vect (1) et G = Vect (i ) donc ce sont des sous-

espaces vectoriels deC.
– Si u est un vecteur du plan (ou de l’espace) alorsF = {λu | λ ∈R} = Vect (u) doncF est un sous-espace vectoriel du

plan (ou de l’espace).
– Si u et v sont des vecteurs du plan (ou de l’espace) alorsF =

{
αu+βv | α,β ∈R

}
= Vect (u, v) doncF est un sous-

espace vectoriel du plan (ou de l’espace).
– On a F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | 2x + y − z = 0

}
=

{(
x, y,2x + y

)
| x, y ∈R

}
=

{
x (1,0,2)+ y (0,1,1) | x, y ∈R

}
=

Vect ((1,0,2) ,(0,1,1)) doncF est un sous-espace vectoriel deR3. C’est le plan vectoriel engendré par les vecteurs
(1,0,2) ,(0,1,1).

– SoitF l’ensemble des solutions de l’équation différentielley ′′+ωy = 0 avecω ∈R+. Alors après avoir résolu l’équation,
on trouve queF = Vect (x 7→ cosωx, x 7→ sinωx). Ainsi F est donc un sous-espace vectoriel deC 0 (R).

– On aF= {P ∈R3 [X] | P (1) = 0} =
{

(X−1)
(
aX2 +bX+c

)
| a,b,c ∈R

}
=

{
aX2 (X−1)+bX (X−1)+c (X−1) | a,b,c ∈R

}
=

Vect
(
X2 (X−1) ,X (X−1) ,(X−1)

)
doncF est un sous-espace vectoriel deR3 [X].

La remarque suivante permet de fixer les choses dans l’espace:

Remarque 23.10♥♥♥ Dans l’espaceR3, soitF = {u, v, w} où u, v et w ∈R3. Alors :

Vect (F ) =





• La droite dirigée paru si les trois vecteurs sont colinéaires

• Le plan engendré paru et v si les trois vecteurs sont coplanaires mais tels

que deux d’entre eux,u et v par exemple, ne sont pas colinéaires

• L’espaceR3 si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires

Donc les sous-espaces vectoriels deR3 sont :

1. L’ensemble réduit au vecteur nul{0}

2. Les droites passant pas0.

3. Les plans passant par0.

4. L’espace tout entier.

BIO 20 Giuseppe Peano, né le 27 août 1858 à Spinetta di Cuneo et mort le 20 avril 1932 à Turin.

Giuseppe Peano a été un des premiers mathématiciens à comprendre la nécessité
de l’axiomatisation des mathématiques. Celles-ci doiventreposer sur quelques
règles simples desquelles on fait découler les théorèmes après avoir défini avec
précision les objets utilisés. Grâce à cette démarche et à sagrande rigueur, il
mit en évidence de nombreuses erreurs dans les traités mathématiques alors
existants. Il comprit aussi l’importance de la théorie des ensembles et de la
logique pour exprimer les mathématiques et généralisa au reste des mathéma-
tiques l’usage des symboles issus de ces théories . Il fut le premier à utiliser les
symboles d’union et d’intersection.
Giuseppe Peano s’intéressa au début de sa carrière au calculinfinitésimal qu’il
participe à formaliser et à rendre plus rigoureux. À partir de 1887, son travail
se porte sur la construction formelle des mathématiques et il définit de manière
axiomatique l’ensemble des entiers naturels. Ce système d’axiomes porte main-
tenant son nom. Grâce aux travaux de Grassmann, il axiomatise la notion d’es-
pace vectoriel.
À partir de 1900, il s’attelle à deux grands chantiers. Le premier consiste en
la construction d’un langage international qu’il baptisa «Interlingua » basé sur un latin simplifié et augmenté de
vocabulaire anglais, allemand et français. Le second est l’écriture d’une encyclopédie mathématique « Formulario
Mathematico » utilisant le formalisme qu’il a inventé et quivise à contenir toutes les mathématiques alors connues.
Notons que Peano, excellent enseignant au début de sa carrière finit sa vie piètre pédagogue, ses cours étant rendu
complètement obscurs par ses notations.

Attention 23.11 Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels deE, ce n’est pas forcément le cas deF∪G et jamais le
cas deF \ G, G \ F et E \ F car ils ne contiennent pas le vecteur nul. Par exemple :
– Deux droites vectoriellesD1 et D2 du planR2 sont des sous-espaces vectoriels deR2 mais ce n’est pas le cas de leur

réunion à moins que ces deux droites ne soient confondues. Eneffet, si ces deux droites ne sont pas confondues,
la somme d’un vecteur non nulu1 de la première droite et d’un vecteur non nulu2 de la seconde n’est un vecteur
d’aucune des deux droites et n’appartient donc pas à leur réunion.
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– La partieF = {P ∈R [X] | P(0) = 0} de E = R [X] est un sous-espace vectoriel deE mais ce n’est pas le cas deE \ F. En
effet, les polynômes deE \ F sont ceux qui ne s’annulent pas en0 doncE \ F ne contient pas le polynôme nul.

23.3 Somme de sous-espaces vectoriels

23.3.1 Définitions

DÉFINITION - PROPOSITION23.5 ♥♥♥ Somme de deux sous-espaces vectoriels
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectoriel(E,+, ·). On appellesomme deF et G et on note

F+G le sous-espace vectoriel deE donné par

F+G =
{

x + y |
(
x, y

)
∈ F×G

}

Démonstration Le sous-ensembleF+G est bien un sous-espace vectoriel deE. En effet,F+G ⊂ E carE est stable pour l’addition.
De plus,F+G est non vide carF et G le sont. Enfin, siu = x + y ∈ F+G et u′ = x′+ y ′ ∈ F+G avecx, x′ ∈ F et y, y ′ ∈ G alors, pour
α,β ∈K,

αu +βu′ =αx +βx′︸ ︷︷ ︸
∈F

+αy +βy ′︸ ︷︷ ︸
∈G

∈ F+G

carF et G sont des sous-espaces vectoriels.

PROPOSITION 23.10 ♥♥♥ La somme de deux sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant leur réunion
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectoriel(E,+, ·). Alors F+G est le plus petit sous-espace
vectoriel deE contenantF∪G.

Démonstration On a prouvé dans la remarque précédente queF+G est un sous-espace vectoriel deE. Il contientF et G car0E

est élément deF et G et doncF = F+0E ⊂ F+G et G = 0E +G ⊂ F+G. De plus, si on considère un sous-espaceH deE qui contient
F∪G alors montrons queF+G ⊂ H. Soientx + y ∈ F+G avecx ∈ F et y ∈G. CommeF∪G ⊂ H, on a aussix, y ∈ H et commeH est
un sous-espace vectoriel, il s’ensuit quex + y ∈ H. DoncF+G ⊂ H et F+G est le plus petit sous-espace vectoriel deE contenantF
et G.

Exemple 23.12
– Soient deux droites vectoriellesD1 etD2 du plan euclidienP. On a :D1 +D2 =P si D1 etD2 sont dirigées par des

vecteurs non colinéaires etD1 +D2 =D1 =D2 sinon.
– SoientD une droite vectorielle de l’espaceV dirigée par un vecteuru et P un plan vectoriel de l’espace. On a :

D +P =V si u 6∈P etD +P =P sinon (la droite est alors incluse dans le planP).
– DansF (R,R) soientF= Vect (sin) et G = Vect

(
exp

)
alors :

F+G = Vect
(
sin,exp

)
=

{
x 7→ αsin (x)+βexp(x) | α,β ∈R

}

La proposition suivante est bien pratique pour calculer dessommes :

PROPOSITION23.11 ♥ Calcul pratique d’une somme deVect

SoientA et B deux parties d’unK-espace vectorielE alors

Vect (A)+Vect (B) = Vect (A∪B)

Démonstration Voir l’exercice 23.26 page 874.

Exemple 23.13Dans l’espaceR3, on considère les partiesF = {(x,0,0) | x ∈ R} et G = {(x, x,0) | x ∈ R}. Montrons que
ce sont des sous-espaces vectoriels deR3 et déterminons le sous-espaceF+G. On aF = Vect (1,0,0) et G = Vect (1,1,0)

doncF et G sont des sous-espaces vectoriels deR3. De plusF+G = Vect ((1,0,0) ,(1,1,0)) et on reconnait queF+G est
le plan vectoriel deR3 engendré par(1,0,0) et (1,1,0).
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23.3.2 Somme directe

DÉFINITION 23.6 ♥♥♥ Somme directe
On dit que deux sous-espaces vectorielsF et G de E sont ensomme directesi F∩G = {0}. On note alorsF⊕G leur

somme.

THÉORÈME 23.12 Caractérisation de la somme directe
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels duK-espace vectoriel(E,+, ·). On a équivalence entre :

1 F et G sont en somme directe.

2 ∀x ∈ F+G, ∃ ! (x1, x2) ∈ F×G : x = x1 + x2 (c’est-à-dire, tout vecteur deF+G se décompose de manière

unique comme somme d’un vecteur deF et d’un vecteur deG.)

Démonstration
⇒ Supposons queF et G soient en somme directe et soitx ∈ F+G. Par définition, il existex1 ∈ F et x2 ∈ G tels quex = x1 +x2 .

Supposons qu’il existex′1 ∈ F et x′2 ∈ G tels qu’on ait encorex = x′1 +x′2. Commex = x1 +x2 = x′1 +x′2 , on a l’égalité :x1 −x′1 =
x′2 −x2 . Notonsy ce vecteur. CommeF1 et F2 sont des sous-espaces vectoriels deE, y = x1 −x′1 ∈ F1 et y = x′2 −x2 ∈ F2. Par
conséquenty ∈ F1 ∩F2. Mais F1 et F2 étant en somme directe, on aF1 ∩F2 = {0} doncy = 0. Par conséquent,x1 = x′1 et x2 = x′2
et l’unicité est prouvée.

⇐ Prouvons maintenant la réciproque. Soitx ∈ F∩G. Il existe alors deux couples deF×G permettant de décomposerx en un
vecteur deF et un vecteur deG : (x,0) et (0, x). Par hypothèse, elles sont égales :(x,0) = (0, x). Par conséquentx = 0 et les
sous-espacesF et G sont en somme directe.

PLAN 23.5 : Pour montrer queF et G sont en somme directe

1 Soit x ∈ F∩G.

2 x ∈ F donc ...

3 x ∈ G donc ...

4 ... alorsx = 0.

Exemple 23.14
– DansC, les sous-espace vectorielsF =R et G = iR sont en somme directe :

1 Soit x ∈ F∩G.

2 x ∈ F doncx est réel.

3 x ∈G est imaginaire pur.

4 Le seul complexe à la fois réel et imaginaire pur est0 doncx = 0.

– DansR3, les droites vectoriellesF =
{

x + y − z = 0

2x − y + z = 0
et G =

{
x + y −2z = 0

−y + z = 0
sont en somme directe.

• Montrons queF est bien un sous-espace vectoriel deR3. On a :

{
x + y − z = 0

2x − y + z = 0
⇐⇒

{
x + y − z = 0

−y + z = 0
⇐⇒ x = 0 et y = z

donc
F=

{(
x, y, z

)
∈R

3 | x + y − z = 0 et 2x − y + z = 0
}
=

{(
0, y, y

)
| y ∈R

}
= Vect (0,1,1) .

• On montre de la même façon queG = Vect (1,1,1) et doncG est bien un sous-espace vectoriel deR3.
• Ces deux droites vectorielles ne sont pas engendrées par desvecteurs colinéaires. Elles ne se coupent donc qu’en

0R3 .
– DansE = F (R,R), on considèreF =

{
f ∈E | f (0) = 0

}
et G = Vect (x 7→ 1). On a montré dans l’item 5. de l’exemple

23.7 page 849 queF est un sous-espace vectoriel deE. CommeG est décrit par unVect , c’est un sous-espace vectoriel
deE. Remarquons queG est l’ensemble des applications constantes deR dansR.

1 Soit f ∈ F∩G.

2 f ∈ F donc f (0) = 0.

3 f ∈ G donc il existea ∈R tel quef : x 7→ a.

4 Mais a = f (0) = 0 donc f = 0.

– Toujours dansE =F (R,R), les sous-espaces vectorielsF = Vect (cos) et G = Vect (sin) sont en somme directe. Il est
clair queF et G sont des sous-espaces vectoriels deE. Montrons qu’ils sont en somme directe
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1 Soit f ∈ F∩G.

2 f ∈ F donc il existeα ∈R tel quef =αcos.

3 f ∈ G donc il existeβ ∈R tel quef = βsin.

4 et il vient que∀x ∈ R, αcos x = βsin x ce qui n’est possible que siα = β = 0. En effet, comme précisé,
l’égalité précédente est vraie pour tout réelx. En particulier, six = 0, alorsα= 0 et si x = π/2, on trouve que
β= 0. Finalement,f = 0.

23.3.3 Sous-espaces supplémentaires

DÉFINITION 23.7 Sous-espaces supplémentaires
On dit que deux sous-espaces vectorielsF et G deE sontsupplémentairessi et seulement si ils vérifient :

H1 E = F+G

H2 F∩G = {0}

F

G
x = x1 + x2

x1

x2

FIGURE 23.1 – Décomposition d’un vecteur suivant deux sous-espaces supplémentaires

L’intérêt de disposer d’espaces supplémentaires est donnépar le théorème suivant. Il dit que si on dispose de deux sous-
espaces supplémentairesF et G dans unK-espace vectorielE alors tout vecteur deE peut être décomposé de manière
unique en la somme d’un vecteur deF et d’un vecteur deG.

THÉORÈME 23.13 Caractérisation des sous-espaces supplémentaires
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectoriel(E,+, ·). On a équivalence entre :

1 E = F⊕G (c’est-à-direF et G sont supplémentaires).

2 ∀x ∈ E, ∃ ! (x1, x2) ∈ F×G : x = x1 + x2 (c’est-à-dire, tout vecteur deE se décompose de manièreunique
comme somme d’un vecteur deF et d’un vecteur deG.)

Démonstration
⇒ Supposons queF et G sont supplémentaires. Soitx ∈ E. CommeE = F+G, il existex1 ∈ F et x2 ∈ G tels quex = x1 +x2 . En

appliquant la proposition 23.12, commeF et G sont en somme directe, cette décomposition est unique.
⇐ Réciproquement, si pour toutx ∈ E, il existe un unique couple(x1, x2) ∈ F×G tel quex = x1+x2 alors on a nécessairementE =

F+G. On peut de plus appliquer à nouveau la proposition 23.12 et affirmer que les deux sous-espacesF etG sont supplémentaires.
On a ainsi montré queE = F⊕G.

PLAN 23.6 : Pour montrer queF⊕G = E

1 Montrons que la somme est directe :voir le plan 57 page 854.

2 Montrons queE = F+G : Voir la remarque ci-dessous.

Remarque 23.11 La partie souvent difficile dans ce plan est souvent de montrer queE = F+G. Dans ce chapitre, on
utilisera une des deux techniques suivantes :
– Si on sait écrireF et G sous forme d’unVect , F = Vect (A), G = Vect (B), on peut, grâce à la proposition 23.11, écrire

F+G = Vect (A)+Vect (B) = Vect (A∪B). Reste alors à montrer queVect (A∪B) = E.
– Si cette technique ne fonctionne pas, on utilise alors la définition : Soit x ∈ E. Posonsx1 = . . .. Posonsx2 = . . .. On a

bien :
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1 x1 ∈ F. 2 x2 ∈G. 3 x = x1 + x2.

La difficulté de cette méthode consiste en la détermination de x1 et x2. On procède souvent ainsi. Dans la pratique, il
est souvent facile de déterminer un des deux vecteursx1 ou x2, supposons que ce soitx1. On pose alorsx2 = x−x1. Il
suffit alors de vérifier quex2 ∈G.

– On verra au chapitre 24 que grâce à la formule de Grassmann (voir 24.19 page 907) on arrivera à traiter très simplement
cette question dans le cas où on travaille avec des espaces vectoriels de « dimension finie ».

Exemple 23.15

– DansE =C, F = Vect ({1}) et G = Vect ({i }). On sait queF et G sont des sous-espaces vectoriels deE.

1 Si x ∈ F∩G alorsx est à la fois réel et imaginaire pur doncx = 0 et F∩G = {0}.

2 F+G = Vect (1)+Vect (i )= Vect (1, i ) =C doncE = F+G.

On a montré queE = F⊕G.

– Dans l’espaceE = R3 la droiteF donnée par le système

{
x + y − z = 0

2x − y + z = 0
et le planG d’équationz = 0 sont sup-

plémentaires. CommeF = Vect (0,1,1) et G = Vect ((1,0,0) ,(0,1,0)), F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de
E.

1 Si
(
x, y, z

)
∈ F∩G alors

(
x, y, z

)
vérifie le système





x + y − z = 0

2x − y + z = 0

z = 0

et on trouve quex = y = z = 0 donc

F∩G = {0}.

2 F+G = Vect (−4,1,−3)+Vect ((1,0,0) ,(0,1,0)) = Vect ((−4,1,−3) ,(1,0,0) ,(0,1,0)) = E car on vérifie, en util-
isant par exemple le produit mixte, que ces trois vecteurs nesont pas coplanaires. Ils forment ainsi une base de
R3.

On a montré queE = F⊕G.
– DansE = F (R,R), on poseF =

{
fonctions paires

}
et G =

{
fonctions impaires

}
. On vérifie queF est un sous-espace

vectoriel deE. F est non vide, il contient par exemple la fonction identiquement nulle surR. Si α,β ∈ R et si f , g ∈ F

alors, en utilisant la parité def et g , pour toutx ∈R :

(
α f +βg

)
(−x) = α f (−x)+βg (−x) =α f (x)+βg (x) =

(
α f +βg

)
(x)

doncα f +βg ∈ F. On prouve de même queG est un sous-espace vectoriel deE.

1 Soit f ∈ F∩G alors∀x ∈R, f (−x) = f (x) =− f (x) et doncf = 0. Alors F∩G = {0}.

2 Soit f ∈ E. On cherche deux fonctionsf1 et f2 telles quef1 est paire,f2 impaire etf = f1 + f2. Effectuons un
raisonnement par analyse et synthèse.

Analyse : Supposons que deux telles fonctions existent. Pour toutx ∈ R, on sait quef (x) = f1(x)+
f2(x) et quef (−x) = f1(x)− f2(x). On tire de ces deux égalités que

f1 (x) =
f (x)+ f (−x)

2
et f2 (x) =

f (x)− f (−x)

2
.

Synthèse : Posonsf1 (x) =
f (x)+ f (−x)

2
et f2 (x) =

f (x)− f (−x)

2
. On vérifie facilement quef1

est paire, donc quef1 ∈ F et quef2 est impaire, donc quef2 ∈G. On vérifie aussi quef = f1 + f2.
Finalement, on a montré queE = F+G.

On a doncF (R,R)= F⊕G. Que dire des fonctionsexp, ch et sh ?
– Toujours dansE = F (R,R), on poseF =

{
f ∈ E | f (1) = 0

}
et G = {x 7→ ax | a ∈R}. On vérifie facilement queF et G

sont des sous-espaces vectoriels deE. PourG, on peut remarque queG = Vect (idR).

1 Soit f ∈ F∩G. Commef ∈ F, f (1) = 0 et commef ∈ G alors il existea ∈R tel quef : x 7→ ax. Alors f (1) = a = 0

et doncf = 0. On a montré queF∩G = {0}.

2 Soit f ∈ E. S’il existe f1 ∈ F et f2 ∈ G tels quef = f1 + f2 alors f (1) = f2 (1). On est alors invité à poser
f2 : x 7→ f (1) x. Il est clair quef2 ∈ G. Posonsf1 = f − f2. Il est clair quef1 (1) = 0 donc f1 ∈ F. On a bien de
plus f = f1 + f2. DoncE = F+G.

En conclusionE = F⊕G.
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23.4 Applications linéaires

Dans toute la suite(E,+, ·) et (F,+, ·) sont deuxK-espaces vectoriels.

23.4.1 Définitions

DÉFINITION 23.8 ♥♥♥ Application linéaire
Soient(E,+, ·) et (F,+, ·) deuxK-espaces vectoriels etf : E → F. On dit quef estlinéairesi et seulement si :

1 ∀
(
x, y

)
∈E2, f

(
x + y

)
= f (x)+ f

(
y
)
.

2 ∀(λ, x) ∈K×E, f (λ ·x) = λ · f (x).

(On dit aussi quef est unmorphisme d’espaces vectoriels).

THÉORÈME 23.14 ♥♥♥ Caractérisation des applications linéaires
Soit f : E → F. f est linéaire si et seulement si :

∀
(
x, y

)
∈E2, ∀

(
α,β

)
∈K2, f

(
α ·x +β · y

)
=α · f (x)+β · f

(
y
)

Remarque 23.12

Si f : E → F est linéaire alorsf (0E) = 0F. En effet f (0E) = f (0E +0E) = f (0E)+ f (0E) donc par soustraction du vecteurs
f (0E) des deux côtés de cette égalité, il vientf (0E) = 0F.

PLAN 23.7 : Pour montrer quef : E → F est linéaire

1 Soientα,β ∈R et x, y ∈E.

2 Montrons quef
(
α ·x +β · y

)
=α · f (x)+β · f

(
y
)

PLAN 23.8 : Pour montrer quef : E → F n’est pas linéaire

on peut :

1 montrer quef (0E) 6= 0F.

2 ou trouverα,β ∈K, x, y ∈ E tels quef
(
α ·x +β · y

)
6= α · f (x)+β · f

(
y
)

DÉFINITION 23.9 Forme linéaire, endomorphisme, isomorphisme, automorphisme
Soit f : E → F une application linéaire.

– Si F =K, on dit quef est uneforme linéaire.
– Si E = F, on dit quef est unendomorphismedeE.
– Si f : E → F est bijective, on dit quef est unisomorphisme deE sur F.
– Si f est à la fois un endomorphisme deE et un isomorphisme, on dit quef est unautomorphisme deE.

Exemple 23.16
– Les applications linéairesf : R → R sont les applicationsx 7→ λ · x où λ ∈ R. Montrons qu’une telle application est

linéaire. Soientα,β ∈R et x, y ∈ R alors f
(
αx +βy

)
= λ

(
αx +βy

)
= αλx +βλy = α f (x)+β f

(
y
)
. Donc f est linéaire.

Montrons que les applicationsf de cette forme sont les seules qui soient linéaires surR. Si f est linéaire surR alors
on doit avoir, pour toutx ∈R, f (x) = f (x.1) = x f (1) donc f est de la forme indiquée avecλ= f (1).

– Dans unK-espace vectoriel quelconqueE, les homothétiesh :

{
E −→ E

x 7−→ λ ·x
où λ ∈K sont linéaires. La preuve

est identique à celle donnée dans l’item précédent.
– Les translations de vecteur non nul ne sont pas linéaires...En effet, dans unK-espace vectorielE, pouru ∈ E tel que

u 6= 0, considérons la translationtu :

{
E −→ E

x 7−→ x +u
. On atu (0E) = 0E +u = u 6= 0F donctu n’est pas linéaire.

– La dérivationD :

{
C 1 (R) −→ C 0 (R)

f 7−→ D
(

f
)
= f ′ est linéaire. Siα,β ∈R et f , g ∈C 1 (R) alorsD

(
α f +βg

)
=

(
α f +βg

)′ =

α f ′+βg ′ =αD
(

f
)
+βD

(
g
)
.

– L’applicationϕ :

{
C 0([0,1],R) −→ R

f 7−→
∫1

0 f (x) dx
est une forme linéaire. En effet, siα,β ∈ R et f , g ∈C 0 ([0,1],R)

alorsϕ
(
α f +βg

)
=

∫1
0

(
α f +βg

)
(x) dx =α

∫1
0 f (x) dx +β

∫1
0 g (x) dx = αϕ

(
f
)
+βϕ

(
g
)
.
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– L’applicationϕ :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x − y + z,2x + z

) est linéaire. Siα, β ∈R et si
(
x, y, z

)
,
(
x′, y ′, z ′) ∈R3 alors

ϕ
(
α

(
x, y, z

)
+β

(
x′, y ′, z ′)) = ϕ

(
αx +βx′,αy +βy ′,αz +βz ′)

=
(
αx +βx′−

(
αy +βy ′)+αz +βz ′,2

(
αx +βx′)+αz +βz ′)

= α
(
x − y + z,2x + z

)
+β

(
x′− y ′+ z ′,2x′+ z ′)

= αϕ
(
x, y, z

)
+βϕ

(
x′, y ′, z ′) .

23.4.2 Noyau, image d’une application linéaire

Rappels :Soientf : E → F et E′ ⊂ E, F′ ⊂ F. Par définition :

1 L’image deE′ par f est f
(
E′)=

{
f (x) | x ∈ E′}

2 L’image réciproque deF′ par f est f −1
(
F′)=

{
x ∈E | f (x) ∈ F′}

THÉORÈME 23.15 ♥♥♥ Image directe et réciproque d’une application linéaire

Soit f : E → G une application linéaire. SoientE′ un sous-espace vectoriel deE et F′ un sous-espace vectoriel deF

alors :

1 f
(
E′) est un sous-espace vectoriel deF.

2 f −1
(
F′) est un sous-espace vectoriel deE.

Démonstration

1 Comme0E ∈ E′ et quef est linéaire,0F = f (0E) ∈ f
(
E′) et f

(
E′) est non vide. Soientα,α′ ∈K et y, y ′ ∈ f

(
E′). Il existe

x, x′ ∈ E tels quey = f (x) et y ′ = f
(
x′

)
. Montrons queαy +α′ y ′ ∈ f

(
E′). En utilisant la linéarité def : αy +α′y ′ =

α f (x)+α′ f
(
x′

)
= f

(
αx +α′x‘

)
et doncαy +α′ y ′ ∈ f

(
E′). f

(
E′) est donc bien un sous-espace vectoriel deF.

2 De même que précédemment, comme0F ∈ F′ et quef est linéaire,0E ∈ f −1
(
F′

)
. Soientα,α′ ∈K et x, x′ ∈ f −1

(
F′

)
. Il existe

doncy, y ′ ∈ F′ tels quey = f (x) et y ′ = f
(
x′

)
. Donc, toujours par linéarité def , f

(
αx +α′x′

)
=αy +α′y ′ ∈ F′. Il vient alors

queαx +α′x′ ∈ f −1
(
F′

)
.

DÉFINITION 23.10 ♥♥♥ Noyau, Image
Soit f : E → F une application linéaire. On appelle :
– Noyau def et on noteKer f le sous-ensemble deE : Ker f =

{
x ∈E | f (x) = 0F

}

– Image def et on noteIm f le sous-ensemble deF : Im f =
{

f (x) | x ∈ E
}
.

THÉORÈME 23.16 ♥♥♥ Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels

Soit f : E → F une application linéaire. AlorsKer f et Im f sont des sous-espaces vectoriels deE.

Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème

Exemple 23.17
– Dans R3, F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x + y − z = 0

}
est un sous-espace vectoriel deR3. En effet, posons f :{

R3 −→ R(
x, y, z

)
7−→ x + y − z

. Alors, f est une forme linéaire etF = Ker f . On peut être ici plus précis :F est le

plan vectoriel de vecteur normal(1,1,−1).

– SoitD :

{
C 1 (R) −→ C 0 (R)

f 7−→ D
(

f
)
= f ′ . On a :

• Ker D=
{

f ∈C 1 (R) | D
(

f
)
= 0

}
qui est égal à l’ensemble des fonctions constantes surR.

• ImD =
{
D

(
f
)
| f ∈C 1 (R)

}
=C 0 (R). Autrement dit,D est surjective. Démontrons le. Soitf ∈C 0 (R). Commef est

continue surR et queR est un intervalle,f possède une primitiveF : R→R. De plusF est dérivable et sa dérivéef

est continue. DoncF ∈C 1 (R). On a bienD(F) = f et D est bien surjective.

THÉORÈME 23.17 ♥♥♥ Caractérisation des applications linéaires injectives
Soit f : E → F une application linéaire. Alors :

f est injective si et seulement siKer f = {0E}
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Démonstration
⇒ Supposons quef est injective. Rappelons que commef est linéaire,f (0E) = 0F. Ainsi 0F admet donc comme antécédent0E .

Mais f étant injective0E est le seul antécédent de0F. Il est alors clair queKer f =
{

0E
}
.

⇐ Réciproquement, supposons queKer f =
{
0E

}
et montrons quef est injective. Soientx1, x2 ∈ E tels quef (x1) = f (x2). Par

linéarité def , on peut écrire quef (x1 −x2) = 0F. Doncx1 −x2 ∈ Ker f =
{

0E
}
. Il s’ensuit quex1 −x2 = 0E et donc quex1 = x2 .

f est donc injective.

Exemple 23.18

– On reprend l’exemple précédent,D :

{
C 1 (R) −→ C 0 (R)

f 7−→ D
(

f
)
= f ′ n’est par injective car son noyau contient d’autres

fonctions que la fonction nulle, comme par exemplef : x → 1.

– Soitθ :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→

(
x + y, x − y

) . On vérifie facilement queKer f = {(0,0)} en résolvant le système

{
x + y = 0

x − y = 0

et doncf est injective.

Remarque 23.13 [Caractérisation des applications linéaires surjectives] Soit f : E → F une application linéaire. Par
définition, f est surjective si et seulement siIm f = F.

23.4.3 Étude deL (E,F)

✎ Notation 23.19 On noteL (E,F) l’ensemble des applications linéaires deE dansF.

PROPOSITION23.18 (L (E,F) ,+, ·) est unK-espace vectoriel
Le triplet (L (E,F) ,+, ·) est unK-espace vectoriel. En particulier, si

(
f , g

)
∈ (L (E,F))2 et

(
α,β

)
∈K2 alorsα f +βg est

linéaire.

Démonstration CommeF est unK-espace vectoriel, l’ensembleF (E,F) des fonctions deE dansF a une structure deK-espace
vectoriel. Pour montrer queL (E,F) est unK-espace vectoriel, il suffit alors de montrer queL (E,F) est un sous-espace vectoriel
deF (E,F). Il est clair queL (E,F) est non vide car il contient par exemple l’application identiquement nullef : x 7→ 0F. On vérifie
de plus facilement que sif , g ∈L (E,F) alorsα f +βg est linéaire. DoncL (E,F) est bien un sous-espace vectoriel deF (E,F).

23.4.4 Étude deL (E)

✎ Notation 23.20 On noteL (E) l’ensemble des endomorphismes duK-espace vectorielE.

COROLLAIRE 23.19 (L (E),+, ·) est unK-espace vectoriel.
Le triplet (L (E) ,+, ·) est unK-espace vectoriel.

Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition précédentecarL (E) =L (E,F)

PROPOSITION23.20 La composée de deux applications linéaires est une application linéaire
Soient(E,+, ·), (F,+, ·) et (G,+, ·) troisK-espaces vectoriels. Sif ∈L (E,F) et sig ∈L (F,G) alorsg ◦ f ∈L (E,G)

Démonstration La preuve, facile, est laissée en exercice.

DÉFINITION 23.11 Identité de E

Soit (E,+, ·) unK-espace vectoriel. On définit la fonctionidentité deE parIdE :

{
E −→ E

x 7−→ x
.

DÉFINITION 23.12 Homothétie deE

Soit (E,+, ·) unK-espace vectoriel. On appellehomothétie vectorielle de rapportλ ∈ K l’applicationhλ = λ · Id , hλ :{
E −→ E

x 7−→ λ ·x
.

Remarque 23.14
– Ces deux applications sont linéaires et sont donc des endomorphismes deE.
– Toute homothétie vectorielle de rapportλ 6= 0 est injective.

PROPOSITION23.21 (L (E) ,+,◦) est un anneau unitaire
Le triplet (L (E) ,+,◦) est un anneau unitaire (généralement non commutatif).

Démonstration On vérifie facilement que(L (E),+,◦) vérifie les axiomes d’un anneau unitaire.
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23.4.5 Étude deGL(E)

✎ Notation 23.21 On noteGL(E) l’ensemble des automorphismes deE.

PROPOSITION23.22 ♥ L’inverse d’une application linéaire bijective est linéaire
Soit f : E → F un isomorphisme entre les espaces vectorielsE et F alors f −1 : F → E (qui existe carf est bijective) est
aussi linéaire, c’est-à-diref −1 ∈L (F,E).

Démonstration Soientx, x′ ∈ E et y, y ′ ∈ F tels quey = f (x) et y ′ = f
(
x′

)
. Soientα,α′ ∈K. On a :

f −1 (
αy +α′ y ′

)
= f −1 (

α f (x)+α′ f
(
x′

))

= f −1 (
f

(
αx +α′x′

))
car f est linéaire

= αx +α′x′

= α f −1 (
y
)
+α′ f −1 (

y ′
)

et f −1 est bien linéaire.

COROLLAIRE 23.23 ♥ (GL(E),◦) est un groupe
Le couple(GL(E),◦) est un groupe (en général non commutatif) d’élément neutreIdE. On l’appellegroupe linéaire de

E.

Démonstration En utilisant la propriété précédente, on vérifie facilementqueGL(E) vérifie les axiomes d’un groupe.

Remarque 23.15 Pour prouver qu’une applicationf : E → E est bijective on utilise souvent la propriété suivantef est
bijective si et seulement s’il existeg : E → E telle quef ◦ g = g ◦ f = IdE. Dans ce cas,g = f −1.

Exemple 23.22Soient unR-espace vectorielE et un endomorphismeu ∈ L(E) vérifiant :u3+u2+2idE = 0. Montrons que
u ∈ GL(E) et déterminons son inverseu−1. En utilisant la linéarité deu, l’égalité se factorise enu ◦

[
− 1

2

(
u2 +u

)]
= idE

ou encore− 1
2

(
u2 +u

)
◦u = idE. Doncu est inversible etu−1 =− 1

2

(
u2 +u

)
.

23.5 Équations linéaires

23.5.1 Définitions

On va expliquer dans cette section que l’ensemble des solutions d’un système linéaire ou d’une équation différentielle
linéaire sont équipés d’une même structure.

DÉFINITION 23.13 Équations linéaires
On appelleéquation linéaireune équation de la formeu (x) = b où :
– u est une application linéaire définie entre unK-espace vectoriel E et unK-espace vectoriel F :u ∈L (E,F).
– b est un vecteur deF appelésecond membre de l’équation.
– L’inconnuex est à valeurs dansE.

Exemple 23.23
– SoientE =Kn , F=Km , x = (x1, . . . , xn ) et b = (b1, . . . ,bm ). Soit

u :





E −→ F

x = (x1, . . . , xn ) 7−→




a11x1 + . . .+a1n xn

a21x1 + . . .+a2n xn

...
am1x1 + . . .+amn xn




Alors u est linéaire et l’équationu (x) = b est équivalente au système d’équations :





a11x1 + . . .+a1n xn = b1

a21x1 + . . .+a2n xn = b2

...

am1x1 + . . .+amn xn = bn
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– SoientE =C 1 (R,R), F =C 0 (R,R), a,b ∈C 0 (R,R) et

θ :

{
E −→ F

ϕ 7−→ aϕ′+bϕ
.

Soit c ∈ F. L’équation linéaireθ
(
ϕ

)
= c d’inconnueϕ ∈C 1 (R,C) est une équation différentielle du premier degré.

– SoientE =C 2 (R,C), F =C 0 (R,C), a,b,c ∈C et

θ :

{
E −→ F

ϕ 7−→ aϕ′′+bϕ′+cϕ

Soit d ∈ F. L’équation linéaireθ
(
ϕ

)
= c d’inconnueϕ ∈ C 2 (R,C) est une équation différentielle du second degré à

coefficients constants.

23.5.2 Structure de l’ensemble des solutions

Keru

x0

SE

x

E

0E

Imu

b = u(x0) = u(x)

0F

F

FIGURE 23.2 – Équationu(x) = b

PROPOSITION23.24 Structure de l’ensemble des solutions d’une équation linéaire
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels,u ∈L (E,F) etb ∈ F. On noteS l’ensemble des solutions de l’équation linéaire
u (x) = b etS0 l’ensemble des solutions de l’équation sans second membre :u (x) = 0. On a :
– S0 est un sous-espace vectoriel deE (et doncS0 est non vide !).
– Si S 6=∅ et six0 ∈ S alorsS = {x0 +h | h ∈ S0} = x0 +S0

Démonstration L’ensembleS0 est le noyau deu, c’est donc un sous-espace vectoriel deE d’après le théorème 23.16 page 858.
Soit x0 ∈ S, c’est-à-dire un élémentx0 de E tel queu (x0) = b. Montrons queS = {x0 +h | h ∈ S0}. Pour ce faire, effectuons un
raisonnement par double inclusion :
⊂ Soit x ∈ S. Alors u (x −x0 )= u (x)−u (x0)= b −b = 0. Doncx −x0 = h ∈ S0 et x = x0 +h avech ∈ S0 et x ∈ x0 +S0.
⊃ Soit h ∈ S0. On au (x0 +h) = u (x0)+u (h) = b et doncx0 +h ∈ S.

Remarque 23.16 Autrement dit, toute solution d’une équation linéaire est la somme d’une solution de l’équation
homogène associée et d’une solution particulière de l’équation linéaire. Les théorèmes 5.6 page 202 et 5.16 page 213
du chapitre 5 sont des cas particuliers de ce théorème. On retrouvera ce théorème dans le cas des systèmes linéaires au
chapitre 25 section 25.11, proposition 25.56 page 981.

23.6 Projecteurs et symétries

E désigne là encore unK-espace vectoriel.

23.6.1 Projecteurs
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E1

E2

x = x1 + x2

x1 = p(x)

x2

FIGURE 23.3 – Projection surE1 parallèlement àE2

DÉFINITION 23.14 ♥ Projecteurs
SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE : E = E1 ⊕E2. Pour toutx ∈ E, il existe donc un

unique couple(x1, x2) ∈E1 ×E2 tel quex = x1 + x2. Soit

p :

{
E −→ E

x = x1 + x2 7−→ x1

L’applicationp est bien définie et est appeléeprojecteur deE sur E1 parallèlement àE2.

PROPOSITION23.25 ♥ Propriétés des projecteurs
SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE : E = E1 ⊕E2 et soit p le projecteur deE sur E1

parallèlement àE2 alors :

1 p est linéaire :p ∈L (E).

2 Ker p = E2.

3 Im p = E1.

4 p (x) = x ⇐⇒ x ∈ E1 (E1 est l’ensemble des vecteurs invariants parp).

Démonstration

1 Soientx = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E et x′ = x′1 +x′2 ∈ E1 ⊕E2 = E ainsi que deux scalairesα,α′ ∈K. On a :

αx +α′x′ =
(
αx1 +α′x′1

)
︸ ︷︷ ︸

∈E1

+
(
αx2 +α′x′2

)
︸ ︷︷ ︸

∈E2

∈E1 ⊕E2.

et :

p
(
αx +α′x′

)
= αx1 +α′x′1
= αp (x)+α′p

(
x′

)

ce qui prouve quep est linéaire.

2 Soientx = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E. On a :

p (x) = 0 ⇐⇒ x1 = 0 ⇐⇒ x = x2 ⇐⇒ x ∈ E2.

Par conséquent :Ker p = E2.

3 Soientx = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E. On a :

x ∈ Imp ⇐⇒ ∃x′ = x′1 +x′2 ∈ E1 ⊕E2 : x = p
(
x′

)

⇐⇒ x = x′1 ∈E1

⇐⇒ x ∈E1.

DoncIm p = E1.

4 Soit x = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E. On a :
p (x) = x ⇐⇒ x = x1 ⇐⇒ x ∈ E1
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PROPOSITION23.26 ♥ Caractérisation des projecteurs
Soitp ∈L (E). Alors p est un projecteur si et seulement sip ◦p = p (c’est-à-dire si et seulement sip estidempotente).

Dans ce cas,p est le projecteur surKer p parallèlement àIm p.

Démonstration
⇒ Si p est un projecteur et six ∈ E, alors en appliquant la proposition précédente,p (x) ∈ E1 et commeE1 est stable parp,

p
(
p (x)

)
= p (x). Doncp ◦p = p.

⇐ Réciproquement, sip est un endomorphisme deE vérifiant p ◦p = p : posonsE1 = Im p et E2 = Ker p et montrons que ces
deux sous-espaces vectoriels deE sont supplémentaires dansE.
– Soit x ∈ E1 ∩E2. Alors, on a à la foisp (x) = 0 car x ∈ E2 = Ker p et x = p

(
x′

)
où x′ ∈ E car x ∈ E1 = Im p. Par conséquent :

0 = p (x) = p
(
p

(
x′

))
. Mais commep ◦p = p, on ap

(
p

(
x′

))
= p

(
x′

)
= x et doncx = 0, ce qui prouve queE1 et E2 sont en

somme directe.
– Soitx ∈ E. On a :

x = p (x)︸ ︷︷ ︸
=x1

+
(
x −p (x)

)
︸ ︷︷ ︸

=x2

et x1 ∈ E1 (car x1 = p (x) ∈ Im p) et x2 ∈ E2 (car p(x2) = p
(
x −p (x)

)
= p(x)−p2(x) = p(x)−p(x) = 0). Par conséquent :

E = E1 +E2

Donc E = E1 ⊕E2. Si x = x1 + x2 ∈ E1 ⊕E2 = E, commex1 ∈ E1, p (x1) = x1 et commex2 ∈ E2, p (x2) = 0. Par linéarité dep,
p (x) = p (x1)+p (x2) = x1 . p est donc bien le projecteur deE surE1 parallèlement àE2.

PROPOSITION23.27 ♥
Si E = E1 ⊕E2, si p est le projecteur deE surE1 parallèlement àE2 et siq ∈ Ł(E) alors on a équivalence entre :

1 q est le projecteur deE surE2 parallèlement àE1.

2 p +q = idE .

Démonstration
– Supposons queq est le projecteur deE sur E2 parallèlement àE1. Si x = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 alorsp (x) = x1 et q (x) = x2. Donc

x = p (x)+q (x) et on a bienp +q = idE.
– Réciproquement, sip + q = idE et si x = x1 + x2 ∈ E1 ⊕ E2 alors q (x) = x − x1 = x2 donc q est le projecteur deE sur E2

parallèlement àE1.

23.6.2 Symétries

E1

E2

x = x1 + x2

x1

s(x) = x1 − x2

x2

FIGURE 23.4 – Symétrie par rapport àE1 parallèlement àE2

DÉFINITION 23.15 ♥ Symétries
SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE : E = E1 ⊕E2. Pour toutx ∈ E, il existe donc un

unique couple(x1, x2) ∈E1 ×E2 tel quex = x1 + x2. Soit

s :

{
E −→ E

x = x1 + x2 7−→ x1 − x2

s est bien définie et est appeléesymétrie par rapport àE1 parallèlement àE2, ou plus simplementsymétrie.
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PROPOSITION23.28 ♥ Propriétés des symétries
SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE : E = E1 ⊕E2 et soits la symétrie par rapport àE1

parallèlement àE2, alors :

1 L’applications est linéaire :s ∈L (E).

2 Si p est le projecteur deE surE1 parallèlement àE2 alors s = 2p − IdE .

3 s estinvolutive, c’est-à-dire :s ◦ s = IdE.

Démonstration Soit p le projecteur deE surE1 parallèlement àE2. Soit x = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E. On a :p (x) = x1 et

(
2p − IdE

)
(x) = 2p (x)−x = 2x1 − (x1 +x2) = x1 −x2 = s (x)

ce qui démontre le second point. Commep est linéaire et qu’une combinaison linéaire d’ applications linéaires est linéaire,s est
linéaire et le premier point est aussi démontré. Enfin, en utilisant la linéarité et l’idempotence dep :

s ◦ s =
(
2p − IdE

)
◦
(
2p − IdE

)

= 2p ◦
(
2p − IdE

)
−

(
2p − IdE

)

= 4p2 −2p −2p + IdE

= 4p −4p + IdE

= IdE

et le troisième point est démontré.

PROPOSITION23.29 ♥ Caractérisation des symétries
Soit s ∈ L (E). Si s est involutive, c’est-à-dire sis ◦ s = IdE , alorss est la symétrie par rapport àE1 = Ker(s − IdE) et

parallèlement àE2 = Ker(s + IdE)).

Démonstration Supposons ques est linéaire et involutive. PosonsE1 = Ker (s − IdE) etE2 = Ker (s + IdE). Montrons que ces deux
sous-espaces vectoriels deE sont supplémentaires dansE.
– Soitx ∈ E1 ∩E2. On a donc :s (x)−x = 0 et s (x)+x = 0. Soustrayant ces deux égalités, on obtientx = 0, doncE1 et E2 sont en

somme directe
– Soitx ∈ E. On a :

x =−
1

2
(s (x)−x)

︸ ︷︷ ︸
∈E1

+
1

2
(s (x)+x)

︸ ︷︷ ︸
∈E2

et doncE = E1 +E2.
On en déduit queE = E1 ⊕E2. De plus, six = x1 +x2 ∈ E1 ⊕E2 = E alors : commex1 ∈ E1, on a :s (x1) = x1 et commex2 ∈ E2, on
a aussi :s (x2) =−x2 . Par linéarité des, on en déduit que :s (x) = s (x1)+ s (x2) = x1 −x2 . L’applications est donc bien la symétrie
par rapport àE1 et parallèlement àE2

Im p

Ker p

x

p(x)

x −p(x)

x −p(x)

0E

(a) Décomposition associée à un projecteur

Ker(s − idE)

Ker(s + idE)

x

p(x)=
1

2

(
x + s(x)

)
0E

s(x)
(b) Décomposition associée à une symétrie

FIGURE 23.5 – Projecteur, symétrie
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En résumé

1 Les différentes définitions de ce chapitre doivent être connues avec la plus grande précision.

2 Vous devez être capable de donner différents exemples d’espace vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous-
espaces supplémentaires. Il faudra passer du temps à reprendre les différents exemples de ce chapitre.

3 Les notions de projecteurs et symétries doivent être bien assimilées.

4 Ne vous découragez pas. Les premiers pas en algèbre linéairesont souvent difficiles. Le temps et le travail aidant,
ces nouvelles notions vont vite s’éclaircir.
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23.7 Exercices

23.7.1 Espace vectoriel

Exercice 23.1 ♥
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels surR?

1.
(
R∗
+,⊕,⊗

)
où :

⊕ :

{
R∗
+×R∗

+ −→ R∗
+

(a,b) 7−→ a ⊕b = ab

⊗ :

{
R×R∗

+ −→ R∗
+

(λ, a) 7−→ λ⊗a = aλ

2.
(
R2,⊕,⊗

)
où :

⊕ :

{
R2 ×R2 −→ R2

(
(a,b) ,

(
a′,b′)) 7−→ (a,b)⊕

(
a′,b′)=

(
a +a′,b +b′)

⊗ :

{
R×R2 −→ R2

(λ, (a,b)) 7−→ λ⊗ (a,b) = (λa,b)

Solution :

1. Vérifions les différents axiomes.

(a) ⊕ admet1 comme élément neutre et sia,b ∈ R∗
+, il est clair quea ⊕b−1 ∈ R∗

+. DoncR∗
+ est un sous-groupe

du groupe commutatif(R∗,×) et
(
R∗
+,⊕

)
admet alors bien une structure de groupe commutatif.

(b) Soientα,β ∈R et x, y ∈R∗
+. On vérifie que :

i.
(
α+β

)
⊗ x = xα+β = xαxβ =α⊗ x ⊕β⊗ x

ii.
(
α×β

)
⊗ x = xαβ =

(
xβ

)α =α⊗
(
β⊗ x

)

iii. α⊗
(
x ⊕ y

)
=

(
x y

)α = xαyα =α⊗ x ⊕α⊗ y .

iv. 1⊗ x = x1 = x.

2. La loi externe n’est pas distributive. En effet(1+2)⊗ (1,2) = (3,2) et 1⊗ (1,2)⊕2⊗ (1,2) = (1,2)⊕ (2,2) = (3,4).

23.7.2 Sous-espace vectoriel

Exercice 23.2 ♥
On considèreE = C 0 (R,R) l’ensemble des fonctions continues définies surR et à valeurs dansR. Indiquer parmi les
ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels deC 0 (R,R)

1. L’ensembleF1 des fonctions polynomiales de degrén où n ∈N.

2. L’ensembleF2 des fonctions polynomiales de degré au plusn où n ∈N et à coefficients dansR.

3. L’ensembleF3 des fonctions dérivables surR.

4. L’ensembleF4 des fonctionsf vérifiant telles qu’il existek ∈R tel quef estk-lipschitzienne.

5. L’ensembleF5 des fonctionsf dérivables surR telles quef (0) = 1

6. L’ensembleF6 des fonctionsf dérivables surR telles quef (0) = 0

7. L’ensembleF7 des fonctionsf ∈C 1 (R) solutions dey ′− y = 0.

8. L’ensembleF8 des fonctionsf ∈C 1 (R) solutions de∀t ∈R, y ′(t)− y(t)= t .

Solution :

1. L’ensembleF1 est clairement une partie deE car toute fonction polynomiale est continue surR. Elle ne contient
par contre pas la fonction nulle car le polynôme correspondant est de degré−∞. Ce n’est donc par un sous-espace
vectoriel deE.

2. L’ensembleF2 est clairement une partie deE. Il est évident queF2 est non vide et qu’une combinaison linéaire de
polynômes de degréÉ n est encore un polynôme de degréÉ n doncF2 est un sous-espace vectoriel deE.

3. Toute fonction dérivable surR est continue surR doncF3 ⊂ E. F3 est par ailleurs non vide et une combinaison
linéaire de fonctions dérivables est encore dérivable doncF3 est un sous-espace vectoriel deE.
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4. Toute fonctionk-lipschitzienne est continue (et même uniformément continue) surR doncF4 est bien une partie
deE. Si on considère une fonctionf1 k1-lipschitzienne et une fonctionf2 k2-lipschitzienne surR aveck1,k2 ∈R∗

+
et siα1,α2 ∈R alors, pour toutx, x′ ∈R, on a, par application de l’inégalité triangulaire :

∣∣(α1 f1 +α2 f2

)
(x)−

(
α1 f1 +α2 f2

)(
x′)∣∣É (|α1|k1 +|α2|k2)

∣∣x − x′∣∣

et doncα1 f1 +α2 f2 est|α1|k1 +|α2|k2-lipschitzienne.F4 est donc bien un sous-espace vectoriel deE.

5. La fonction nulle n’est pas élément deF5 doncF5 n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

6. L’inclusion deF6 dansE est évidente car toute fonction dérivable surR est continue surR. F6 est clairement
non vide, la fonction identiquement nulle en est un élément.Par ailleurs, une combinaison linéaire de fonctions
dérivables nulles en0 est encore dérivable et nulle en0 doncF6 est bien un sous-espace vectoriel deE.

7. F7 est non vide car la fonction nulle surR estC 1 surR et solution de l’équation différentielley ′− y = 0. Toute
fonctionC 1 surR est continue surR doncF7 est bien une partie deE. On vérifie de plus que toute combinaison
linéaire de fonctionsC 1 surR solutions de l’équation différentielle est encoreC 1 surR et solution de l’équation
différentielle.F7 est donc un sous-espace vectoriel deE.

8. La fonction identiquement nulle n’est pas solution dey ′− y = tdoncF8 n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

Exercice 23.3 ♥
Soit E =F (R,R) l’espace vectoriel des fonctions définies surR à valeurs dansR. Les parties suivantes sont elles des
sous-espaces vectoriels deF (R,R).

1. L’ensembleF1 des fonctions bornées surR.
2. L’ensembleF2 des fonctions monotones surR.

3. L’ensembleF3 des fonctions qui s’annulent au moins une fois surR.
4. L’ensembleF4 des fonctions qui ne s’annulent jamais surR.

5. L’ensembleF5 des fonctions qui s’annulent une infinité de fois surR.

6. L’ensembleF6 des fonctions qui valent0 en1.
7. L’ensembleF7 des fonctions qui valent1 en0.

8. L’ensembleF8 des fonctions dérivables surR.
9. L’ensembleF9 des fonctions paires surR.

10. L’ensembleF10 des fonctionsT-périodiques oùT est un réel strictement positif fixé.

Solution :

1. Une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée. F1 est non vide doncF1 est un sous-espace vectoriel
deE.

2. On considère les fonctionsf1 :

{
R −→ R

x 7−→ x3 et f2 :

{
R −→ R

x 7−→ x
. f1 et f2 sont monotones (croissantes) mais

ce n’est pas le cas def1 − f2 comme on peut le vérifier facilement.F2 n’est donc pas un sous-espace vectoriel de
E.

3. On considère les fonctionsf1 :

{
R −→ R

x 7−→ x
et f2 :

{
R −→ R

x 7−→ x −1
. f1 et f2 s’annulent toute deux au moins

une fois surR mais ce n’est pas le cas def2 − f1. DoncF3 n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

4. La fonction nulle n’est pas élément deF4 doncF4 n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

5. Les fonctionsf1 :

{
R −→ R

x 7−→ sin x
et f2 :

{
R −→ R

x 7−→ sin x − 1
2

s’annulent une infinité de fois surR mais ce

n’est pas le cas def1 − f2 = 1
2 . F5 n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

6. On montre facilement queF6 est un sous-espace vectoriel deE.

7. La fonction nulle n’est pas dansF7. Ce n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

8. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable etF8 est non vide doncF8 est un sous-espace
vectoriel deE.

9. F9 est non vide. Sif et g sont deux fonctions paires et siα,β sont deux scalaires réels alors, pour toutx ∈R :
(
α f +βg

)
(−x) =

(
α f +βg

)
(x)

et doncF8 est stable par combinaison linéaire. On en déduit que c’est un sous-espace vectoriel deE.

10. On vérifie facilement queF10 est non vide et qu’une combinaison linéaire de fonctionsT-périodiques est encore
T-périodique.F10 est donc un sous-espace vectoriel deE.
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Exercice 23.4 ♥
On noteE =F ([0,1] ,R) l’ensemble des fonctions définies sur[a,b] à valeurs dansR. Les parties suivantes sont-elles
des sous-espaces vectoriels deE ?

1. F1 =
{

f ∈C 1 ([0,1] ,R) | f ′ (0) = f ′ (1)
}

2. F2 =
{

f ∈C 0 ([0,1] ,R) | ∀x ∈ [0,1] , f Ê 0
}
.

3. F3 =
{

f ∈C 0 ([0,1] ,R) |
∫1

0 f (t) dt = 1
}

4. F4 =
{

f ∈C 0 ([0,1] ,R) |
∫1

0 f (t) dt = 0
}

Solution :

1. L’ensembleF1 est clairement un sous-ensemble deE. F1 est non vide car il contient la fonction nulle. Soient
f , g ∈ F1, α,β ∈ R. On combinaison linéaire de fonctionsC 1 sur [0,1] est encoreC 1 sur [0,1] et

(
α f +βg

)′
(0) =(

α f +βg
)′

(1). F1 est donc bien un sous-espace vectoriel deE.

2. Une combinaison linéaire de fonctions positives n’est pas forcément positive. Il s’ensuit queF2 n’est pas un
sous-espace vectoriel deE.

3. L’intégrale entre0 et 1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est donc pasélément deF3 et F3 ne peut
être un sous-espace vectoriel deE.

4. L’ensembleF4 est clairement une partie non vide deE. De plus, une combinaison linéaire de fonctions d’inté-
grales nulles est d’intégrale nulle et sif , g ∈ F4, α,β ∈ R alors, par linéarité de l’intégrale :

∫1
0

(
α f +βg

)
(t) dt =

α
∫1

0 f (t) dt +β
∫1

0 g (t) dt = 0. F4 est donc bien stable par combinaison linéaire et c’est bien un sous-espace vec-
toriel deE.

Exercice 23.5 ♥
On noteE =S (R) l’espace vectoriel des suites réelles. Parmi les ensemblessuivants, lesquels sont des sous-espaces
vectoriels deS (R) ?

1. F1 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est bornée

}

2. F2 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est monotone

}

3. F3 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est convergente

}

4. F4 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est convergente vers0

}

5. F5 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est convergente versl

}

où l est un réel fixé non nul.

6. F6 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est divergente

}

7. F7 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est géométrique

}

8. F8 =
{
(un ) ∈S (R) | (un ) est géométrique de raisona

}

où a est un réel fixé.

Solution :

1. Une combinaison linéaire de suites bornées étant encore bornée, on vérifie facilement queF1 est un sous-espace
vectoriel deE.

2. En considérant par exemple les suites(un ) et (vn) de terme généralun = n2 et vn = 4n −1 on vérifie que(un )

et (vn) sont croissantes mais queun − vn n’est pas monotone (il suffit de calculer les4 premiers termes de cette
suite).F2 n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ne forme donc pas un sous-espace vectoriel deE.

3. L’ensembleF3 est clairement une partie non vide deE. Par le théorème d’opérations sur les limites, on sait qu’une
combinaison linéaire de suites convergentes est encore convergente. DoncF3 est un sous-espace vectoriel deE.

4. L’ensembleF4 est une partie non vide deE. Par le théorème d’opérations sur les limites, on sait qu’une combinai-
son linéaire de suites convergentes vers0 est encore convergente vers0. DoncF3 est un sous-espace vectoriel de
E.

5. La suite nulle ne converge pas versl 6= 0 et doncF5 ne peut être un sous-espace vectoriel deE.

6. La suite nulle n’est pas divergente et donc n’appartient pas àF6 qui ne peut du coup être un sous-espace vectoriel
deE..

7. Une combinaison linéaire de suites géométriques n’est pas forcément géométrique doncF7 n’est pas un sous-
espace vectoriel deE.

8. L’ensembleF8 est une partie non vide deE. On vérifie facilement qu’un combinaison linéaire de suitesde raison
a est encore une suite géométrique de raisona et F8 est donc un sous-espace vectoriel deE.

Exercice 23.6 ♥
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels deR2 ?
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1. F1 =
{(

x, y
)
∈R2 | 2x + y Ê 0

}

2. F2 =
{(

x, y
)
∈R2 | x2 + y2 = 1

}
3. F3 =

{(
x, y

)
∈R2 | y = x

}

4. F4 =
{(

x, y
)
∈R2 | x −2y = 3

}

Solution : Rappelons qu’une partie deR2 est un sous-espace vectoriel deR2 si et seulement si c’est le singleton{0},
une droite vectorielle ouR2 tout entier.

1. Le couple(0,1) est élément deF1 mais ce n’est pas le cas du couple(0,−1) qui lui est pourtant colinéaire.F1 n’est
donc pas stable par combinaison linéaire et ce ne peut être unsous-espace vectoriel deR2.

2. Le couple nul(0,0) n’est pas élément deF2 et doncF2 ne peut être un sous-espace vectoriel deR2.

3. On vérifie facilement queF3 est une partie non vide deR2. Si
(
x, y

)
,
(
x′, y ′) ∈ F3 et si α,β ∈ R alors on vérifie

facilement queαx+βx′ =αy+βy ′ et donc queα
(
x, y

)
+β

(
x′, y ′)∈ F3. F3 est donc un sous-espace vectoriel deR2.

4. Le couple nul(0,0) n’est pas élément deF4 et doncF4 n’est pas un sous-espace vectoriel deR2.

Exercice 23.7 ♥
SoientF=

{(
x, y, z

)
∈R3 | x + y + z = 0

}
et G =

{
(s − t , s + t , t) ∈R3 | s, t ∈R

}
.

1. Montrer queF et G sont des sous-espaces vectoriels deR3.

2. DéterminerF∩G.

Solution : Rappelons qu’une partie deR3 est un sous-espace vectoriel deR3 si et seulement si c’est le singleton{0},
une droite vectorielle, un plan vectoriel ouR3 tout entier.

1. F est une partie non vide deR3. Si
(
x, y, z

)
,
(
x′, y ′, z ′) ∈ F et siα,β ∈ R alors on vérifie facilement que le triplet

α
(
x, y, z

)
+β

(
x′, y ′, z ′) vérifie l’équationx+y+z = 0. F est donc stable par combinaison linéaire et forme un sous-

espace vectoriel deR3 (on aura reconnu queF est un plan vectoriel de l’espace). On vérifie aussi queG est un
sous-ensemble non vide deR3 et si(s − t , s + t , t) et

(
s′− t ′, s′+ t ′, t ′

)
sont deux éléments deG (avecs, s′, t , t ′ ∈R)

et si alorsα,β ∈R alors :
α(s − t , s + t , t)+β

(
s′− t ′, s′+ t ′, t ′

)
= (S−T,S+T,T)

avecS = αs +βs′ et T = αt +βt ′ et doncG est aussi stable par combinaison linéaire (On aura là encoreremarqué
queG est un plan vectoriel de l’espace).

2. Pour déterminerF∩G il suffit de résoudre le système





x + y + z = 0

x = s − t

y = s + t

z = t

et on obtient comme ensemble solution

celui paramétré par :





x =−3

2
t

y = 1

2
t

z = t

(on reconnait l’équation paramétrée d’une droite vectorielle).

Exercice 23.8 ♥♥
On considère unK-espace vectorielE et un sous-espace vectorielA deE. On suppose queA 6= {0E} et A 6= E. Montrer
que la partieB= (E \ A)∪ {0E} n’est pas un sous-espace vectoriel deE.

Solution : Par l’absurde, supposons queB est un sous-espace vectoriel deE. Soienta ∈ A et b ∈ B deux vecteurs
non nuls. Posonsx = a +b. CommeE est un espace vectoriel,x est élément deE et commeE = A∪B, soit x ∈ A, soit
x ∈ B. Si x ∈ A alorsb = x − a est élément deA car A est un sous-espace vectoriel. MaisA∩B = {0} doncb = 0 ce qui
est contradictoire avec notre hypothèse de départ. De même,si x ∈ B alorsa = x −b ∈ B et a = 0 ce qui est aussi une
contradiction. En conclusion,B ne peut être un sous-espace vectoriel deE.

23.7.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Exercice 23.9 ♥
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectorielE. Montrer que :

F∩G = F+G ⇐⇒ F = G
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Solution :
– ⇒ Soit x ∈ F. Alors x = x +0 ∈ F+G = F∩G. Doncx ∈ G. Ce qui prouve queF ⊂ G. On montre de la même façon

queG ⊂ F et donc queF= G.
– ⇐ Trivial.

Exercice 23.10 ♥
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectorielE. Montrer queF∪G est un sous-espace vectoriel
deE si et seulement siF⊂ G ou G ⊂ F.

Solution :
– ⇒ Supposons queF 6⊂ G et queG 6⊂ F. On peut alors trouver deux vecteurs non nulsx ∈ F \ G et y ∈ G \ F. x + y ne

peut être élément deF∪G : sinon on auraitx + y ∈ F (ou x + y ∈ G) et donc,F étant stable par combinaison linéaire
y = x+y−x serait élément deF (on fait le même raisonnement six+y ∈ G) ce qui n’est pas possible par hypothèse. Par
conséquentF∪G n’est pas un sous-espace vectoriel deE. La première implication est ainsi prouvée par contraposée.

– ⇐ Trivial.

Exercice 23.11 ♥
On considère unK-espace vectorielE, et l’on noteV (E) l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels deE. On se
donne un sous-espace vectorielV ∈ V (E) et l’on définit l’application

ϕV :

{
V (E) −→ V (E)

X 7−→ X∩V

Montrer que
(i ) ϕV injective ⇐⇒ (i i ) ϕV surjective⇐⇒ (i i i ) V = E

Solution :

1. (i ) =⇒ (i i i ) : il suffit de prendreX1 = E et X2 = V. Alors commeϕ (X1) = ϕ (X2) = V et queϕ est injective,
X1 = X2, c’est-à-direV = E.

2. (i i i ) =⇒ (i ) : le résultat est clair car dans ce casϕE = id.

3. (i i ) =⇒ (i i i ) : commeE ∈ V (E) et queϕ est surjective, il possède un antécédentX ∈ V (E) et l’égalitéX∩V = E

n’est possible que siV = E.

4. (i i ) =⇒ (i ) : clair car dans ce casϕE = id.

Exercice 23.12 ♥
On considère unK-espace vectorielE, et l’on noteV l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels deE. On se donne
un sous-espace vectorielV ∈ V et l’on définit l’application

ϕV :

{
V (E) −→ V (E)

X 7−→ X+V

Montrer que
(i ) ϕV injective ⇐⇒ (i i ) ϕV surjective⇐⇒ (i i i ) V = {0E}

Solution :

1. (i i i ) =⇒ (i ) et (i i i ) =⇒ (i i ) sont claires puisque siV = {0E}, ϕV = idV (E).

2. (i ) =⇒ (i i i ) : par l’absurde, siV 6= {0E}, il existev ∈ V tel quev 6= 0E. En prenantX1 = {0E} et X2 = Vect(v), on
aboutit à une contradiction carϕ (X1) = V =ϕ (X2).

3. (i i ) =⇒ (i i i ) : par l’absurde, siV 6= {0E}, il existe v ∈ V avecv 6= 0E. En posantY = {0}, on ne lui trouve pas
d’antécédent parϕV .

Exercice 23.13 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et quatre sous-espaces vectorielsA, B, C et D deE. Montrer que

1. A∩ (B+C) = A∩B+A∩C.

2. A+
(
B∩ (A+C)

)
= (A+B)∩ (A+C) ;

3. A∩
(
B+ (A∩C)

)
= (A∩B)+ (A∩C).

4. A∩B= C∩D =⇒
(
A+ (B∩C)

)
∩

(
A+ (B∩D)

)
= A ;
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Solution :

1. Considéronsz ∈ A∩B+ A∩C. Il existe x ∈ A∩B et y ∈ A∩C tels quez = x + y . Mais commex, y ∈ A et que
A est un sous-espace vectoriel,z ∈ A. Commex ∈ B et y ∈ C, z = x + y ∈ A+C. En conclusion,z ∈ A∩ (B+C).
Réciproquement, siz ∈ A∩ (B+C) alorsz ∈ A et il existex ∈ B et y ∈C tels quez = x + y .

2. D’après la question précédente,(A+B)∩(A+C)= A∩A+A∩C+B∩A+B∩C= A+A∩B+A∩C+B∩C = A+B∩C

carA est un sous-espace vectoriel etA∩B, A∩C⊂ A. De même,A+
(
B∩ (A+C)

)
= A+ (A∩B+B∩C) = A+B∩C.

On en déduit l’égalité.

3. Toujours d’après la première questionA∩
(
B+ (A∩C)

)
= A∩B+A∩A∩C = A∩B+A∩C et A∩

(
B+ (A∩C)

)
=

(A∩B)+ (A∩C).

4. Supposons queA∩B= C∩D. Alors

(
A+ (B∩C)

)
∩

(
A+ (B∩D)

)
= A∩A+A∩B︸ ︷︷ ︸

C∩D

∩D+A∩B︸ ︷︷ ︸
C∩D

∩C+B∩C∩D︸ ︷︷ ︸
A∩B

= A+C∩D+A∩B= A+A∩B= A

carA est un sous-espace vectoriel et queA∩B⊂ A.

Exercice 23.14 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et trois sous-espacesF, G et H deE. On suppose que





F+G = F+H

F∩G = F∩H

G ⊂ H

A-t-on toujoursG = H ?

Solution : Montrons queG = H. On sait déjà queG ⊂ H. Il suffit donc de montrer l’inclusion réciproque. Soith ∈ H.
Alors h ∈ F+H = F+G. Donc il existef ∈ F et g ∈ G tels queh = f + g . Mais commef = h − g , queh − g ∈ H (car
h ∈ H, g ∈ G ⊂ H et H est un sous-espace vectoriel) alorsf ∈ F∩H = F∩G. Donc f ∈ G et h = f + g ∈ F. Ce qui prouve
queH ⊂ F. En conclusionH = G.

23.7.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Exercice 23.15 ♥
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la formeVect (F ) :

1. F1 =
{(

x, y
)
∈R2 | x − y = 0

}

2. F2 =
{(

x, y
)
∈R2 | 2x − y = 0

}

3. F3 = {(t ,−2t) | t ∈R}

Solution :

1. F1 =
{(

x, y
)
∈R2 | x − y = 0

}
=

{
(x, x) ∈R2 | x ∈R

}
= Vect ((1,1))

2. F2 =
{(

x, y
)
∈R2 | 2x − y = 0

}
=

{
(x,2x) ∈R2 | x ∈R

}
= Vect ((1,2))

3. F3 = {(t ,−2t) | t ∈R}= Vect ((1,−2))

Exercice 23.16 ♥
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la formeVect (F ) :

1. F1 =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}

2. F2 =
{
(2s + t , s − t , s + t) | (s, t) ∈R2

}

3. F3 =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x − y + z = 0 et x + y − z = 0

}

4. F4 = F∩G avecF =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x − y −2z = 0

}

et G =
{(

x, y, z
)
∈R3 | 3x − y − z = 0

}

5. F5 = {(2t ,3t , t) | t ∈R}

Solution :

1. F1 =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}
=

{(
x, y, x + y

)
∈R3 | x, y ∈R

}
=

{
x (1,0,1)+ y (0,1,1) ∈R3 | x, y ∈R

}
=

Vect((1,0,1) ,(0,1,1)).

2. F2 =
{
(2s + t , s − t , s + t) | (s, t) ∈R2

}
=

{
s (2,1,1)+ t (1,−1,1) | (s, t) ∈R2

}
= Vect ((2,1,1) ,(1,−1,1)).

3. F3 =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x − y + z = 0 et x + y − z = 0

}
=

{(
0, y, y

)
∈R3 | y ∈R

}
= Vect ((0,1,1)).
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4. F4 =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x − y −2z = 0

}
∩

{(
x, y, z

)
∈R3 | 3x − y − z = 0

}
=

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y −2z = 0 et 3x − y − z = 0

}

=
{
(x,5x,−2x) ∈R3 | x ∈R

}
= Vect ((1,5,−2)).

5. F5 = {(2t ,3t , t) | t ∈R}= Vect ((2,3,1)).

Exercice 23.17 ♥
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la formeVect (F ) :

1. F1 =R2 [X]

2. F2 = {P ∈R3 [X] | P (1) = 0}

3. F3 =
{
P′ | P ∈Rn [X]

}
où n ∈N

4. F4 =
{

a
(
X3 −1

)
+b

(
X2 −2

)
+c (X+4) | (a,b,c) ∈R3

}

5. F5 = {P ∈R4 [X] | P (1) = P (2) = 0}

6. F6 =
{
P ∈R2 [X] | P′ = 0

}

7. F7 =
{
P ∈R3 [X] | P′′ = 0

}

8. F8 =
{

P ∈R2 [X] |
∫1

0 P (t) dt = 0
}

Solution :

1. F1 =R2 [X] = Vect
(
X2,X,1

)
.

2. F2 = {P ∈R3 [X] | P (1) = 0} = {(X−1) P | P ∈R2 [X]} = Vect
(
(X−1) X2, (X−1) X,(X−1) 1

)
.

3. F3 =
{
P′ | P ∈Rn [X]

}
= Rn−1 [X] = Vect

(
1,X, . . . ,Xn−1

)
.

4. F4 =
{

a
(
X3 −1

)
+b

(
X2 −2

)
+c (X+4) | (a,b,c) ∈R3

}
= Vect

(
X3 −1,X2 −2,X+4

)
.

5. F5 = {P ∈R4 [X] | P (1) = P (2) = 0} = {(X−1)(X−2) P | P ∈R2 [X]}

= Vect
(
X2 (X−1) (X−2) ,X (X−1) (X−2) ,(X−1) (X−2)

)
.

6. F6 =
{
P ∈R2 [X] | P′ = 0

}
= Vect (1).

7. F7 =
{
P ∈R3 [X] | P′′ = 0

}
= {aX+b|a,b ∈R} = Vect (X,1).

8. Soit P = aX2 +bX + c ∈ F8 où a,b,c ∈ R. On a :
∫1

0 P (t) dt = 0 si et seulement si2a +3b +6c = 0 . DoncF8 ={
aX2 +bX+c| a,b,c ∈R et 2a +3b +6c = 0

}
=

{
aX2 +bX− a

3
− b

2
| a,b ∈R

}
= Vect

(
X2 − 1

3
,X− 1

2

)
.

Exercice 23.18 ♥
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la formeVect (F ) :

1. F1 =
{

f ∈C 1 (R,R) | y ′−2t y = 0
}

2. F2 =
{

f ∈C 2 (R,R) | f ′′+ω2 f = 0
}

oùω ∈R∗
+

3. F3 =
{

f ∈C 2 (R,R) | f ′′+2 f ′+ f = 0
}

4. F4 =
{

f ∈C 2 (R,R) | f ′′−4 f = 0
}

Solution :

1. Les fonctions solutions dey ′− t y = 0 sont les fonctionsϕα :

{
R −→ R

t 7−→ αe t 2 oùα ∈R.DoncF1 = Vect
(
ϕ1

)
.

2. Les fonctions solutions def ′′+ω2 f = 0 sont les fonctionsϕα,β :

{
R −→ R

t 7−→ αcos (ωt)+βsin (ωt)
oùα,β ∈ R.

DoncF2 = Vect (t 7→ cos(ωt) , t 7→ sin (ωt)).

3. Les fonctions solutions def ′′+2 f ′+ f = 0 sont les fonctionsϕα,β :

{
R −→ R

t 7−→ αe−t +βte−t oùα,β ∈ R. Donc

F3 = Vect
(
t 7→ e−t , t 7→ te−t

)
.

4. On montre de même queF4 = Vect
(
t 7→ e2t , t 7→ e−2t

)
.

Exercice 23.19 ♥
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la formeVect (F ) :

1. L’ensembleF1 des suites réelles constantes.
2. L’ensembleF2 des suites arithmétiques.

3. L’ensembleF3 des suites géométriques de raison2.
4. L’ensembleF4 des suites réelles nulles à partir du rang3.

Solution :
1. F1 = Vect ((1)).
2. F2 = Vect ((1) ,(n))

3. F3 = Vect ((2n ))

4. F4 = Vect ((1,0,0,0, . . .) , (0,1,0,0, . . .) , (0,0,1,0, . . .))
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Exercice 23.20 ♥
Dans l’espace vectorielE =R3, on considère les vecteurse1 = (1,1,0) et e2 = (1,2,1). DéterminerVect(e1,e2).

Solution : On trouve que
Vect(e1,e2) = {(x, y, z) ∈R

3 | x − y + z = 0}

C’est un plan vectoriel.

Exercice 23.21 ♥
On noteE = { f ∈ F (R,R) | ∃(a,ϕ) ∈ R2 : ∀x ∈ R, f (x) = a cos(x −ϕ)} Déterminer une partieA deF (R,R) telle que
E = Vect(A).

Solution : Grâce à la trigonométrie, on a les équivalences :

f ∈ E

⇐⇒ ∃(a,ϕ) ∈R2 : ∀x ∈R, f (x) = a cos(x −ϕ)

⇐⇒ ∃(a,ϕ) ∈R
2 : ∀x ∈R, f (x) = a cosϕcos x +a sinϕsin x

⇐⇒ ∃α,β ∈R : ∀x ∈R, f (x) =αcos x +βsin x

Donc E = Vect(cos,sin) .

Exercice 23.22 ♥
Soit E =F (R,R) le R-espace vectoriel des fonctions d’une variable réelle. On définit les systèmes de vecteurs

S = (x 7→ 1, x 7→ cos x, x 7→ cos 2x) T = (x 7→ 1, x 7→ cos x, x 7→ cos2 x).

Montrer queVect(S) = Vect(T).

Solution : Comme pour toutx ∈R, cos2x = 2cos2 x−1, il est clair quex 7→ cos2x ∈ Vect(T). Il s’ensuit queVect (S) ⊂
Vect (T). De même, pour toutx ∈ R, cos2 x = (1+cos 2x) /2 et doncx 7→ cos2 x ∈ Vect(S). DoncVect (T) ⊂ Vect(S). En
conclusionVect (S) = Vect (T).

Exercice 23.23 ♥♥
DansR4, montrer que les vecteursv1 = (1,0,0,1) et v2 = (2,1,−1,0) engendrent le même sous-espace vectoriel que les
vecteursv3 = (3,1,−1,1) et v4 = (5,2,−2,1).

Solution : Commev3 = v1 + v2 et quev4 = v1 +2v2, il est clair quev3 et v4 sont éléments deVect (v1, v2). Donc
Vect (v3, v4) ⊂ Vect (v1, v2). On remarque de plus quev1 = 2v3 − v4 et quev2 = v4 − v3. Donc de la même façon,
Vect (v1, v2) ⊂ Vect (v3, v4). En conclusionVect (v1, v2)= Vect (v3, v4)

Exercice 23.24 ♥♥
Soit E unR-espace vectoriel etF un sous-espace vectoriel deE. On poseA =E \ F.

1. Montrer que∀x ∈ F, ∀y ∈ A, x + y ∈ A.

2. En déduire que siF 6= E, alorsVect(A)= E.

Solution :

1. Soit x ∈ F et y ∈ A. Par l’absurde, six + y 6∈ A, alorsx + y ∈ F et il existe f ∈ F tel quex + y = f mais alors
y = f − y ∈ F (carF est un sous-espace vectoriel), ce qui n’est pas possible.

2. Supposons queF 6= E. Par conséquent, il existey ∈ A. Montrons alors queE ⊂ Vect(A). Soit x ∈ E. Si x ∈ A, alors
x ∈ Vect(A). Supposons donc quex 6∈ A. Alors x ∈ F et d’après 1. ,x + y ∈ A. On écrit alors

x = (x + y)− y

Et doncx est combinaison linéaire des vecteurs(x + y) et y qui appartiennent àA. Par conséquent,x ∈Vect(A).

Exercice 23.25 ♥
SoientA et B deux parties d’unK−espace vectorielE.

1. Si A ⊂B, montrer queVect(A)⊂ Vect(B).

2. SiF est un sous-espace vectoriel deE, montrer queVect(F) = F.

3. Montrer queVect
(
Vect(A)

)
= Vect(A).
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Solution :

1. CommeVect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel deE contenantA et queVect(B) est un sous-espace vectoriel
deE qui contientB et doncA, on a forcémentVect(A)⊂ Vect(B).

2. De même, commeF est le plus petit sous-espace vectoriel deE contenantF doncVect(F) = F.

3. On applique la question précédente avecF= Vect(A). On obtientVect
(
Vect(A)

)
= Vect(A).

Exercice 23.26 ♥♥
SoientA et B deux parties d’unK-espace vectorielE. Montrer que :

Vect(A∪B)=Vect(A)+Vect(B)

Solution :
–
�

�

�

�
⊂ Vect(A)+Vect(B) est un sous-espace vectoriel deE qui contientA et B. Il contient doncVect(A∪B).

–
�

�

�

�
⊃ Soit x ∈ Vect(A)+Vect(B). Il existe xA ∈ Vect(A) et xB ∈ Vect(B) tels quex = xA + xB. Le vecteurxA est com-

binaison linéaire de vecteurs deA, xB est combinaison linéaire de vecteurs deB. Par conséquentx est combinaison
linéaire de vecteurs deA et de vecteurs deB. Le vecteurx est donc bien élément deVect(A∪B).

23.7.5 Sous-espaces vectoriels supplémentaires - Somme directe

Exercice 23.27 ♥
SoientF= {(s,0) | s ∈R} et G = {(0, t) | t ∈R}. Prouver queF⊕G =R2.

Solution : CommeF= Vect (1,0) et queG = Vect (0,1), F et G sont des sous-espaces vectoriels deR2. Si
(
x, y

)
∈ F∩G

alorsy = 0 car
(
x, y

)
∈ F et x = 0 car

(
x, y

)
∈ G. DoncF∩G = {0}. Si

(
x, y

)
∈R2, alors

(
x, y

)
= x (1,0)+ y (0,1) et on a bien

décomposé
(
x, y

)
en la somme d’un vecteur deF et d’un vecteur deG. DoncF+G =R2. En conclusion,F⊕G =R2.

Exercice 23.28 ♥
SoientF=

{
(s, t) ∈R2 | s + t = 0

}
et G =

{
(s, t) ∈R2 | s − t = 0

}
. Prouver queF⊕G =R2.

Solution : On vérifie queF = Vect (1,−1) et queG = Vect(1,1) donc ce sont deux sous-espace vectoriels deR2. Si
(
x, y

)
∈ F∩G alors ce couple vérifie le système

{
s + t = 0

s − t = 0
dont l’unique solution est(0,0) doncF∩G = {0}. Pour

(
x, y

)
∈R2, cherchons(s, t) ∈ F et

(
s′, t ′

)
∈ G en sorte que

(
x, y

)
= (s, t)+

(
s′, t ′

)
. On doit avoir :





s + s′ = x

t + t ′ = y

s + t = 0

s′− t ′ = 0

.

On résout ce système et on trouve(s, t) = 1
2

(
x − y,−x + y

)
et

(
s′, t ′

)
= 1

2

(
x + y, x + y

)
. En conclusion,F⊕G =R2.

Exercice 23.29 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =R3

F =
{(

x, y, z
)
∈R

3 | 2x − y + z = 0
}

et G = {(t ,−t , t) | t ∈R}

Solution : On vérifie facilement queF et G sont des sous-espaces vectoriels deE. Pour déterminerF∩G il suffit de

résoudre le système





2x − y + z = 0

x = t

y =−t

z = t

ce qui amèneF∩G = {(0,0,0)}. F et G sont donc en somme directe. Comme la

droite vectorielle n’est pas incluse dans le plan vectorielF, le plus petit sous-espace vectoriel deE contenantF et G est
E et doncF+G = E. On a ainsi montré queF⊕G = E.
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Exercice 23.30 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =R3

F =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x − y + z = 0 et 2x + y + z = 0

}
et G = {(3t ,2t , t | t ∈R}

Solution : On vérifie facilement queF et G sont des sous-espace vectoriels deE. Pour déterminerF∩G il suffit de

résoudre le système





x − y + z = 0

2x + y + z = 0

x = 3t

y = 2t

z = t

ce qui amèneF∩G = {(0,0,0)}. F et G sont donc en somme directe.F et G étant

des droites vectorielles de l’espace, le plus petit sous-espace vectoriel deR3 les contenant est un plan vectoriel.F et G

ne sont donc par supplémentaires dansR3.

Exercice 23.31 ♥
SoientF=

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y + z = 0

}
etG =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x + y − z = 0

}
. Ces deux sous-espaces sont-ils en somme

directe dansR3 ?

Solution :
On montre facilement queF = Vect ((1,1,0) ,(0,1,1)) et queG = Vect ((1,0,1) ,(0,1,1)). Ce sont donc deux sous-espace
vectoriels deR3. F et G sont en fait des plans vectoriels deR3. Leurs équations ne sont pas proportionnelles, donc ils ne

sont pas confondus. Leur intersection est une droite d’équation cartésienne

{
x − y + z = 0

x + y − z = 0
et n’est donc par réduite à

{0}. F et G ne sont donc pas en somme directe dansR3.

Exercice 23.32 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =R2 [X]

F =
{
P ∈R2 [X] | P′ = 0

}
et G = Vect

(
X,X2

)

Solution : CommeF = Vect (1) et G = Vect
(
X,X2

)
, ces deux ensembles sont des sous-espace vectoriels deE. Il est

clair queF∩G = {0} car siP ∈ F alorsP est un polynôme constant qui ne peut être combinaison linéaire deX et X2 que
si les coefficients de cette combinaison linéaire sont nuls.Il est aussi clair que tout polynôme deE s’écrit comme la
somme d’un polynôme constant et d’une combinaison linéairedeX et X2. On a donc bien :E = F⊕G.

Exercice 23.33 ♥
On considère dansE =R4 [X] les sous-ensemblesP =

{
P ∈E | P est pair

}
etI =

{
P ∈E | P est impair

}
.

1. SoitP ∈ E. Montrer queP ∈P si et seulement si les coefficients de ses termes de degré impair sont nuls.

2. SoitP ∈ E. Montrer queP ∈I si et seulement si les coefficients de ses termes de degré pairsont nuls.

3. Montrer queP etI sont des sous-espaces vectoriels deE.

4. Montrer queE =P ⊕I .

Solution :

1. Supposons queP = a4X4 + a3X3 + a2X2 + a1X+ a0 aveca0, a1, a2, a3, a4 ∈ R. Si P est pair alorsP (−X) = P (X) et
a4X4 +a3X3+a2X2+a1X+a0 = a4X4 −a3X3+a2X2−a1X+a0 donca3X3+a1X = 0 ce qui amènea3 = a1 = 0 car
un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls. Les coefficients des termes de degré impair deP

sont donc bien nuls. Réciproquement, on vérifie facilement que sia3 = a1 = 0 alorsP est pair.

2. Même raisonnement que dans la question précédente.

3. On tire des deux premières questions queP = Vect
(
1,X2,X4

)
etI = Vect

(
X,X3

)
. Ces deux ensembles sont donc

des sous-espaces vectoriels deE.

4. SoitP ∈P ∩I . Alors les coefficients des termes de degré pair et les coefficients des termes de degré impair deP

sont nuls. DoncP est nul etP , I sont en somme directe. SiP = a4X4 +a3X3 +a2X2 +a1X+a0 ∈E alors

P = a4X4 +a2X2 +a0︸ ︷︷ ︸
∈P

+a3X3 +a1X︸ ︷︷ ︸
∈I

doncE =P +I . En conclusion,E =P ⊕I .
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Exercice 23.34 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =F (R,R)

F =
{

f ∈ E | f (1) = 0
}

et G = { f ∈E | ∃a ∈R : ∀x ∈R, f (x) = ax}

Solution : On vérifie facilement queF est sous-espace vectoriel deE. On remarque queG = Vect (idR) et doncG est
un sous-espace vectoriel deE. Si f ∈ F∩G alors il existea ∈ R tel que f : x 7→ ax. Mais commef (1) = 0, il vient que
a = 0 et donc quef = 0. L’ intersection deF et G est donc réduite à la fonction identiquement nulle surR. Notonsϕ la
fonction constante égale à1 surR. Soit f ∈ E. On a, pour toutx ∈ R : f (x) = f (x)− f (1) .ϕ (x)+ f (1) .ϕ (x). Il est clair
que f − f (1)ϕ ∈ F et quef (0)ϕ ∈G. On en déduit queE = F+G. En conclusion, on a bienE = F⊕G.

Exercice 23.35 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =C 1 (R,R)

F =
{

f ∈C 1 (R,R) | f (0) = f ′ (0) = 0
}

et G = Vect (x 7→ 1,idR)

Solution : Il est clair queF et G sont des sous-espaces vectoriels deC 1 (R,R). Il est aussi facile de montrer que
F∩G = {0}. En effet, sif ∈ F∩G alors f est une fonction affine qui s’annule en0 et dont la dérivée s’annule aussi en
0. f est donc nécessairement identiquement nulle. Par ailleurs, si h ∈ C 1 (R,R) alors notant :g : x 7→ h′ (0) x +h (0), on
a :h− g ∈ F ce qui montre queE = F⊕G.

Exercice 23.36 ♥
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dansE =C 0 ([−1,1] ,C)

F=
{

f ∈C 0 ([−1,1] ,C) |
∫1

−1
f (t) dt = 0

}
et G =

{
f ∈C 0 ([−1,1] ,C) | f est constante

}

Solution : On montre facilement queF etG sont des sous-espaces vectoriels deC 0 ([−1,1] ,C). L’intersectionF∩G est
réduite au vecteur nul. En effet, si la fonctionf ∈ F∩G alors f est une fonction constante égale à un réelc d’intégrale
nulle sur[−1,1] ce qui amène2c = 0, c’est-à-direc = 0. f est donc identiquement nulle. De plus, sih ∈C 0 ([−1,1] ,C),
en posantα =

∫1
−1 f (t) dt et en désignant parg la fonction constante sur[−1,1] égale àα, on vérifie facilement que

h− g ∈ F et doncE = F+G. En résumé :F et G sont supplémentaires dansE.

Exercice 23.37 ♥♥
E =F (R,R) et F=

{
f ∈E; f (0) = f (1) = 0

}
. Montrer queF est un s.e.v. deE et trouver un supplémentaire deF dansE.

Indication 23.23 :Considérer l’ensemble des fonctions telles que∀x ∈R \ {0,1}, f (x) = 0.

Solution : On montre que la fonction nulle est dansF, et queF est stable par combinaison linéaire. Soit

G = { f ∈ E;∀x ∈R, x 6= 0, x 6= 1, f (x) = 0}

On montre sans problème queG est un sous-espace vectoriel deE. Alors F∩G = {0E} (c’est clair). Montrons ensuite
queE = F+G : soit f ∈ E. Définissons

fF =





R −→ R

x 7−→
{

0 si x = 0 ou 1

f (x) sinon
et fG :





R −→ R

x 7−→





f (0) si x = 0

f (1) si x = 1

0 sinon

On a bien,∀x ∈R, f (x) = fF(x)+ fG(x) et fF ∈ F, fG ∈G. Finalement,E = F⊕G.

Exercice 23.38 ♥♥
Soit E =Rn on considère

H = {(x1, . . . , xn ) ∈E | x1 +·· ·+ xn = 0}

Montrer queH est un sous-espace vectoriel deE et trouver un supplémentaire deH. Le supplémentaire trouvé est-il
unique?
Indication 23.23 :Faire un dessin deH lorsquen = 2 et n = 3.

Solution : On montre sans problème queH est un sous-espace vectoriel. Considéronsa = (1, . . . ,1) ∈ Rn . Alors a 6∈ H.
Montrons queE = Vect(a)⊕H.
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1. Vect(a)∩H = {0} : Soit x ∈ Vect(A)∩H : il existeλ ∈ R, tel quex = λa = (λ, . . . ,λ). Mais commex ∈ H, nλ = 0

d’oùλ= 0 et x = 0.

2. E = Vect(a)+H : Soit x = (x1, . . . , xn ) ∈ E. En supposant le problème résolu, il existeλ ∈ R et h ∈ H tels que

x =λa +h. Alors il faut quex −λa = (x1 −λ, . . . , xn −λ) ∈ H et donc queλ= x1 +·· ·+ xn

n
.

Posons doncλ= x1 +·· ·+ xn

n
et h = x −λa. On vérifie quex = λa +h et queh ∈H, λa ∈Vect(a).

Le supplémentaire trouvé n’est pas unique (cf dessin dansR3) : il suffit de prendre un vecteura 6∈ H et alorsE =
Vect(a)⊕H.

Exercice 23.39 ♥♥
Soit E un K-e.v. etA,B deux sous-espaces vectoriels deE. Soit C un supplémentaire deA∩B dansB. Montrer que
A+B= A⊕C.

Solution :

1. Montrons que la sommeA+C est directe. Soitx ∈ A∩C, puisquex ∈ A et x ∈ B (carC ⊂ B), x ∈ A∩B et x ∈ C.
Comme(A∩B)⊕C = B, il vient quex = 0.

2. Montrons queA+C = A+B. CommeC ⊂ B, il est immédiat queA+C ⊂ A+B. Montrons donc queA+B⊂ A+C.
Soit x ∈ A+B. Il existexA ∈ A et xB ∈ B tel quex = xA+xB. CommeB= (A∩B)+C, il existexA∩B ∈ A∩B et xC ∈ C

tel quexB = xA∩B + xC. Alors
x = (xA + xA∩B)+ xC

avecxA + xA∩B ∈ A et xC ∈C.

Exercice 23.40 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etA,B,C trois sous-espace vectoriel deE vérifiant

E = A⊕B et A ⊂C

Montrer queC = A⊕ (B∩C).

Solution : Soit x ∈ A∩ (B∩C) alorsx ∈ A∩B = {0} car A et B sont en somme directe. Doncx = 0 et les deux sous-
espaces vectorielsA et B∩C sont bien en somme directe. Montrons queC = A+ (B∩C). Soit x ∈ C. Commex ∈ E et
queE = A⊕B, il existe un unique couple(xA, xB) ∈ A×B tel quex = xA + xB. CommeA ⊂ C, xA ∈ C et commeC est
un sous-espace vectoriel deE, x − xA ∈ C. Il vient doncxB ∈ C ce qui prouve quexB ∈ B∩C. On a alors montré que
x ∈ A+ (B∩C) et doncC = A+ (B∩C). En résumé :C = A⊕ (B∩C).

Exercice 23.41 ♥♥
On définit dans l’espaceE des suites réelles :

F= {(xn ) ∈E | ∀n ∈N, xn+3 − xn+2 − xn+1 + xn = 0}

G = {(xn) ∈ E | ∀n ∈N, xn+1 + xn = 0}

H = {(xn) ∈ E | ∀n ∈N, xn+2 −2xn+1 + xn = 0}

Montrer queF = G⊕H.

Solution : On montre d’abord queG ⊂ F. Si (xn ) ∈G et sin ∈N alorsxn+1+xn = 0 etxn+3+xn+2 = 0 doncxn+3−xn+2−
xn+1 + xn = −2(xn+2 + xn+1) = 0. On montre aussi queH ⊂ F. Soit (xn ) ∈ H et n ∈ N. Alors xn+3 − xn+2 − xn+1 + xn =
xn+2 −2xn+1 + xn = 0.

1. Montrons queG∩H = {0E}. Soit(xn )∈ G∩H. Comme(xn ) ∈G, on montre que∀n ∈N, xn = (−1)n x0. En écrivant
que(xn ) ∈H, on trouve que∀n ∈N, (−1)n x0[1+2+1] = 0 ce qui montre quex0 = 0 et par la suite,(xn )= 0E.

2. Montrons queF = G+H. On a déjà prouvé queG ⊂ F et H ⊂ F. Par conséquent,G+H ⊂ F. Il nous faut montrer
queF ⊂ G+H. Soit (xn) ∈ F. En effectuant une partie recherche, si(xn ) = (un)+ (vn) avec(un) ∈ G et (vn) ∈ H,
puisque(un) ∈ G, il existeλ ∈ R tel que(un ) = λ

(
(−1)n

)
. En écrivant que(vn) = (xn )− (un), puisque(vn) ∈ H, il

faut quev2 −2v1 + v0 = 0 et par conséquent, on trouve queλ=
x0 −2x1 + x2

4
.

Partie rédaction : Posons∀n ∈N,

un = x0 −2x1 + x2

4
(−1)n
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vn = xn −
x0 −2x1 + x2

4
(−1)n

On a bien(un )+ (vn) = (xn), et (un ) ∈G. Montrons que(vn) ∈H. Soitn ∈N,

vn+2 −2vn+1 + vn = (xn+2 −2xn+1 + xn )− (x0 −2x1 + x2)(−1)n

On montre par récurrence surn (car(xn) ∈ F), que cette quantité est nulle pour tout entiern.

Exercice 23.42 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et deux sous-espaces vectorielsA et B deE. On suppose qu’il existe un supplémentaire
A′ deA∩B dansA et un supplémentaireB′ deA∩B dansB. Montrer que

A+B= (A∩B)⊕ (A′+B′)

Solution :

1. La somme est directe : montrons que(A∩B)∩ (A′+B′) = {0E}. Soit x ∈ (A∩B)∩ (A′+B′). Commex ∈ A′+B′, il
existe(a′,b′) ∈ A′×B′ tels quex = a′+b′. Alors b′ = x−a′ ∈ A et doncb′ ∈ A∩B. Puisque la sommeA∩B+B′ est
directe, il vient queb′ = 0E. On montre de la même manière quea′ = 0E et donc ensuite quex = 0E.

2. (A ∩ B) + (A′+ B′) ⊂ A + B est claire. Soitx ∈ (A ∩ B) + (A′+ B′). Il existe (y, a′,b′) ∈ (A ∩ B) × A′× B′ tels que
x = (y +a′)+b′ ∈ A+B.

3. A+B ⊂ (A∩B)+ (A′+B′). Soit x ∈ A+B. Il existe (a,b) ∈ A×B tels quex = a + b. CommeA = (A∩B)+ A′,
∃(y1, a′) ∈ (A ∩ B) × A′ tels quea = y1 + a′. De même,∃(y2,b′) ∈ (A ∩ B) × B′ tels queb = y2 + b′. Alors x =
y1 +a′+ y2 +b′ = (y1 + y2)︸ ︷︷ ︸

∈A∩B

+( a′
︸︷︷︸
∈A′

+ b′
︸︷︷︸
∈B′

) et doncx ∈ (A∩B)+ (A′+B′).

23.7.6 Applications linéaires

Exercice 23.43 ♥
Vérifier si les applications entreR-espace vectoriels suivantes sont linéaires ou pas.

1. f :

{
R2 −→ R(
x, y

)
7−→ x − y

2. f :

{
R2 −→ R(
x, y

)
7−→ x + y +1

3. f :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→

(
x + y, x − y

)

4. f :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x − y, x + z

)

5. f :

{
R3 −→ R(

x, y, z
)

7−→ x y z

6. θ :

{
F (R,R) −→ R

f 7−→ f (1)

7. θ :

{
C 1 (R) −→ C 0 (R)

f 7−→ 2 f + f ′

8. θ :

{
C 0 (R) −→ R

f 7−→
∫1

0 f (t) dt

9. θ :

{
S (R) −→ R2

(un ) 7−→ (u0,u1)

10. θ :

{
R [X] −→ R [X]

P 7−→
(
X2 +1

)
P

Solution :

1. Soientα,α′ ∈ R et u =
(
x, y

)
,u′ =

(
x′, y ′) ∈ R2. On a : f

(
αu+α′u′) = f

(
αx +α′x′,αy +α′y ′) =

(
αx +α′x′)−(

αy +α′y ′)=α
(
x − y

)
+α′ (x′− y ′)=α f (u)+α′ f

(
u′). f est bien linéaire.

2. f (0,0) = 1. f n’est donc pas linéaire.

3. Soient α,α′ ∈ R et u =
(
x, y

)
,u′ =

(
x′, y ′) ∈ R2. On a : f

(
αu+α′u′) = f

(
αx +α′x′,αy +α′y ′) =((

αx +α′x′)+
(
αy +α′y ′) ,

(
αx +α′x′)−

(
αy +α′y ′))=α

(
x + y, x − y

)
+α′ (x′+ y ′, x′− y ′)=α f (u)+α′ f

(
u′). f est

bien linéaire.

4. Par un calcul analogue au précédent, on montre quef est linéaire.

5. Soient
(
x, y, z

)
∈R3. On a :f

(
2
(
x, y, z

))
= f

(
2x,2y,2z

)
= 23x y z 6= 2 f

(
x, y, z

)
. f n’est donc pas linéaire.

6. Soientα,β ∈ R et f , g ∈ F (R,R). On a :θ
(
α f +βg

)
=

(
α f +βg

)
(1) = α f (1)+βg (1) = αθ

(
f
)
+βθ

(
g
)
. θ est bien

linéaire.

7. Soientα,β ∈ R et f , g ∈ C 1 (R). On a, par linéarité de la dérivation :θ
(
α f +βg

)
= 2

(
α f +βg

)
+

(
α f +βg

)′ =
α

(
2 f + f ′)+β

(
2g + g ′)=αθ

(
f
)
+βθ

(
g
)
. θ est bien linéaire.
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8. Soientα,β ∈R et f , g ∈C 0 (R). On a, par linéarité de l’intégrale :θ
(
α f +βg

)
=

∫1
0

(
α f +βg

)
(t) dt =α

∫1
0 f (t) dt+

β
∫1

0 g (t) dt =αθ
(

f
)
+βθ

(
g
)
. θ est bien linéaire.

9. Soientα,β ∈R etu, v ∈S (R). On a :θ
(
αu+βv

)
=

(
αu0 +βv0,αu1 +βv1

)
=α(u0,u1)+β (v0, v1) =αθ (u)+βθ (v).

θ est bien linéaire.

10. Soientα,β ∈R et P,Q ∈R [X]. On a :θ
(
αP+βQ

)
=

(
X2 +1

) (
αP+βQ

)
=α

(
X2 +1

)
P+β

(
X2 +1

)
Q =αθ (P)+βθ (Q).

θ est bien linéaire.

Exercice 23.44 ♥
On considère

f :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→

(p
2

2

(
x − y

)
,
p

2
2

(
x + y

))

1. Montrer quef est un automorphisme deR2.

2. Déterminer son automorphisme réciproque.

3. Interpréter géométriquementf .

Solution :

1. On vérifie facilement quef est linéaire. Montrons quef est bijective : Soit(X,Y) ∈R2. Il suffit de montrer qu’il ex-

iste un et un seul couple
(
x, y

)
∈R2 tel quef

(
x, y

)
= (X,Y). Cela revient à résoudre le système :

{p
2

2

(
x − y

)
= Xp

2
2

(
x + y

)
= Y

.

On trouvex =
p

2
2 (X+Y) et y =−

p
2

2 (X−Y) et f est bien bijective. En résumé,f est un automorphisme deR2.

2. En utilisant les calculs de la question précédente, on a :f −1 :

{
R2 −→ R2

(X,Y) 7−→
(p

2
2 (X+Y) ,−

p
2

2 (X−Y)
) .

3. Remarquons que :f :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→

(
cos π

4
x − sin π

4
y,cos π

4
x + sin π

4
y
) . f est donc la rotation vectorielle d’an-

gle π
4 . On reconnaît par ailleurs quef −1 est celle d’angle−π

4 , ce qui est cohérent.

23.7.7 Image et noyau d’un endomorphisme

Exercice 23.45 ♥
Soit f :

{
R3 −→ R6

(
x, y, z

)
7−→

(
x,0, y,0, z,0

)

1. Prouver quef est linéaire.

2. Déterminer le noyau def .

3. Déterminer l’image def .

Solution :

1. Facile.

2. Soit
(
x, y, z

)
∈ R3. On a :

(
x, y, z

)
∈ Ker f ⇐⇒ f

(
x, y, z

)
= 0 ⇐⇒

(
x,0, y,0, z,0

)
= (0,0,0,0,0,0) ⇐⇒

(
x, y, z

)
=

(0,0,0) doncKer f = {(0,0,0)} et f est injective.

3. Im f =
{

f
(
x, y, z

)
|
(
x, y, z

)
∈R3

}
=

{(
x,0, y,0, z,0

)
|

(
x, y, z

)
∈R3

}
=R× {0}×R× {0}×R× {0}.

Exercice 23.46 ♥
Soit f :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→

(
2x − y, x + y

)

1. Prouver quef est linéaire.

2. Déterminer le noyau et l’image def .

Solution :

1. On vérifie facilement quef est linéaire.
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2. Montrons quef est bijective. On en déduira queKer f = {0} et queIm f =R2. Soit (X,Y) ∈R2. Il suffit de montrer

qu’il existe un et seul couple
(
x, y

)
∈R2 tel quef

(
x, y

)
= (X,Y). Pour ce faire, résolvons :

{
2x − y = X

x + y = Y
. L’unique

solution est
(

x = X+Y

3
, y = 2Y−X

3

)
et f est donc bien bijective.

Exercice 23.47 ♥
Déterminer le noyau et l’image de l’application linéaire

u :

{
R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x + y − z, x − y +2z)

Est-elle injective ? Surjective ?

Solution : On a
(
x, y, z

)
∈ Ker u ⇐⇒

{
x + y − z = 0

x − y +2z = 0
⇐⇒

{
z =−2x

y =−3x
doncKer u = Vect (1,−3,−2). u n’est donc

pas injective. Par ailleurs,Imu =
{
(x + y − z, x − y +2z) |

(
x, y, z

)
∈R3

}
=

{
x (1,1)+ y (1,−1)+ z (−1,2) |

(
x, y, z

)
∈R3

}
=

Vect ((1,1) ,(1,−1) ,(−1,2)) = R2 car les vecteurs(1,1) ,(1,−1) sont non colinéaires et ils engendrent donc le plan.u est
donc surjective.

Exercice 23.48 ♥♥
Soitθ :

{
R2 [X] −→ R3

P 7−→ (P (0) ,P (1) ,P (2))
.

1. Prouver queθ ∈L
(
R2 [X] ,R3

)
.

2. Montrer queθ est injective.

3. Montrer queθ est surjective.

Indication 23.23 :Un polynôme de degrén Ê 0 admet au plusn racines.

Solution :

1. On vérifie facilement queθ est linéaire.

2. Montrons queθ est injective. SoitP ∈ Kerθ. On a donc à la fois :degP É 2 et P (0) = P (1) = P (2) = 0. Le
polynômeP est donc un polynôme de degréÉ 2 qui admet au moins3 racines. Ceci n’est possible que siP = 0.
DoncKerθ= {0} etθ est injective.

3. Avec les outils du chapitre « Dimension d’un espace vectoriel », il sera très facile de montrer queθ est surjective
grâce à la formule du rang et à un raisonnement sur les dimensions des espaces ici considérés. En attendant de
connaître ces résultats, il faut procéder à la main : soit(s, t ,u) ∈R3. On cherche un polynômeP = aX2 +bX+c tel

que(P (0) ,P (1) ,P (2)) = (s, t ,u). Ceci amène le système :





c = s

a +b +c = t

4a +2b +c = u

qui admet comme unique solution :

(s/2− t +u/2,−3/2s +2t −u/2, s). L’application θ est donc surjective. En résumé,θ est un isomorphisme de
R2 [X] dansR3.

Exercice 23.49 ♥
Soitθ :

{
R [X] −→ R [X]

P 7−→ θ (P) = P (X+1)−P (X)
.

1. Prouver queθ est linéaire.

2. θ est-elle bijective ?

Solution :

1. On vérifie facilement queθ est linéaire.

2. L’image d’un polynôme constant parθ est un polynôme nul. Par suite, le noyau deθ ne contient pas que le vecteur
nul et doncθ n’est pas injective.

Exercice 23.50 ♥
Soitθ :

{
Rn [X] −→ Rn [X]

P 7−→ P′
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1. Prouver queθ est linéaire.

2. Calculer le noyau deθ.

3. Calculer l’image deθ.

Solution : On montre facilement queθ est linéaire, queKerθ est le sous ensemble des polynômes constants deRn [X]

et queImθ est donné parRn−1 [X].

Exercice 23.51 ♥
Soit

θ :

{
C 0 ([−1,1] ,R) −→ R

f 7−→
∫1
−1 f (t) dt

.

1. Prouver queθ est une forme linéaire.

2. θ est-elle injective ?

3. Démontrer queθ est surjective.

Solution :

1. On montre facilement queθ est linéaire. Commeθ est à valeur dansR, c’est une forme linéaire.

2. On a :
∫1
−1 t dt = 0 doncid[−1,1] ∈Kerθ. θ n’est donc par injective.

3. Montrons queθ est surjective : soitα ∈ R. Montrons qu’il existef ∈ C 0 ([−1,1] ,R) telle que
∫1
−1 f (t) dt = α. Il

suffit de considérer par exemple la fonction constantef :

{
[−1,1] −→ R

t 7−→ α
2

. On a bienθ
(

f
)
= α. θ est donc

surjective.

Exercice 23.52 ♥
Soit

ϕ :

{
C ∞ (R,R) −→ C ∞ (R,R)

f 7−→ f ′′−2 f ′+ f

1. Prouver queϕ est un endomorphisme.

2. CalculerKerϕ.

3. ϕ est-elle injective ?

Solution :

1. Soientα,β ∈ R, f , g ∈ C ∞ (R,R). Utilisant la linéarité de la dérivation :ϕ
(
α+βg

)
=

(
α+βg

)′′ − 2
(
α+βg

)′ +(
α+βg

)
=α

(
f ′′−2 f ′+ f

)
+β

(
g ′′−2g ′+ g

)
=αϕ

(
f
)
+βϕ

(
g
)
. ϕ est bien linéaire.

2. Soit f ∈C ∞ (R,R). f ∈ Ker f si et seulement sif ′′−2 f ′+ f = 0. En appliquant le théorème de résolution des équa-
tions différentielles linéaires du second degré à coefficients constants, on obtient :Ker f = Vect

(
t 7→ te t , t 7→ e t

)
.

3. Il est alors clair queϕ n’est pas injective.

Exercice 23.53 ♥
SoientX un ensemble non vide eta ∈ X. SoientE unK-espace vectoriel et

θ :

{
F (X,E) −→ E

f 7−→ f (a)

1. Prouver queθ est une application linéaire.

2. Déterminer l’image deθa et dire siθ est surjective.

3. Déterminer le noyau deθa et dire siθ est injective.

Solution :

1. On montre facilement queθ est linéaire.

2. Soit v ∈ E. On veut montrer qu’il existe une applicationf ∈ F (X,E) tel que : f (a) = v . Il suffit de considérer

l’application constantef :

{
X −→ E

x 7−→ u
. θ est donc surjective.

3. Il est clair queKerθa =
{

f ∈F (X,E) | f (a) = 0
}
. L’applicationθ n’est donc pas injective.
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Exercice 23.54 ♥♥
On considèreC comme unR-espace vectoriel. Soita ∈R et

f :

{
C −→ C

z 7−→ (1+ i a)z + (1− i a)z̄

1. Montrer quef est linéaire.

2. DéterminerKer f et le représenter dans le plan complexe (on prendraa = 1).

3. DéterminerIm f et le représenter dans le plan complexe (lorsquea = 1).

4. Lorsquea = 1, trouver les antécédents de1 par f et représenter l’ ensemblef (−1)({1}).

Solution :

1. On vérifie sans peine quef est linéaire.

2. Soit z ∈ Ker f . Alors f (z) = 0. En notantu = 1+ i a et en remarquant quef (z) = (uz) + (uz) = 2Re (uz), on

obtient queRe(uz) = 0. Donc il existeλ ∈R tel queuz = iλ, et doncz = iλ

u
=λ

(
a

1+a2
+ i

1+a2

)
. On vérifie que

réciproquement, tout complexe de cette forme est dansKer f . Par conséquent,

Ker f = Vect(a + i )

3. SoitZ ∈C. Cherchonsz ∈C tel quef (z)= Z. PuisqueZ = 2Re (uz), il faut nécessairement queZ ∈R. Réciproque-
ment, siZ ∈R, alorsf (Z/(2u)) = Re(2uZ/(2u)) = Z. Par conséquent,Im f =R .

4. LorsqueZ = 1 et a = 1, on trouve quez =
1

2(1+ i )
+

iλ

2(1+ i )
=

(1− i )

4
+λ

1+ i

4
. C’est une droite affine passant par

le point
1− i

4
et parallèle à la droite vectorielleKer f .

Exercice 23.55 ♥♥
Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues surR. On définit

ϕ :

{
E −→ E

f 7−→ ϕ( f )
oùϕ( f ) :





R −→ R

x 7−→





sh x

x
f (x) six 6= 0

f (0) si x = 0

1. Montrer queϕ est bien définie et queϕ∈ L(E).

2. DéterminerKerϕ et Imϕ.

Solution : En utilisant les équivalents usuels (ou plus simplement en écrivant le taux d’accroissement desh en0), on

montre que
sh x

x
−−−→
x→0

1. La fonctionϕ( f ) est donc continue en0 et doncϕ( f ) ∈ E.

CherchonsKerϕ : Soit f ∈ Kerϕ. Alors∀x 6= 0, ϕ( f )(x) = 0 et donc∀x 6= 0, f (x) = 0 et commef est continue en0, il
vient également quef (0) = 0. Par conséquent,f = 0E. DoncKerϕ= {0E}.
Montrons queImϕ= E. Soit g ∈E. Définissons

f :





R −→ R

x 7−→





x

sh x
g (x) si x 6= 0

g (0) si x = 0

On vérifie quef est continue en0, donc quef ∈ E et queϕ( f ) = g . Par conséquent,Imϕ= E.
Donc ϕ ∈GL(E) .

Exercice 23.56 ♥
SoientE,F,G troisK-espace vectoriel, etf ∈ L(E,F) et g ∈ L(F,G). Montrer que :

1. Ker(g o f ) = f (−1)(Ker g )

2. Ker f ⊂ Ker(g ◦ f )

3. Im g ◦ f ⊂ Im g
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Solution :

1. Soit x ∈ Ker g ◦ f alors commeg
(

f (x)
)
= 0, f (x) ∈ Ker g et doncx ∈ f −1

(
Ker g

)
. Réciproquement, six ∈

f −1
(
Ker g

)
alors f (x) ∈Ker g et g

(
f (x)

)
= 0 ce qui s’écrit aussix ∈ Ker g ◦ f .

2. Si x ∈ Ker f alors f (x) = 0 et doncg
(

f (x)
)
= g (0) = 0. Alors x ∈Ker g ◦ f .

3. Si y ∈ Im g ◦ f alors il existex ∈ E tel queg
(

f (x)
)
= y . Il est alors clair quey ∈ Im g (un antécédent dey parg est

f (x)).

Exercice 23.57 ♥
Soit E unK-espace vectoriel etu ∈ L(E) un endomorphisme. On pose

P = {x ∈ E | u(x) = x}

1. Montrer queP est un sous-espace vectoriel deE.

2. Montrer que la sommeKeru+P est directe.

Solution :

1. Il suffit de remarquer queP = Ker(u− id) et on obtient immédiatement queP est un sous-espace vectoriel deE.

2. Montrons queP∩Keru = {0E}. Soit x ∈ P∩Keru, on au(x) = x et u(x) = 0 d’où x = 0.

Exercice 23.58 ♥
Soientf et g deux endomorphismes d’unK-espace vectorielE.

1. Montrer queIm f ⊂ Ker g ⇐⇒ g o f = 0.

2. Montrer quef og = g o f =⇒ Ker g est stable parf .

3. Montrer queg o f = id =⇒ f injective.

Solution :

1. Si Im f ⊂ Ker g alors pour toutx ∈ E, f (x) ∈ Im f ⊂ Ker g doncg
(

f (x)
)
= 0. Doncg o f = 0. Réciproquement, si

g ◦ f = 0 et si y ∈ Im f alors il existex ∈ E tel quey = f (x) et g
(
y
)
= g

(
f (x)

)
= 0 doncy ∈ Ker f . On a alors bien

Im f ⊂ Ker f .

2. Soitx ∈Ker g . Alors g
(

f (x)
)
= f

(
g (x)

)
= f (0) = 0 donc f (x) ∈Ker g et Ker g est stable parf .

3. Si g o f = id et six ∈Ker f alors0 = g (0) = g ◦ f (x) = id(x) = x. Doncx = 0 et Ker f = {0}. On en déduit quef est
injective.

Exercice 23.59 ♥♥
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels etf ∈L (E,F). Montrer que pour toute partieA deE, f (Vect(A)) =Vect

(
f (A)

)
.

Solution : Effectuons un raisonnement par double inclusion :
– ⊃ Vect(A) est un sous-espace vectoriel deE qui contientA. f (Vect(A)) est donc un sous-espace vectoriel deF qui

contientf (A) car l’image d’un sous-espace vectoriel par une applicationlinéaire est un sous-espace vectoriel. Comme
Vect

(
f (A)

)
est le plus petit sous-espace vectoriel deF contenantf (A), on a nécessairementf (Vect(A)) ⊃Vect

(
f (A)

)

– ⊂ Soit y ∈ f (Vect(A)). Il existen ∈N∗, (xi )i=1,...,n une famille de vecteurs deA et (λi )i=1,...,n une famille de scalaires

deK tels quey = f

(
n∑

i=1

λi xi

)
. Par linéarité, on a :y =

n∑

i=1

λi f (xi ). Doncy est élément deVect
(

f (A)
)
.

Exercice 23.60 ♥♥
On considère troisK-espaces vectorielsE,F,G et deux applicationsE

u−→ F
v−→ G telles que :

1. l’applicationu est linéaire et surjective ;

2. l’applicationvou est linéaire deE versG.

Montrer que l’applicationv est linéaire.

Solution : Montrons quev est linéaire. Soit(y1, y2) ∈ F2 et (λ,µ) ∈ K2. Puisqueu est surjective, il existe(x1, x2) ∈ E2

tels quey1 = u(x1) et y2 = u(x2). Alors v
(
λy1 +µy2

)
= v

(
λu(x1)+µu(x2)

)
= v

(
u(λx1 +µx2)

)
(car u est linéaire)

=λv ◦u(x1)+µv ◦u(x2) (carv ◦u est linéaire)= λv(y1)+µv(y2).
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Exercice 23.61 ♥♥
Soient troisK-espaces vectorielsE, F, G et deux applications linéairesf ∈ L(E,F), g ∈ L(F,G). Montrer que :

1. Ker(g o f ) = Ker f ⇐⇒ Ker g ∩ Im f = {OE} ;

2. Im(g o f ) = Im g ⇐⇒ Ker g + Im f = F.

Solution :

1. (a) (i ) =⇒ (i i ) : Soit y ∈ Im f ∩Ker g , alors il existex ∈ E tel quey = f (x). Commey ∈ Ker g , g ◦ f (x) = 0 et
doncx ∈Ker(g ◦ f ). Doncx ∈ Ker f et par conséquent,f (x) = y = 0 ;

(b) (i i ) =⇒ (i ) : On a toujoursKer f ⊂ Ker g ◦ f (le vérifier !). Montrons ici queKer g ◦ f ⊂ Ker f . Soit x ∈
Ker g ◦ f . Alors g

(
f (x)

)
= 0. Mais en posanty = f (x), y ∈ Im f et y ∈ Ker g et d’après(i i ), y = 0. Donc

f (x) = 0 ce qui montre quex ∈ Ker f .

2. (a) (i ) =⇒ (i i ) : Soit y ∈ F. Posonsz = g (y)∈ Img . CommeIm g = Img ◦ f , il existex ∈ E tel quez = g ◦ f (x).
On écrit alors

y =
(
y − f (x)

)
+ f (x)

avecf (x) ∈ Im f et puisqueg
(
y − f (x)

)
= g (y)− g ◦ f (x) = 0,

(
y − f (x)

)
∈ Ker g ;

(b) (i i ) =⇒ (i ) : On a toujoursIm g ◦ f ⊂ Im g (le vérifier !). Montrons donc queImg ⊂ Im g ◦ f . Soitz ∈ Im g . Il
existey ∈ F tel quez = g (y). Mais puisqueF= Ker g+Im f , il existe(y1, y2) ∈ Ker g×Im f tels quey = y1+y2.
Commey2 ∈ Im f , il existex2 ∈ E tel quey2 = f (x2). Alorsz = g (y1+y2) = g (y1)+g (y2) = g◦ f (x2) ∈ Im g◦ f .

Exercice 23.62 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel etu un endomorphisme deE.

1. On suppose dans cette question queu2 = 0.

(a) Montrer queImu ⊂ Keru.

(b) Montrer queidE +u est un automorphisme deE.

2. (a) Montrer que :Imu∩Ker u = {0} ⇐⇒ Ker u2 = Ker u.

(b) Montrer que :Ker u+ Imu = E ⇐⇒ Imu2 = Imu.

Solution :

1. (a) Soity ∈ Imu· Il existe doncx ∈U tel queu (x) = y . Par conséquent :u
(
y
)
= u ◦u (x) = 0. Doncy ∈ Keru.

(b) On a(id+u) ◦ (id−u) = (id−u) ◦ (id+u) = id donc id+u est bijective d’inverseid−u. id+u est donc un
automorphisme deE.

2. (a) –
�

�

�

�
⇒ Supposons queImu∩Ker u = {0}. Si x ∈ Keru alors naturellementx ∈ Keru2. Réciproquement, si

x ∈Ker u2 alorsu (x) ∈ Imu etu (u (x)) = 0. Donc, par application de l’hypothèseu (x) = 0, doncx ∈ Keru.
–
�

�

�

�
⇐ Si on a :Keru2 = Keru et si y ∈ Imu ∩Ker u = {0} alors il existex ∈ E tel quey = u (x) et u

(
y
)
=

u (u (x)) = 0. Doncx ∈ Keru2 = Keru et y = ı (x) = 0.

(b) –
�

�

�

�
⇒ Supposons queKeru + Imu = E. Soit y ∈ Imu. Alors il existex ∈ E tel queu (x) = y . Appliquant

l’hypothèse, il existe(x1, x2) ∈ Keru × Imu tel quex = x1 + x2. On a alorsy = u (x) = u (x2). Comme
x2 ∈ Imu, on a :y ∈ Imu2. Réciproquement, siy ∈ Imu2 alors évidemment,y ∈ Imu.

–
�

�

�

�
⇐ Supposons maintenant que :Imu2 = Imu. Si y ∈ E il existe x ∈ E tel queu

(
y
)
= u (u (x)). Comme

u
(
y −u (x)

)
= u

(
y
)
−u2 (x) = u

(
y
)
−u

(
y
)
= 0, y −u (x) ∈ Ker u et on peut décomposery en la somme

d’un vecteur deKer u et d’un vecteur deImu : y = y −u (x)+u (x). DoncKeru+ Imu = E.

Exercice 23.63 ♥♥
Soit unK espace vectorielE et deux endomorphismes(u, v) ∈ L(E) qui commutent :

u ◦ v = v ◦u

1. Montrer queImu et Ker u sont stables parv , c’est à dire

v(Keru) ⊂ Ker u et v(Imu) ⊂ Imu

2. Si l’on suppose de plus queE = Ker u⊕Ker v , montrer que

Imu ⊂ Ker v et Im v ⊂ Keru

884



Solution :

1. Montrons queKeru est stable parv . Soit x ∈ Keru, montrons quev(x) ∈ Keru. Pour cela, on calcule

u
(
v(x)

)
= u ◦ v(x) = v ◦u(x) = v

(
u(x)

)
= v(0E) = 0E

Donc on a bienv(x) ∈ Keru.
Montrons queImu est stable parv . Soit y ∈ Imu. Montrons quev(y)∈ Imu.
Commey ∈ Imu, ∃x ∈E tel quey = u(x). Alors

v(y)= v ◦u(x) = u ◦ v(x) = u(v(x)) ∈ Imu

2. Montrons queImu ⊂ Ker v : Soit y ∈ Imu ; ∃x ∈ E tel que y = u(x). CommeE = Ker u + Ker v , ∃(xu , xv ) ∈
Keru×Ker v tel que

x = xu + xv

Mais alors
v(y)= v

(
u(xu + xv )

)
= v

(
u(xv )

)
= v ◦u(xv ) = u ◦ v(xv )= u(0E) = 0E

et doncy ∈Ker v .
L’autre inclusion se prouve de la même façon.

Exercice 23.64 ♥♥♥
Soit un K-espace vectorielE et un endomorphismeu ∈ L(E) tel que∀x ∈ E, le système de vecteurs(x,u(x)) est lié.
Montrer que l’applicationu est une homothétie.

Solution : Par hypothèse, pour toutx ∈ E, il existeλ(x) ∈ K tel queu(x) = λ(x).x. Il faut montrer que l’application
λ : E −→ K est constante. Soient deux vecteurs non nuls(x, y) ∈ E2. Nous allons montrer queλ(x) = λ(y). Comme
l’applicationu est linéaire, on au(x + y) = u(x)+u(y) et doncλ(x + y).(x + y) =λ(x).x +λ(y).y . Donc

(
λ(x + y)−λ(x)

)
.x +

(
λ(x + y)−λ(y)

)
.y = 0E (23.1)

Étudions deux cas :
– Si le système(x, y) est libre, on tire de la relation (23.1), queλ(x) =λ(x + y) =λ(y).
– Si le système(x, y) est lié, l’un des vecteurs est combinaison linéaire de l’autre. Si par exemple, il existeα ∈R, α 6= 0K

tel quey =α.x, comme queu est linéaire,u(y) = u(α.x) =α.u(x) et donc

λ(y).y =
(
α×λ(x)

)
.x

d’où puisquey =α.x, (
α× (λ(y)−λ(x))

)
.x = 0E

et commex 6= 0E, etα 6= 0K , on obtient également dans ce cas queλ(x) =λ(y).
On a donc montré que la fonctionλ était constante surE \ {0E} : il existeλ ∈K tel que∀x ∈ E \ {0E}, λ(x) = λ. On peut
poserλ(0E) = λ également et doncu =λ. idE. Par conséquent, l’endomorphismeu est une homothétie vectorielle.

Exercice 23.65 ♥♥♥
Soit E unK-espace vectorielf ∈ L(E) un endomorphisme. On définit

ϕ f :

{
L(E) −→ L(E)

u −→ f ◦u−u ◦ f

1. Montrer queϕ f ∈ L(L(E)).

2. Montrer que sif est nilpotent, alorsϕ f est aussi nilpotent.

Solution :

1. Soientu, v ∈ L(E) et α,β ∈ K. ϕ f

(
αu+βv

)
= f ◦

(
αu+βv

)
−

(
αu+βv

)
◦ f = α

(
f ◦u−u ◦ f

)
+β

(
f ◦ v − v ◦ f

)
=

αϕ f (u)+βϕ f (v) par linéarité def . Doncϕ f est linéaire.

2. Soitu ∈ L(E). On aϕ2
f

(u) =ϕ f

(
f ◦u−u ◦ f

)
= f 2 ◦u−2 f ◦u ◦ f +u ◦ f 2, puisϕ3

f
(u) = f 3 ◦u−2 f 2 ◦u ◦ f + f ◦

u ◦ f 2 − f 2 ◦u ◦ f +2 f ◦u ◦ f 2 −u ◦ f 3 = f 3 ◦u −3 f 2 ◦u ◦ f +3 f ◦u ◦ f 2 −u ◦ f 3. Soit n ∈ N∗. Supposons que
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ϕn
f

(u) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k f n−k u f k . Montrons que la formule est encore valable au rangn+1. On a (pour simplifier

les calculs, on n’écrit pas les symboles de composition◦) :

ϕn+1
f (u) = ϕ f

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k f n−k u f k

)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

(
f n−k+1u f k − f n−k u f k+1

)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k f n−k+1u f k −

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k f n−k u f k+1

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k f n−k+1u f k −

n+1∑

k=1

(
n

k −1

)
(−1)k−1 f n−k+1u f k

= f n+1u+
n∑

k=1

(−1)k

((
n

k

)
+

(
n

k −1

))
f n+1−ku f k + (−1)n+1 u f n+1

=
n+1∑

k=0

(
n+1

k

)
(−1)k f n+1−ku f k

d’après la relation de Pascal. La formule est donc vraie au rang n +1. On termine en appliquant le théorème de
récurrence.
Si p est l’indice de nilpotence def , alors en posantn = 2p, et en considérantk ∈ �0,n�, soitk Ê p soit n−k Ê p.
Donc dans tous les cas,f n−k u f k = 0 et commeϕn

f
(u) =

∑n
k=0

(n
k

)
(−1)k f n−k u f k , il vient, pour toutu ∈ L(E) que

ϕn
f

(u) = 0 etϕ f est bien nilpotent..

Exercice 23.66 ♥♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etg ∈ L(E). On définit :

ϕ :

{
L(E) −→ L(E)

f 7−→ g o f

On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

1. Montrer queϕ est linéaire

2. Montrer queϕ est injective si et seulement sig est injective

3. Montrer queϕ est bijective si et seulement sig est bijective.

Solution :

1. Facile.

2. ⇒ Supposons queϕ soit injective. Soitx0 ∈ E tel queg (x0) = 0. Par l’absurde, supposons quex0 6= 0. Posons
F= Vect (x0) et considérons un supplémentaireG deF dansE. Considérons aussi l’application linéairef ∈ L(E)

donnée par

f :

{
E = F⊕G −→ E

x =αx0 + xG 7−→ αx0
.

Alorsϕ
(

f
)
= g ◦ f = 0 =ϕ (0). Commeϕ est injective, il vient quef = 0 ce qui n’est pas possible. Doncx0 = 0

et g est injective.
⇐ Réciproquement, sig est injective et s’il existef ∈ L(E) telle queϕ

(
f
)
= 0 alors pour toutx ∈ E, g ◦ f (x) = 0

et donc pour toutx ∈ E, f (x) ∈ Ker g = {0}. Il vient alors que∀x ∈ E, f (x) = 0 autrement dit quef = 0. En
conclusionϕ est injective..

3. ⇒ Supposons queϕ est surjective. Soity ∈ E. Il existe f ∈ L(E) tel queϕ
(

f
)
= id. Doncg

(
f

(
y
))
= y et y ∈ Im g .

On a prouvé queg est surjective.
⇐ Si g est bijective, montrons qu’il en est de même deϕ. On sait déjà queϕ est injective. Il reste à montrer

qu’elle est surjective. Soitf ∈ L(E). Commeg est bijective, pour toutx ∈ E, il existe un uniquex f ∈ E tel que

g
(
x f

)
= f (x). On définit ainsi une applicationf0 :

{
E −→ E

x 7−→ x f
. Cette application est linéaire. En effet, si
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x, x′ ∈ E etα,α′ ∈K alors f0

(
αx +α′x′)=

(
αx +α′x′)

f avec
(
αx +α′x′)

f tel que

g
((
αx +α′x′)

f

)
= f

(
αx +α′x′) par définition de

(
αx +α′x′)

f

= α f (x)+α′ f
(
x′) par linéarité def

= αg
(
x f

)
+α′g

(
x′) par définition dex f et x′

f

= g
(
αx f +α′x′

f

)
par linéarité deg

donc par injectivité deg ,
(
αx +α′x′)

f = αx f +α′x′
f

et f0

(
αx +α′x′) = α f0 (x) + β f0

(
x′). On en déduit que

f0 ∈ L(E). De plus, par construction,g ◦ f0 = f etϕ est bien surjective.

Exercice 23.67 ♥♥
Soit E unR-espace vectoriel etF un sous-espace vectoriel deE. On poseG = E \ F. Soit f ∈ L(E) tel que

∀x ∈G, f (x) = 2x

Montrer quef = 2id.

Solution : Soientx ∈ F et x′ ∈ G. Alors x + x′ ∈ G car sinon,x + x′ ∈ F et commex ∈ F et queF est un sous-espace
vectoriel deE, x′ ∈ F ce qui n’est pas possible.
Par linéarité def , f

(
x + x′) = f (x)+ f

(
x′) et donc2

(
x + x′) = f (x)+ 2x′. On en déduit quef (x) = 2x et donc que

f|F = 2id. En conclusion,f = 2id.

Exercice 23.68 ♥
Soit E unK-espace vectoriel etf ∈ L(E). Soit p ∈N∗.

1. Montrer queKer f = Ker f p =⇒ Ker f = Ker f n pourn ∈
�

1, p
�
.

2. Montrer queIm f = Im f p =⇒ Im f = Im f n pourn ∈
�

1, p
�
.

Solution :

1. On vérifie facilement queKer f ⊂ Ker f 2 ⊂ . . . ⊂ Ker f p . Donc siKer f = Ker f p les inclusions précédentes devien-
nent des égalités.

2. De même, il est clair queIm f p ⊂ Im f p−1 ⊂ . . . ⊂ Im f 2 ⊂ Im f donc siIm f = Im f p , ces inclusions deviennent là
aussi des égalités.

Exercice 23.69 ♥♥♥
Soit E unK-espace vectoriel,p ∈N∗ et f ∈ L(E).

1. Montrer queKer f = Ker f 2 =⇒ Ker f = Ker f n pourn Ê 2.

2. Montrer queIm f p = Im f p+1 =⇒ Im f n = Im f p pourn Ê p.

Solution :

1. On effectue un raisonnement par récurrence. La propriétéest, par hypothèse, vraie au rang2. Supposons qu’elle
est vraie au rangn pourn Ê 2 et prouvons là au rangn +1. On sait déjà queKer f ⊂ Ker f n+1. Si x ∈ Ker f n+1

alors f n
(

f (x)
)
= 0 et doncf (x) ∈ Ker f n = Ker f . Donc f 2 (x) = 0 et x ∈ Ker f 2 = Ker f . La propriété est alors

aussi vraie au rangn+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

2. Montrons par une récurrence surn Ê p + 1 que Im f n = Im f p . La propriété est vraie par hypothèse au rang
p +1. Soit n Ê p +1. Supposons queIm f n = Im f p et montrons queIm f n+1 = Im f p . On a toujoursIm f n+1 ⊂
Im f p . Si y ∈ Im f p alors il existex ∈ E tel quey = f p (x). CommeIm f p = Im f p+1, il existe x′ ∈ E tel que
y = f p (x) = f p+1

(
x′). Mais d’après l’hypothèse de récurrence , il existex′′ ∈ E tel que f n

(
x′′) = f p

(
x′′). Donc

y = f
(

f n (x)
)
= f n+1

(
x′′) et doncIm f p ⊂ Im f n+1. On termine en appliquant le théorème de récurrence.

Exercice 23.70 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etf ∈ L(E). On pose

N =∪i∈N Ker f i

1. Montrer queN= Ker f =⇒ Ker f + Im f est directe.

2. Etudier la réciproque.
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Solution :

1. Supposons queN= Ker f . Alors pour touti ∈N∗, Ker f i ⊂ Ker f . Comme par ailleurs, on a toujoursKer f ⊂ Ker f i ,
il vient que pour touti ∈N∗, Ker f i = Ker f . Soit x ∈ Ker f ∩ Im f . Alors il existex0 ∈ E tel quex = f (x0) et par
ailleurs f (x) = 0. Commef

(
f (x0)

)
= 0 et queKer f = Ker f 2, il vient quex0 ∈Ker f et doncx = 0. La somme est

bien directe.

2. Supposons queKer f + Im f soit directe. Remarquons qu’on a toujoursKer f ⊂ Ker f 2. Soit x ∈ Ker f 2. Alors
f

(
f (x)

)
= 0. Mais f (x) ∈ Im f ∩Ker f = {0} donc f (x) = 0. Alors x ∈ Ker f . On a montré queKer f = Ker f 2. On

en déduit queKer f 2 = Ker f 3, ... et donc queN = Ker f .

Exercice 23.71 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etf , g ∈ L(E). On suppose que

f og o f = f , et g o f og = g

Montrer que
E = Ker f ⊕ Im g

Solution : Soit x ∈ Ker f ∩ Img . Alors f (x) = 0 et il existex0 ∈ E tel quex = g (x0). Doncg ◦ f ◦ g (x0) = x mais on a
aussig ◦ f ◦ g (x0) = g ◦ f (x) = 0 doncx = 0 et Ker f , Im f sont en somme directe.
Soit x ∈E. On peut écrirex = x−g ◦ f (x)+g ◦ f (x) et commef

(
x − g ◦ f (x)

)
= f (x)− f ◦g ◦ f (x) = f (x)− f (x) = 0, il

vient quex − g ◦ f (x) ∈ Ker f . Par ailleurs, il est clair queg ◦ f (x) ∈ Img doncE = Im f +Ker f .
En conclusion,Ker f et Im f sont bien supplémentaires dansE.

Exercice 23.72 ♥♥
Soit f ∈ L(E). On note

A( f ) = {g ∈ L(E) | f ◦ g ◦ f = 0L(E)}

1. Montrer queA( f ) est un sous-espace vectoriel deL(E).

2. Montrer que sif est injective, alors

A( f ) = {g ∈ L(E) | Im f ⊂ Ker g }

3. Montrer que sif est surjective, alors

A( f ) = {g ∈ L(E) | Im g ⊂ Ker f }

Solution :

1. L’endomorphisme nul est clairement dansA
(

f
)

doncA
(

f
)

n’est pas vide. Soientg , g ′ ∈ A
(

f
)

etα,α′ ∈K. Alors
par linéarité def :

f ◦
(
αg +α′g ′)◦ f = α f ◦ g ◦ f +α′ f ◦ g ◦ f = 0

carg , g ′ ∈ A
(

f
)
. DoncA

(
f
)

est stable par combinaison linéaire. C’est bien un sous-espace vectoriel deL(E).

2. Supposons quef soit injective. Sig ∈ L(E) est tel queIm f ⊂ Ker g alors pour toutx ∈ E, f ◦ g ◦ f (x) = 0 (car
f (x) ∈ Ker g ) doncg ∈ A

(
f
)
. Réciproquement, sig ∈ A

(
f
)

alors pour toutx ∈ E, g
(

f (x)
)
∈ Ker f . Mais comme

Ker f = {0}, il vient queg
(

f (x)
)
= 0 et donc queIm f ⊂ Ker g .

3. Supposons maintenant quef est surjective. Sig ∈ L(E) est tel queIm g ⊂ Ker f alors pour toutx ∈ E, f ◦g◦ f (x) = 0

car g
(

f (x)
)
∈ Img ⊂ Ker f . Doncg ∈ A

(
f
)
. Réciproquement, sig ∈ A

(
f
)

et si y ∈ Im g alors il existex ∈ E tel
que g (x) = y et commef est surjective, il existex′ ∈ E tel quex = f

(
x′). Alors g ◦ f

(
x′) = y . Mais f

(
y
)
=

f ◦ g ◦ f
(
x′)= 0 car f ◦ g ◦ f = 0. Doncy ∈ Ker f et Im g ⊂ Ker f .

23.7.8 Endomorphismes inversibles

Exercice 23.73 ♥
Soient unK-espace vectorielE et deux endomorphismesu, v ∈ L(E).

1. Développer(u+ v)2 .

2. Développer(id−u)◦ (id+u) .

3. Siu2 = 0, montrer que(id−u) est bijective.
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Solution :

1. On utilise la linéarité deu et v et on trouve :(u+ v)2 = u2 +u ◦ v + v ◦u+ v2. Attention, en général,u ◦ v 6= v ◦u.

2. De même(id−u)◦ (id+u) = id−u2

3. Siu2 = 0, alors(id−u)◦ (id+u) = (id+u)◦ (id−u) = id et (id−u) est bijective d’inverseid+u.

Exercice 23.74 ♥
Soit E unK-espace vectoriel etf ∈ L(E) vérifiant( f − id)o( f +2id) = 0. Montrer quef est inversible.

Solution : Comme( f − id)o( f + 2id) = 0 et que f est linéaire, il vient quef 2 + f − 2id = 0 ce qui s’écrit aussi

f ◦
(

id+ f
2

)
= id ou encore

(
id+ f

2

)
◦ f = id. Donc f est inversible d’inversef −1 =

id+ f

2
.

Exercice 23.75 ♥
Soit E unK−espace vectoriel etu ∈ L(E). On suppose qu’il existe des scalairesa0, . . . , an tels quea0 id+a1u + ·· · +
anun = 0, aveca0 6= 0 et an 6= 0. Montrer queu est un automorphisme deE.

Solution : Comme a0 id+a1u + ·· · + anun = 0, on a −(anun + . . .+a1u) = a0 id et u
(
− an

a0
un−1 − . . .− a1

a0
id

)
=

(
− an

a0
un−1 − . . .− a1

a0
id

)
u = id doncu est inversible etu−1 =−

(
an

a0

un−1 + . . .+
a1

a0

id

)
.

Exercice 23.76 ♥
On considère les deux endomorphismes deE =R2 suivants :

u :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (y,0)
et v :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (0, x)

1. Calculeru ◦ v , v ◦u, u2 et v2. Conclusion ?

2. Montrer que l’endomorphisme(id−u) est inversible et déterminer son inverse.

Solution :

1. Pour
(
x, y

)
∈R2, on calcule

– u ◦ v
(
x, y

)
= u (0, x) = (x,0).

– v ◦u
(
x, y

)
= v

(
y,0

)
=

(
0, y

)
.

– u2
(
x, y

)
= u

(
y,0

)
= (0,0).

– v2
(
x, y

)
= v (0, x) = (0,0).

doncu ◦ v est la projection sur les abscisses,v ◦u est la projection sur les ordonnées etu2 = v2 = 0.

2. On utilise l’exercice 23.73. Commeu2 = 0, id−u est inversible et d’inverseid+u.

Exercice 23.77 ♥
Soit unK-espace vectorielE et un endomorphismek ∈GL(E). On considère l’application

ϕk :

{
L(E) −→ L(E)

u 7−→ k ◦u

Montrer queϕk ∈GL(L(E)) puis que l’application

ψ :

{
GL(E) −→ GL(L(E))

k 7−→ ϕk

est un morphisme de groupes injectif.

Solution : On vérifie queϕk est linéaire. Soientα,β ∈K et u, v ∈ L(E). On aϕk

(
αu+βv

)
= k ◦

(
αu+βv

)
= αk ◦u +

βk ◦ v =αϕk (u)+βϕk (v) par linéarité dek.
L’applicationϕk est bien à valeurs dansL(E) car la composée de deux applications linéaires est encore linéaire.
Enfin,ϕk est bijective. En effet, commek est inversible, on aϕk ◦ϕk−1 =ϕk−1 ◦ϕk = idL(E).
Soientk,k ′ ∈ GL(E). On aψ

(
k ◦k ′)=ϕk◦k ′ =ϕk ◦ϕk ′ doncψ est un morphisme de groupes. De plus, sik ∈Kerψ alors

ψ(k) = idE doncϕk = idE ce qui n’est possible que sik = idE doncKerψ= {idE} etψ est injectif.
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Exercice 23.78 ♥
SoientE un K-espace vectoriel etf un endomorphisme deE nilpotent. Prouver queid− f est inversible et exprimer
son inverse en fonction def .

Solution : Supposons quef est nilpotent d’ordren ∈N∗. Alors par linéarité def il vient que :

(
id− f

)
◦
(
id+ f + f 2 + . . .+ f n−1

)
=

(
id+ f + f 2 + . . .+ f n−1

)
−

(
f + f 2 + . . .+ f n−1 + f n

)
= id

par télescopage et carf n = 0. De même
(
id+ f + f 2 + . . .+ f n−1

)
◦

(
id− f

)
= id donc id− f est inversible et

(
id− f

)−1 = id+ f + f 2 + . . .+ f n−1 .

Exercice 23.79 ♥♥
On considèreC comme unR-espace vectoriel. Soitp ∈C. On définitf :C 7→C par f (z)= z+pz. Vérifier quef ∈ L(C)

puis déterminerKer f . A quelle conditionf est-il un automorphisme?

Solution : f est linéaire (vérification immédiate). Cherchons son noyau: soit z ∈C :

f (z)= 0 =⇒ z =−pz

En prenant le conjugué,z =−pz et doncz = |p|2z d’où (1−|p|2)z = 0.

1. Si |p| 6= 1, alorsz = 0. Par conséquent,Ker f = {0}.

2. Si |p| = 1 alors∃α ∈ [0,2π[ tel quep = eiα. Par ailleurs∃r Ê 0, ∃θ ∈ [0,2π[, tels quez = r eiθ. Alors

z =−pz =⇒ e2iθ = ei(α+π) ⇐⇒ θ= α+π

2
+kπ(k ∈Z)

DoncKer f est une droite vectorielle :

Ker f = Vect(u), u = ei(α+π2 )

On peut déjà conclure que si|p| = 1, alorsf n’est pas un automorphisme.
Lorsque|p| = 1, on a vu quef était injective. Vérifions qu’elle est surjective. Soitu ∈ C. Cherchonsz ∈ C tel que
z+pz = u. En prenant le conjugué et en multipliant parp, on trouve quepz+|p|2z = pu. En éliminantz, on trouve que

z =
u−pu

1−|p|2
qui réciproquement vérifie bienf (z)= u.

En conclusion, f ∈GL(C) ⇐⇒|p| 6= 1 .

Exercice 23.80 ♥♥
SoitE unR-espace vectoriel etf ∈ L(E) tel quef 2 = id. Soitb ∈E etλ ∈R\{1,−1}. Montrer que l’équationx+λ f (x) = b

possède une unique solution.

Solution : Supposons quex ∈ E est solution de l’équation :x +λ f (x) = b et en appliquantf , on aλx + f (x) = f (b).

En multipliant la seconde relation parλ, et en éliminantf (x), on trouve quex = 1

1−λ2
(b − f (b)) (1−λ2 6= 0). Donc

si l’équation possède une solution, elle est forcément unique. Vérifions que le vecteurx précédemment trouvé est bien
solution :

1

1−λ2
(b − f (b))+λ

(
1

1−λ2
( f (b)− f 2(b))

)
= 1

1−λ2
(1−λ2)b = b

Exercice 23.81 ♥♥
Soient deux endomorphismes( f , g ) ∈ L(E)2 tels queE = Ker f ⊕Ker g = Im f ⊕ Im g . Montrer que( f + g ) ∈ GL(E).

Solution :

1. Montrons queKer( f +g )= {0E}. Soitx ∈Ker( f +g ). CommeE = Ker( f )+Ker(g ), il existe(x1, x2) ∈ Ker( f )×Ker(g )

tels quex = x1+x2. Alors f (x) = f (x2) et g (x) = g (x1). Comme( f +g )(x) = 0, on en déduit quef (x2)+g (x1) = 0,
c’est-à-direz = f (x2) =−g (x1) ∈ Im f ∩Im g . Mais puisque la sommeIm( f )+Im(g ) est directe,Im( f )∩Im(g ) =
{0E} et doncf (x2) = g (x1) = 0E ce qui montre quef (x) = g (x) = 0E, c’est-à-direx ∈ Ker( f )∩Ker(g ). Mais puisque
la sommeKer( f )+Ker(g ) est directe, finalementx = 0E.

2. Montrons queE = Im( f +g ). Soit y ∈E. CommeE = Im( f )+Im(g ), il existe(x1, x2) ∈E2 tel quey = x1+x2. Mais
commeE = Ker( f )+Ker(g ), il existe(x11, x12, x21, x22) ∈ Ker( f )×Ker(g )×Ker( f )×Ker(g ) tels quex1 = x11 + x12
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et x2 = x21 + x22. Alors f (x1) = f (x12) et g (x2) = g (x21). Posonsx = x12 + x21. On calcule( f + g )(x) = f (x12)+
g (x12)+ f (x21)+ g (x21) = f (x12)+ g (x21)= y .

Exercice 23.82 ♥♥♥
Soit unR-espace vectorielE et un endomorphismeu ∈ L(E). Soient deux réels distincts(a,b)∈R2 tels que :

(u−a id)◦ (u−b id) = 0

1. Montrer queE = Ker(u−a id)⊕Ker(u−b id).

2. Déterminer la restriction deu à Ker(u−a id) et àKer(u−b id).

Solution :

1. Remarquons tout d’abord queKer(u − a id) et Ker(u − b id) sont bien des sous-espaces vectoriels deE car ce
sont des noyaux d’applications linéaires. Soitx ∈ Ker(u − a id)∩Ker(u − b id). Alors u (x) = ax et u (x) = bx.
Commea 6= b on a forcémentx = 0 et les deux sous-espaces sont en somme directe. Remarquons que 1/(b −
a) (X−a)+1/(a−b) (X−b) = 1 donc1/(b−a) (u−a idE)+1/(a−b) (u−b idE) = idE. De plus, en vertu du fait que
(u−a id)◦(u−b id) = 0, Im1/(b−a) (u−a idE) ⊂ Ker(u−b id) et Im1/(a−b) (u−b idE) ⊂ Ker(u−a id). De plus,
pour toutx ∈ E on a :

x =
1

b−a
(u(x)−ax)

︸ ︷︷ ︸
∈Ker(u−b id)

+
1

a−b
(u(x)−bx)

︸ ︷︷ ︸
∈Ker(u−a id)

doncE = Ker(u−a id)+Ker(u−b id). En conclusion, on a bienE = Ker(u−a id)⊕Ker(u−b id).

2. Déterminons la restriction deu à Ker(u − a id). Si x ∈ Ker(u − a id) alorsu (x) = ax doncu|Ker(u−a id) est une
homothétie de rapporta. De mêmeu|Ker(u−b id) est une homothétie de rapportb.

23.7.9 Transformations vectorielles

Exercice 23.83 ♥
Dans l’espaceR3, on considère les sous-espacesE1 = Vect(1,1,1) et E2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + z = 0}. Déterminer
l’expression analytique du projecteurp surE2 parallèlement àE1.

Solution : On vérifie facilement queE1 et E2 sont supplémentaires dansE = R3. On notee = (e1,e2,e3) la base
de E formée dee1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). On remarque queE1 = Vect

(
f1

)
avec f1 = (1,1,1) et que

E2 = Vect
(

f2, f3

)
avec f2 = (1,0,−1) et f3 = (0,1,−1). En utilisant les outils du chapitre 3, on montre quef1, f2, f3 ne

sont pas coplanaires et qu’ils forment donc une basef deE. Soit v ∈ E. On note
(
x, y, z

)
les coordonnées dev danse et

(
α,β,γ

)
ses coordonnées dansf . De l’égalitév = xe1 + ye2+ ze3 =α f1 +β f2 +γ f3 on tire le système





x = β+α

y = γ+α

z =−β−γ+α

qui est équivalent à





β = 1
3

(
2x − y − z

)

γ = 1
3

(
−x +2y + z

)

α = 1
3

(
x + y + z

) . Commef1 ∈E1 et quef2, f3 ∈E2 on doit avoir

p (v) = β f2 +γ f3 =
1

3

((
2x − y − z

)
(1,0,−1)+

(
−x +2y + z

)
(0,1,−1)

)
= 1

3

(
2x − y − z,−x +2y + z,−x − y

)

et donc p
(
x, y, z

)
= 1

3

(
2x − y − z,−x +2y + z,−x − y

)
.

Exercice 23.84 ♥
Dans l’espaceR3, déterminer l’expression analytique de la symétrie par rapport au sous-espaceE1 parallèlement au
sous-espaceE2 où :

E1 = Vect
(
(1,0,0),(1,1,1)

)
et E2 = Vect(1,2,0)

Solution : Soit s cette symétrie et soientu = (1,0,0), v = (1,1,1) et w = (1,2,0). Soiente1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et
e3 = (0,0,1) les vecteurs de la base naturelle deR3.
On as(u) = u et s(v) = v . s(w) =−w . On ae1 = u,e2 = 1

2
(w −u) et e3 = v − 1

2
(w +u).
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On en déduits(e1) = e1 = (1,0,0), s(e2) =− 1
2 (w+u) = (−1,−1,0) et s(e3) = v+ 1

2 (w−u) = (1,2,1). Finalement,s(x, y, z) =

(x − y + z,−y +2z, z) et l’expression analytique des s’écrit :





x′ = x + y + z

y ′ = y +2z

z ′ = z

.

Exercice 23.85 ♥
Soit :

θ :

{
R [X] −→ R [X]

P 7−→ θ (P)

oùθ (P) est le polynôme donné par :

(θ (P))(X) =
P(X)+P(−X)

2
.

1. Prouver queθ est linéaire.
2. Prouver sur l’ensemble des polynômes pairs est stable parθ.

3. Montrer queθ◦θ= θ. Que peut-on en déduire pourθ.

4. DéterminerKerθ et Imθ. En déduire les éléments caractéristiques deθ.

Solution :

1. Facile.

2. On montre aussi facilement que siP est pair, il en est de même deθ (P).

3. SoitP un polynôme à coefficients réels, on a :

θ◦θ (P)(X) = θ
(

P(X)+P(−X)

2

)
= 1

2

(
P(X)+P(−X)

2
+ P(−X)+P(X)

2

)
= θ (P)(X)

doncθ est un projecteur.

4. Si θ (P) = 0 alors∀X ∈ R, P (X) = −P (−X) donc P est impair. Réciproquement siP est impair alorsθ (P).
Kerθ =

{
P ∈R [X] | P a tous ses termes de degré pair nuls

}
. On a par ailleursθ (P) est pair pour toutP ∈ R [X].

Réciproquement, siP est pair, alorsθ (P) = P doncImθ=
{
P ∈R [X] | P a tous ses termes de degré impair nuls

}
.

Exercice 23.86 ♥
SoientE unK-espace vectoriel etp ∈L (E).

1. Montrer quep est un projecteur si et seulement siid−p l’est.

2. On suppose quep est un projecteur. Exprimer alorsIm
(
id−p

)
et Ker

(
id−p

)
en fonction deIm p et Ker p.

Solution :

1. Comme
(
id−p

)2 = id−2p +p2, p est un projecteur si et seulement siid−p est un projecteur.

2. On aKer p = Im
(
id−p

)
. En effet, six ∈Ker p alorsp (x) = 0 et

(
id−p

)
(x) = x. Doncx ∈ Im

(
id−p

)
. Réciproque-

ment, six ∈ Im
(
id−p

)
alors il existex0 tel quex =

(
id−p

)
(x0) Doncp (x) = p (x0)−p2 (x0) = 0.

Exercice 23.87 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel etp, q ∈L (E). Montrer l’équivalence entre :

1. p ◦q = p et q ◦p = q.
2. p et q sont des projecteurs etKer p = Ker q.

Solution :
⇒ Comme

p2 = p ◦q ◦p︸ ︷︷ ︸
=q

◦q = p ◦q ◦q = p ◦q = p,

p est un projecteur. On montre de même queq est un projecteur. Six ∈Ker p alorsq (x) = q ◦p (x) = 0 doncx ∈Ker q

et Ker p ⊂ Ker q. On montre de même queKer q ⊂ Ker p. DoncKer p = Ker q.
⇐ Commeq est un projecteur,Ker p et Im p sont supplémentaires dansE . Soit x ∈ E. Il existe un unique couple(

x′, x′′) ∈ Ker q × Im q tel quex = x′+ x′′. Alors

p ◦q (x) = p ◦q
(
x′′)= p

(
x′′) et p (x) = p

(
x′+ x′′)= p

(
x′′)

carKer p = Ker q et queq
(
x′′)= x′′. Doncp ◦q (x) = p (x) et p ◦q = p. On montre de même queq ◦p = q.
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Exercice 23.88 ♥♥
Soit un projecteurp d’un K-e.v.E. Montrer que

∀λ ∈K \ {0,1}, p −λ id ∈ GL(E)

Indication 23.23 : On fera deux démonstrations. Pour la première, utiliser la relation polynomialep ◦p = p. Pour la
deuxième, écrire queE = Ker p ⊕ Imp, et résoudre l’équation(p −λ id)(x) = y , en décomposant surKer p et Im p les
vecteursx et y .

Solution : Première démonstration.On ap ◦p = p, doncp2−p = 0, et alors(p−λ id)◦(p+(λ−1)id)+λ(λ−1)id= 0

donc siλ 6∈ {0,1}, on peut écrire

(p −λ id)◦
[ −1

λ(λ−1)

(
p + (λ−1)id

)]
= id

ce qui montre que(p −λ id) est inversible.
Deuxième démonstration.Soit y ∈ E. On décomposey = y1 + y2 avecy1 ∈ Ker p et y2 ∈ Im p. Soit x = x1 + x2 ∈ E.
Alors (p−λ id)(x) = y ⇐⇒ x2−λ(x1+x2) = y1+y2 ⇐⇒−λx1 = y1 et (1−λ)x2 = y2 (on a utilisé le fait que la somme est

directeet donc que la décomposition est unique). On trouve une unique solutionx1 =−
1

λ
y1 et x2 =

1

1−λ
y2, c’est-à-dire

qu’il existe un unique antécédant ày par l’application(p −λ id). Cette application est donc bijective.

Exercice 23.89 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et deux projecteursp, q deE vérifiant :

p ◦q = q ◦p

1. Montrer quep ◦q est un projecteur :

2. Montrer queIm(p ◦q) = Im p ∩ Imq ;

3. Montrer queKer(p ◦q)= Ker p +Ker q.

Solution :

1. Calculons
(p ◦q)2 = p ◦q ◦p ◦q = p ◦p ◦q ◦q = p2 ◦q2 = p ◦q

Doncp ◦q est un projecteur.

2. Im(p ◦ q) ⊂ Im p ∩ Im q : soit y ∈ Im(p ◦ q). ∃x ∈ E tel quey = p ◦ q(x). Commey = p
(
q(x)

)
, y ∈ Im p. Mais

puisquep ◦q = q ◦p, on a égalementy = q
(
p(x)

)
∈ Im q. Doncy ∈ Im p ∩ Imq.

Imp∩Im q ⊂ Im(p◦q). Utilisons la caractérisation de l’image d’un projecteur: Soitx ∈ Imp∩Im q. Alors p(x) =
q(x)= x. Alors p ◦q(x) = p

(
q(x)

)
= p(x) = x et par conséquent,x ∈ Im p ◦q.

3. MontronsKer p +Ker q ⊂ Ker(p ◦q) : Soit x ∈Ker p +Ker q ; ∃(xp , xq ) ∈Ker p ×Ker q tels que

x = xp + xq

Alors
p ◦q(x) = p

(
q(xp )+q(xq )

)
= p

(
q(xp )

)
= q

(
p(xp )

)
= q(0) = 0

doncx ∈ Ker(p ◦q).
Montrons queKer(p ◦ q) ⊂ Ker p + Ker q. Soit x ∈ Ker(p ◦ q). Posonsxp = q(x) et xq = x − q(x). On a bien
x = xp + xq et

p(xp ) = p ◦q(x)= 0 =⇒ xp ∈ Ker p

q
(
x −q(x)

)
= q(x)−q2(x) = q(x)−q(x) = 0 =⇒ xq ∈ Ker q

Exercice 23.90 ♥♥
Soient unK-espace vectorielE et deux projecteursp, q deE vérifiantpoq = 0. On poser = p +q −qop.

1. Montrer quer est un projecteur ;

2. Montrer queKerr = Ker p ∩Ker q ;

3. Montrer queImr = Im p ⊕ Im q.

Indication 23.23 : Interpréter la relationp ◦q = 0 en fonction des images et noyaux dep, q. Dans les démonstrations,
on pourra utiliser le fait que sir est un projecteur, etx ∈ E, x ∈ Imr ⇐⇒ r (x) = x.
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Solution :

1. Calculons

r 2 = p2 +pq −pqp +qp +q2 −q2p −qp2 −qpq +qpqp = p +qp +q −qp −qp = p +q −qp = r

(on a utilisé quep2 = p, q2 = q et pq = 0). Doncr est un projecteur (r est linéaire).

2. Kerr ⊂ Ker p ∩Ker q : soit x ∈ Kerr , alorsp(x)+ q(x)− qp(x) = 0, et en appliquantp, on trouve quep2(x)+
pq(x)−pqp(x)= 0, d’où p(x) = 0, c’est-à-direx ∈ Ker p. De même, en appliquantq, on montre quex ∈Ker q.
Ker p ∩Ker q ⊂ Ker r , c’est évident.

3. Imp ∩ Im q = {0} : soit x ∈ Im p ∩ Imq, alorspq(x) = 0 =⇒ p(x) = 0 (carx ∈ Im q) et alorsx = 0 ( p(x) = x, car
x ∈ Im p). La somme est donc directe.
Imr ⊂ Im p + Im q : soit x ∈ Imr , puisquer est un projecteur,r (x) = x et donc

x = p(x)+q(x)−qp(x)= p(x)+q
[
x −p(x)

]

et p(x) ∈ Im p, q
(
x −p(x)

)
∈ Im q.

Imp + Im q ⊂ Imr : soit x ∈ Im p + Im q, ∃x1 ∈ Im p,∃x2 ∈ Im q tels quex = x1 +x2. Alors, r (x) = p(x1)+p(x2)+
q(x1)+ q(x2)− qp(x1)− qp(x2) = x1 + x2 + p(x2)+ q(x1)− qp(x1)− qp(x2). Mais p ◦ q = 0 =⇒ Im q ⊂ Ker p,
doncp(x2) = 0. Alors r (x) = x + q

(
x1 −p(x1)

)
, mais puisquex1 ∈ Imp, on sait quep(x1) = x1, et doncr (x) = x.

Commer est un projecteur,r (x) = x =⇒ x ∈ Imr .

Exercice 23.91 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etp un projecteur deE. Résoudre l’équationp(x)+3x = y où y ∈ E.

Solution : Commep est un projecteur, les sous-espacesKer p et Im p sont supplémentaires dansE. Donc il existe
un unique couple

(
x′, x′′) ∈ Ker p × Im p tel quex = x′+ x′′ et il existe un unique couple

(
y ′, y ′′) ∈ Ker p × Im p tel que

y = y ′+ y ′′. Il vient :

p(x)+3x = y ⇐⇒ x′′+3x′+3x′′ = y ′+ y ′′ ⇐⇒ 3x′
︸︷︷︸
∈Ker p

+ 4x′′
︸︷︷︸
∈Im p

= y ′
︸︷︷︸
∈Kerp

+ y ′′
︸︷︷︸
∈Im p

⇐⇒
{

3x′ = y ′

4x′′ = y ′′ ⇐⇒ x = y ′

3
+ y ′′

4

par unicité de la décomposition des vecteurs dansE = Ker p ⊕ Im p. En conclusion,x =
y −p

(
y
)

3
+

p
(
y
)

4
.

Exercice 23.92 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel etp un projecteur deE. Calculer(id+p)n où n ∈N.

Solution : Commeid et p commutent, on peut appliquer la formule du binôme et

(id+p)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk = id+

(
n∑

k=1

(
n

k

))
p = id+

(
2n −1

)
p

carp2 = p.

Exercice 23.93 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel etu ∈ L(E). Soit p un projecteur deE.
Montrer queu et p commutent si et seulement siIm p et Ker p sont stables paru.

Solution :
⇒ Supposons queu et p commutent. Soity ∈ Im p. Mais p

(
u

(
y
))
= u

(
p

(
y
))
= u

(
y
)

car y ∈ Im p. Doncu
(
y
)
∈ Im p

et Im p est stable paru. Si x ∈Ker p alorsp (u (x)) = u
(
p (x)

)
= 0 doncu (x) ∈Ker p et Ker p est aussi stable paru.

⇐ On supposeIm p et Ker p sont stables paru. Commep est un projecteur,E = Ker p ⊕ Im p. Soit x ∈ E. Il existe un
unique couple

(
x′, x′′) ∈ Ker p × Imp tel quex = x′+ x′′. Il vient queu ◦p (x) = u

(
x′′) et quep ◦u (x) = p

(
u

(
x′′)) =

u
(
x′′). On a montré queu ◦p (x) = p ◦u (x) doncu et v commutent.

Exercice 23.94 ♥♥♥
[Décomposition du noyau] Soient unC-espace vectorielE et un endomorphismef ∈ L(E) vérifiant f 2 =− idE. On note

F= {x ∈ E | f (x) = i x} et G = {x ∈E | f (x) =−i x}
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Montrer queE = F⊕G et exprimer le projecteur surF parallèlement àG.

Solution : Pour toutx ∈ E, on ax = − i
2

(
f (x)+ i x

)
+ i

2

(
f (x)− i x

)
et on vérifie quef (x)+ i x ∈ F, f (x)− i x ∈ G. En

effet :
f

(
f (x)+ i x

)
= f 2 (x)+ i f (x) =−i x + i f (x) = i

(
f (x)+ i x

)

f
(

f (x)− i x
)
= f 2 (x)− i f (x) =−i f (x)− i f (x) =−i

(
f (x)− i x

)

DoncE = F+G. Si x ∈ F∩G alors on a en même tempsf (x) = i x et f (x) =−i x ce qui n’est possible que six = 0. Donc
F et G sont en somme directe. En conclusion,E = F⊕G.
Montrons quep = − i

2

(
f + i id

)
est le projecteur surF parallèlement àG. Soit x = x1 + x2 ∈ F ⊕ G. Alors p (x) =

− i
2

(
f (x1)+ f (x2)+ i (x1 + x2)

)
=− i

2 (i x1 − i x2 + i x1 + i x2) = x1, ce qu’il fallait montrer.
Cet exercice est un cas particulier du théorème de décomposition du noyau que vous verrez en deuxième année.

Exercice 23.95 ♥♥♥
Soient deux projecteursp et q d’un espace vectorielE. Montrer que l’endomorphisme(p + q) est un projecteur
de E si et seulement si l’on ap ◦ q = q ◦ p = 0. Si c’est le cas, montrer qu’alorsIm(p + q) = Im p ⊕ Imq et que
Ker(p +q)= Ker p ∩Ker q.

Solution :
– On suppose quep+q est un projecteur. Alors

(
p +q

)2 = p+q et en développant, on obtientp2+q2+p◦q+q◦p = p+q.
p, q étant des projecteurs, on a :p2 = p et q2 = q et doncp ◦ q + q ◦p = 0. On va montrer queIm q ⊂ Ker p ce qui
amènerap ◦ q = 0 et doncq ◦ p = 0. Soit y ∈ Im q. Alors p

(
y
)
+ q

(
p

(
y
))

= 0. CommeE = Ker q ⊕ Imq, il existe
X ∈ Ker q et Y ∈ Imq tel quep

(
y
)
= X+Y. Alors X+Y+q (X+Y) = 0 soit X+2Y = 0. Par unicité de la décomposition

d’un vecteur sur une somme directe, il vientX = Y = 0 et doncp
(
y
)
= 0. On a prouvé queIm q ⊂ Ker q et la première

implication est démontrée.
– Pour la seconde, supposons quep ◦ q = q ◦p = 0 alors

(
p +q

)2 = p2 + q2 +p ◦ q + q ◦p = p + q car p et q sont des
projecteurs.

– On suppose dans la suite que(p +q) est un projecteur deE.
– Montrons queIm(p + q) = Im p ⊕ Im q. Soit x ∈ Im p ∩ Im q. Alors p (x) = q (x) = x et il vient q

(
p (x)

)
= x. Mais

q ◦p = 0 doncx = 0. DoncIm p et Imq sont en somme directe. Six ∈ Im p+q alorsx =
(
p +q

)
(x) = p (x)+q (x) ∈

Im p+Im q etIm p+q ⊂ Im p+Im q. Si x ∈ Im p+Im q alors il existex1 ∈ Im p et x2 ∈ Im q tel quex = x1+x2. Mais(
p +q

)
(x) = p (x1)+p (x2)+q (x1)+q (x2) = x1 + x2 carIm q ⊂ Ker p et Im p ⊂ Ker q en vertu dep ◦q = q ◦p = 0.

Doncx ∈ Im p +q et on prouve ainsi par double inclusion queIm(p +q)= Imp ⊕ Im q.
– Montrons maintenant queKer(p + q) = Ker p ∩Ker q. On montre facilement queKer p ∩Ker q ⊂ Ker(p + q). Soit

x ∈ Ker(p +q). Alors p(x)+q(x) = 0 et p(x) =−q(x). Posonsy = p(x). On sait alors quey ∈ Im p et quey ∈ Im q.
Mais Imp ⊂ Ker q et Imq ⊂ Ker p doncy ∈ Ker q et y ∈ Ker p. CommeE = Ker p ⊕ Im p et E = Ker q ⊕ Im q, ceci
n’est possible que siy = 0. Doncx ∈ Ker p ∩Ker q et l’égalité est prouvée par double inclusion.

23.7.10 Formes linéaires

Exercice 23.96 ♥
SoientE unK-espace vectoriel etf , g ∈ E∗ deux formes linéaires telles que∀x ∈E, f (x)g (x) = 0K. Montrer quef = 0

ou g = 0.

Solution : Si il existea ∈ E tel quef (a) 6= 0 et b ∈ E tel queg (b) 6= 0, alors

0 = f (a +b)g (a +b)= f (a) g (a)+ f (a) g (b)+ f (b) g (a)+ f (b) g (b) = f (a) g (b)+ f (b) g (a) .

Donc f (a) g (b) = − f (b) g (a) et commef (a) 6= 0 , g (b) 6= 0, nécessairementf (b) 6= 0 et g (a) 6= 0. Il vient alors que
f (a) g (a) 6= 0 ce qui est contraire à notre hypothèse de départ. Doncf = 0 ou g = 0.

Exercice 23.97 ♥
SoientE un espace vectoriel eta un vecteur deE. Soitϕ une forme linéaire surE. On définitu(x) = x+ϕ(x)a. Vérifier
queu est un endomorphisme deE, puis calculeru2. A quelle conditionu est-elle injective ?

Solution : Soientα,α′ ∈K et x, x′ ∈E. Par linéarité deϕ

u
(
αx +α′x′)= αx +α′x′+ϕ

(
αx +α′x′)a =α

(
x +ϕ(x)a

)
+α′ (x′+ϕ(x′)a

)
= αu (x)+α′u

(
x′)

doncu est linéaire.
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Soit x ∈ E.

u2 (x) = u
(
x +ϕ(x)a

)
= u (x)+ϕ(x)u (a) = x +ϕ(x)a +ϕ (x)

(
a +ϕ (a) a

)
= x +

(
2+ϕ (a)

)
ϕ (x) a

L’applicationu est injective si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul deE. Maisu (x) = 0 ⇐⇒ x +ϕ (x) a =
0 ⇐⇒ x = −ϕ (x) a. Donc un vecteurx est élément du noyau deu si et seulement si il existeα ∈ K tel quex = αa et
ϕ (x) =−α. On a alorsαa =−αϕ (a) a ce qui s’écrit aussiα

(
1−ϕ (a)

)
a = 0. Pour que le noyau deu ne soit pas trivial,

il faut donc queϕ (a) =−1, dans quel cas,u n’est pas injective. Sinon, siϕ (a) 6= −1, ϕ est injective.

Exercice 23.98 ♥
Soit E l’ensemble des fonctions dérivables sur[0,1] etδ :

{
E −→ R

f −→ f ′(0)
.

1. Montrer queE est unR-espace vectoriel.

2. On poseH = Kerδ. Trouver un supplémentaire deH dansE.

Solution :

1. On montre facilement queE est unR -espace vectoriel en prouvant que c’est un sous-espace vectoriel de
F ([0,1] ,R).

2. Montrons que l’ensemble des fonctions affines sur[0,1], notéI, est un supplémentaire deH dansE. Soit f ∈ E.
Alors f =

(
f − f ′ (0) x

)
+ f ′ (0) x. Il est clair quex 7→ f − f ′ (0) x ∈ H et quex 7→ f ′ (0) x ∈ I. DoncE = H+ I. Si

f ∈ H∩ I alors f ′ (0) = 0 et il existea ∈ R tel que f : x 7→ ax. Alors a = 0 et f = 0. DoncH et I sont en somme
directe. En conclusion,E = H⊕ I.

Exercice 23.99 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE. Pouru ∈ L(E), on définit

t u :

{
E⋆ −→ E⋆

ϕ 7−→ ϕ◦u

1. Montrer quet u ∈ L(E⋆).

2. Si (u, v) ∈ L(E)2, calculert (u ◦ v).

3. Montrer que l’application

θ :

{
GL(E) −→ GL(E⋆)

u 7−→ t
u−1

est un morphisme de groupes.

4. LorsqueE =R2, montrer queθ est injectif.

Solution :

1. Soitϕ,ψ ∈ L(E) et α,β ∈ K. Alors t u
(
αϕ+βψ

)
=

(
αϕ+βψ

)
◦u = αϕ ◦u + βψ ◦u = αt u(ϕ) + βt u(ψ). Donc

t u ∈ L(E⋆).

2. Soitϕ ∈E⋆. Calculons
t v ◦ t u(ϕ) = t v(ϕ◦u) =ϕ◦ (u ◦ v) = t (u ◦ v)(ϕ)

Par conséquent,t (u ◦ v) = t v ◦ t u.

3. θ est bien définie. Soitf ∈ GL(E). Comme f est inversible, il existef −1 ∈ L(E) vérifiant f ◦ f −1 = idE. Mais
en transposant,t

f −1 ◦ t f = t idE = idE⋆ . On montre de même quet f ◦ t
f −1 = idE⋆ . Ce qui montre quet f −1 est

inversible dansL(E⋆). On vérifie sans problème queθ est un morphisme de groupes en utilisant 2.

4. Soit f ∈ Kerθ. Alors∀ϕ ∈E⋆, t
f −1(ϕ)=ϕ et donc

∀ϕ ∈ E⋆, ϕ◦ f −1 =ϕ

En considérantϕ1 etϕ2 les deux projections surVect(e1) et Vect(e2), on montre quef = idE.
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Chapitre 24
Dimension des espaces vectoriels

En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue.
John von Neumann.

Pour bien aborder ce chapitre

Après avoir mis en place les bases d’algèbre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre à la notion de dimension.
La dimension d’un espace vectoriel est liée au nombre de paramètres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu’il faut
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un couple deR2 il faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a
deux paramètres (ou deux degrés de liberté). On verra queR2 est de dimension2. De même, pour choisir un polynôme
aX2+bX+c deR2[X], il faut choisira,b etc. On verra là aussi queR2[X] est de dimension3. Dans certains cas, il faut une
infinité de paramètres pour décrire les vecteurs de l’espaceconsidéré. Par exemple, pour choisir une suite(un ) ∈ S (R),
il faut choisir chaque termeu0,u1, . . .. Ou encore pour choisir une fonctionf ∈F (R,R), il faut choisir l’image de chaque
point deR par f . Ces deux espaces sont de dimension infinie.
Même s’il sera utile de se souvenir de ces considérations, ladéfinition précise de la notion de dimension demande quelques
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De
même toute base de l’espace en compte trois. Le plan est de dimension2 et l’espace de dimension3. Si on arrive à définir,
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient à montrer que deux bases sont
toujours de même cardinal alors on tiendra notre définition.La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini).
Ceci est cohérent avec notre intuition initiale. Si(v1, . . . , vn ) est une base de l’espace vectoriel considéréE, alors choisir
un vecteur dansE revient à choisir sesn composantes sur la base, il y a bienn degrés de liberté.
Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premières sections de ce chapitre. Nous nous occuperons
ensuite à étudier les conséquences de ces notions en algèbrelinéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules
fondamentales :
– la formule de Grassmann
– la formule du rang
qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de
diviser par deux le travail à faire quand on n’en dispose pas).

24.1 Familles de vecteurs

Dans toute la suite,K est un corps (R ouC). E et F désignent desK-espaces vectoriels.

24.1.1 Combinaisons linéaires

DÉFINITION 24.1 ♥ Combinaison linéaire
Soit (v1, . . . , vn) une famille den vecteurs d’unK-espace vectoriel(E,+, .). On appellecombinaison linéaire de cesn
vecteurstout vecteurv ∈E de la forme :

v =λ1 · v1 + . . .+λn · vn =
n∑

k=0

λk · vk

où (λ1, . . . ,λn )∈Kn .
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PROPOSITION24.1 ♥ Image d’une combinaison linéaire par une application linéaire
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels etf ∈L (E,F). Soient(v1, . . . , vn ) une famille den-vecteurs deE et

(
λ1, . . . ,λp

)
∈

Kp alors
f (λ1 · v1 + . . .+λn · vn) = λ1 · f (v1)+ . . .+λn · f (vn).

Démonstration Par une récurrence immédiate.

24.1.2 Familles libres

DÉFINITION 24.2 ♥♥♥ Famille liée
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE estliée, ou que les vecteursv1, . . . , vp sontlinéairement dépendants

si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres ou autrement dit si et seulement si il
existe unp-uplet

(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp de scalaires non tous nuls vérifiantλ1 · v1 + . . .+λp · vp = 0.

Exemple 24.1
– Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De même,4 vecteurs de l’espace sont toujours liés. On comprend bien

intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera dansl’exemple 24.7 page 903.
– DansR4, les vecteursu1 = (1,0,1,−1), u2 = (3,−2,2,−3) et u3 = (−1,2,0,1) forment une famille liée. En effet,u2 =

2u1 −u3.
– DansF (R,R), les fonctionsf1 : x 7→ cos2 x, f2 : x 7→ sin2 x et f3 : x 7→ cos 2x sont liées. En effet,f3 = f1 − f2.

Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépendants, il suffit de prendre la négation de la définition précédente:
v =

(
v1, . . . , vp

)
est une famille liée de vecteurs deE si et seulement si pour toute famille de scalaires

(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp , si

λ1 ·x1 + . . .+λp ·xp = 0 alorsλ1 = . . . =λp = 0. On a alors la définition suivante :

DÉFINITION 24.3 ♥♥♥ Famille libre
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE estlibre , ou que les vecteursv1, . . . , vp sontlinéairement indépen-

dantssi et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement dit si et seulement si :

∀
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp , λ1 · v1 + . . .+λp · vp = 0 =⇒ λ1 = . . . =λp = 0

PLAN 24.1 : Pour montrer qu’une famille est libre

1 Soit
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp tel queλ1 · v1 + . . .+λn · vn = 0.

2 ... alorsλ1 = . . . = λp = 0

3 Donc la famille est libre.

PLAN 24.2 : Pour montrer qu’une famille est liée

1 Posonsλ1 = . . . , . . . ,λp = . . .

2 Un desλi pouri ∈
�

1, p
�

au moins est non nul

3 On a bien par ailleurs :λ1 · v1 + . . .+λn · vn = 0.

4 Donc la famille est liée.

Exemple 24.2

– DansR2, la famille ((1,0) ,(0,1)) est libre. En effet, soitα,β ∈R tels queα(1,0)+β (0,1) = (0,0). Alors
(
α,β

)
= (0,0) et

doncα= β= 0.
– On démontre de même que dansR3, la famille ((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) est libre.
– DansF (R,R) la famille

(
sin,cos,exp

)
est libre. Soientα,β,γ ∈ R tels queαsin+βcos+γexp = 0. Alors pour tout

x ∈ R, αsin x +βcos x + γexp x = 0 ce qui s’écrit aussi∀x ∈ R, α sin x
exp x

+ β cos x
exp x

+ γ = 0. On montre facilement en

utilisant le théorème des gendarmes quelim+∞
sin x
exp x = lim+∞

cos x
exp x = 0. On en déduit queγ = 0. On a alors∀x ∈ R,

αsin x+βcos x = 0. Si on faitx = 0 on obtientβ= 0 et si on faitx = π/2, il vient queα= 0. On a alors bien montré que
α= β= γ= 0.

Remarque 24.1 Soit
(
v1, . . . , vp

)
une famille dep vecteurs deE.

– Si l’un des vecteurs est nul, la famille est liée.
– Si l’un des vecteurs de la famille apparaît plus d’une fois dans la famille alors la famille est liée.
– Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre

898



24.1.3 Familles génératrices

DÉFINITION 24.4 ♥♥♥ Famille génératrice
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de p vecteurs deE engendrel’espace vectorielE (ou estgénératrice deE) si tout

vecteur deE peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la famille
(
v1, . . . , vp

)
:

∀v ∈E, ∃
(
λ1, . . . ,λp

)
∈Kp : v =

p∑

k=1

λi · vi

Autrement dit :Vect
({

v1, . . . , vp

})
= E.

PLAN 24.3 : Pour montrer qu’une famille est génératrice

1 Soit v ∈ E.

2 Posonsλ1 = . . . , . . . ,λp = . . .

3 On a bien :v =
p∑

k=1

λi · vi

Exemple 24.3

– DansR2, soientx1 = (1,0) et x2 = (1,0). La famille (x1, x2) est génératrice deR2. En effet, siv =
(
x, y

)
∈ R2 alors

v = x (1,0)+ y (0,1).
– On montre de même que la famille((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) engendreR3.
– La famille ((1,0,1) ,(0,1,1)) engendre le plan vectorielF de R3 d’équation x + y = z. En effet F ={(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}
=

{(
x, y, x + y

)
| x, y ∈R

}
= Vect ((1,0,1) ,(0,1,1)).

– La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
engendreKn [X]. En effet, siP ∈Kn [X] alors il existea0, . . . , an ∈K tels queP = an Xn +

. . .+a0.
– On considère l’espace vectorielE des fonctions en escaliers sur[0,1]. On considère les fonctionsfa,b définies pour

a É b par fa,b (x) = 1 pour a É x É b et fa,b (x) = 0 sinon. La famille( fa,b)1ÉaÉbÉ1 est une famille génératrice deE ,
mais n’est pas libre :f0,1/2 + f1/2,1 − f0,1 − f1/2,1/2.

Remarque 24.2 Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.

24.1.4 Bases

DÉFINITION 24.5 ♥♥♥ Base
On dit qu’une famille

(
v1, . . . , vp

)
de vecteurs deE est unebasedeE si et seulement si, à la fois :

1
(
v1, . . . , vp

)
est une famille libre deE.

2
(
v1, . . . , vp

)
est une famille génératrice deE.

Exemple 24.4

– La famille(1, i ) est une base duR-espace vectorielC. En effet, sia,b ∈R sont tels quea.1+b.i = 0 alorsa + i b = 0 et
donca = b = 0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, il existea,b ∈R tels quez = a + i b. La famille
est donc aussi génératrice deC. C’est donc une base deC.

– Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan.
– DansR3, la famille((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)) forme une base deR3. On a prouvé dans l’exemple 24.2 que cette famille

est libre et dans l’exemple 24.3 qu’elle engendreR3.
– DansR3, la famille formée des vecteurse1 = (1,0,1), e2 = (1,−1,1) et e3 = (0,1,1) est une base. La famille est libre :

soitα1,α2,α3 ∈R tels queα1e1+α2e2+α3e3 = 0. Alors





α1 +α2 = 0

−α2 +α3 = 0

α1 +α2 +α3 = 0

ce qui amèneα1 =α2 = α3 = 0. La famille

est génératrice deR3. Soit
(
x, y, z

)
∈R3. On chercheα1,α2,α3 ∈R tels que

(
x, y, z

)
=α1e1+α2e2+α3e3 = 0. On obtient

alors le système





α1 +α2 = x

−α2 +α3 = y

α1 +α2 +α3 = z

et on trouveα1 = 2x + y − z, α2 = −x − y + z et α3 = −x + z donc (e1,e2,e3)

engendreR3. C’est bien une base deR3.
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De manière plus générale, on a :

PROPOSITION24.2 ♥ Base canonique deKn

Soit n ∈N∗. Considérons leK-espace vectorielE =Kn . Il existe une base privilégiée(e1, . . . ,en) deKn dite canonique
et donnée par :

e1 = (1,0,0, . . . ,0)

e2 = (0,1,0, . . . ,0)

...
...

...

en = (0,0,0, . . . ,1)

Démonstration La famille e = (e1, . . . ,en ) est génératrice. En effet, six = (x1, . . . , xn ) ∈ Kn alors :x = x1e1 + . . . + xn en . Elle
est de plus libre : Siλ1, . . . ,λn sont n scalaires deK tels que

∑n
k=1

λk ek = 0, alors on a :(λ1, . . . ,λn ) = 0 ce qui prouve que
∀k ∈ �1,n� , λk = 0.

PROPOSITION24.3 ♥ Base canonique deKn [X]

Soit n ∈N. Considérons leK-espace vectorielE =Kn [X] des polynômes de degréÉ n à coefficients dansK. Il existe
une base privilégiée deKn [X] dite canonique et donnée par :

(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
.

Démonstration Voir le chapitre sur les polynômes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre.

PROPOSITION24.4 ♥ Base deC(X)

La "réunion" des familles(Xn)n∈N et
(

1

(X−a)n

)

a∈C
n∈N∗

est une base deC(X).

Démonstration C’est exactement la traduction du théorème de décomposition en éléments simples surC en termes de combi-
naisons linéaires. On peut aussi trouver une base deR(X).

THÉORÈME 24.5 ♥♥♥ Composantes d’un vecteur relativement à une base
Une famillee = (e1, . . . ,en) deE est une base deE si et seulement si, pour tout vecteurv ∈ E, il existe une unique

famille de scalaires(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn telle que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =λ1 ·e1 + . . .+λn ·en

Le n-uplet(λ1, . . . ,λn) est alors appelé famille descomposantes(oucoordonnées) dev dans la basee.

Démonstration
⇒

– ExistenceComme la famillee est une base, elle est génératrice deE et donc pour toutv ∈E, il existe unn-uplet de scalaires

(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn tel que :v =∑p

k=1
λi ·ei

– Unicité Supposons qu’il existe deuxn-uplets de scalaires :(λ1, . . . ,λn ) et
(
λ′1, . . . ,λ′n

)
tels que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =
p∑

k=1

λ′i ·ei .

On a donc :
∑p

k=1

(
λ′

i
−λi

)
· ei = 0. Mais e étant une base deE, elle est libre et cette dernière égalité n’est possible quesi :

∀i ∈ �1,n� , λ′
i
−λi = 0 c’est-à-dire :∀i ∈ �1,n� , λ′

i
=λi ce qui prouve l’unicité.

⇐ Supposons que pour toutv ∈E, il existe une unique famille de scalaires(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn telle que :

v =
p∑

k=1

λi ·ei =λ1 ·e1 + . . .+λn ·en

et montrons quee est une base deE. Il est clair quee est génératrice. Montrons quee est libre. La seule décomposition de0E sur
les vecteurs de la famillee est0E = 0e1 + . . . 0en . Par conséquent, si len-uplet (α1, . . . ,αn ) ∈Kn est tel que

∑n
k=1

αk ek = 0E, on
a nécessairement :∀i ∈ �1,n� , αi = 0 ce qui prouve quee est libre.
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24.2 Dimension d’un espace vectoriel

24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie

DÉFINITION 24.6 ♥ Espace vectoriel de dimension finie
On dit qu’unK-espace vectoriel est dedimension finies’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire,

on dit queE est dedimension infinie. De plus, par convention, on dit queE = {0} est un espace de dimension finie.

Exemple 24.5
– Kn est de dimension finie car sa base canonique est une famille génératrice finie deKn .
– De la même façon,Kn [X] est de dimension finie.
– Par contre,K [X] est de dimension infinie. Voir l’exemple 24.9 pour une démonstration.
– De la même façon,S (R) etF (R,R) sont de dimension infinie. Voir l’exercice 24.32 page 924.

LEMME 24.6 ♥ Augmentation d’une famille libre
SoientE unK-espace vectoriel etx ∈ E \ {0}. On suppose que :

H1 L = (l1, . . . , ln ) est une famille libre de vecteurs deE.

H2 x 6∈Vect (L )

Alors (l1, . . . , ln , x) est encore une famille libre de vecteurs deE.

Démonstration Soientα1, . . . ,αn ,α n+1 scalaires deK tels que :α1l1+ . . .+αn ln +αx = 0. Supposons que lesn+1 scalaires ne
sont pas tous nuls. Il y a alors deux possibilités :

1. α = 0 et doncα1l1 + . . . +αn ln = 0 avecα1, . . . ,αn non tous nuls, ce qui n’est pas possible car la familleL est, d’après la
première hypothèse, libre dansE.

2. α 6= 0. Dans ce cas, on peut alors écrirex comme une combinaison linéaire des vecteurs deL ce qui contredit la seconde
hypothèse.

On montre ainsi par l’absurde que la famille(l1, . . . , ln , x) est libre.

LEMME 24.7 ♥ Diminution d’une famille liée

SoientE unK-espace vectoriel etG =
(
g1, . . . , gn , gn+1

)
une famille den+1 vecteurs deE. On suppose que :

H1 gn+1 ∈Vect
(
g1, . . . , gn

)
(c’est-à-dire,gn+1 est combinaison linéaire des vecteursg1, . . . , gn).

Alors :
Vect

(
g1, . . . , gn , gn+1

)
= Vect

(
g1, . . . , gn

)

C’est-à-dire qu’on peut retirer le vecteurgn+1 àG sans modifier le sous-espace engendré parG .

Démonstration D’après l’hypothèse, il existe unn-uplet (α1, . . . ,αn ) de scalaires deK tels que :gn+1 = ∑n
k=1

αk gk . Posons
F = Vect

(
g1, . . . , gn

)
et montrons que la famille

(
g1, . . . , gn

)
génère aussiF. Soit x ∈ F. Il existe (x1, . . . , xn+1) un (n +1)-uplet de

scalaires deK tels que :

x =
n+1∑

k=1

xi gi

=
n∑

k=1

xi gi +xn+1gn+1

=
n∑

k=1

xi gi +xn+1

n∑

k=1

αk gk

=
n∑

k=1

(
xi +xn+1αk

)
gi

ce qui prouve queVect
(
g1, . . . , gn , gn+1

)
⊂ Vect

(
g1, . . . , gn

)
. Il est par ailleurs clair queVect

(
g1 , . . . , gn

)
⊂ Vect

(
g1, . . . , gn , gn+1

)

et l’égalité est alors établie.

THÉORÈME24.8 ♥ Fondamental : On peut compléter une famille libre en une baseen puisant dans une famille
génératrice

SoientE unK-espace vectoriel etp, q,n ∈N∗. On suppose que :
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H1 L =
(
l1, . . . , lp

)
est une famille libre de vecteurs deE.

H2 G =
(
g1, . . . , gq

)
est une famille génératrice de vecteurs deE.

alors, il existe une baseB deE de la forme

B =
(
l1, . . . , lp , lp+1, . . . , ln

)

où lp+1, . . . , ln ∈G .

Démonstration On va procéder de manière algorithmique. Si la familleL est génératrice, le théorème est démontré, sinon on
construit une base ainsi. PosonsL0 =L .

• 1èreétape :

■ Si g1 ∈ Vect (L0), on poseL1 =L0. D’après le lemme 24.7, on aVect (L1) = Vect
(
L0 ∪

{
g1

})

■ Si g1 6∈ Vect (L0), on poseL1 =L0 ∪
{

g1
}
. D’après le lemme 24.6, la familleL1 est libre etVect (L1) = Vect

(
L0 ∪

{
g1

})
.

Dans les deux cas, on a :

Vect (L1) = Vect
(
L0 ∪

{
g1

})
et L1 est libre

• Soit i ∈N tel quei +1 É q.

• ièmeétape : On suppose que la familleLi est construite en sorte que :

Vect
(
Li

)
= Vect

(
Li−1 ∪

{
gi

})
= Vect

(
L0 ∪

{
g1 , . . . , gi

})
et Li est libre

• i +1èmeétape : On construit maintenantLi+1.

■ Si gi+1 ∈Vect
(
Li

)
, on poseLi+1 =Li . D’après le lemme 24.7, on aVect

(
Li+1

)
= Vect

(
Li

)

■ Si gi+1 6∈ Vect
(
Li

)
, on poseLi+1 = Li ∪

{
gi+1

}
. D’après le lemme 24.6, la familleLi+1 est libre etVect

(
Li+1

)
=

Vect
(
Li ∪

{
gi+1

})
.

Dans les deux cas, on a :

Vect
(
Li+1

)
= Vect

(
Li ∪

{
gi+1

})
et Li+1 est libre

• On construit ainsi par récurrence les famillesL0, . . . ,Lq .
La familleLq vérifie alors :

Vect
(
Lq

)
= Vect (L ∪G ) ⊃ Vect (G )= E et Lq est libre

et est donc libre et génératrice deE. Lq est donc une base deE.

Remarque 24.3 Cette démonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel
de dimension finie.

COROLLAIRE 24.9 ♥ Existence de base
Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit à{0} possède une base.

Démonstration Par définition, un espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0} possède une famille génératrice finieG .
Soit x 6= 0 ∈ G . La famille constituée du singleton{x} est libre dansE. Par application de la proposition précédente, on peut la
compléter en une base deE en la complétant par des vecteurs deG bien choisis.

COROLLAIRE 24.10 ♥ Théorème de la base incomplète

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie etL =
(
e1, . . . ,ep

)
une famille libre de vecteurs deE. Alors on peut

compléterL en une baseB =
(
e1, . . . ,ep ,ep+1, . . . ,en

)
deE.

Démonstration CommeE est de dimension finie, il possède une famille génératrice finie G . D’après le théorème précédent
appliqué àL et àG , on prouve l’existence d’une base deE construite par complétion de la baseL .

24.2.2 Dimension

LEMME 24.11 Lemme de Steinitz
SoientS = (x1, . . . , xn ) etT =

(
y1, . . . , yn , yn+1

)
deux familles de vecteurs deE. On suppose que :

H1 ∀i ∈ �1,n+1� , yi ∈Vect (S )

alorsT est liée.

Démonstration Pour toutn ∈N, notonsPn la propriété à démontrer. Nous allons effectuer une récurrence surn.
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• Si n = 1 alorsS = {x1} et T =
{

y1, y2
}
. Par hypothèse,y1 = α1x1 et y2 = α2x1 où α1,α2 ∈K. Ces deux scalaires ne sont pas

tous deux nuls sinonT ne compte qu’un élément. On a alorsα2 y1 −α1 y2 = 0 etT est liée. DoncP1 est vraie.
• Soit n ∈N.
• Supposons quePn−1 est vraie et prouvons que c’est alors aussi le cas dePn . SoientS = (x1, . . . , xn ) et T =

(
y1, . . . , yn , yn+1

)

des familles de vecteurs comme dans l’énoncé du lemme. On a :




y1 =
∑n

i=1
α1

i
xi

... =
...

yn+1 =∑n
i=1

αn+1
i

xi

où∀
(
i , j

)
∈ �1,n� ×�1,n +1� , α

j

i
∈K. Il y a deux cas possibles :

■ Si ∀k ∈ �1,n +1� , αk
n = 0 alors

(
y1, . . . , yn

)
est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons linéaires de la famille

(x1 , . . . , xn−1). Par application de l’hypothèse de récurrence, on peut affirmer que
(

y1, . . . , yn
)

est une famille liée. Il en est
alors de même de

(
y1, . . . , yn+1

)
.

■ Sinon ∃k ∈ �1,n +1� , αk
n 6= 0 . Quitte à ré-indicer les vecteurs deT , on peut supposer queαn+1

n 6= 0. Posons alors :∀k ∈

�1,n� , zk = yk −
αk

αn+1
n

yn+1. Chacun des vecteurs de la famille(z1, . . . , zn ) est alors élément deVect (x1, . . . , xn−1). D’après

l’hypothèse de récurrence, la famille(z1, . . . , zn ) est donc liée. Il existe donc des scalairesλ1, . . . ,λn non tous nuls tels que
∑n

k=1
λk zk = 0, ce qui s’écrit aussi

∑n
k=1

λk

(
yk −

αk

αn+1
n

yn+1

)
= 0 ou encore :

∑n
k=1

λk yk −
∑n

i=1
αiλi

αn+1
n

yn+1 = 0 et prouve

que la famille
(

y1, . . . , yn+1
)

est bien liée.
• Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence.

THÉORÈME 24.12 ♥ Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.
Soient :
– S une famille libre deE.
– G une famille génératrice deE.

alors : CardL É CardG .

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas :CardL > CardG . Posonsm = CardG et supposons queG = (x1, . . . , xm ) et
que

(
y1, . . . , ym+1

)
soientm+1 vecteurs deL . CommeG est génératrice, on a :∀i ∈ �1,n +1� , yi ∈Vect (G ). Par application du

lemme de Steinitz 24.11, cela implique que
(

y1, . . . , ym+1
)

est une famille liée deE, ce qui contredit le fait queL est une famille
libre deE. Le théorème est alors prouvé par l’absurde.

THÉORÈME 24.13 ♥ Toutes les bases d’unK-espace vectoriel de dimension finie ont le même cardinal
Si E est unK-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont même cardinal.

Démonstration CommeE est de dimension finie,E possède au moins une base. SoientB1 et B2 deux bases deE. CommeB1

est libre etB2 est génératrice, on aCardB1 É CardB2. De même,B2 est libre etB1 est génératrice, doncCardB2 É CardB1.
Par conséquent :CardB1 = CardB2.

Ce théorème, associé au théorème 24.9, permet de donner un sens à la définition suivante :

DÉFINITION 24.7 ♥ Dimension d’un espace vectoriel

– Si E = {0}, on dit queE est dedimension0 et on notedimE = 0.
– Sinon, siE est un espace vectoriel de dimension finie non réduit à{0}, on appelledimensiondeE le cardinal d’une

base deE et on le notedimE.

Exemple 24.6
– dimKn = n.
– dimRn [X]= n+1.

Application 24.7

Une famille f d’au moinsn +1 vecteurs dans un espaceE de dimensionn est toujours liée. En effet, si elle était libre
alors on aurait une famille libref de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle basee deE. Or e est une famille
génératrice deE et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.

THÉORÈME 24.14 ♥ Caractérisation des bases
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn ∈N. SoitS une famille de vecteurs deE de cardinalp.

1. SiS est libre alorsp É n et on a égalité si et seulement siS est une base deE.

2. SiS est génératrice alorsp Ê n et on a égalité si et seulement siS est une base deE.
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Démonstration CommeE est de dimensionn, il possède une baseB de cardinaln.

• Si S est libre alors appliquant la proposition 24.12, on a :CardS É CardB.
⇒ Supposons de plus quep = n et montrons queS est génératrice. Si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteurx0 ∈ E tel que

x0 6∈∈ Vect (S ). La familleS ∪{x0} est, d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, encore libre. On doit donc
encore avoir, en vertu de la proposition 24.12,CardS ∪ {x0} É CardB. Mais cette dernière égalité est équivalente àn+1 É n.
On a ainsi montré par l’absurde queS est génératrice.

⇐ Réciproquement, siS est génératrice, alors on a, par application de la proposition 24.12,CardS Ê CardB et doncp = n

• Si S est génératrice, alors en appliquant la proposition 24.12,on a :CardS Ê CardB et doncp = n.
⇒ Supposons de plus quep = n et montrons queS est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existex0 ∈S tel que

x0 ∈ Vect (S \ {x0}). Par application du lemme de réduction d’une famille liée 24.7,S \ {x0} est encore génératrice mais on a
alorsn −1 = CardS \ {x0} Ê n ce qui contredit la proposition 24.12.

⇐ Réciproquement, siS est une base alors elle est libre et on aCardS É n et doncp = n.

Remarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théorème permet de diviser par deux le travail à
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’unK-espace vectoriel donné.

Exemple 24.8
– Reprenons le quatrième point de l’exemple 24.4. Soit dansR3 les vecteurse1 = (1,0,1), e2 = (1,−1,1) et e3 = (0,1,1)

et montrons quee = (e1,e2,e3) est une base deR3. On montre comme dans l’exemple 24.4 que cette famille est libre.
On conclut en remarquant queCard(e) = 3 = dimR3, donce est une base deR3. On n’a pas besoin de montrer quee

est génératrice deR3 ! C’est automatique.
– Montrons que la familleP = (P1,P2,P3) avecP1 = 5, P2 = 2X − 1 et P3 = X2 − 4X + 1 est une base deR2 [X]. On

commence par montrer que la famille est libre. Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0. Alors α3X2 +
(2α2 −4α3)X + (5α1 −α2 +α3) = 0. Un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls et on obtient

le système :





5α1 −α2 +α3 = 0

2α2 −4α3 = 0

α3 = 0

dont l’unique solution estα1 = α2 = α3 = 0. La famille est bien libre. De plus

Card(P) = 3 = dimR2 [X] doncP est une base deR2 [X].

Exemple 24.9

Montrons queK [X] est de dimension infinie. Pour toutn ∈N, posonsEn = (1,X, . . . ,Xn ). On sait que pour toutn ∈N, En

est libre etCard(En) = n+1. Supposons queK [X] soit de dimension finien ∈N∗. On sait queK [X] contient une famille
libre, En+1 qui est de cardinaln+1, ce qui est impossible. DoncK [X] est de dimension infinie.
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BIO 21 Hermann Günther Grassmann, né le 15 avril 1809 à Stettin etmort le 26 septembre 1877 à Stettin (Allemagne).

Hermann Grassmann est le troisième enfant d’une famille
de douze. Son père enseigne les mathématiques. Devant les
piètres qualités intellectuelles de son fils (mémoire peu fiable,
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un jar-
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmoins
à Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu à peu, il se pas-
sionne pour les mathématiques qu’il découvre au travers des
ouvrages écrit par son père. En 1830, il retourne dans sa ville
natale en tant que professeur de mathématiques. Ayant raté son
examen, il ne peut enseigner que dans les premières classes
du secondaire. Il commence en même temps ses recherches
en mathématiques. En 1840 il reçoit l’habilitation à enseigner
dans les différentes classes de lycée et en 1844, il publie
son ouvrage majeur `̀Die lineale Ausdenungslehre, ein neuer
Zweig der Mathematiḱ́. Grassmann y donne les fondements
de l’algèbre linéaire. Son idée est de mettre l’algèbre au ser-
vice de la géométrie. Il articule les choses autour de la notion
de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses motivations :
« La première impulsion est venue de considération sur la sig-
nification des nombres négatifs en géométrie. Habitué à voir
AB comme une longueur, j’étais néanmoins convaincu que
AB = AC+CB, quelle que soit la position deA,B,C sur une
droite ». Il introduit les notions d’indépendance linéaire, de
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses écrits sont
confus et difficiles à suivre, aussi le livre n’aura que peu delecteurs. Grassmann est très frustré de ce fait car il pense
que son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un posteà l’université. Il écrit une seconde version de son livre
qu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentation, elle ne connaît pas plus de succès que la première.
Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grâce à d’importants
travaux de traduction, il entre enfin à l’université. Il fautattendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe Peano
reprenne le travail de Grassmann et en précise toute la portée.

24.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel

On va maintenant étudier ce que la notion de dimension apporte dans l’étude des sous-espaces vectoriels.

24.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THÉORÈME 24.15 ♥ Dimension d’un sous-espace vectoriel
SoientE un espace vectoriel de dimension finien et F un sous-espace vectoriel deE. On a :

1 F est de dimension finie etdimF É dimE .

2 (dimF = dimE) ⇐⇒ F = E

Démonstration

1 Si F = {0}, le résultat est immédiat. Sinon, notonsL l’ensemble des familles libres deF. L est non vide carF est non trivial
et un vecteur deF à lui seul constitue une famille libre deF. Toute famille libre deF est une famille libre deE donc possède
au plusn éléments. Notonsp = max

{
CardL | L ∈ L

}
. On a doncp É n et si une famille libreL de E vérifie à la fois :

CardL = p et L ∈ L alors nécessairementL est une base deF. En effet :
• L est libre.
• L est génératrice deF. Si ce n’était pas le cas, alors d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6,

il existerait un vecteurx ∈ F tel queL̃ = L ∪ {x} soit encore libre. MaisL̃ ∈ L et CardL̃ = p +1 > p ce qui
constituerait une contradiction. La familleL est donc nécessairement génératrice et est donc une base deF.

2 Le sens indirect est trivial. Réciproquement, sidimF = dimE alorsF possède une baseB de cardinaln. Mais B est, par
application de la proposition 24.14, aussi une base deE et donc :F = Vect (B) = E.

On utilise très souvent cette propriété...Elle permet de diviser par deux le travail à effectuer pour montrer que deux sous-
espaces vectorielsE etF sont égaux. D’habitude on montre queF ⊂ G puis queG ⊂ F. Il suffira donc de montrer la première
inclusion puis que les deux sous-espaces ont même dimension.
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PLAN 24.4 : ...pour montrer que deux sous-espaces vectorielsF et G sont égaux

1 On montre queF ⊂ G

2 On montre quedimF = dimG

3 Alors F= G

Exemple 24.10Soit E =R4 et

F= Vect((1,1,λ,3), (0,1,1,2)) G = {(x, y, z, t) ∈ E | x − y + z = 0, x +2y − t = 0}

Cherchons à quelle condition surλ ∈R a-t-onF= G ?
– Supposons tout d’abord queF = G. Alors (1,1,λ,3) ∈ G et doit satisfaire en particulier l’équationx − y + z = 0. On

trouve alors queλ= 0.
– Montrons que siλ = 0 alors F = G. On sait queF = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les vecteurs(1,1,0,3),(0,1,1,2)

engendrentF et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. Par suite, c’est une base deF

et dimF = 2. Par ailleursG = {(x, y, z, t) ∈ E | x − y + z = 0, x + 2y − t = 0} =
{(

x, y, y − x, x +2y
)
| x, y ∈R

}
=

Vect ((1,0,−1,1) ,(0,1,1,2)), on montre alors de la même façon qu’avant quedimG = 2. De plus (1,1,0,3) et

(0,1,1,2) vérifient le système

{
x − y + z = 0

x +2y − t = 0
donc(1,1,0,3),(0,1,1,2) ∈ G et commeG est un sous-espace vectoriel,

F = Vect((1,1,λ,3), (0,1,1,2)) ⊂ G. Enfin, commedimF= dimG on obtientF= G.

24.3.2 Somme directe

Le théorème suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires.

THÉORÈME 24.16 ♥ Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases
SoientE un espace vectoriel de dimension finien etF, G deux sous-espaces vectoriels deE munis d’une base

(
e1, . . . ,ep

)

pourF et d’une base
(

f1, . . . , fq

)
pourG. On a équivalence entre :

1 F et G sont supplémentaires dansE : E = F⊕G.

2 B =
(
e1, . . . ,ep , f1, . . . , fq

)
est une base deE.

Démonstration
– Prouvons le sens direct. On suppose queE = F⊕G.

• Montrons queB est libre : soientα1, . . . ,αp ,αp+1, . . . ,αn des scalaires deK tels queα1e1+. . .+αp ep+αp+1 f1+. . .+αn fq = 0.
On a alors :x = α1e1 + . . .+αp ep = −

(
αp+1 f1 + . . .+αn fq

)
. Commee est une base deF, on ax = α1e1 + . . .+αp ep ∈ F et

commef est une base deG, on a :x =−
(
αp+1 f1 + . . .+αn fq

)
∈ G. Mais F et G étant en somme directe, on a :F∩G = {0} et

doncx = 0. Commee est une base deF et f une base deG, ceci implique queα1 = . . . =αp =αp+1 = . . . = αn = 0 et donc que
B est libre.

• Montrons queB est génératrice deE. Soit x ∈ E. CommeE = F⊕G, il existe un vecteurx1 ∈ F et un vecteurx2 ∈ G tels que
x = x1 +x2 . De plus :
– Commee est une base deF et quex1 ∈ F, il existeα1, . . .αp ∈K tels quex1 =α1e1 + . . .+αp ep .
– Commef est une base deG et quex2 ∈ G, il existeβ1, . . .βq ∈K tels quex2 = β1 f1 + . . .+βq eq .
Par conséquent :x = x1 +x2 = α1e1 + . . .+αp ep +β1 f1 + . . .+βq eq ∈Vect (B) etB est donc bien génératrice deE.

On a ainsi prouvé queB est une base deE.
– Prouvons la réciproque. On suppose queB est une base deE.

• On aF∩G= {0}. En effet six ∈ F∩G alors il existex1, . . . , xp ∈K et y1, . . . , yq ∈K tels quex = x1e1 + . . .+xp ep = y1 f1 + . . .+
yq fq . Mais alorsx1e1 + . . .+xp − y1 f1 − . . .− yq fq = 0. Mais la familleB est libre doncx1 = . . . = xp = y1 = . . . = yq = 0 et
x = 0.

• On aE = F+G. En effet, six ∈ E alors commeB engendreE, il existex1, . . . , xp ∈K et y1, . . . , yq ∈K tels que

x = x1e1 + . . .+xp ep︸ ︷︷ ︸
∈F

+ y1 f1 + . . .+ yq fq︸ ︷︷ ︸
∈G

∈ F+G.

DoncE = F⊕G.

COROLLAIRE 24.17 ♥ Dimension d’une somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels deE. Si E1 et E2 sont
supplémentaires :E = E1 ⊕E2, alors

dimE = dimE1 +dimE2 .
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Démonstration CommeE est de dimension finie, il en est de même de ses deux sous-espaces supplémentairesE1 et E2. Posons
n1 = dimE1 et n2 = dimE2. Il existe donc une base

(
e1, . . . ,en1

)
de E1 et une base

(
f1, . . . , fn2

)
de E2. D’après la proposition

précédente,
(
e1, . . . ,en1 , f1, . . . , fn2

)
est une base deE et est donc de cardinaln = dimE. Par suite :dimE1 +dimE2 = n1 +n2 = n =

dimE.

COROLLAIRE 24.18 ♥ Existence d’un supplémentaire en dimension finie
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-espace vectoriel deE alorsF possède des supplémen-
taires dansE.

Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel deE. CommeE est de dimension finie il en est de même deF et F possède donc
une base

(
e1, . . . ,ep

)
où p = dimF. D’après le théorème 24.10, on peut compléter cette base en une base

(
e1, . . . ,ep , f1, . . . , fq

)
de

E où q est un entier tel quep +q = dimE. PosonsG = Vect
({

f1, . . . , fq
})

. Montrons queF et G sont supplémentaires dansE. La
famille

(
f1, . . . , fq

)
est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendreG par construction. Donc c’est une base deG.

Donc d’après le théorème 24.16, on sait queE = F⊕G.

FG

H

FIGURE 24.1 – Deux supplémentairesG et H d’un s.e.vF

Attention 24.11 Il ne faut pas parlerdu supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe engénéral une

infinité . Voir l’exercice 24.58 page 930.

THÉORÈME 24.19 ♥♥♥ Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formulede Grassmann

SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie,F et G des sous-espaces vectoriels deE alors :

dim (F+G) = dimF+dimG−dim (F∩G)

Démonstration
Comme queF∩G est un sous-espace vectoriel deE et queE est de dimension finie,F∩G possède, par application de la proposition
précédente, un supplémentaireF′ dansF. Montrons queF′ est un supplémentaire deG dansF+G, c’est-à-dire queF′⊕G = F+G.
• Soit x ∈ F′∩G. CommeF′ ⊂ F, x ∈ F∩G et commeF′ et F∩G sont supplémentaires,x = 0. DoncF′∩G = {0}.
• Soitx ∈ F+G. Il existe doncx1 ∈ F etx2 ∈G tels quex = x1+x2 . Commex1 ∈ F, il existex′1 ∈ F′ etx′′1 ∈ F∩G tels quex1 = x′1+x′′1 .

Par conséquent :
x = x′1︸︷︷︸

∈F′

+ x′′1︸︷︷︸
∈F∩G

+ x2︸︷︷︸
∈G︸ ︷︷ ︸

∈G

et doncx ∈ F′+G. Ce qui prouve queF′+G = F+G.
On a prouvé queF′ ⊕G = F+G. D’après le théorème 24.17, on a :dim (F+G) = dim

(
F′⊕G

)
= dimF′ +dim G. Mais comme

F′⊕F∩G = F, on a aussi :dimF′+dimF∩G = dimF et donc :dimF+G = dimF+dimG−dim F∩G.

COROLLAIRE 24.20 ♥ Caractérisation des supplémentaires
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie,F et G des sous-espaces vectoriels deE. On a équivalence entre :

1 F et G sont supplémentaires dansE.

2 F∩G = {0} et dimF+dimG = dimE.

3 F+G = E et dimF+dimG = dimE.

Démonstration
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F

G

F∩G

F1

FIGURE 24.2 – Dimension deF+G : F= F1 ⊕ (F∩G) et F+G = G⊕F1

• 1 =⇒ 2 Si F et G sont supplémentaires dansE, il est clair queF∩G = {0} et, d’après la proposition 24.17, que :dimF+dim G =
dimE.

• 2 =⇒ 3 Il suffit de montrer queF+G = E. Mais d’après la proposition 24.19, on a :dim (F+G) = dimF+dimG−dim (F∩G) =
dimF+dim G = n = dimE carF∩G = {0}. Par conséquent, d’après la proposition 24.15, on a :F+G = E.

• 3 =⇒ 1 Il suffit de prouver queF∩G = {0} ce qui provient de :dimF∩G = dimE−dim F−dimG = 0.

Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travailà effectuer pour prouver une supplé-
mentarité.

Exemple 24.12Reprenons le second point de l’exemple 23.15 page 856. Dans l’espaceE =R3, on considère la droiteF

donnée par le système

{
x + y − z = 0

2x − y + z = 0
et le planG d’équationz = 0. Montrons queE = F⊕G. On a déjà vu queF et

G sont bien des sous-espaces vectoriels deE. Le vecteur
(
x, y, z

)
∈ F∩G si et seulement si





x + y − z = 0

2x − y + z = 0

z = 0

qui admet

comme unique solution(0,0,0). Doncdim(F∩G) = 0. De plusdimF+dimG = 2+1 = dimE. On en déduit, d’après le
corollaire précédent, queE = F⊕G.

24.4 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on s’intéresse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications linéaires.

24.4.1 Bases et applications linéaires

La proposition suivante permet de comprendre qu’une application linéaire entre un espace vectoriel de dimensionn et
un autre de dimensionm est entièrement déterminée par une famille demn scalaires. Cette famille de scalaires, rangée
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice.

THÉORÈME 24.21 ♥ Une application linéaire est entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une
base
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels. On suppose que :

H1 e = (e1, . . . ,en) est une base deE.
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H2 f =
(

f1, . . . , fn

)
est une famille de vecteurs deF.

alors il existe une et une seule application linéaireu : E → F telle que :

∀i ∈ �1,n� , u (ei ) = fi (⋆)

Démonstration
• Unicité Soit v : E → F une autre application linéaire vérifiant(⋆). Prouvons queu = v . Soit x ∈ E. Commee est une base deE,

il existe des scalairesα1, . . . ,αn ∈ K tels quex =∑n
k=1

αk ek . Par linéarité, on a :

u (x) = u

(
n∑

k=1

αk ek

)
=

n∑

k=1

αk u
(
ek

)
=

n∑

k=1

αk fk

et

v (x) = v

(
n∑

k=1

αk ek

)
=

n∑

k=1

αk v
(
ek

)
=

n∑

k=1

αk fk .

Par conséquent,u (x) = v (x) et u = v .
• Existence On construit une applicationu : E → F satisfaisant(⋆) de la façon suivante. Soitx ∈ E. Il existe un uniquen−uplet

(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn tel quex =∑n
k=1

αk ek . Posons alorsu (x) =
∑n

k=1
λi fi . u est bien définie car len−uplet(λ1, . . . ,λn ) associé àx

est unique.u est de plus linéaire. Soitx′ =∑n
k=1

λ′
k

ek et soientα,α′ ∈K. On aαx+α′x′ =∑n
k=1

(
αλk +α′λ′

k

)
ek et par définition

deu :

u
(
αx +α′x′

)
=

n∑

k=1

(
αλk +α′λ′

k

)
fk

=
n∑

k=1

αλk fk +
n∑

k=1

α′λ′k fk

= αu (x)+α′u
(
x′

)
.

On a de plus bien :∀k ∈ �1,n� , u
(
ek

)
= fk .

Remarque 24.6 SoientE et F deuxK-espaces vectoriels. Soientu ∈L (E,F), x ∈ E et y = f (x). On suppose que :

H1 e = (e1, . . . ,en ) est une base deE.

H2 f =
(

f1, . . . , fm

)
est une base deF.

H3 Il existe une famille de scalaires
(
αi j

)
i∈�1,n�, j∈�1,m� deK telle que :∀i ∈ �1,n� , u (ei ) =∑m

j=1
αi j f j .

H4 Dans la basee, x =
n∑

i=1

xi ·ei et dans la basef , y =
m∑

j=1

yi · f j

alors :∀ j ∈ �1,m� , y j = ∑n
i=1

αi j · xi . D’après la proposition, la famille de scalaire
(
αi , j

)
i∈�1,n�, j∈�1,m� caractérise

complètement l’application linéaireu. Cette remarque est à la base de la théorie des matrices qu’ondéveloppera dans le
prochain chapitre.

PROPOSITION24.22 Caractérisation vectorielle de l’injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire
Soit e = (e1, . . . ,en) une base deE et f =

(
f1, . . . , fn

)
une famille den vecteurs deE. Soitu : E → F l’application linéaire

tel que :∀i ∈ �1,n� , u (ei ) = fi . On a :

1 u est injective si et seulement sif est libre.

2 u est surjective si et seulement sif est génératrice.

Démonstration ♥♥♥
1 On a :

u est injective ⇐⇒ (∀x ∈ E, u (x) = 0 =⇒ x = 0)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn , u

(
n∑

k=1

λk ek

)
= 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn ,

n∑

k=1

λk u
(
ek

)
= 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒
(
∀(λ1, . . . ,λn ) ∈Kn ,

n∑

k=1

λk fk = 0 =⇒ λ1 = . . . =λn = 0

)

⇐⇒ f est libre
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2 On a :

u est surjective ⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃x ∈ E : f (x) = y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K : u

(
n∑

k=1

λk ek

)
= y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K :

n∑

k=1

λk u
(
ek

)
= y

)

⇐⇒
(
∀y ∈ F, ∃λ1, . . . ,λn ∈K :

n∑

k=1

λk fk = y

)

⇐⇒ f est génératrice

Remarque 24.7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve.

24.4.2 Dimension et isomorphisme

PROPOSITION24.23 ♥ Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont même dimension
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finien. UnK-espace vectorielF est isomorphe àE si et seulement sidimF =
dimE = n.

Démonstration
– ⇒ Supposons queE et F sont isomorphes. Alors il existeu ∈ L (E,F) bijective. SoitB = (e1, . . . ,en ) une base deE. Alors

C = (u (e1) , . . . ,u (en)) est, d’après la proposition précédente :
• libre caru est injective.
• génératrice caru est surjective.
C forme donc une base deF et dimF = CardC = n = dimE.

– ⇐ Réciproquement, sidimF = dimE = n, considéronsB = (e1, . . . ,en ) une base deE et C =
(

f1, . . . , fn
)

une base deF. On
définit une application linéaireu entreE et F en posant :∀i ∈ �1,n� , u

(
ei

)
= fi . Par application de la proposition précédente,

u est :
• injective carC est libre.
• surjective carC est génératrice.
Par conséquentu est un isomorphisme deE dansF.

COROLLAIRE 24.24 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien. Alors E etKn sont isomorphes.

Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de même dimension.

COROLLAIRE 24.25 ♥
SoientE1 et E2 deuxK-espaces vectoriels de dimension finie alorsE1 ×E2 est de dimension finie et :

dim (E1 ×E2) = dimE1 +dimE2

Démonstration Supposons quedimE1 = n1 ∈ N et dimE2 = n2 ∈ N. Appliquant le corollaire précédent, on a :E1 ≃ Kn1 =
et E2 ≃ Kn2 . On montre facilement qu’alors :E1 × E2 ≃ Kn1 ×Kn2 = Kn1+n2 . Mais dimKn1+n2 = n1 + n2. Par conséquent :
dim (E1 ×E2) = n1 +n2.

24.4.3 Rang

DÉFINITION 24.8 ♥♥♥ Rang d’une famille de vecteurs
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie. On appellerang de la famille de vecteursF =

(
e1, . . . ,ep

)
la dimension

du sous-espace vectoriel engendré parF . On notera :rgF = dimVect (F ).

DÉFINITION 24.9 ♥♥♥ Rang d’une application linéaire
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie. On appellerang de l’application linéaire u ∈L (E,F) la
dimension du sous-espace vectorielImu : rgu = dimVect (Imu).

PROPOSITION24.26 ♥♥♥
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie etu ∈ L (E,F). Si (e1, . . . ,en) est une base deE alors
rgu = rg(u (e1) , . . . ,u (en)).
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Démonstration Soit (e1, . . . ,en) une base deE. On aImu = Vect (u (e1) , . . . ,u (en)). En effet :

y ∈ Imu ⇐⇒ ∃x ∈E : y = u (x)

⇐⇒ ∃λ1, . . . ,λn ∈K : y = u

(
n∑

k=1

λk ek

)

⇐⇒ ∃λ1, . . . ,λn ∈K : y =
n∑

k=1

λk u
(
ek

)

⇐⇒ y ∈ Vect (u (e1) , . . . ,u (en))

et rgu = dim Imu = dimVect (u (e1) , . . . ,u (en)) = rg(u (e1) , . . . ,u (en)).

E

Keru

V

x

xKeru

xV

F

Imu

u(x) = u(xV )

u

FIGURE 24.3 – Formule du rang :E = Ker u⊕V et V ≈ Imu

THÉORÈME 24.27 ♥♥♥ Formule du rang
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels etu ∈L (E,F). On suppose que :

H1 E est de dimension finie.

Alors on a laformule du rang :

dimE = dim Keru+dimImu = dim Ker u+ rgu

Démonstration CommeE est de dimension finie, d’après la proposition 24.18,Ker u possède un supplémentaireG. Montrons
queG et Imu sont isomorphes. Pour ce faire, montrons queu|G : G → Imu est un isomorphisme.
– u|G est surjective : Soity ∈ Imu. Il existex ∈ E tel queu (x) = y. CommeE = Ker u ⊕G, il existex1 ∈ Ker u et x2 ∈ G tels que :

x = x1 +x2. Commeu (x1) = 0, on a :y = u (x) = u (x1 +x2) = u (x1)+u (x2) = u (x2). Par conséquent,y possède un antécédent
pouru|G dansG. etu|G est surjective.

– u|G est injective : Soitx ∈ G tel queu|G (x) = 0. Alors x ∈ Ker u et doncx ∈ G∩Ker u. CommeE = Ker u ⊕G, x = 0 et doncu|G
est injective.

Par conséquent,G et Imu sont isomorphes et, d’après la proposition 24.17, on a :dimImu = dimG = dimE−dim Ker f .

Remarque 24.8
– On montre dans cette preuve queImu est isomorphe à tout supplémentaire deKer u. Il faut bien prendre garde qu’en

général, siu est un endomorphisme,Keru et Imu ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de trouverun
endomorphisme deR2 pour lequelImu = Ker u.

– La formule du rang permet de connaître la dimension du noyau(resp. de l’image) deu dés qu’on connaît la dimension
de son image (resp. de son noyau). Là encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de beaucoup simplifier
les démonstrations.

Attention 24.13 Il y a deux erreurs classiques à commettre en appliquant cette formule. La première, grossière, est de
prendre pourE l’espace d’arrivée deu plutôt que son espace de départ. La seconde est d’oublier de vérifier queE est de
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens...En effet,Ker u et Imu peuvent
être de dimension infinie.

Exemple 24.14On considère l’application linéaireu :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x − y + z, x − z

) . Déterminons son image et

son noyau.
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– On sait queImu =
{(

x − y + z, x − z
)
|
(
x, y, z

)
∈R3

}
=

{
x (1,1)+ y (−1,0)+ z (1,−1) |

(
x, y, z

)
∈R3

}
= Vect

(
f1, f2, f3

)

avec f1 = (1,1), f2 = (−1,0) et f3 = (1,−1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessairement liés. Les vecteursf1 et
f2 ne sont pas colinéaires. D’après le lemme de réduction d’unefamille liée, on aImu = Vect

(
f1, f2

)
. On vérifie que

les vecteursf1 et f2 forment une famille libre. On a donc montré que
(

f1, f2

)
est une base deImu et queImu est de

dimension2. On remarque que commeImu ⊂R2 et quedimImu = dimR2 alorsImu =R2 et u est surjective.
– On applique la formule du rang et on trouve quedim Ker u = 1. Le noyau deu est alors une droite vectorielle et une

base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vérifie que(1,2,1) ∈ Keru. DoncKeru = Vect (1,2,1).

COROLLAIRE 24.28 ♥ Caractérisation des isomorphismes
SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie tels quedimE = dimF et u ∈ L (E,F). On a équivalence
entre :

1 u est injective.

2 u est surjective.

3 u est un isomorphisme.

Démonstration On a :
– u est injective=⇒ Ker u = {0} =⇒ dim Ker u = 0 =⇒ dimImu = dimE = n =⇒ u est surjective=⇒ u est un isomorphisme.
– u est surjective=⇒ dimImu = dimE = n =⇒ dim Ker u = 0 =⇒ Ker u = {0} =⇒ u est injective=⇒ u est un isomorphisme.

COROLLAIRE 24.29 ♥ Caractérisation des automorphismes
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie etu ∈L (E) On a équivalence entre :

1 u est injective.

2 u est surjective.

3 u est un automorphisme.

Démonstration C’est une conséquence directe de la dernière proposition.

THÉORÈME 24.30 ♥ Inverses à gauche et à droite
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E). On dit que

1. u est inversible à gauche si et seulement si il existev ∈ L(E) tel quev ◦u = id ;

2. u est inversible à droite si et seulement si il existew ∈ L(E) tel queu ◦w = id ;

3. u est inversible si et seulement si il existeu−1 ∈ L(E) tel queu ◦u−1 = u−1 ◦u = id.

On a la caractérisation :

(u inversible à gauche) ⇐⇒ (u inversible à droite) ⇐⇒ (u inversible)

Démonstration Supposons queu est inversible à gauche et montrons queu est bijective. Il existe doncv ∈ L(E) telle que
v ◦u = idE. Alors v ◦u est bijective (c’est l’application identique !) et d’aprèsle théorème 1.1 page 1141, on sait alors queu est
injective. Mais d’après la proposition de caractérisationdes automorphismes,u est bijective. On fait de même siu est inversible à
droite.

Remarque 24.9
– Là encore, on divise par deux le travail à réaliser pour montrer qu’une application linéaireu ∈ L(E) est bijective. Dans

le cas général, il faut exhiber une applicationv ∈ L(E) tel queu ◦ v = v ◦u = idE. Si E est de dimension finie, il suffit
de montrer queu ◦ v = idE ou quev ◦u = idE.

– Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. SoitS l’espace des suites
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift »à gaucheet à droite) :

sg : (a0, a1, . . . ) 7→ (a1, a2, . . . )

sd : (a0, a1, . . . ) 7→ (0, a0, a1, . . . )

Étudier l’injectivité, la surjectivité desg , sd . Calculersg ◦ sd et sd ◦ sg .
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24.5 Récurrences linéaires

On considère les suites de nombres réels ou complexes vérifiant la relation

∀n ∈N, aun+2 +bun+1 +cun = 0 aveca 6= 0.

Des liens avec la résolution de l’équation différentielleay ′′+by ′ + c y = 0 vont apparaître. Il est donc bon de revoir le
théorème 5.13 p. 211.

24.5.1 Structure de l’ensemble des solutions

SoitK=C ouR. On considère l’espace vectorielE des suites à valeurs dansK.

PROPOSITION24.31
Soit a,b, etc ∈K, aveca 6= 0.
L’ensembleF des suites deE vérifiant

∀n ∈N, aun+2 +bun+1 +cun = 0

est un sous-espace vectoriel deE.

Démonstration Pour cela on considèreΦ :

{
E −→ E

(un )n∈N 7−→ (vn )n∈N
avec∀n ∈N, vn = aun+2 +bun+1 +cun .

On vérifie simplement queΦ est un endomorphisme deE. On en déduit queF, en tant que noyau deΦ, est un sous-espace vectoriel
deE.

PROPOSITION24.32
F est unK-espace vectoriel de dimensionÉ 2.

Démonstration SoitΨ :

{
F −→ K2

(un )n∈N 7−→ (u0,u1)
.

On vérifie simplement queΨ est linéaire. Maintenant,Ψ est injectif. En effet, soit(un )n∈N ∈ KerΨ, on vérifie par une récurrence
double (Théorème 8.3 p. 306)∀n ∈N, Hn : un = 0.
On aH0 et H1 puisqueu ∈ KerΨ et∀n ∈N, (Hn et Hn+1) =⇒ Hn+2) puisquea 6= 0.
On en déduit queF est de dimension finie. Toute famille libre deF a pour image une famille libre deK2 puisqueΨ est injectif.
Donc toutes les familles libres deF ont moins de deux éléments. C’est bien dire queF est unK-espace vectoriel de dimension finie
É 2.

24.5.2 Suites géométriques solutions

Comme pour les équations différentielles où l’on cherchaitdes solutions de la formex 7−→ er x , on va chercher des
solutions sous la forme de suites géométriques. Là encore onva travailler dansC dans un premier temps.
On considère l’équation caractéristique

a r 2 +b r +c = 0.

Si r est une racine, alors la suite(r n)n∈N est une suite deF.

PROPOSITION24.33
Soit a,b, etc ∈C, aveca 6= 0.
Ï Si r1 et r2 sont des racines distinctes dea r 2 +b r +c = 0, alors les suites(r n

1 )n∈N et (r n
2 )n∈N forment une base deF.

Ï Si r est une racines double dea r 2 +b r +c = 0, alors les suites(r n)n∈N et (nr n)n∈N forment une base deF.

Dans les deux cas,F est un espace de dimension2.
Démonstration Ï Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géométriques ont pour image parΨ respectivement(1,r1) et
(1,r2) qui forment une famille libre deC2. Donc les deux suites géométriques forment une famille libre d’un espace de dimension
au plus deux, donc c’est une base.
Ï Dans le cas d’une racine double, les deux suites ont pour image parΨ respectivement(1,r ) et (0,r ) qui forment à nouveau une
famille libre deC2.

Exemple 24.15On considère la suite de Fibonacci définie par

u0 = 0, u1 = 1, et∀n ∈N,un+2 = un+1 +un .

L’équation caractéristique estr 2 − r −1 = 0, elle admet deux racines distinctes

r1 =
1−

p
5

2
et r2 =

1+
p

5

2
.
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Donc il existe deux complexesa etb tels que∀n ∈N,un = ar n
1 +br n

2 . Les conditions initiales nous donnentu0 = 0 = a+b

et u1 = 1= ar1 +br2. On résout ce système en(a,b) pour trouver

a =− 1
p

5
et b = 1

p
5

,

soit

un = 1
p

5

[(
1+

p
5

2

)n

−
(

1−
p

5

2

)n]
Formule de Binet.

24.6 Polynômes

Comme promis, nous revenons sur les polynômes en nous attachant plus à l’aspect espace vectoriel qu’à l’aspect anneau.
Pour commencer, un rappel.

PROPOSITION24.34 ♥ Structure deK [X]

(K [X] ,+, ·) est un sous-espace vectoriel duK-espace vectorielKN des suites à valeurs dansK.

THÉORÈME 24.35 ♥ Base canonique deKn [X]

SoitKn [X] l’ensemble des polynômes de degréÉ n à coefficients dansK. Alors :
• Kn [X] est un sous-espace vectoriel deK [X].

• La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
forme une base deKn [X] appeléebase canoniquedeKn [X].

Démonstration
• Montrons queKn [X] est un sous-espace vectoriel deK [X]. SoientP,Q ∈Kn [X] et soientα,β ∈K.CommeK [X] est unK-espace

vectoriel,αP +βQ est encore un polynôme deK [X]. Reste à montrer que ce polynôme est de degréÉ n. On a clairement :
deg (αP) É degP É n et deg

(
βQ

)
É degQ É n et appliquant le théorème 21.4, on a aussideg

(
αP+βQ

)
É max

(
deg P,deg Q

)
.

• Montrons que la famille
(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est libre : soientα0, . . . ,αn ∈K tels queα0.1+α1 .X+ . . .+αn .Xn = 0. Transcrivant cette

égalité avec la notation initiale des polynômes, on a donc :(α0, . . . ,αn ,0, . . .) = (0, . . . ,0,0, . . .) et par identification :α0 =α1 = . . . =
αn = 0 ce qui prouve que la famille

(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est libre.

• Montrons que la famille
(
1,X,X2 , . . . ,Xn

)
est génératrice deKn [X] : Soit P ∈Kn [X]. Il existeα0, . . . ,αn ∈K tels queP = a0 +

a1X+ . . .+an Xn . La famille
(
1,X,X2, . . . ,Xn

)
engendre doncKn [X].

Remarque 24.10 Nous avons démontré au passage quedimKn [X] = n+1.

PROPOSITION24.36 ♥ Famille échelonnée en degré
SoitS = (P0, . . . ,Pn) une famille de polynômes deKn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , deg(Pi ) = i

alorsS est une base deKn [X].

Démonstration Soit λ0P0 +λ1P1 + . . .+λn Pn = 0 une combinaison linéaire nulle de(Pk ). Supposons lesλk non tous nuls et

considéronsp le plus grand indicei pour lequelλk 6= 0. On aurait alorsPp =−∑p−1
i=0

λi
λp

Pi . Le membre de gauche est un polynôme

de degrép et celui de droite un polynôme de degréÉ p −1. Contradiction. Donc la familleS est libre. Comme elle admetn +1

vecteurs dans un espace vectoriel de dimensionn +1, elle est aussi génératrice. C’est une base deKn [X].

Remarque 24.11 La famille
(
1,(X−a) , . . . , (X−a)n

n!

)
forme une base deKn [X] et

(
P (a) ,P′ (a) , . . . ,P(n) (a)

)
représente les

composantes deP dans cette base.
C’est la formule de Taylor.

On démontre de même :

PROPOSITION24.37 Famille échelonnée en valuation

• SoitS = (P0, . . . ,Pn) une famille de polynômes deKn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , val(Pi ) = i

alorsS est une base deKn [X].
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• SoitS = (Pi )i∈N une famille de polynômes deK [X] telle que :

∀i ∈N, val(Pi ) = i

alorsS est une base deK [X].

En résumé

Ce chapitre doit être parfaitement maîtrisé, il contient différentes notions fondamentales en algèbre linéaire :

1 Familles libres, liées, génératrices.

2 Bases.

3 Théorème de la base incomplète.

4 Dimension.

5 Formule de Grassmann.

6 Formule du rang.

7 Image d’une base par une application linéaire.

Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais là encore, petit à petit, vous allez
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart très naturelles. Il est important de bien les
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisées re-serviront.
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24.7 Exercices

24.7.1 Famille libre, Famille liée, Famille génératrice

Exercice 24.1 ♥
Montrer que les vecteurs suivants deR3 sont linéairement dépendants :

1. u = (1,0,1) , v = (1,−2,3) , w = (1,2,−1).

2. u = (1,2,−2) , v = (2,0,−1) , w = (1,−2,1).

Solution :

1. w = 2u− v .

2. v = u+w

Exercice 24.2 ♥
DansE =F (R,R), montrer que la famille

(
f , g ,h

)
est liée oùf : x 7→ 1, g : x 7→ cos2 x, h : x 7→ cos 2x.

Solution : D’après la trigonométrie, on ah = 2g − f .

Exercice 24.3 ♥
Préciser si les familles constituées des vecteurs suivantssont liées ou libres :

1. u = (1,2) , v = (3,1) , w = (5,1).

2. u = (−1,0,2) , v = (1,2,1) , w = (0,1,1).

3. u = (10,−1,−4,10) , v = (1,0,1,−2).

Solution :

1. u et v ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre.R2 étant de dimension2, cette famille est une
base deR2 et nécessairement la famille(u, v, w) est liée.

2. On vérifie facilement que la famille(u, v, w) est libre.

3. Les vecteursu et v ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre.

Exercice 24.4 ♥
Soient(a,b,c) ∈ R3. A quelle condition les trois vecteurs(1, a,b), (0,1,c), (0,0,1) forment-ils une famille libre dans
R3 ?

Solution : Soit (λ,µ,δ) ∈R3 tels que

λ(1, a,b)+µ(0,1,c)+δ(0,0,1) = (0,0,0)

On en tireλ= 0, aλ+µ= 0 et bλ+cµ+δ= 0, ce qui donneλ=µ= δ= 0. Par conséquent,∀(a,b,c) ∈R3, la famille est
libre.

Exercice 24.5 ♥
Soit E un K-espace vectoriel et soiente1, e2, e3 des vecteurs deE tels que la famille(e1,e2,e3) est libre. Posons :
f1 = e1 −e2, f2 = e2 +e3, f3 = e1 −e3. Montrer que la famille

(
f1, f2, f3

)
est libre.

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ K tel que
∑3

i=1 αi fi = 0. On a alors :α1 (e1 −e2)+α2 (e2 +e3)+α3 (e1 −e3) = 0 ce qui
s’écrit aussi :(α1 +α3)e1 + (−α1 +α2)e2 + (α2 −α3)e3 = 0. La famille (e1,e2,e3) étant libre, cette égalité n’est possible

que si

{ α1 + α3 = 0

−α1 +α2 = 0

α2 −α3 = 0

. L’unique solution de ce système est le triplet(0,0,0). La famille
(

f1, f2, f3

)
est donc libre.

Exercice 24.6 ♥
Prouver que la famille(sin,cos) est libre dans leR-espace vectorielF (R,R).

Solution : Soientα,β ∈ R tels queαsin+βcos = 0. On a donc :∀x ∈ R, αsin x +βcos x = 0. En particulier, six = 0,
on obtient :β = 0 et si x = π

2
, on obtientα = 0. Il vient alors queα = β = 0. La famille (sin,cos) est donc libre et elle

engendre un sous-espace vectoriel de dimension2 dansF (R,R), c’est-à-dire un plan vectoriel.
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Exercice 24.7 ♥
Dans leR-espace vectorielE=F ([0,2π] ,R), on considère les quatre fonctions :

f1 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ cos x
f2 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ x cos x

f3 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ sin x
f4 :

{
[0,2π] −→ R

x 7−→ x sin x

Prouver que la famille
(

f1, f2, f3, f4

)
est libre.

Solution :
Soit (α1,α2,α3,α4) ∈R4 tel queα1 · f1 +α2 · f2 +α3 · f3 +α4 · f4 = 0. On a donc :

∀x ∈ [0,2π] , α1 · f1 (x)+α2 · f2 (x)+α3 · f3 (x)+α4 · f4 (x) = 0,

en particulier, remplaçantx par x = 0 puis x = π, on obtient le système

{
α1 = 0

α1 +α2π= 0
puis remplaçantx par x = π

2

puisx = 3π
2

, on obtient le système

{
α3 + π

2
α4 = 0

α3 + 3π
2
α4 = 0

d’où∀i ∈ �1,4� , αi = 0.

Exercice 24.8 ♥
Soientr , ω ∈R tels queω 6= 0. Dans leR-espace vectorielE =F (R,R), on considère les deux vecteursf1 et f2 définis
par :

∀x ∈R, f1 (x) = er x sinωx et f2 (x) = er x cosωx.

Démontrer que la famille
(

f1, f2

)
est libre.

Solution : Soientµ1,µ2 ∈ R tels que :µ1 f1 +µ2 f2 = 0. Cette égalité s’écrit aussi :∀x ∈ R, µ1er x cosωx +
µ2er x sinωx = 0. Pour x = 0, on obtient :µ1 = 0 et pourx = π

2ω
, on a :µ2 = 0. Le couple

(
µ1,µ2

)
est donc nul et

la famille
(

f1, f2

)
est bien libre.

Exercice 24.9 ♥
Pour touta ∈R, considérons l’application

fa :

{
R −→ R

x 7−→ |x −a| .

Montrer que la famille
(

f0, f1, f2

)
est une famille libre dansF (R,R).

Solution : Soientα0,α1,α2 ∈ R tels que :
∑2

k=0
αi fi = 0. On a donc :∀x ∈ R, α0 |x| +α1 |x −1| +α2 |x −2| = 0.

En prenant successivementx = 0,1 et 2 dans cette égalité, on aboutit au système :

{ α1 +2α2 = 0

α0 +α2 = 0

2α0 +α1 = 0

dont l’unique

solution est(α0,α1,α2) = (0,0,0). La famille
(

f0, f1, f2

)
est bien libre.

Autre solution : On supposeα0 6= 0 et on a|x| = − 1
α0

(α1 |x −1|+α2 |x −2|). Or cette égalité est impossible car le membre
de droite est dérivable en zéro et le membre de gauche ne l’estpas. Doncα0 = 0. On démontre de même queα1 = 0 et
α2 = 0.

Exercice 24.10 ♥
Les familles de fonctions suivantes sont-ils libres dansF (R,R) ?

1. ( f1, . . . , fn ) où n Ê 2 et∀k ∈ [1,n],

fk :

{
R −→ R

x 7−→ ex+k

2. ( f1, f2, f3) où∀k ∈ [1,3],

fi :

{
R −→ R

x 7−→ (x −k)2

3. ( f1, f2, f3, f4) où∀x ∈R, f1(x) = 1, f2(x) = x, f3(x) = x2 et f4(x) = ex .
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Solution :

1. Puisque∀x ∈R, e.ex+1 −ex+2 = 0, on en déduit que(ex+1,ex+2) est lié, donc la famille est lié.

2. Soit(a,b,c) ∈R3 tels que
∀x ∈R, a(x −1)2 +b(x −2)2 +c(x −3)2 = 0

alors puisque ce polynôme est nul, les coefficients dex2, x,1 du polynôme et de ses dérivées doivent être nuls. On
en tire

a +b +c = a +2b +3c = a +4b +9c = 0 =⇒ a = b = c = 0

Par conséquent, la famille est libre.

3. Soient(a,b,c,d) ∈R4 tels que
∀x ∈R, a +bx +cx2 +dex = 0

On doit avoir∀x ∈R,
d + (a +bx +cx2)e−x = 0

et en passant à la limite lorsquex →+∞, on obtient qued = 0. En factorisant ensuite parx2 et en faisant tendre
x vers+∞, on trouve quec = 0. Ensuite de mêmeb = 0 et enfina = 0. La famille est libre.

Exercice 24.11 ♥
On considère l’espace des suites complexesE = S (C), et deux complexes(k1,k2) ∈ C2 distincts. On noteu la suite
géométrique de raisonk1 et v la suite géométrique de raisonk2. Montrer que la familleS = (u, v) est libre dansE.

Solution : Soit (λ,µ) ∈C2 tels queλu+µv = 0E. En examinant les deux premiers termes de cette suite, on trouve que :

{
λ+µ = 0

λk1 +µk2 = 0

et en résolvant ce système, queλ=µ= 0.

Exercice 24.12 ♥
Soit unK-espace vectorielE et une famille de vecteurs(a1, . . . , an ) ∈En libre. On définit les vecteurs

b1 = a1,b2 = a1 +a2, . . . ,bn = a1 +·· ·+an

Montrer que la famille(b1, . . . ,bn ) est libre.

Solution : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Kn tels que
λ1b1 +·· ·+λnbn = 0E

Alors
(λ1 +·· ·+λn )a1 + (λ2 +·· ·+λn)a2 +·· ·+ (λn−1 +λn)an−1 +λn an = 0

Comme(a1, . . . , an) est libre, on tire que

λn =λn +λn−1 = ·· · =λn +·· ·+λ1 = 0K

et par conséquent que tous lesλk sont nuls.

Exercice 24.13 ♥♥
Soit E =C ∞(R,R). Montrer que c’est unR-espace vectoriel. On considère ensuite l’application

ϕk :

{
E −→ R

f 7−→ f (k)(0)
(k ∈ [1,n])

Montrer que l’applicationϕk est linéaire, puis que la famille(ϕ1, . . . ,ϕn) est libre dans l’espaceL(E,R).

Solution : On montre queE est un sous-espace vectoriel deF (R,R). Il est aussi facile de montrer que les applications
ϕk sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Rn tels que

λ1ϕ1 +·· ·+λnϕn = 0L(E,R)

En appliquant cette application linéaire à la fonctionθk : x 7→ xk ∈ E, on trouve que

λk k! = 0

(car[xk ](p)(0) = k! si p = k et [xk ](p)(0) = 0 si p 6= k. On en déduit donc que∀k ∈ [1,n],λk = 0.

918



Exercice 24.14 ♥♥
Soit fk (t)= ekt . Montrer que{ f1, . . . , fn } est une famille libre dansF (R,R).

Solution : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Rn tels que

∀x ∈R, λ1ex +·· ·+λnenx = 0.

Alors
∀x ∈R, λ1 +·· ·+λne(n−1)x = 0−−−−−→

x→−∞
0

etλ1 = 0. On recommence avec
∀x ∈R,λ2ex +·· ·+λn−1e(n−1)x = 0

ce qui donneλ2 = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nuls. La famille
est donc libre.

Exercice 24.15 ♥♥
Dans l’espace vectorielE =F (R,R), montrer que la familleS = (x → 1, x → ch x, x → ch2x, . . . , x → chnx) est libre.

Solution : Au voisinage de+∞, on a l’équivalentchnx = enx +e−nx

2
= enx

2

(
1+e−2nx

)
∼

x→+∞
enx

2
car1+e−2nx −−−−−→

x→+∞
1. Soientα0, . . . ,αn ∈R tels que

∀x ∈R, α0 +α1 ch x + . . .+αn ch nx = 0

alors
∀x ∈R, α0e−nx +α1 ch(x)e−nx + . . .+αn ch (nx) e−nx = 0.

En vertu de l’équivalent, pour toutk ∈ �0,n� ,ch(kx) e−nx ∼
x→+∞

e(k−n)x /2 et

ch(kx)e−nx −−−−−→
x→+∞

{
0 si k < n

1/2 si k = n
.

Donc la somme précédente ne tend vers0 que siαn = 0. On répèten fois ce raisonnement et on montre queα0 = . . . =
αn = 0. La familleS est bien libre.

Exercice 24.16 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel et(u1, . . . ,un ) une famille libre. Les familles

S = (u1 −u2,u2 −u3, . . . ,un−1 −un ,un −u1)

T = (u1 +u2, . . . ,un−1 +un ,un +u1)

sont-ils libres ?

Solution : La famille S est liée car

(u1 −u2)+ (u2 −u3)+·· ·+ (un−1 −un )+ (un −u1) = 0E

Pour la familleT : Soit (λ1, . . . ,λn) ∈Kn tel que

λ1(u1 +u2)+·· ·+λn(un +u1) = 0E

Comme(u1, . . . ,un ) est libre, il vient que

λ1 +λn = 0K , λ2 +λ1 = 0K, . . . ,λn−1 +λn = 0K

Par conséquent,
λ1 = (−1)i−1λi = (−1)nλ1.

Si n est impair,2λ1 = 0K et doncλ1 = 0, puis alors tous les coefficients sont nuls. Sin est impair,T est une famille libre.
Si par contren est pair, on vérifie que

n−1∑

i=0

(−1)i−1(ui +ui+1)+ (−1)n−1(un +u1) = 0E

et doncT est lié.
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Exercice 24.17 ♥♥
Dans l’espaceE =F (R,R), on considère les fonctions définies par∀k ∈N∗,

fk :

{
R −→ R

x 7−→ sin(kx)

Montrer que∀n ∈N∗, la familleS = ( f1, . . . , fn ) est libre. On calculera d’abord pour(p, q) ∈ (N∗)2, l’intégrale :

1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx = δpq ,

oùδpq = 1 si p = q et est nul sinon.

Solution : Soit (p, q)∈N2. On utilise la trigonométrie. Pour toutx ∈R :

sin(px) sin(qx) =
1

2

(
cos

((
p −q

)
x
)
−cos

((
p +q

)
x
))

donc sip 6= q,
1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx = 1

2π

[
1

p−q
sin

((
p −q

)
x
)
− 1

p+q
sin

((
p +q

)
x
)]2π

0

= 0

et sip = q alors

1

π

∫2π

0
sin(px) sin(qx) dx =

1

2π

∫2π

0

(
1−cos

((
p +q

)
x
))

dx =
1

2π

[
x −

1

p+q
sin

((
p +q

)
x
)]2π

0

= 1.

Montrons queS est libre. Soientα1, . . . ,αn ∈R tels que
∑n

i=1
αi fi = 0. Soitk ∈ �1,n�. Par linéarité de l’intégrale, on a :

0 =
n∑

i=1

αi

π

∫2π

0
fk (x) fi (x) dx =

n∑

i=1

αiδki = αk .

et ce pour toutk ∈ �1,n�. On en déduit queS est libre.

24.7.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie

Exercice 24.18 ♥
Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille génératrice deR3 :

u1 = (0,1,1) , u2 = (1,−1,0) , u3 = (1,0,2) et u4 = (1,−1,2)

Solution : La famille (u1,u2,u3) est libre. En effet, siα1,α2,α3 ∈ R sont tels queα1u1 +α2u2 +α3u3 = 0 alors on a :{ α2 +α3 = 0

α1 −α2 = 0

α1 +2α3 = 0

ce qui amèneα1 = α2 = α3 = 0. CommedimR3 = 3, cette famille engendreR3 et il en est donc de

même de la famille(u1,u2,u3,u4)

Exercice 24.19 ♥
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel deR4 engendré par les familles de vecteurs(u1,u2,u3,u4) avec :

1. u1 = (1,0,0,1), u2 = (1,0,1,0), u3 = (0,1,0,1), u4 = (1,0,0,1)

2. u1 = (1,1,1,0), u2 = (1,1,2,0), u3 = (0,1,1,1), u4 = (0,1,0,1)

3. u1 = (1,−1,1,−1), u2 = (1,1,2,−2), u3 = (3,−1,4,−4), u4 = (0,−2,−1,1).

Solution :

1. Soientαi ∈R, i = 1,2,3,4 tels que
∑4

i=1
αi ui = 0. les scalairesαi vérifient alors le système :





α1 +α4 = 0

α1 +α3 = 0

α2 +α3 = 0

α2 +α4 = 0

.

On a une solution non nulle :(1,1,−1,−1). La famille est donc liée et engendre un espace de dimension au plus3.
On vérifie que(u1,u2,u3) est libre. Dans le système précédent on faitα4 = 0. On trouve alorsα1 = 0 puisα3 = 0

etα2 = 0. Donc la famille(u1,u2,u3,u4) engendre un espace de dimension3.

2. On vérifie queu4 = u1 −u2 +u3. On montre de la même façon que précédemment que la famille(u1,u2,u3) est
libre. DoncdimVect (u1,u2,u3,u4) = 3.

3. On a :u3 = 2u1 +u2 et u4 = u1 −u2. Les vecteursu1 et u2 ne sont pas colinéaires et forment donc une famille
libre. Par suitedimVect (u1,u2,u3,u4) = dimVect (u1,u2) = 2.
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24.7.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel

Exercice 24.20 ♥
Posonse1 = (1,1,1), e2 = (1,1,0), e3 = (0,1,1). Montrer quee = (e1,e2,e3) est une base deR3.

Solution : Soient α1,α2,α3 ∈ R tels queα1e1 + α2e2 + α3e3 = 0. Alors (α1,α2,α3) est solution du système{α1 +α2 = 0

α1 +α2 +α3 = 0

α1 +α3 = 0

et on trouveα1 = α2 = α3 = 0. La famille est donc libre. CommedimR3 = #e, la famille e est une

base deR3.

Exercice 24.21 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension3 et e = (e1,e2,e3) une base deE. On pose :

f1 = e2 +2e3, f2 = e3 −e1, f3 = e1 +2e2

Montrer quef =
(

f1, f2, f3

)
est aussi une base deE

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1 f1 +α2 f2 +α3 f3 = 0. Alors α1 (e2 +2e3)+α2 (e3 −e1)+α3 (e1 +2e2) = 0 et
(α3 −α2)e1 + (α1 +2α3)e2 + (2α1 +α2)e3 = 0. Comme la famillee est libre, le triplet(α1,α2,α3) est solution du système{ −α2 +α3 = 0

α1 +2α3 = 0

2α1 +α2 = 0

et on trouveα1 = α2 = α3 = 0. La famille est donc libre. CommedimR3 = #e, la famille e est une

base deR3.

Exercice 24.22 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension3 et e = (e1,e2,e3) est une base deE. On pose :

f1 = e1 +2e2 +2e3, f2 = e2 +e3

Montrer que
(

f1, f2

)
est libre et compléter cette famille en une base deE.

Solution : Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires. Ils forment une famille libre. On vérifie en procédant comme
dans l’exercice précédent que la famille

(
e2, f1, f2

)
est libre et forme donc une base deE.

Exercice 24.23 ♥

1. Montrer que les vecteursf1 = (1,2), f2 = (−1,2) et f3 = (−3,5) forme une famille génératrice deR2.

2. Exprimer un vecteur quelconqueu de coordonnées
(
x, y

)
dans la base canonique comme combinaison linéaire

de ces vecteurs. Cette décomposition est-elle unique ?

Solution :

1. Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. CommedimR2 = 2 la famille
f =

(
f1, f2

)
est une base deR2. Elle engendre doncR2 et il en est alors de même de la famille

(
f1, f2, f3

)
.

2. Introduisons les deux vecteurs de la base canonique deR2 : e1 = (1,0) ete2 = (0,1). D’après ce qui précède, il existe

a,b,c ∈ R tels queu = xe1 + ye2 = a f1 +b f2 + c f3. Le triplet (a,b,c) est solution du système
{

a −b −3c = x

2a +2b +5c = y
.

Ce système admet une infinité de solutions et la décomposition recherchée n’est pas unique. Une d’entre elles est
donnée par exemple para = x/2+ y/4, b =−x/2+ y/4 et c = 0.

Exercice 24.24 ♥
Soient(x1, x2, x3) les coordonnées d’un vecteuru dans la base canonique deR3. Exprimer les coordonnées

(
y1, y2, y3

)

de ce même vecteur dans la base deR3 formée des vecteurs :

ε1 = (1,1,0) , ε2 = (1,0,1) , ε3 = (0,1,1) .

Solution : On vérifie facilement que la famille(ε1,ε2,ε3) est une base deR3. Il existe donc des scalairesy1, y2, y3 tels
que :u = (x1, x2, x3) = y1ε1 + y2ε2 + y3ε3. En remplaçant les vecteursεi par leurs expressions, on obtient le système :{y1 + y2 = x1

y1 + y3 = x2

y2 + y3 = x3

qui amène :y1= x2 − x3 + x1

2
, y2 = −x2 + x3 + x1

2
, y3 =

x2+ x3− x1

2
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Exercice 24.25 ♥
Soient les vecteurs deR3 :

u = (−1,1,1) , v = (1,−1,1) , w = (1,1,−1) et x = (2,−3,1) .

1. Prouver que la famille(u, v, w) forme une baseR3.

2. Quelles sont les coordonnées dex dans cette base ?

Solution :

1. Soient α1,α2,α3 ∈ R tels que α1u + α2v + α3w = 0. Le triplet (α1,α2,α3) est solution du système :{−α1 +α2 +α3 = 0

α1 −α2 +α3 = 0

α1 +α2 −α3 = 0

et doncα1 = α2 = α3 = 0. La famille (u, v, w) est bien libre. CommedimR3 = 3, c’est une

base deR3.

2. La famille(u, v, w) étant une base deE, il existe(x1, x2, x3) ∈R3 tel que :x = x1u+x2v+x3w . Le triplet(x1, x2, x3)

est donc solution du système

{− x1 + x2 + x3 = 2

x1 − x2 + x3 =−3

x1 + x2 − x3 = 1

. En le résolvant, on trouvex1 =−1, x2 = 3/2 et x3 =−1/2. Les

coordonnées dex dans la base(u, v, w) sont donc : (−1,3/2,−1/2)

Exercice 24.26 ♥
Soit E le sous-espace vectoriel deR4 engendré par les vecteurse1 = (1,1,0,0), e2 = (1,1,0,1) et e3 = (0,0,0,1).

1. Quelle est la dimension deE ?

2. Compléter cette famille en sorte d’avoir une base deR4.

Solution :

1. Commee3 = e2 − e1, la famille e n’est pas libre. Par contre, comme les vecteurse1 et e2 ne sont pas colinéaires,
(e1,e2) forme une famille libre qui engendre encoreE par le lemme de diminution d’une famille liée. On complète
la base par des vecteurs de la base canonique.

2. Une solution peut être de compléter la famille(e1,e2) avec les vecteursf1 = (1,0,0,0) et f2 = (0,0,1,0) de la base
canonique deR4 . On montre facilement que la famille

(
e1,e2, f1, f2

)
est libre. CommedimR4 = 4, elle forme une

base deR4.

Exercice 24.27 ♥
Dans l’espaceR4, on considère les deux vecteursf1 = (0,1,2,1) et f2 = (3,0,1,1). Trouver deux vecteursf3, f4 tels que
la famille ( f1, f2, f3, f4) forme une base deR4.

Solution : Les vecteursf1 et f2 ne sont pas colinéaires donc la familleS1 = ( f1, f2) est libre. On considère la base
canoniquee = (e1, . . . ,e4) deR4. On vérifie facilement queS2 = ( f1, f2,e1,e2) est libre. Finalement, puisquedimR4 = 4,
et que l’on a trouvé une famille libre de cardinal4, S2 est une base.

Exercice 24.28 ♥

1. Prouver que(1, i ) est une base duR-espace vectorielC.

2. De même, prouver que
(
1, j

)
est une base deC où j = e

2iπ
3 .

3. Donner une base duC-espace vectorielC.

Solution :

1. Pour tout nombre complexez, il existea,b ∈ R tels quez = a ×1+b × i . La famille (1, i ) est donc génératrice de
C. Soienta,b ∈ R tels quea ×1+b × i = 0. On a alors forcementa = b = 0. La famille (1, i ) est donc libre. La
famille forme une base deC. On en déduit queC est unR-espace vectoriel de dimension2.

2. Soienta,b ∈ R tels quea.1+b. j = 0. On a alors :a
(
1+cos 2π

3

)
+ i b sin 2π

3
ce qui amènea = b = 0. La famille(

1, j
)

est donc libre dansC. CommeC est de dimension2,
(
1, j

)
engendreC.

(
1, j

)
est donc une base deC.

3. La famille(1) forme une base duC-espace vectorielC. Cette famille est trivialement libre. Siz ∈C alorsz = z.1 !
Et donc la famille(1) est génératrice deC. C’est donc une base deC et C est unC-espace vectoriel de dimension
1.
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Exercice 24.29 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1, . . . ,en). Pour touti ∈ �1,n�, on poseεi = e1 + . . .+ei .

1. Montrer queε= (εi )i∈�1,n� forme une base deE.

2. Exprimer les composantes d’un vecteur deE dansε en fonction de ses composantes danse.

Solution :

1. Soit(α1, . . . ,αn) ∈Kn tel que
n∑

i=1

αi εi = 0. On a alors

(α1 +α2 +·· ·+αn)e1 + (α2 +·· ·+αn )e2 + . . .++αnen = 0

qui conduit, de part la liberté dee, à : 



α1 +α2 +·· · +αn = 0

α2 +·· · +αn = 0
...

αn = 0

et doncαn = . . . = α1 = 0.

2. Soitx ∈E. On ax =α1e1 + . . .αnen =α′
1ε1 + . . .α′

nεn . On a donc :





α′
1 +α′

2 +·· · +α′
n = α1

α′
2 +·· · +α′

n = α2

...
α′

n = αn

ce qui amène : 



α′
1 = α1 −α2

...
α′

n−1 = αn−1 −αn

α′
n = αn

et x = (α1 −α2)e1 + (α2 −α3)e2 + . . .+ (αn−1 −αn)en−1 +αnen .

Exercice 24.30 ♥♥
1. Vérifier queR muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel est unQ-espace vectoriel.

2. Montrer que
E =

{
a +b

p
2+c

p
3,(a,b,c) ∈Q3

}

est unQ-espace vectoriel.

3. Trouver une base deE.

Solution :

1. On vérifie facilement queR muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel vérifie les axiomes définis-
sant unQ-espace vectoriel

2. Pour répondre à la question, il suffit de montrer queE est un sous-espace vectoriel deR. E est clairement non
vide et siα,α′ ∈ Q, u = a +b

p
2+ c

p
3 ∈ E et u′ = a′+b′p2+ c ′

p
3 ∈ E alorsαu +α′u′ = α

(
a +b

p
2+c

p
3
)
+

α′ (a′+b′p2+c ′
p

3
)
=

(
αa +α′a′)+

(
αb +α′b′)p2+

(
αc +α′c ′

)p
3 ∈ E. L’ensembleE est bien un sous-espace

vectoriel deR. On peut aussi remarquer queE = Vect
(
1,
p

2,
p

3
)
.

3. Montrons que la famillee =
(
1,
p

2,
p

3
)

est une base deE. Elle engendre clairementE. Soienta,b,c ∈Q tels que
a +b

p
2+c

p
3 = 0. Alors c

p
3=−

(
a +b

p
2
)

et en élevant au carré3c2 = a2 +2b2 +2ab
p

2.

(a) Sia et b sont nuls, on a forcémentc = 0.

(b) Si a = 0 et b 6= 0 alors3c2 = 2b2 et c/b =±
p

2/3 ce qui n’est pas possible carc/b ∈Q.

(c) Si a 6= 0 et b = 0 alors3c2 = a2 et c/a =
p

3/3 ce qui n’est pas possible pour la même raison que précédem-
ment.

(d) Si a,b 6= 0 alors
p

2=
(
3c2 −a2 −2b2

)
/2ab ce qui n’est pas possible car

p
2 6∈Q.

En conclusion,a = b = c = 0 et la famille est libre. On a ainsi trouvé une base deE qui est de dimension3.
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Exercice 24.31 ♥♥
SoitRn [X] l’espace vectoriel des polynômes de degréÉ n. SoitF = (P0, . . . ,Pn ) une famille den +1 polynômes de
Rn [X] telle que :

∀i ∈ �0,n� , degPi = i .

Prouver queF est une base deRn [X].

Solution :
Pour toutk ∈ �0,n�, supposons que quePk = λk Xk +∑k−1

i=0
λi ,k Xi . CommedegPk = k, on a nécessairementλk 6= 0.

Soientα0, . . . ,αn ∈ R tels que :
∑n

k=0
αk Pk = 0. Un polynôme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,

on aboutit au système : 



λ0α0 +λ0,1α1 +λ0,2α2 + . . . +λ0,nαn = 0

λ1α1 +λ1,2α2 + . . . +λ1,nαn = 0

. . .

λn−1αn−1 +λn−1,nαn = 0

λnαn = 0

qui est triangulaire, et comme∀k ∈ �0,n� , λk 6= 0, son unique solution est len+1-uplet nul. Il vient :α0 = α1 = . . . =
αn = 0 et la familleF est libre. Comme elle est de cardinal égal à la dimension deRn [X], F est de plus génératrice de
Rn [X]. On en déduit qu’elle forme une base deRn [X].

Exercice 24.32 ♥♥
MontrerS (R) etF (R,R) sont de dimension infinie.

Solution : Pour le premier cas, on considère pour toutn ∈ N, la suitee(n) ∈ S (R) qui s’annule à tous les rangs
sauf au rangn où elle vaut1. On considère aussi pour toutm ∈ N la famille de suitesEm = (e(0), . . . ,e(m)). Pour
tout m ∈ N, cette famille est libre. En effet, siα0, . . . ,αn ∈ R sont tels queα0e(0)+ . . .+αme(m) = 0 alors on obtient
(α0, . . . ,αm ,0, . . .) = (0, . . .) et donc queα0 = . . . = αm = 0. Supposons queS (R) soit de dimension finien ∈N. La famille
En est libre et de cardinaln+1 ce qui n’est pas possible. DoncS (R) est de dimension infinie.
Pour le second cas, on procède de même en considérant pour tout n ∈N les fonctionsfn définies surR qui valent0 si
x 6= n et qui valent1 si x = n.

24.7.4 Sous-espace vectoriel de dimension finie

Exercice 24.33 ♥
Soit F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y +2z = 0

}
. Prouver queF est un sous-espace vectoriel deR3, en déterminer une base et

calculer sa dimension.

Solution : CommeF =
{(

y −2z, y, z
)
| y, z ∈R

}
= Vect ((1,1,0) ,(−2,0,1)), F est un sous-espace vectoriel deR3. La

famille ((1,1,0) ,(−2,0,1)) engendreF et les deux vecteurs la constituant n’étant pas colinéaire,elle est libre. Cette
famille forme donc une base deF et dimF= 2.

Exercice 24.34 ♥
Soit F =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y + z = 0 et − x − y + z = 0

}
.

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR3.

2. Trouver une base deF. En déduiredimF.

Solution : On a :
{

x − y + z = 0

− x − y + z = 0
⇐⇒

{
x − y + z = 0

− y + z = 0
doncF =

{(
x, y, z

)
∈R3 | x − y + z = 0 et − x − y + z = 0

}
=

{(
0, y, y

)
| y ∈R

}
= Vect (0,1,1). F est donc un sous-espace vectoriel deR3 et la famille constituée du vecteur(0,1,1) en

forme une base. On en déduit quedimF = 1. Le sous-espaceF est la droite vectorielle deR3 dirigée par(0,1,1).

Exercice 24.35 ♥
Montrer que le sous-ensemble

F =
{(
α+β,β,2α−β,−α

)
| α,β ∈R

}

est un sous-espace vectoriel deR4 dont on déterminera la dimension et une base.

Solution : CommeF =
{(
α+β,β,2α−β,−α

)
| α ∈R,β ∈R

}
=

{
α(1,0,2,−1)+β (1,1,−1,0) | α,β ∈R

}
= Vect (e1,e2) où

e1 = (1,0,2,−1) et e2 = (1,1,−1,0). On en déduit queF est un sous-espace vectoriel deR4. De plus, les vecteurse1 et e2

ne sont pas colinéaires et ils engendrentF. Ils forment donc une base deF et dimF = 2.
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Exercice 24.36 ♥
DansR4, on considère le sous-ensemble

F := {(x, y, z, t) ∈R4 | 2x − y +3z + t = 0}

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR4 et en déterminer une base.

Solution : Comme F = {(x, y, z, t) ∈ R4; | 2x − y + 3z + t = 0} = {(x,2x +3z + t , z, t) | x, z, t ∈R} =
Vect ((1,2,0,0) ,(0,3,1,0) ,(0,1,0,1)). DoncF est un sous-espace vectoriel deR4. La famille(e1,e2,e3) oùe1 = (1,2,0,0),
e2 = (0,3,1,0) ete3 = (0,1,0,1) engendreF. Montrons qu’elle est libre. Soientα1,α2,α3 ∈R tels queα1e1+α2e2+α3e3 =

0. Le triplet (α1,α2,α3) vérifie





α1 = 0

2α1 +3α2 +α3 = 0

α2 = 0

α3 = 0

et doncα1 = α2 = α3 = 0. La famille est bien libre. Alors(e1,e2,e3)

est une base deF et dimF = 3.

Exercice 24.37 ♥
Soit F =

{(
x, y, z, t

)
∈R4 | 2x − y + z − t = 0

}

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deR4.

2. Trouver une famille génératrice deF.

3. En déduire une base deF puis la dimension deF.

Solution :

1. On a : F =
{(

x, y, z, t
)
∈R4 | 2x − y + z − t = 0

}
=

{(
x, y, z,2x − y + z

)
| x, y, z ∈R

}
={

x (1,0,0,2)+ y (0,1,0,−1)+ z (0,0,1,1) | x, y, z ∈R
}
= Vect (e1,e2,e3) où e1 = (1,0,0,2), e2 = (0,1,0,−1) et

e3 = (0,0,1,1). On en déduit à la fois queF est un sous-espace vectoriel deR4 ainsi qu’une famille génératrice de
F.

2. On vérifie facilement que la famille(e1,e2,e3) est libre. On en déduit que cette famille forme une base deF et
donc quedimF= 3.

Exercice 24.38 ♥
Dans l’espaceR4, on considère le sous-espace vectorielF = Vect {v1, v2, v3, v4} où v1 = (1,2,3,1), v2 = (0,1,1,1),
v3 = (0,0,1,2), v4 = (2,5,6,1) Trouver une base du sous-espace vectorielF.

Solution : On remarque quev4 = 2v1+v2−v3. Donc la famille est liée et d’après le lemme de réduction d’une famille
liée, F = Vect (v1, v2, v3). On montre facilement que la famille(v1, v2, v3) est libre et forme donc une base deF. Il
s’ensuit quedimF = 3.

Exercice 24.39 ♥
On noteE l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables deR dansR. Soit un réela ∈R. On noteF l’ensem-
ble des fonctionsf vérifiant :

∀x ∈R, f ′(x) = a f (x)

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deE et déterminer une base deF.

Solution : On applique le théorème de résolution des équations différentielles homogène du premier degré sans second
membre et les fonctionsf solutions dey ′− ay = 0 sont celles de la formef : x 7→ αeax où α ∈ R. On en déduit que
F = Vect

(
x 7→ exp(ax)

)
et que c’est un sous-espace vectoriel deE. Il est alors clair que la famille

(
x 7→ exp(ax)

)
forme

une base deF et quedimF = 1.

Exercice 24.40 ♥
Montrer queF=

{
f ∈C 2 (R) | f ′′−2 f ′+2 f = 0

}
est un sous-espace vectoriel deC

2
(R) et en déterminer une base. En

déduire la dimension deF.

Solution : En appliquant le théorème de résolution des équations différentielles du second ordre à coefficients con-
stants, on trouve queF =

{
x 7→

(
αcos x +βsin x

)
e−x | α,β ∈R

}
. Autrement dit :F = Vect

(
f1, f2

)
où f1 : x 7→ cos xe−x et

f2 : x 7→ sin xe−x . La famille
(

f1, f2

)
engendreF. On vérifie facilement qu’elle est libre. Elle forme donc unebase deF

et dimF = 2.

Exercice 24.41 ♥
MontrerF= {P ∈R4 [X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectoriel deR4 [X] et en déterminer une base ainsi que la
dimension.
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Solution : Les polynômes deF sont de degréÉ 4 et s’annulent en1 et 2. Par conséquent, ils sont de la forme(
aX2 +bX+c

)
(X−1) (X−2). Il s’ensuit queF = Vect (P1,P2,P3) où P1 = X2 (X−1) (X−2) ,P2 = X (X−1) (X−2) ,P3 =

(X−1)(X−2). On en déduit queF est un sous-espace vectoriel deR4 [X]. On vérifie facilement que la famille(P1,P2,P3)

est libre. Siα1,α2,α3 sont trois réels tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0 alors par intégrité de l’anneau des polynômes,
α1X2 +α2X+α3 = 0 ce qui n’est possible que siα1 = α2 =α3 = 0. La famille (P1,P2,P3) forme donc une base deF.

Exercice 24.42 ♥
Soit F l’ensemble des fonctionsf :R→R telles qu’il existea,b,c ∈R pour lesquels :

∀x ∈R, f (x) =
(
ax2 +bx +c

)
sin x

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deF (R,R).

2. Déterminer une base deF ainsi que sa dimension.

Solution :

1. F est engendré par la famille
(
x 7→ x2 sin x, x 7→ x sin x, x 7→ sin x

)
. C’est donc un sous-espace vectoriel deF (R,R).

2. Une base deE est donnée par la famille précédente : Soientα,β,γ ∈ R tels que :∀x ∈ R,αx2 sin x +βx sin x +
γsin x = 0, alors∀x 6≡ 0[π], αx2 +βx +γ= 0. Un polynôme du second degré est soit identiquement nul, soit ne
s’annule au plus que deux fois. Doncα= β= γ = 0. La famille est donc libre. Elle est, par définition génératrice
et forme donc une base deF qui est alors un sous-espace vectoriel de dimension3 deE.

Exercice 24.43 ♥
Déterminer une base du sous-espace vectorielF deF (R,R) donné par :F = Vect

(
f1, f2, f3, f4

)
où

f1 : x 7→ ex , f2 : x 7→ e−x , f3 : x 7→ ch x, f4 : x 7→ sh x.

Solution : On vérifie facilement que la famille
(

f1, f2

)
est libre. De plus :f3 =

1

2

(
f1 + f2

)
et f4 =

1

2

(
f1 − f2

)
. Donc par

application du lemme de réduction d’une famille liée :F = Vect
(

f1, f2, f3, f4

)
= Vect

(
f1, f2

)
. On en déduit qu’une base

deF est
(

f1, f2

)
.

Exercice 24.44 ♥
On pose :

f1 : x 7→ x, f2 : x 7→ x2, f3 : x 7→ x ln x, f4 : x 7→ x2 ln x

On pose aussi :F = Vect
(

f1, f2, f3, f4

)
. Prouver queF est unR-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

Solution : L’ensembleF s’écrit comme unVect , c’est donc un sous-espace deF
(
R∗
+,R

)
et donc unR-espace vectoriel.

Soientαi ∈ R, i ∈ �1,4� tels quef = α1 f1 +α2 f2 +α3 f3 +α4 f4 = 0. La fonction f ainsi que toutes ses dérivées sont
identiquement nulles surR∗

+. L’égalité f (1) = 0 amèneα1 +α2 = 0. L’égalité f ′ (1) = 0 amèneα1 +2α2 +α3 +α4 = 0

et f ′′ (1) = 0 amène2α2 +α3 +3α4 = 0. Enfin, f ′′′ (1) = 0 amène−α3 +2α4 = 0. Le quadruplet(α1,α2,α3,α4) est donc
solution du système formé par ces4 équations. On vérifie en le résolvant que sa seule solution est (0,0,0,0). Il vient
donc queα1 =α2 =α3 =α4 = 0. La famille

(
f1, f2, f3, f4

)
est libre etdimF= 4.

Exercice 24.45 ♥
PosonsF= Vect

(
f1, f2, f3

)
où

f1 : x 7→ ex , f2 : x 7→ e2x et f3 : x 7→ ex2

.

Montrer queF est un sous-espace vectoriel deF (R,R) et en donner la dimension et une base.

Solution :
L’ensembleF étant donné comme unVect , c’est un sous-espace vectoriel deF (R,R). Soientα1,α2,α3 ∈ R tels que
α1 f1 +α2 f2 +α3 f3 = 0. On a donc :∀x ∈ R, α1ex +α2e2x +α3ex2 = 0. En particulier, pour toutx ∈ R, en divisant par
ex2

:
0=

(
α1ex−x2

+α2e2x−x2

+α3

)
−−−−→
x→∞

α3

doncα3 = 0. On a donc en revenant à la première égalité :∀x ∈R, α1ex +α2e2x = 0. De même, on divise cette égalité
parex et on trouve

0 =
(
α1 +α2ex

)
−−−−−→
x→−∞

α1

et nécessairementα1 = 0 ce qui amène aussiα2 = 0 car la fonction exponentielle est strictement positive. Lafamille(
f1, f2, f3

)
est bien libre etdimF = 3.
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Exercice 24.46 ♥♥
Soit p ∈N∗. On considère le sous-ensembleSp (R) deS (R) des suitesp-périodiques :

Sp (R) =
{
(un ) ∈S (R) | ∀n ∈N, un+p = un

}

Montrer queSp (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie deS (R) et déterminer sa dimension.

Solution : Sp (R) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel deS (R). Pour toutn ∈N,
notons «n modp »le reste de la division euclidienne den parp. Introduisons la famille

((
ui

n

))
i∈�1,p� de suites données

par

∀n ∈N, ui
n =

{
1 si n modp = i

0 sinon
.

Cette famille forme une base deSp (R). Si α1, . . . ,αp ∈ R sont tels que
∑p

i=1
αi

(
ui

n

)
= 0 alors il vient que la suite(

α1, . . . ,αp ,α1, . . . ,αp ,α1, . . .
)

est nulle et donc queα1 = . . . = αp = 0. Donc la famille est libre. Considérons une suite
p-périodiquea =

(
a1, . . . , ap , a1, . . . , ap , a1, . . .

)
∈Sp (R). On peut écrire quea = a1

(
u1

n

)
+ . . .+ap

(
u

p
n

)
et donc la famille

engendreS (R). En conclusion, c’est bien une base deSp (R) etdimSp (R)= p. On aurait aussi facilement pu résoudre
cet exercice en montrant que

θ :

{
Sp (R) −→ Rp

(un ) 7−→
(
u0, . . . ,up−1

)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

24.7.5 Hyperplan

Exercice 24.47 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE, H un hyperplan deE, etH′ un sous-espace vectoriel deE. Montrer que

H ⊂ H′ =⇒ H′ = H ou H′ = E

Solution : Supposons queH′ 6= H. Alors il existea ∈ H′\H. On sait alors, puisqueH est un hyperplan queH⊕Vect(a) =
E. Montrons queH′ = E. Soitx ∈E, il existe(xH,λ) ∈H×K tels quex = xH+λa ∈ H′ carH′ est un sous-espace vectoriel
deE.

Exercice 24.48 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie etH un hyperplan deE. Montrer qu’il existe une forme linéaireϕ tel
queH = Kerϕ.

Solution : CommeH est un hyperplan et queE est de dimension finie,H admet un supplémentaireD dansE et
dimD = 1. Soit v un vecteur formant une base deD. Tout vecteurx ∈ E se décompose de manière unique sous la
forme x = x0 +αv où x0 ∈ H et α ∈ R. On considère alors la forme linéaire donnée parϕ (x) = 0 si x ∈ H et ϕ (v) = 1.
L’applicationϕ est bien définie surE et vérifie par constructionKerϕ= H.

Exercice 24.49 ♥♥
SoitD une droite vectorielle etH un hyperplan d’unK-espace vectorielE de dimensionn ∈N∗. Montrer que siD 6⊂ H

alorsD et H sont supplémentaires dansE.

Solution :
Le sous-espace vectorielD+H contientH et D et est contenu dansE doncdim(D+H) = n ou dim(D+H) = n −1.
Si dim (D+H) = n −1 alors commedimH = dim (D+H), il vient queD+H = H et donc queD ⊂ (D+H) = H ce qui
contredit l’hypothèse formulée au sujet deD. Doncdim(D+H) = n, ce qui prouve queD+H = E. De plusdim (D∩H) =
dim(D+H)−dimH−dimD = 0, doncF∩H = {0} d’où le résultat.

Exercice 24.50 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien, H1 et H2 deux hyperplans deE avecH1 6= H2. Calculerdim(H1 ∩
H2).

Solution :
Calculons tout d’aborddim (H1 +H2). Remarquons queH1 +H2 est un sous-espace vectoriel deE qui contientH1. On
a doncdim (H1 +H2) = n ou dim (H1 +H2) = n −1. Si dim (H1 +H2) = n −1 alors, commedimH1 = dimH2 = n −1

et queH1 ⊂ H1 +H2, H2 ⊂ H1 +H2 alorsH1 = H1 +H2 = H2 ce qui contredit le fait queH1 et H2 sont distincts. Donc
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dim (H1 +H2) = dimE = n. La formule de Grassmann amènedimH1+dimH2 = dim (H1 +H2)+dim (H1 ∩H2) et donc
dim (H1 ∩H2) = 2n −2−n = n −2. On peut aussi raisonner avec des formes linéaires. CommeH2 est un hyperplan de
E, il existe une forme linéaire surE, ϕ ∈ E⋆ non-nulle telle queH2 = Kerϕ. Considérons la restrictioñϕ de la forme
linéaireϕ au sous espaceH1. Il est clair quẽϕ est une forme linéaire deH1 : ϕ̃∈ H⋆

1 .

1. ϕ̃ 6= 0H⋆
1

: par l’absurde, sĩϕ= 0, on aurait∀x ∈ H1, ϕ̃(x) = ϕ(x) = 0K et donc on auraitH1 ⊂ H2. Mais puisque
dimH1 = dimH2 = n−1, on auraitH1 = H2 ce qui est faux d’après l’énoncé ;

2. H1 ∩H2 = Kerϕ̃ :
– Soitx ∈H1 ∩H2, ϕ̃(x) =ϕ(x)= 0K,
– Soitx ∈Ker ϕ̃, x ∈ H1 et ϕ̃(x) =ϕ(x) = 0K et doncx ∈H1 ∩H2 ;

Nous avons donc montré queH1 ∩H2 est un hyperplan de l’espaceH1 et puisquedimH1 = n−1, en utilisant le résultat
du cours, il vient quedim(H1 ∩H2) = n−2.

Exercice 24.51 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie. SoientH un hyperplan etF un sous-espace vectoriel deE non inclus
dansH. Montrer quedimF∩H = dimF−1.

Solution : CommedimH = n−1, le sous-espace vectorielF+H deE est de dimension égal àn ou n−1. MaisF n’est
pas inclus dansH, doncdim (F+H) = n. Par ailleurs, d’après la formule de GrassmanndimF+dimH = dim (H+F)+
dim (F∩H) donc :dimF+n−1 = n+dim (F∩H) ce qui prouve le résultat.

24.7.6 Sous-espaces supplémentaires

Exercice 24.52 ♥
Déterminer un supplémentaire deF = Vect(u, v) où u = (1,0,1) et−→v = (1,1,0) dansR3

Solution : Posonsw = (0,0,1). On vérifie facilement que la famille(u, v, w) forme une base deR3. Donc, d’après le
cours les deux sous-espacesF = Vect(u, v) et G = Vect (w) sont supplémentaires dansR3.

Exercice 24.53 ♥
On considère leR-espace vectorielE =R3 et u = (1,1,1) ∈R3 ; Posons :

F=
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y − z = 0

}
et G = Vect (u)

Prouver queF et G sont des sous-espaces supplémentaires deE.

Solution : On a F =
{(

x, y, z
)
∈R3 | x + y + z = 0

}
=

{(
x, y, x + y

)
| x, y ∈R

}
= Vect (v, w) avec v = (1,0,1) et w =

(0,1,1). On vérifie facilement que la famille(u, v, w) forme une base deR3 doncF⊕G =R3.

Exercice 24.54 ♥
DansE =R4, on considère l’ensemble

F = {(x, y, z, t) ∈ E | x = y et x − y + t = 0}

1. Montrer queF est un sous-espace vectoriel deE, et déterminer une base deF.

2. Déterminer un supplémentaire deF dansE.

3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ?

Solution :

1. On aF = {(x, y, z, t) ∈ E; x = y et x − y + t = 0} = {(x, x, z,0) | x, z ∈R} = Vect (u, v) avecu = (1,1,0,0) et v =
(0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. En conclusion,(u, v) est
une base deF et dimF= 2.

2. Introduisons les vecteursw = (1,0,0,0) et W = (0,0,0,1). On montre facilement que la famille(u, v, w,W) est
libre. Comme son cardinal est égal à la dimension deR4, c’est une base deR4 et siG = Vect (w,W) alorsF et G

sont en somme directe.

3. Ce supplémentaire n’est bien entendu pas unique. On montre de la même façon que précédemment que, par
exemple,G′ = Vect ((1,0,1,0) ,(0,0,0,1)) est un autre supplémentaire deF dansR4.
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Exercice 24.55 ♥
Soit l’espace vectorielE des polynômes à coefficients réels de degréÉ 4. On considère l’ensemble

F= {P ∈E | P(0) = P′(0) = P′(1) = 0}

1. Montrer queF est unK-espace vectoriel, déterminer une base deF et préciser sa dimension.

2. Montrer que le sous-espace vectorielG = Vect(1,X,1+X+X2) est un supplémentaire deF dansE.

Solution :

1. DéterminonsF. Soit P ∈ F. PuisqueP(0) = P′(0) = 0, 0 est racine double (au moins) deP. Donc∃Q ∈ R[X] tel
queP = X2Q. En examinant les degrés, on obtient quedegQ É 2. DoncQ = aX2 +bX + c. Alors Q′ = 2aX +b.

CommeP′ = 2XQ+X2Q′, etP′(1) = 0, on trouve que4a+3b+2c = 0. DoncP = X2(aX2+bX−2a−
3

2
b) On vérifie

réciproquement qu’un polynôme de cette forme est dansF. Donc

F= {aX4 +bX3 − (2a + 3

2
b)X2; (a,b) ∈R

2} = {a(X4 −2X2)+b(X3 − 3

2
X2); (a,b) ∈R

2} = Vect(P1,P2)

où P1 = X4 −2X2 et P2 = X3 − 3

2
X2. On vérifie que(P1,P2) est une famille libre (degrés distincts). C’est donc une

base deF et alorsdimF = 2.

2. On vérifie que(1,X,1+X+X2) est une famille libre (degrés étagés). C’est donc une base deG et alorsdimG = 3.
On montre ensuite queF∩ G = {0}. Soit P ∈ F∩ G. Alors commeP ∈ G, il existe a,b,c ∈ R tels queP = a +

bX+ c
(
1+X+X2

)
. Mais commeP ∈ F, on a aussiP(0) = P′(0) = P′(1) = 0 et on abouti au système





a +c = 0

b +c = 0

b +3c = 0

donc l’unique solution est le triplet nul. DoncP = 0 et F et G sont bien en somme directe. PuisquedimE = 5 =
dimF+dimG, d’après le cours,E = F⊕G.

Exercice 24.56 ♥
Dans l’espace vectorielR4, on considère les sous-espaces vectoriels

F= Vect((1,2,1,3),(2,0,0, 1)) et G =
{
(x, y, z, t) ∈R

4 | 2x + y + z = 0, x = y
}

1. Déterminer les dimensions des sous-espaces vectorielsF et G.

2. Montrer queF∩G = {0}.

3. En déduire queR4 = F⊕G.

Solution :

1. Par définition,S1 = ( f1, f2) est générateur deF. On vérifie que cette famille est libre. C’est une base deF et donc
dimF = 2. Il faut déterminer une famille génératrice deG :

G = {x(1,1,−3,0)+ t(0,0,0,1) | (x, t) ∈R2}

Doncg1 = (1,1,−3,0) et g2 = (0,0,0,1) forment une famille génératrice deG. On vérifie qu’il est libre. C’est donc
une base deG et dimG = 2.

2. On vérifie facilement que les vecteurs(1,2,1,3) et (2,0,0,1) ne sont pas solutions du système

{
2x + y + z = 0

x = y

doncF∩G = {0}.

3. D’après la formule de Grassmann, puisquedimF+dimG = dimR4 et queF∩G = {0}, il vient quedim (F+G) =
dimE et donc queF+G = E. On peut alors écrire queE = F⊕G.

Exercice 24.57 ♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien. SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE vérifiantdimF+
dimG > n. Montrer queF∩G 6= {0E}.

Solution : Utilisons la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels :

dim(F+G) = dimF+dimG−dim(F∩G)

On obtient quedim(F∩G) = dimF+dimG−dim(F+G)> n−dim(F+G). Mais commeF+G est un sous-espace vectoriel
deE, dim(F+G) É n et doncdim(F∩G) > 0. On obtient finalement queF∩G 6= {0}.

929



Exercice 24.58 ♥♥
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finien et F un sous-espace vectoriel deE différent de{0} et différent de
l’espaceE. Montrer queF admet une infinité de supplémentaires dansE.
Indication 24.15 :Faire un dessin dansR2 lorsqueF est une droite vectorielle.

Solution : Considérons une base deF, (e1, . . . ,ep ) (où p = dimF) et complétons là en une base deE par des
vecteursep+1, . . . en ∈ E. Pour toutt ∈ R, posonsGt = Vect(te1 + ep+1,ep+2, . . . ,en). Soit t ∈ R, montrons queGt

est un supplémentaire deF dans E. Il suffit pour ce faire de montrer que
(
e1, . . . ,ep , te1 +ep+1,ep+2, . . . ,en

)
est

une base deE. Soientα1, . . . ,αn ∈ R tels queα1e1 + . . . +αp ep +αp+1

(
te1 +ep+1

)
+αp+2ep+2 ++ . . .αnen = 0 alors(

α1 + tαp+1

)
e1+. . .+αp ep+αp+1ep+1+αp+2ep+2+. . .+αn en = 0 et comme(e1, . . . ,en ) est libre, il vient queα1+tαp+1 =

α2 = . . . = αp = αp+1 = αp+2 = . . . = αn = 0 et donc queα1 = . . . = αn = 0. La famille
(
e1, . . . ,ep , te1 +ep+1,ep+2, . . . ,en

)

est donc bien libre et comme son cardinal est égal à la dimension deE, il s’agit bien d’une base deE. En conclusion,
E = F⊕Gt .
Si t 6= t ′ sont deux réels, alorsGt 6= Gt ′ . En effet le vecteurep + te1 n’est pas élément deGt ′ . Si c’était le cas, alors
il existeraitαp+1, . . . ,αn ∈ R tels queep+1 + te1 = αp+1

(
ep+1 + t ′e1

)
+αp+2ep+2 + . . .+αnen . Alors

(
αp+1t ′− t

)
e1 +(

αp+1 −1
)

ep+1+αp+2ep+2+ . . .+αn en = 0. La famille
(
e1,ep+1, . . . ,en

)
est libre comme sous-famille d’une famille libre

donc en particulierαp+1t ′− t =αp+1 −1 = 0 et t = t ′, ce qui est contraire à notre hypothèse de départ.

Exercice 24.59 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considèreF et G deux sous-espaces vectoriels deE de même
dimension. Le but de cet exercice est de montrer queF et G admettent un supplémentaire commun.

1. Montrer queF∩G admet un supplémentaireF′ (resp.G′) dansF (resp. dansG).

2. Montrer queF′ et G′ sont de même dimension.

3. MontrerF′ et G′ sont en somme directe.

4. En considérant une base deF′ et une base deG′, construire un supplémentaire commun àF et G dansF+G.

5. Répondre alors au problème initial.

Solution :

1. F∩G est un sous-espace vectoriel deF qui est de dimension finie car c’est le cas deE. Donc F∩G admet un
supplémentaireF′ dansF. On fait de même pourG′.

2. CommeF = F∩G⊕F′, il vient quedimF′ = dimF−dimF∩G. De même,dimG′ = dimG−dimF∩G. Le résultat
s’ensuit alors du fait queF et G ont même dimension. On noterap = dimF′ = dimG′.

3. Soitx ∈ F′∩G′. CommeF′ ⊂ F et queG′ ⊂ G, on ax ∈ F∩G. MaisF′ et F∩G sont supplémentaires doncx = 0.

4. CommeF′ et G′ sont de même dimensionp, ces deux sous-espaces admettent des basesf =
(

f1, . . . , fp

)
pourF′

et
(
g1, . . . , gp

)
pour G′. Considérons la familleh =

(
h1, . . . ,hp

)
où pour touti ∈

�
1, p

�
, hi = fi + gi . Aucun des

vecteurs de cette famille n’est dansF∪G. En effet, s’il existei ∈
�

1, p
�

tel quehi ∈ F∪G alorshi ∈ F ou hi ∈ G.
Si hi = fi + gi ∈ F alorsgi = fi −hi ∈ F. Doncgi ∈ F∩G. Mais gi ∈ G′ et les deux sous-espacesG′ et G∩F sont
en somme directe, doncgi = 0, ce qui n’est pas possible car la familleg ne serait pas libre. On fait de même si
hi ∈ G. Montrons maintenant que la familleh est libre. Soientα1, . . . ,αn ∈K tels queα1h1 + . . .+αp hp = 0. Alors
le vecteurv = α1 f1 + . . .+αp fp = −

(
α1g1 + . . .+αp gp

)
est élément deF′ ∩G′. D’après la question précédente,

v = 0 etα1 f1+. . .+αp fp =α1g1+. . .+αp gp = 0. Les famillesf et g étant libres, on en déduit queα1 = . . . =αp = 0

et donc queh est libre. PosonsH = Vect
(
h1, . . . ,hp

)
. Il est clair quedimH = p. Montrons queF∩H = {0}. Soit

x ∈ F∩H. Alors il existeα1, . . . ,αp ∈K tels quex =∑p

i=1
αi hi . Mais

∑p

i=1
αi gi = x −∑p

i=1
αi fi et donc le vecteur∑p

i=1
αi gi ∈ F∩G ce qui prouve que

∑p

i=1
αi gi = 0 car ce vecteur est aussi élément deG′. Comme la familleg

est libre, il vient queα1 = . . . = αp = 0 et doncx = 0. F et H sont bien en somme directe. Enfin, puisqueF′ est
supplémentaire deF dansF+G, doncdim(F+G) = dimF+dim F′ = dimF+p = dimF+dim H. DoncH est un
supplémentaire deF dansF+G. De mêmeH est un supplémentaire deG dansF+G.

5. On considère un supplémentaireH̃ à F+G dansE. Il existe carE est de dimension finie. Montrons queH⊕ H̃

(vérifier que cette somme est bien directe) est un supplémentaire commun àF et G dansE. Soit x ∈ F∩ (H⊕ H̃).
Alors x ∈ F et x = a + ã ou a ∈ H et ã ∈ H̃. Mais ã = x − a ∈ F+H = F+G donc ã ∈ (F+G)∩ H̃ ce qui amène
ã = 0 et x = a. Mais commeF∩H = {0}, il s’ensuit quex = 0 et doncF et H⊕ H̃ sont en somme directe. De plus
dim

(
H⊕ H̃

)
= dim (F+G)−dimF+dimE−dim (F+G) = dimE−dimF. DoncF+

(
H⊕ H̃

)
= E etE = F⊕

(
H⊕ H̃

)
.

On montre de même queE = G⊕
(
H⊕ H̃

)
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24.7.7 Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 24.60 ♥
Déterminer le rang des familles(v1, v2, v3, v4) de vecteurs deR4 donnés par :

1. v1 = (1,1,0,0) , v2 = (1,0,1,0) , v3 = (1,0,0,1) , v4 = (0,0,1,1).

2. v1 = (1,1,0,0) , v2 = (1,0,1,0) , v3 = (1,0,0,1) , v4 = (1,1,1,−1).

Solution :

1. La famille est libre donc son rang est4.

2. Comme v4 = v1 + v2 − v3, d’après le lemme de réduction d’une famille liée,dimVect (v1, v2, v3, v4) =
dimVect (v1, v2, v3). La famille (v1, v2, v3) est une sous-famille de celle étudiée dans la première question et
qui était libre. Elle est donc libre. On en déduit que le rang de la famille est3.

Exercice 24.61 ♥
Dans leR-espace vectorielF ([0,1[,R), on considère :

f1 : x 7→
√

1+x

1−x
f2 : x 7→

√
1−x

1+x

f3 : x 7→ 1
p

1−x2
f4 : x 7→ x

p
1−x2

Quel est le rang de la famille
(

f1, f2, f3, f4

)
?

Solution :
Pour toutx ∈ [0,1[, f1 (x) = 1+xp

1−x2
= f3 (x)+ f4 (x) et f2 (x) = 1−xp

1−x2
= f3 (x)− f4 (x) doncrg

(
f1, f2, f3, f4

)
= rg

(
f3, f4

)
= 2

car cette dernière famille est libre

24.7.8 Applications linéaires en dimension finie

Exercice 24.62 ♥
On considèreu :

{
R4 −→ R2

(x, y, z, t) 7−→ (2x + y, t − x)

1. Montrer queu est une application linéaire et déterminerKeru et Imu.

2. La famille{(u(1,0,0,0),u(1,1,1,1)} est-il libre dansR2 ?

Solution :

1. On vérifie facilement queu est linéaire. On a

Keru =
{(

x, y, z, t
)
∈R4 |

{
2x + y = 0

− x + t = 0

}
= {(x,−2x, z, x) | x, z ∈R}= Vect (e1,e2)

avece1 = (1,−2,0,1) et e2 = (0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de
Keru. Alors dim Ker u = 2 et d’après la formule du rangdimImu = 2. CommeImu ⊂ R2 et quedimR2 = 2, il
vient queImu =R2 et donc queu est surjective.

2. Commeu (1,0,0,0) = (2,−1) et queu (1,1,1,1) = (3,0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
une famille libre deR2.

Exercice 24.63 ♥
Soitθ :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′−2P
.

1. Montrer queθ est un endomorphisme deR3 [X].

2. DéterminerImθ et en déduire le rang deθ.

3. Donner la dimension deKerθ et déterminerKerθ.

Solution :
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1. SiP ∈R3 [X], il est clair quedeg
(
XP′−2P

)
É 3 et donc queθ (P) ∈R3 [X]. Soientα,β ∈R et P,Q ∈R3 [X] alors

θ
(
αP+βQ

)
= X

(
αP+βQ

)′−2
(
αP+βQ

)
=α

(
XP′−2P

)
+β

(
XQ′−2Q

)
= αθ (P)+βθ (Q)

doncθ est linéaire.

2. SoitP = aX3+bX2 +cX+d ∈R3 [X]. On calcule queθ (P) = aX3 −cX−2d . DoncImθ= Vect
(
1,X,X3

)
. La famille(

1,X,X3
)

étant libre, il vient quergθ= 3.

3. D’après la formule du rang,dim Kerθ= 1. Commeθ
(
X2

)
= 0, Kerθ= Vect

(
X2

)
.

Exercice 24.64 ♥
Soienta ∈R et F = {P ∈Rn [X] | P (a) = 0}.

1. Prouver queF est un sous-espace vectoriel deRn [X]. Déterminer sa dimension.

2. Déterminer un supplémentaire deF dansRn [X].

Solution :

1. Posonsθ :

{
Rn [X] −→ R

P 7−→ P (a)
. On vérifie facilement queθ est linéaire et surjective. De plusF = Kerθ. Donc

F est un sous-espace vectoriel deRn [X]. D’après la formule du rang,dimF = dim Kerθ= dimRn [X]−dimR= n.

2. NotonsG =R0 [X]. G est clairement un sous-espace vectoriel deRn [X] de dimension1. On vérifie facilement queG
est en somme directe avecF. Comme de plusdim (F+G) = dimF+dimG = n+1 = dimRn [X], on aRn [X] = F+G.
En conclusion,Rn [X]= F⊕G.

Exercice 24.65 ♥♥
On considère l’application linéaire

ϕ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P+P′+P′′

1. Montrer que l’endomorphismeϕ est injectif.

2. Montrer que l’endomorphismeϕ est surjectif.

Indication 24.15 :Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction deϕ àRn[X] qui est un espace de dimension finie.

Solution :

1. Soit un polynômeP ∈ R[X] tel queP +P′+P′′ = 0, soit P = −(P′+P′′). Si l’on suppose queP 6= 0, on adegP É
degP−1 , une absurdité. Doncϕ est injective.

2. Soit un entiern ∈N. Notonsϕn la restriction deϕ àRn[X]. Alors, siP ∈ Rn[X], ϕn(P) = P +P′+P′′ ∈ Rn[X] car
deg(ϕn(P))É max(degP,degP′,degP′′)É n. Doncϕn est un endomorphisme deRn[X] injectif, donc surjectif, car
Rn[X] est un espace de dimension finien+1.
Soit alorsP ∈R[X]. Notonsn = degP. Alors P ∈Rn[X] et donc∃Q ∈Rn[X] tel queϕn(Q)= P. Mais alorsϕ(Q)= P

et on a donc montré queϕ est surjective !

Exercice 24.66 ♥♥
On définit l’application

ϕ :

{
R3[X] −→ R4

P 7−→ (P(0),P′(1),P′′(1),P′′(2))

1. Montrer queϕ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe un et un seul polynômeP ∈R3[X] vérifiantP(0) = 1,P′(1) = 2,P′′(1) =−1 et P′′(2) = 1.

Solution :

1. Il est clair queϕ est linéaire. Montrons queKerϕ= {0}. SoitP ∈R3[X] tel queϕ(P)= 0. ConsidéronsH = P−P(1).
CommeH(1) = H′(1) = H′′(1) = 0, il vient que1 est racine d’ordre3 de H, doncH = (X − 1)3Q et doncP =
Q(X−1)3 +P(1). Mais en examinant les degrés, il faut queQ = λ ∈ R d’où P = λ(X−1)3 + a (aveca = P(1) ∈ R).
CommeP(0) = 0, a =−λ et doncP =λ((X−1)3 −1). Mais alorsP′′ = λ(6(X−1)) et commeP′′(2) = 1, il vient que
λ= 0 et donc queP = 0.
Commeϕ est injective, et quedimR3[X] = dimR4 = 4, ϕ est donc bijective.

2. Commeϕ est bijective, l’élément(1,2,−1,1) possède un unique antécédentP ∈R3[X].
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Exercice 24.67 ♥♥
On considère unK-espace vectorielE et un endomorphismeu ∈ L(E). Soit un sous-espace vectorielF deE. On suppose
queF ⊂ u(F).

1. On suppose queE est de dimension finie. Montrer queu(F) = F.

2. Trouver un contre-exemple lorsqueE est de dimension infinie.

Indication 24.15 :Pour la deuxième question, on pourra étudieru :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P′ avecF = {XP ; P ∈ E}.

Solution :

1. Considérons la restriction deu àF : u|F : F→ E. Alors d’après la formule du rang,dimu (F) = dimV−dim Keru É
dimV. CommeF⊂ u (F), on a aussi quedimFÉ dimu (F). DoncdimF= dimu (F) et F= u (F).

2. En considérantE =R [X] etF= {XP ; P ∈ E}, l’applicationu : P 7→ P′ fournit un contre-exemple puisqueu(F) = E 6=
F.

Exercice 24.68 ♥♥
Soit f ∈L (E,F) avecE etF deuxK-espaces vectoriels tels quedimE = n etdimF= p. Dire, pour chacune des phrases
suivantes, si elle caractérise l’injectivité, la surjectivité ou la bijectivité def :

1. L’image de toute famille libre deE par f est libre

2. Im f = F

3. L’image d’une base deE par f est génératrice deF.

4. rg f = n.

5. L’image d’une base deE par f est libre.

6. rg f = p.

7. L’image d’une base deE par f est une base deF.

8. L’image de toute famille génératrice deE par f est
génératrice deF.

9. ∃g ∈L (F,E) , g ◦ f = idE

10. ∃g ∈L (F,E) , f ◦ g = idF

Solution :

1. Supposons que l’image de toute famille libre est libre. Montrons quef est injective. Considérons une basee

de E et un vecteurx ∈ E tel que f (x) = 0. Notons(x1, . . . , xn ) ∈ Rn les coordonnées dex dans la basee. On
a donc :0 = f (x) =

∑n
k=0

xi f (ei ). Mais la famillee = (e1, . . . ,en) étant libre, il en est de même de la famille(
f (e1) , . . . , f (en)

)
. L’égalité précédente n’est donc vraie que six1 = . . . = xn = 0 et alorsx = 0. On a ainsi montré

queKer f = {0} et quef est injective.

2. Si Im f = F alors f est surjective.

3. Si l’image d’une basee = (e1, . . . ,en) de E par f est génératrice deF alors montrons quef est surjective. Soit
y ∈ F. La famille

(
f (e1) , . . . , f (en)

)
est donc génératrice def et il existe des scalairesα1, . . . ,αn ∈ R tels que

y = α1 f (e1)+ . . .+αn f (en) = f (α1e1 + . . .+αn en). Par conséquent,y = f (x) avecx = α1e1 + . . .+αn en et f est
bien surjective.

4. Sirg f = n alorsf est injective. En effet, d’après la formule du rang, on a :dimE = dimKer f +rg f et il vient que
dim Ker f = 0 c’est à dire queKer f = {0}

5. Si l’image d’une basee = (e1, . . . ,en ) deE par f est libre dansF alors montrons quef est injective. Soitx ∈ E tel
que f (x) = 0 et soit(x1, . . . , xn ) les coordonnées dex dans la baseE. Alors 0 = f (x) =

∑n
k=0

xi f (ei ). On termine
alors comme dans la première question et on montre quex = 0 c’est-à-dire quef est injective.

6. Si rg f = p alors par définition du rang d’une application linéaire,dimIm f = p = dimF et doncIm f = F. On
prouve ainsi quef est surjective.

7. Si l’image d’une base deE par f est une base deF alors en appliquant les résultats des questions3) et 5), il vient
que f est bijective.

8. Si l’image de toute famille deE par f est génératrice deF alors en particulier l’image d’une base dee est
génératrice deF et appliquant la question3, f est surjective.

9. Si il existeg ∈L (F,E) tel queg ◦ f = idE alorsg est surjective etf injective. Pour quef soit surjective, il faudrait
supposer de plus quedimF= dimE.

10. Si il existeg ∈L (F,E) tel quef ◦ g = idF alors f est surjective etg injective. Pour quef soit injective, il faudrait
supposer de plus quedimF= dimE.

Exercice 24.69 ♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien, un vecteurx0 de E et un endomorphismef ∈ L(E) tel que
( f (x0), f 2(x0), . . . , f n (x0)) soit libre.
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1. Montrer que la famille(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) est une base deE.

2. Montrer quef est inversible.

Solution :

1. Soitα0, . . . ,αn−1 ∈K tels que
∑n−1

i=0
αi f i (x0) = 0. Alors f

(∑n−1
i=0

αi f i (x0)
)
= 0 ce qui s’écrit aussi

∑n−1
i=0

αi f i+1 (x0).
Mais la famille ( f (x0), f 2(x0), . . . , f n(x0)) est libre doncα0 = . . . = αn−1 = 0 ce qui prouve que la famille
(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) est libre

2. CommedimE = n, les familles(x0, f (x0), . . . , f n−1(x0)) et ( f (x0), f 2(x0), . . . , f n(x0)) sont des bases deE. Comme
l’image de la première base parf est la seconde base,f est forcément inversible.

Exercice 24.70 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismes(u, v) ∈ L(E). Montrer que

rgu+ rg v É rg(u ◦ v)+n

Indication 24.15 :On pourra étudier la restrictioñu deu àIm v et montrer queIm ũ = Im(u◦v) etKer ũ = Keru∩Im v ,
puis appliquer le théorème du rang àũ.

Solution : Considérons la restriction deu à Im v : ũ = u|Im v . On vérifie facilement queImu ◦ v = Im ũ et que
Ker ũ = Ker u∩ Im v . En appliquant le théorème du rang àũ, on trouve que

dim(Imv) = dim(Keru∩ Im v)+ rg(u ◦ v)

Mais dim(Ker u∩ Im v) É dim(Ker u) et donc, en appliquant le théorème du rang pouru, on trouve que

rg v É (n− rgu)+ rg(u ◦ v)

Exercice 24.71 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE et deux sous-espace vectorielE1,E2 deE. Montrer que :

(∃u ∈ L(E) | Keru = E1 et Imu = E2) ⇐⇒ (dimE = dimE1 +dimE2)

Indication 24.15 : Pour la réciproque,construire une base deE en complétant une base deE1. Définir alorsu en se
donnant l’image de cette base.

Solution :
– (i ) =⇒ (i i ) : Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang :dimE = dim Ker u+rgu = dimE1+

dimE2.
– (i i ) =⇒ (i ) : si E1 = {0}, alorsdimE2 = dimE doncE2 = E. En posantu = id, on vérifie queu convient. De même si

E2 = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant queE1 6= {0} et E2 6= {0}. Alors, il existe une base(e1, . . . ,ep ) deE1 (où
p = dimE1). Complétons cette base en une base deE : e = (e1, . . . ,ep ,ep+1, . . . ,en). CommedimE2 = n −p, il existe
une basef deE2 de la forme( fp+1, . . . , fn ). Définissons alorsu en se donnant l’image de la basee :

∀i ∈
�

1, p
�

,u(ei ) = 0, ∀i ∈
�

p +1,n
�

,u(ei )= fi+1

Alors,∀x ∈ E1, u(x) = 0 doncE1 ⊂ Ker u. Soit x ∈Ker u, décomposonsx danse.

x = x1e1 +·· ·+ xp ep + xp+1ep+1 +·· ·+ xnen

u(x) = xp+1 fp+1 +·· ·+ xn fn = 0. Mais commef est libre, il vient quexp+1 = ·· · = xn = 0 et donc quex ∈E1.
D’autre part,Imu = Vect(u(e1), . . . ,u(en)) = Vect( fp+1, . . . fn ) = E2.

Exercice 24.72 ♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismesf , g deE vérifiant f ◦g = 0 et f +g ∈ GL(E).
Montrer querg( f )+ rg(g )= n.

Solution :
– Commef ◦ g = 0 alorsImg ⊂ Ker f et d’après la formule du rangrg f + rg g É rg f +dim Ker f = n.
– D’autre part, commef + g ∈ GL(E) alorsn = rg( f + g ) É rg f + rg g carIm

(
f + g

)
⊂ Im f + Im g .

L’égalité est ainsi prouvée
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Exercice 24.73 ♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien. On considère l’ensembleA = {(u, v) ∈ L(E)2 |u ◦v = 0}. Déterminer
sup{rgu+ rg v | (u, v) ∈ A}.

Solution : L’égalitéu ◦ v = 0 amèneIm v ⊂ Ker u et donc d’après la formule du rangrgu+ rg v É rgu+dim Ker u = n.
Pouru = id et v = 0, il y a égalité. Doncsup{rgu+ rg v | (u, v) ∈ A}= n

Exercice 24.74 ♥♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finien Ê 2.

1. Démontrer que les homothéties sont les seuls endomorphismesf deE tels que :

∀x ∈E,
(
x, f (x)

)
est une famille liée.

2. En déduire que les homothéties sont les seuls endomorphismes deE qui commutent avec tout autre endomor-
phisme.

Indication 24.15 :Pour toutx ∈ E, on pourra considérer une projection surVect (x)).

Solution :

1. Les homothéties vérifient clairement la propriété indiquée. Réciproquement, on sait par hypothèse que∀x ∈
E,∃λx ∈K | f (x) = λx x. Il s’agit donc de démontrer que l’on peut choisir le mêmeλ pour tous lesx. Autrement
dit, si l’on choisit deux vecteursx et y , on peut prendreλx =λy .
Ï Si (x, y) est libre, alors, comme :

(
λx+y −λx

)
x +

(
λx+y −λy

)
y = 0 il vient queλx+y =λy =λx .

Ï Sinonx et y sont colinéaires et il existeα ∈R tel quey =αx et

f
(
y
)
= f (αx) =λαxαx =α f (x) = αλx x

et on peut prendreλαx =λ. On a ainsi montré que pour tout vecteury ∈E, f
(
y
)
=λy . Donc f est une homothétie

de rapportλ.

2. Considéronsf un endomorphisme deE qui commute avec tous les endomorphismes deE. Soit x un vecteur non
nul deE et soitΠ la projection deE surVect (x) parallèlement à un supplémentaire donné deVect (x) dansE (qui
existe carE est de dimension finie). Commef et Π commute, on a :Π

(
f (x)

)
= f (Π(x)) = f (x). Donc comme

Π
(

f (x)
)
∈ Vect (x), f (x) et x sont liés.x étant quelconque non nul, ce résultat est vrai pour toutx ∈ E \ {x}. Ce

résultat est aussi clairement vérifié par le vecteur nul. D’après la première question, on peut affirmer quef est
une homothétie. Réciproquement, une homothétie commute avec tous les endomorphismes deE.

Exercice 24.75 ♥♥♥
Soit f un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de dimensionn. Pour toutp ∈N, on note :

Kp = Ker f p et Ip = Im f p .

1. Montrer que :
∀p ∈N, Kp ⊂ Kp+1 et Ip+1 ⊂ Ip .

2. Prouver qu’il existe un plus petit entier naturelr É n tel que :∀i Ê r, Ki = Ki+1.
3. Montrer de même que :

∀i Ê r, Ii = Ii+1.

4. Montrer que :E = Kr ⊕ Ir .

Solution :
1. Soitp ∈N et soitx ∈ Kp . Alors f p+1 (x) = f

(
f p (x)

)
= 0 car f p (x) = 0. Doncx ∈ Kp+1 etKp ⊂ Kp+1. Considérons

maintenanty ∈ Ip+1. Alors il existex ∈E tel que :y = f p+1 (x) = f p
(

f (x)
)

et doncy ∈ Ip et Ip+1 ⊂ Ip

2. Pour toutp ∈ N, Kp ⊂ Kp+1 donc :dimKp É dimKp+1 et la suite
(
dimKp

)
est croissante. CommeKp ⊂ E, on a

aussi :dimKp É n. La suite
(
dimKp

)
est donc majorée. Appliquant le théorème de la limite monotone elle est

convergente mais, ses valeurs étant entières, cela équivaut au fait qu’elle est constante à partir d’un certain rang
r ∈N. r est le plus petit entier naturel tel que∀i Ê r, Ki = Ki+1.

3. D’après la formule du rang et le résultat précédent, on montre que∀i Ê r, Ii = Ii+1.

4. Soity ∈Kr ∩Ir . Effectuons un raisonnement par l’absurde en supposant quey 6= 0. Alors f r
(
y
)
= 0 et il existex ∈ E

tel quey = f r (x). Il vient donc :f 2r (x) = 0. Mais commey = f r (x) 6= 0, il exister ′ ∈ �r +1,2r � tel quef r ′ (x) = 0.
On a doncx ∈ Kr ′ et x 6∈ Kr ce qui contredit le fait que la suite(Kr ) est constante à partir du rangr . On en déduit
quey = 0 et queKr ∩Ir = {0}. Il vient alors que :dim (Kr + Ir ) = dimKr +dimIr = dimKer f r +dimIm f r = n par
application de la formule du rang et de ce fait :Kr + Ir = E. En résumé :E = Kr ⊕ Ir .
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Exercice 24.76 ♥♥♥
Soit un espace vectorielE de dimension 3 et un endomorphismeu de E tel queu2=0. Montrer que

∃a ∈ E : ∃ f ∈ E⋆ : ∀x ∈ E, u(x) = f (x) · a

Indication 24.15 :Traduire en terme d’image et de noyau la relationu2 = 0. Introduire ensuite une base deKeru et la
compléter. Définirf à l’aide de cette base.

Solution : La relationu2 = 0 donne queImu ⊂ Keru (le montrer). D’après le théorème du rang,

3= dim(Keru)+ rgu É 2dim(Keru)

ce qui implique quedim(Keru) Ê 2. Si dim(Keru) = 3, alorsu = 0 et le résultat est évident avecf = 0 et a quelconque.
Supposons donc quedim(Keru) = 2. Alors d’après le théorème du rang,dim(Imu) = 1. C’est une droite vectorielle :
∃a ∈ E, a 6= 0 tel queImu = Vect(a). Considérons une base(e1,e2) deKer u et complétons-la en une base(e1,e2,e3) de
E. Puisqueu 6= 0, u(e3) 6= 0 et donc∃c ∈ R tq u(e3) = ca. Définissons la forme linéairef en se donnant l’image de la
basee par f : f (e1) = 0, f (e2) = 0 et f (e3) = c. Soit alorsx ∈ E. Décomposonsx dans la basee : x = x1e1 + x2e2 + x3e3.
Alors u(x) = x3ca = x3 f (e3)a = f (x)a.

Exercice 24.77 ♥♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie et soitf ∈ L(E) un endomorphisme de rang 1.

1. Montrer qu’il existe un scalaireλ ∈ K tel quef 2 =λ f .

2. A quelle condition sur le scalaireλ, (id− f ) est-il inversible? Calculer alors(id− f )−1.

Solution :

1. Commerg f = 1, il existe un vecteure1 ∈ E tel queIm f = Vect(e1). On complète le vecteure1 en une base
(e1, . . . ,en ) deE. CommeIm f = Vect (e1), pour touti ∈ �1,n�, il existeλi ∈K tel quef (ei ) =λi e1. Donc f 2(ei ) =
f (λi e1) =λiλ1e1 =λ1 f (ei ). Si x ∈ E alors il existeα1, . . . ,αn ∈K tels quex =∑n

i=1
αi ei et

f 2 (x) =
n∑

i=1

αi f 2 (ei ) = λ1

n∑

i=1

αi f (ei )= λ1 f (x) .

Posons alorsλ=λ1. On a bienf 2 (x) =λ f (x) pour toutx ∈E.

2. Remarquons que( f −id)( f +(1−λ) id) = (λ−1)id. On en tire une condition nécessaire et suffisante pour queid− f

soit inversible : il faut et il suffit queλ 6= 1. On calcule alors(id− f )−1 = 1

1−λ
( f + (1−λ) id) .

Exercice 24.78 ♥♥♥
Soit unK-espace vectorielE de dimension finien et deux endomorphismes( f , g ) deE vérifiant :

f ◦ g ◦ f = f et g ◦ f ◦ g = g

1. Montrer queE = Ker f ⊕ Im g .

2. Montrer querg( f ) = rg(g )= rg(g ◦ f ) = rg( f ◦ g ).

Solution :

1. Soity ∈ Img ∩Ker f . Il existex ∈ E tel quey = g (x)= g ◦ f ◦ g (x)= g ◦ f (y) = 0 car y ∈Ker f . DoncKer f et Im g

sont en somme directe. Soitx ∈E, on écritx = [x−g ◦ f (x)]+g ◦ f (x). On af
(
x − g ◦ f (x)

)
= f (x)− f ◦g ◦ f (x) =

f (x)− f (x) = 0 doncx−g o f (x) ∈ Ker f . Il est clair queg ◦ f (x) ∈ Im g . DoncE = Ker f +Im g . En conclusion, on
a bienE = Ker f ⊕ Im g .

2. D’après le théorème du rang,dimE = dim Ker f + rg f et d’après la question précédente,dim Ker f + rg g d’où
rg f = rg g . Commeg ◦ f ◦ g = g , on a queIm g ⊂ Im(g ◦ f ) ce qui implique querg g É rg g ◦ f . De même, comme
Img ◦ f ⊂ Im g alorsrg g ◦ f É rg g et on on obtient querg g = rg g ◦ f . On fait de même pour la seconde égalité.

Exercice 24.79 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien et u, v ∈ L(E). On suppose queE = Imu + Im v = Keru +Ker v .
Montrer que ces deux sommes sont directes.
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Solution : On a :

n = dim (Imu+ Im v) carE = Imu+ Im v

= dimImu+dimIm v −dim (Imu∩ Im v) d’après la formule de Grassmann

= n−dim Keru+n−dim Ker v −dim (Imu∩ Im v) d’après la formule du rang

= 2n− (dim (Keru+Ker v)+dim (Ker u∩Ker v))−dim (Imu∩ Im v) à nouveau d’après la formule de Grassmann

= 2n−n−dim (Keru∩Ker v)−dim (Imu∩ Im v) carE = Keru+Ker v

donc0 = dim (Ker u∩Ker v)+dim (Imu∩ Im v) et ceci n’est possible que sidim (Ker u∩Ker v) = dim (Imu∩ Im v) = 0.
On en déduit que les deux sommes sont directes.

Exercice 24.80 ♥♥♥
On considère unK-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E). Montrer qu’il existe un auto-
morphismev ∈GL(E) et un projecteurp ∈ L(E) tels queu = v ◦p.

Solution : Si u est inversible, il suffit de prendrev = u et p = idE. Sinon, notonsr = dim Keru. D’après la for-
mule du rang, on an − r = dim(Imu) . Considérons une base(e1, . . . ,er ) de Keru et complétons-la en une base
e = (e1, . . . ,er ,er+1, . . . ,en) de E. Posonsfr+1 = u(er+1), . . . , fn = u(en). On vérifie que cette famille est libre. Soient
αr+1, . . . ,αn ∈ K tels queαr+1 fr+1 + . . . + αn fn = 0 alors u (αr+1er+1 + . . .+αnen) = 0 et αr+1er+1 + . . . + αn en ∈
Vect (er+1, . . . ,en)∩Ker u = {0}. Doncαr+1er+1 + . . .+αn en = 0 mais comme(er+1, . . . ,en) est libre,αr+1 = . . . = αn = 0.
On complète alors cette famille en une basef = ( f1, . . . , fr , fr+1, . . . , fn ) de E. Définissons alorsp le projecteur sur
Vect(er+1, . . . ,en) donné parp (ei ) = 0 si i ∈ �1,r � et p (ei ) = ei si i ∈ �r +1,n�. Définissons aussi l’application linéaire
v par v(ei ) = fi pour touti ∈ �1,n�. Commev envoie une base deE sur une base deE, v est inversible. On vérifie
facilement en calculant l’image des vecteurs de la basee quev ◦p = u.

Exercice 24.81 ♥♥♥
Soit un K-espace vectorielE de dimension finien et un endomorphismef ∈ L(E). Montrer l’équivalence entre les
propriétés suivantes :

1. E = Im f +Ker f

2. E = Im f ⊕Ker f

3. Im f ∩Ker f = {0}

4. Im f = Im f 2

5. Ker f = Ker f 2.

Solution :

1. 1) =⇒ 2) Comme E = Im f + Ker f , en appliquant la formule de Grassmann puis la formule du rang,
dim

(
Im f ∩Ker f

)
= dimIm f +dim Ker f −dimE = 0 et Im f ∩Ker f = {0}. DoncE = Im f ⊕Ker f .

2. 2) =⇒ 3) Par définition.

3. 3) =⇒ 2) Par la formule du rang.

4. 2) =⇒ 4) Il est clair queIm f 2 ⊂ Im f . Soit y ∈ Im f alors il existex = x1 + x2 ∈ Im f ⊕Ker f tel quey = f (x).
Alors y = f (x1) ∈ Im f 2 carx1 ∈ Im f . DoncIm f ⊂ Im f 2 et on a bienIm f = Im f 2.

5. 4) =⇒ 5) Il est clair queKer f ⊂ Ker f 2. On utilise la formule du rang :n = dim Ker f +dimIm f = dim Ker f 2+
dimIm f 2. CommeIm f = Im f 2, il vient quedim Ker f = dim Ker f 2. Finalement,Ker f = Ker f 2.

6. 5) =⇒ 4) se prouve de la même façon.

7. 5) =⇒ 3) Soit x ∈ Im f ∩Ker f alors f (x) = 0 et il existex0 ∈ E tel quex = f (x0). Donc f 2 (x0) = 0 et x0 ∈
Ker f 2 = Ker f . Alors x = f (x0) = 0 et Im f ∩Ker f = {0}.

8. 3) =⇒ 1) C’est une conséquence directe de la formule de Grassmann.

On vérifie que la chaine d’implications est bien fermée.

Exercice 24.82 ♥♥
On noteE l’espace vectorielRn[X] des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal àn. On définit l’application

f :

{
E −→ E

P 7−→ Q

où Q est définie par :

∀x ∈R, Q(x) =
∫1

0
(x + t)nP(t) dt
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Montrez quef est un automorphisme deE.

Solution : On vérifie d’abord quef est bien définie. SiP ∈ E, en utilisant la formule du binôme, on obtient que∀x ∈ E,

Q(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)[∫1

0
t n−kP(t) dt

]
xk

ce qui montre quef (P) est une fonction polynomiale de degré inférieur àn.
Il est immédiat quef est linéaire. Montrons l’injectivité def en vérifiant queKer f = {0}. Soit P ∈ E tel que f (P) = 0.
D’après le calcul précédent,

∀k ∈ �0,n� ,

∫1

0
t k P(t) dt = 0

CommeP(t) =∑n
k=0

ak t k , on obtient alors que

∫1

0
P2(t) dt =

n∑

k=0

ak

∫1

0
t k P(t) dt = 0

Donc∀t ∈ [0,1], P(t) = 0, ce qui montre que le polynômeP a une infinité de racines et est donc nul.
Un endomorphisme injectif en dimension finie étant bijectif, f est un automorphisme deE.

Exercice 24.83 ♥♥♥
Suite de l’exercice 19.55 p. 742.
Soit un anneau(A,+,×). On dit qu’il est régulier lorsque

∀u ∈ A, ∃x ∈ A : u = uxu.

Montrer que siE est unK-ev de dimension finie, l’anneauL(E) est régulier.

Solution : On choisit une base deE : (e1, . . . ,en). Les u(ek ) appartiennent à l’image deu. On considère une base
( f1, . . . , fr ) de Im f que l’on complète avecfr+1, . . . , fn ) deE. On a fk = u(xk ) pour1 É k É r . On posex( fk ) = xk pour
1 É k É r et x( fk ) = 0 par exemple pourk > r . On a alorsu(x( fk ))= u(xk ) = fk pour1 É k É r . Donc pour toutv ∈ Im f ,
u(x(v)) = v . A fortiori pour v = u(ek ),1 É k É n et doncuxu = u.

24.7.9 Rang d’une application linéaire

Exercice 24.84
Déterminer une base du noyau et de l’image des applications linéaires suivantes :

1. f :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
y − z, z − x, x − y

)

2. f :

{
R4 −→ R3

(
x, y, z, t

)
7−→

(
2x + y + z, x + y + t , x + z − t

)

3. f :

{
C −→ C

z 7−→ z + i z̄
(C vu commeR-espace vec-

toriel)

Solution :

1. On calculeKer f . On sait que
(
x, y, z

)
∈ Ker f si et seulement si





y − z = 0

z − x = 0

x − y = 0

. On montre alors quex = y = z

et doncKer f = Vect((1,1,1)). Le vecteur(1,1,1) forme une base deKer f et dim Ker f = 1. D’après la formule
du rang,dimIm f = 2. Une base deIm f est donc formée de deux vecteurs deIm f non colinéaires. Il suffit de
prendre par exemplef (1,0,0) = (0,−1,1) et f (0,1,0) = (1,0,−1).

2. De même, on commence par déterminerKer f . Pour ce faire, on résout





2x + y + z = 0

x + y + t = 0

x + z − t = 0

. On trouvey =−2x − z

et t = x + z donc Ker f = Vect (u1,u2) avecu1 = (1,−2,0,1) et u2 = (0,−1,1,1) qui sont non colinéaires. Une
base deKer f est formée de ces deux vecteurs. D’après la formule du rang,dimIm f = 2 et il suffit de trouver
deux vecteurs deIm f non colinéaires pour avoir une base deIm f . On peut prendref (1,0,0,0) = (2,1,1) et
f (0,1,0,0) = (1,1,0).

3. On calcule le noyau def . On trouvez = a + i b ∈ Ker f ⇐⇒ z + i z̄ = 0 ⇐⇒ (a +b) (1+ i ) = 0 ⇐⇒ a + b = 0.
Donc Ker f = Vect (1− i ) et le vecteur1 − i forme une base deKer f . De même,Im f = {z + i z̄ | z ∈C} =
{(a +b) (1+ i ) | a,b ∈R} = Vect (1+ i ) et une base deIm f est1+ i .
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Exercice 24.85 ♥
Déterminer toutes les applications linéaires deR versR.

Solution : Soit f ∈ L(R). Alors pour toutx ∈ R, f (x) = x f (1). Posonsa = f (1). Alors f : x 7→ ax. Réciproquement, si
f est de cette forme alorsf ∈ L(R). On montre ainsi queL(R)= Vect(idR).

Exercice 24.86 ♥
Déterminer toutes les applications linéaires deR2 versR2.

Solution : Soit (e1,e2) la base canonique deR2 et soit u : R2 7→ R2 une application linéaire. Alors pour toutv =
xe1 + ye2 ∈ R2, on a :u (v) = xu (e1)+ yu (e2). Réciproquement, si on se donne deux vecteursv1, v2 ∈ R2 et si on

considère l’applicationu :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→ xv1 + y v2

on montre facilement qu’elle est linéaire. On en déduit que

L
(
R2

)
=

{(
x, y

)
7→ xv1 + y v2 | v1, v2 ∈R2

}
.

Exercice 24.87 ♥
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finien, F unK-espace vectoriel de dimension finiep etu ∈ L(E,F). Montrer
querg(u) É min(n, p).

Solution : CommeImu ⊂ F, rg(u) = dim Imu É dimF = p. De plus, par la formule du rang,rg(u) = n−dim Keru É n

d’où rg(u) É min(n, p).

Exercice 24.88 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien, etu ∈ Ł(E). Montrer que

(Keru = Imu) ⇐⇒ (u2 = 0 et n = 2rg(u))

Solution : Soit u ∈ Ł(E) tel queKeru = Imu. Soit x ∈ E alorsu (x) ∈ Imu = Ker u doncu2(x) = 0 et u2 = 0. De plus
d’après la formule du rang,dimE = dim Keru+dimImu = 2dimImu = 2rg(u).
Réciproquement, siu2 = 0 et si n = 2rg(u) alorsKeru = Imu. En effet, commeu2 = 0, il est clair queImu ⊂ Keru.
La formule du rang amènedimE = dim Ker u+dimImu et commen = 2rg(u), dim Keru = dimImu. On en déduit le
résultat.

Exercice 24.89 ♥
On considère(n+1) réels distincts(x0, . . . , xn ) ∈Rn+1 et l’application

ϕ :

{
Rn[X] −→ Rn+1

P 7−→
(
P(x0), . . . ,P(xn )

)

1. Montrer queϕ est un isomorphisme.

2. En déduire que si(y0, . . . , yn ) ∈ Rn+1, il existe un unique polynômeP ∈ Rn[X] tel que∀i ∈ [0,n], P(xi ) = yi

(polynôme interpolateur de Lagrange).

3. Soient deux réels distincts(a,b) ∈ R2 et quatre réels(α,β,δ,γ) ∈ R4. Montrer qu’il existe un unique polynôme
P ∈R3[X] vérifiant

P(a) =α, P′(a) = β, P(b) = δ, P′(b) = γ

Solution :

1. On montre facilement queϕ est linéaire. SiP ∈Kerϕ alorsP(x0) = ·· · = P(xn ) = 0. DoncP est de degré au plusn et
admetn+1 racines. Ceci n’est possible que siP = 0. Doncϕ est injective. CommedimRn+1 = dimRn [X]= n+1,
on en déduit, grâce à la formule du rang quedimImϕ= n+1 et doncϕ est surjective. On prouve ainsi queϕ est
un isomorphisme.

2. Le résultat annoncé dans cette question découle directement de la définition d’une bijection.

3. On procède de même qu’avant. On considère l’applicationθ :

{
R3 [X] −→ R4

P 7−→
(
P(a),P′(a),P(b),P′(b)

) . On mon-

tre facilement qu’elle est linéaire. SoitP ∈ Kerθ. Alors a et b sont des racines doubles deP. Mais a et b sont
distincts etP de degré au plus3. Ceci n’est possible que siP = 0. DoncKerθ = {0} et θ = 0. On montre comme
avant, en utilisant la formule du rang, queθ est surjective. Doncθ est un isomorphisme. En conséquence de quoi
il existe un unique polynômeP ∈R3[X] vérifiantP(a)= α, P′(a) = β, P(b) = δ, P′(b) = γ.
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Exercice 24.90 ♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finien et u, v ∈ L(E). Montrer que

u2 ◦ v −u ◦ v ◦u+ id = 0 =⇒ u ∈GL(E)

Solution : On a u ◦ (v ◦u−u ◦ v) = id doncu admet un inverse à droite donné parv ◦u −u ◦ v . CommeE est de
dimension finie, on en déduit queu est inversible.

Exercice 24.91 ♥
Soit E =Rn[X] et Q ∈E. Montrer qu’il existe un unique polynômeP ∈ E vérifiantP′+P = Q.

Solution : Soitθ :

{
Rn[X] −→ Rn[X]

P 7−→ P′+P
. On vérifie facilement queϕ ∈ L(Rn[X]). De plusϕ est injective. En effet,

si P ∈ Kerϕ alors P +P′ = 0 et degP = degP′. Ceci n’est possible que siP = 0 et montre queKerϕ = {0}. Comme
dimRn[X] = n+1, on peut affirmer queϕ est un automorphisme. On sait en effet d’après le cours qu’unendomorphisme
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif. SiQ ∈Rn[X], il existe alors un unique polynômeP ∈Rn[X] tel que
ϕ (P) = Q, c’est-à-dire tel queP+P′ = Q.

Exercice 24.92 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel etf , g ∈L (E). Montrer que :

1. rg
(

f + g
)
É rg f + rg g

2.
∣∣rg f − rg g

∣∣É rg
(

f − g
)
.

Solution :

1. On a
rg

(
f + g

)
= dimIm

(
f + g

)
É dimIm f +dimIm g

carIm
(

f + g
)
⊂ Im f + Im g .

2. Par ailleurs
rg f = rg

(
f − g + g

)
É rg

(
f − g

)
+ rg g

d’où rg f −rg g É rg
(

f − g
)
. On montre de même querg g −rg f É rg

(
g − f

)
. Commerg

(
f − g

)
= rg

(
g − f

)
, on en

déduit l’inégalité.

Exercice 24.93 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel réel de dimensionn. Soit f un endomorphisme nilpotent deE, c’est-à-dire qu’il existe
p ∈N∗ tel quef p = 0.

1. f peut-il être bijectif ?

2. Prouver queKer f 6= {0} et querg f É n−1.

3. Soitq le plus petit entier non nul tel quef q = 0

(a) Montrer que :∀k Ê q, f k = 0.

(b) Justifier l’existence dex0 ∈ E tel quef q−1 (x0) 6= 0.

(c) Montrer que :
(
x0, f (x0) , . . . , f q−1 (x0)

)
est libre.

(d) En déduire queq É n puis quef n = 0.

4. On suppose dans cette question queq = n. Trouver tous les endomorphismesg ∈ L(E) qui commutent avecf .
Indication 24.15 : On montrera queg ◦ f = f ◦ g si et seulement si il existe(a0, . . . an−1) ∈ Kn tels queg =
a0 id+a1 f + . . .+an−1 f n−1.

Solution :

1. Si f était bijective alors il en serait de même def p car ce serait une composée de fonctions bijectives. Orf p = 0

qui n’est pas bijective doncf n’est pas bijective.

2. On a vu dans le cours que pour un endomorphisme d’unK−espace vectoriel de dimension finie, on a équivalence
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjectifou injectif. Commef n’est pas bijective, elle n’est à la
fois ni injective et ni surjective. Il vient alors :Ker f 6= {0} et rg f É n−1.

3. (a) La composée de l’application nulle par une application quelconque est une application nulle !

(b) Commeq est le plus petit entier non nul tel quef q = 0, f q−1 n’est pas identiquement nul surE : il existe
doncx0 ∈ E tel quef q−1 (x0) 6= 0.
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(c) Soitα0, . . . ,αq−1 ∈R tels que

α0x0 +α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0) = 0 (⋆) .

Alors, par linéarité :f q−1
(
α0x0 +α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0)

)
= 0 et : α0 f q−1 (x0) + α1 f q (x0) + . . . +

αq−1 f 2q−2 (x0) = 0 mais comme :∀k Ê q, f k = 0., il vient α0x0 = 0 et donc :α0 = 0. L’égalité (⋆)

devient alors :α1 f (x0)+ . . .+αq−1 f q−1 (x0) = 0. En appliquantf q−2 à cette égalité, on montre de la même
façon queα1 = 0. On répète encoren−2 fois ce procédé et on montre aussi que :α2 = . . . =αq = 0. La famille(
x0, f (x0) , . . . , f q−1 (x0)

)
est bien libre.

(d) Une famille libre deE est de cardinal au maximum la dimension deE. Doncq É n. D’après la question3(a),
il est alors clair quef n = 0.

4. On suppose queg est un endomorphisme deE qui commute avecf . Comme
(
x0, f (x0) , . . . , f n−1 (x0)

)
est une

base deE, il existeα0, . . . ,αn−1 ∈K tels queg (x0) =
∑n−1

k=0
αk f k (x0) . On calcule alors l’image parg des vecteurs

de la base
(
x0, f (x0) , . . . , f n−1 (x0)

)
:

g
(

f i (x0)
)
= f i

(
g (x0)

)
= f i

(
n−1∑

k=0

αk f k (x0)

)
=

n−1∑

k=0

αk f i+k (x0) =
(

n−1∑

k=0

αk f k

)(
f i (x0)

)

et on peut alors affirmer queg =∑n−1
k=0

αk f k . Réciproquement, sig est de cette forme, on vérifie facilement qu’elle
commute avecf .

Exercice 24.94 ♥
Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Démontrer l’équivalence des deux propriétés suivantes :

1. Il existef ∈L (E) tel queIm f = Ker f .

2. La dimension deE est paire.

Solution :
⇒ Soit f ∈ L (E) tel queIm f = Ker f . D’après la formule du rang :dimE = dimKer f +dim Im f = 2dimKer f et

dimE est bien pair.
⇒ Réciproquement, sidimE = 2n où n ∈N∗ alors considérons une base

(
e1, . . . ,en ,e ′1, . . . ,e ′n

)
deE ainsi que l’endo-

morphismef ∈L (E) donné par :∀i ∈ �1,n� f (ei ) = e ′
i

et f
(
e ′

i

)
= 0. On vérifie facilement quef est linéaire, que

Ker f = Vect
(
e ′1, . . . ,e ′n

)
et queIm f = Vect

(
e ′1, . . . ,e ′n

)
.

24.7.10 Formes linéaires en dimension finie

Exercice 24.95 ♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn ∈N∗ etϕ une forme linéaire non nulle surE. Montrer que pour tout
x ∈ E \ Kerϕ, Kerϕ et Vect(x) sont supplémentaires dansE.

Solution : PosonsF = Kerϕ+Vect(x). Commedim Kerϕ= n −1, on a la disjonction :dimF = n −1 ou dimF =
n. Si dimF = n − 1 alors F = Kerϕ et forcémentx = 0 ce qui n’est pas possible par hypothèse. DoncdimF = n et
Kerϕ+Vect(x) = E. Si u ∈ Kerϕ∩Vect(x) alors il existeα ∈K tel queu =α·x et0 =ϕ (u) =αϕ (x). Commex ∈E\Kerϕ,
ϕ (x) 6= 0 etα= 0 ce qui prouve queu = 0 et donc queKerϕ∩Vect(x) = {0}. Kerϕ et Vect(x) sont bien supplémentaires
dansE.

Exercice 24.96 ♥♥
Soient f et g des formes linéaires sur unK-espace vectorielE de dimension finie telles queKer f = Ker g . Montrer
qu’il existeα ∈K tel quef = α · g .

Solution :
Si f ≡ 0, le résultat est clair. Sinon, il existex ∈ E tel quef (x) 6= 0. Par conséquentVect (x) etKer f sont supplémentaires.
Puisqueg (x) 6= 0, on peut trouverα ∈K tel quef (x) =αg (x). On poseh = f −αg . L’applicationh est nulle surKer f et
h (x) = 0 donch ≡ 0 d’où le résultat.

Exercice 24.97 ♥♥
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn et u ∈ L(E) un endomorphisme. On suppose que∀ϕ ∈ E⋆, ϕ ◦u = 0E⋆ .
Montrer queu = 0L(E).
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Solution : Supposons queu ne soit pas nulle. Soitx0 ∈ E tel quey0 = u (x0) 6= 0. PosonsF = Vect
(

y0

)
et considérons

un supplémentaireG à F dansE. Ce dernier existe carE est de dimension finie. On sait que toutx ∈ E se décompose
de manière unique sous la formex = αy0 + xG où xG ∈ G et α ∈ K. On introduit l’applicationϕ sur E définie par
ϕ (x) = α. On vérifie queϕ est linéaire. Six = αy0 + xG et si x′ = α′y0 + x′

G
sont deux vecteurs deE alors par unicité

de la décomposition d’un vecteur surE = F ⊕ G, pour a, a′ ∈ K, le vecteurax + a′x′ se décompose sous la forme
ax + a′x′ =

(
aα+a′α′) y0 +

(
axG +a′x′

G

)
et ϕ

(
ax +a′x′) = aα+ a′α′ = aϕ (x)+ a′ϕ

(
x′). De plus,ϕ

(
y0

)
= 1 doncϕ

n’est pas nulle etϕ (u (x0)) non plus. On aboutit alors à une contradiction etu est nulle.

Exercice 24.98 ♥♥♥
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finien et soientf1, . . . , fn ∈L (E,K) n formes linéaires surE. Montrer que

la famille f =
(

f1, . . . , fn

)
est une base deL (E,K) si et seulement si l’applicationθ :

{
E −→ Kn

x 7−→
(

f1 (x) , . . . , fn (x)
)

est un isomorphisme.

Solution :
⇒ Supposons quef est libre. Soitx ∈ Kerθ. Alors f1 (x) = . . . = fn (x) = 0. Par l’absurde, supposons quex 6= 0.

Considérons un supplémentaireH àVect(x) dansE et considérons la forme linéaireϕ donnée parϕ|H = 0 etϕ (x) = 1.
Commef est une base deL (E,K), il existeα1, . . . ,αn ∈K tels queϕ=∑n

i=1
αi fi . Mais alorsϕ (x) =

∑n
i=1

αi fi (x) et
on aboutit à une absurdité. Doncx = 0 et Kerθ= {0}. Doncθ est injective. CommedimL (E,K) = dimKn = n, θ est
un isomorphisme.

⇐ Prouvons la réciproque par contraposée. Supposons quef est liée et montrons queθ n’est pas injective. Un des
vecteurs def peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres. Supposons, quitte à renuméroter les vecteurs de
f , que ce soit le dernier. Alors il existeλ1, . . . ,λn−1 ∈R tel quefn =∑n−1

k=1
λi fi . Si x ∈E alors

θ (x) =
(

f1 (x) , . . . , fn−1 (x) ,
n−1∑

k=1

λi fi (x)

)
∈Vect (ε1, . . . ,εn−1)

où

∀i ∈ �1,n−1� , εi =


0, . . . ,0, 1︸︷︷︸

i-ème place

,0, . . . ,λi


 .

On montre sans difficulté que la famille(ε1, . . . ,εn−1) est libre doncdimVect (ε1, . . . ,εn−1) = n−1. Alors dimImθÉ
n−1 etθ n’est pas surjective donc n’est pas un isomorphisme.

24.7.11 Récurrences linéaires

Exercice 24.99

Programmer la suite définie paru0 = 1, u1 =
1−

p
5

2
et∀n ∈N,un+2 = un+1 +un .

1. Que valentu20, u50, u100 ?

2. Trouvez-vous les mêmes résultats que votre voisin ?

3. Démontrer que∀n ∈N,un = un
1 .

4. Les résultats sont ils en accord avec ceux des questions précédentes ? Pourquoi ?

Solution :

1. On trouve par exemple comme valeurs approchéesu20 =−10−7, u50 =−4×10−7 et u100 =−11892.

2. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n’y a pas deraison de trouver la même chose pouru100, sauf à
travailler avec le même logiciel sur le même type de matériel.

3. Les deux suites(un ) et (un
1 ) vérifient la même relation de récurrence d’ordre2 et coïncident sur les deux premiers

termes. Elles sont donc égales.

4. On au100 = 10−27 environ, à comparer avec−11892 trouvé précédemment. Nous sommes ici en présence d’un
cas où les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquent àcoup sûr ce phénomène.
Les suites solutions deun+2 = un+1 +un sont de la formear n

1 +br n
2 , oùa et b sont déterminés par les conditions

initialesu0 etu1. Une petite erreur suru0 etu1 entraîne une petite erreur sura etb. Mais cette erreur surb fait que
b se retrouve non nul, ici en l’occurrence strictement négatif, au lieu d’être nul, et de ce fait, la suite programmée
tend vers−∞. De fait dès que l’on trouve deux termes consécutifs de la suite qui sont de même signe, la suite va
tendre vers−∞ (ou+∞)
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24.7.12 L’espace vectoriel des polynômes

Exercice 24.100 ♥
Soient

P1 = 2X2 −X−1, P2 = X2 +2X, P3 = X2 −1

Montrer que la familleP = (P1,P2,P3) est une base deR2 [X].

Solution : Soientα1,α2,α3 ∈ R tels queα1P1 +α2P2 +α3P3 = 0 alors avecX = 1, on obtient que2α2 = 0, c’est-à-dire
α2 = 0. On a doncα1P1 +α3P3 = 0. Mais ces deux polynômes ne sont pas proportionnels doncα1 = α3 = 0. La famille
P est donc libre. CommeCard(P) = 3 = dimR2 [X], c’est une base deR2 [X].

Exercice 24.101 ♥♥

1. Pour toutk ∈ �0,n�, on posePk = (X+1)k+1 −Xk+1. Montrer que la familleP = (P0, . . . ,Pn) est une base de
Rn [X].

2. En étudiant la preuve de la question précédente, déterminer une condition suffisante pour qu’une famille(Q0, . . . ,Qn )

de polynômes deRn [X] forme une base deRn [X].

3. En utilisant ce critère, montrer que la familleR = (R0, . . . ,Rn ) où, pour toutk ∈ �0,n�, Rk = (X−a)k + (X+a)k ,
a ∈R forme une base deRn [X].

Solution :

1. En utilisant la formule du binôme, on calcule facilement que, pour toutk ∈ �0,n�, Pk = ∑k
i=0

(k+1
i

)
Xi . On a en

particulierdegPk = k et on reconnaît une famille deRn [X] étagée en degré. Donc elle est libre et comme son
cardinal est égal à la dimension deRn [X], elle forme une base deRn [X].

2. L’argument clé dans la démonstration précédente est que :∀k ∈ �0,n� , degPk = k. Une famille den + 1

polynômes deRn [X] vérifiant cette propriété forme toujours une base deRn [X].

3. Il est clair que pour toutk ∈ �0,n�, degRk = k. La familleR forme donc une base deRn [X].

Exercice 24.102 ♥♥
Pour toutk ∈ �0,n� et a ∈ C∗, on posePk = Xk (a −X)n−k . Montrer que la familleP = (P0, . . . ,Pn) est une base de
Cn [X].

Solution :

1. Soientα, . . . ,αn ∈C tels que
∑n

k=0
αk Xk (a −X)n−k = 0.

Ï En remplaçantX par0 dans cette égalité, on trouve :α0 = 0 et celle-ci devient :
∑n

i=k
αk Xk (a −X)n−k = 0.

Ï Le terme de gauche de cette dernière égalité est un polynôme divisible parX.
On a alors :

∑n
k=1

αk Xk−1 (a −X)n−k = 0. On recommence comme en1., on montre queα1 = 0.
Ï On répèten−2 fois ces opérations et on montre queα2 = . . . =αn = 0.
On a ainsi montré queP est libre. Comme cette famille est de cardinal égal à la dimension deCn [X], on en déduit
que c’est une base deCn [X].

2. À partir dePk (X) = Xk−1 (a −X)n−k , on définitP̃k (X) = XnPk ( 1
X

) = (aX−1)n−k . Les (P̃k (X))0ÉkÉn forment une
famille échelonnée en degrés, donc une base deCn [X].

3. C’est du cours : Proposition??p. ??.

Exercice 24.103 ♥♥
On poseP0 = 1 et pour toutk ∈ �1,n�, on pose

Pk = X (X−1) . . . (X−k +1)

k!
.

1. Montrer queP = (P0, . . . ,Pn) est une base deRn [X].

2. Montrer que :∀l ∈Z, ∀k ∈ ]0,n[ , Pk (l) ∈Z.

3. Déterminer l’ensemble des polynômesP deRn [X] vérifiant :∀i ∈Z, P (i )∈Z.

Solution :

1. Pour toutk ∈ �0,n�, degPk = k. On reconnaît une famille étagée en degré, on en déduit queP est une base de
Rn [X].
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2. Si k = 1, le résultat est évident. Supposonsk > 1. Si l Ê k alors : Pk (l) =
l (l −1) . . . (l −k +1)

k!
=

(
l

k

)
. Si l ∈

�0,k −1� on aPk (l) = 0 et enfin sil < 0, on a :

Pk (l) = −|l | (−|l |−1) . . . (−|l |−k +1)

k!

= (−1)k |l | (|l |+1) . . . (|l |+k −1)

k!

= (−1)k

(
|l | +k −1

k

)

Dans chacun des trois cas,Pk (l) ∈Z.

3. Soit P ∈ Rn [X] vérifiant : ∀i ∈ Z, P (i ) ∈ Z. Dans la baseP, P s’écrit : P = ∑n
k=0

ak Pk avecak ∈ R. Mais,
P (0) = a0 donca0 ∈Z. De mêmeP (1) = a0 + a1 donca1 ∈Z. Supposons quea0, a1, . . . , ak ∈Z pourk ∈ �1,n−1�
et montrons qu’il en est de même deak+1. On a :

P (k +1) = P0 (k +1)+a1P1 (k +1)+ . . .+ak Pk (k +1)+ak+1Pk+1 (k +1)

= P0 (k +1)+a1P1 (k +1)+ . . .+ak Pk (k +1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+ak+1

et commeP (k +1) ∈ Z, il en est de même deak+1. On montre ainsi que tous les coefficients deP sont entiers.
Réciproquement, un polynôme dont les coordonnées dans la baseP sont entières est à valeurs entières sur les
entiers. En résumé, l’ensemble recherché estZn [X] .

Exercice 24.104 ♥♥
Considérons leC−espace vectorielE =C5 [X] et A =X2 +1.

1. Montrer que
F = {P ∈C5 [X] | A | P}

est un sous-espace vectoriel deC5 [X]

2. Déterminer une base et la dimension deF.

3. Déterminer un supplémentaire deF dansE.

Solution :

1. On vérifie facilement que :F =
{(

aX3 +bX2 +cX+d
) (

X2 +1
)
| (a,b,c,d) ∈C4

}
= Vect (P1,P2,P3,P4) avecP1 =

X3
(
X2 +1

)
, P2 = X2

(
X2 +1

)
, P1 = X

(
X2 +1

)
et P1 =

(
X2 +1

)
. F est donc un sous-espace vectoriel deE.

2. La familleP = (P1,P2,P3,P4) est génératrice deF. De plus si(a,b,c,d) ∈C4 est tel queaP1+bP2+cP3+dP4 = 0

alorsaX3 +bX2 + cX+d = 0 et a = b = c = d = 0. Cette famille est donc libre et elle forme une base deF. On en
déduit quedimF = 4.

3. PosonsG = Vect (1,X). Il est clair queF∩G = {0} et par application de la formule de Grassmann,dim(F+G) =
6= dimE. On en déduit queF+G = E et donc queF et G sont supplémentaires dansE.

Exercice 24.105 ♥
Soit P un polynôme deR[X], de degré inférieur ou égal àn.
Démontrer que

n∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1.

Solution : Il suffit de le vérifier pour une famille génératrice deRn[X] : Xm . En posantδi , j = 1 si i = j etδi , j = 0 sinon,
le membre de gauche égale

n∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

δk ,m

(k +1)!
xk+1

= xm+1

m +1

=
∫x

0
P(t)dt
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D’autre part le membre de droite égale

n∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1 =

n∑

k=0

(−1)k m(m −1) . . . (m −k +1)xn−k

(k +1)!
xk+1

= xm+1
n∑

k=0

(−1)k m!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1
m∑

k=0

(−1)k m!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1

m +1

m∑

k=0

(−1)k (m +1)!

(m −k)!(k +1)!

= xm+1

m +1

m∑

k=0

(−1)k

(
m +1

k +1

)

=
xm+1

m +1

m+1∑

k=1

(−1)k−1

(
m +1

k

)

=
xm+1

m +1




1−
m+1∑

k=0

(−1)k

(
m +1

k

)

︸ ︷︷ ︸
=0




=
xm+1

m +1

On a bien l’égalité demandée. De plus on a

∀P ∈R[X],
∞∑

k=0

P(k)(0)

(k +1)!
xk+1 =

∞∑

k=0

(−1)k P(k)(x)

(k +1)!
xk+1 =

∫x

0
P(t)dt .

Exercice 24.106
Soit n ∈N∗, E =Rn[X], Em(X) =

(n
m

)
Xm (1−X)n−m .

Exprimer la base(1,X, . . . ,Xn ) dans la base(E0,E1, . . . ,En).

Solution : On considèreϕ :

{
E −→ E

Xm 7−→ E∗
m

avecE∗
m = Xm(1− X)n−m = (1− X)n

(
X

1−X

)m

. Doncϕ(P) = (1−

X)nP

(
X

1−X

)
= Q(X).

En posantY = X

1−X
, on aX = Y

1+Y
et donc1−X = 1

1+Y
.

CommeP

(
X

1−X

)
= 1

(1−X)n
Q(X) on aP(Y) = (1+Y)n Q

(
Y

1+Y

)
.

Les
(
E∗

m

)
0ÉmÉn forment une famille deE échelonnée en valuations. C’est donc une base deE. ϕ est une bijection, de

bijection réciproqueψQ 7−→ (1+X)nQ

(
X

1+X

)
.

On peut le vérifier directement :ψ
(
E∗

m

)
= (1+X)n

(
X

1+X

)m (
1− X

1+X

)n−m

= Xm(1+X)n−m

(
1

1+X

)n−m

= Xm .

Maintenantψ(Xk ) = (1+X)n Xk

(1+X)k
= Xk (1+X)n−k = Xk

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm =

n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
Xp =

n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
ψ

(
E∗

p

)
.

Donc puisqueψ est bijective,Xk =
n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
E∗

p =
n∑

p=k

(n−k
p−k

)
(n

p

) Ep =
n∑

p=k

(p
k

)
(n

k

)Ep .

On peut le vérifier directement :
n∑

p=k

(n−k
p−k

)
(n

p

) Ep =
n∑

p=k

(
n−k

p −k

)
Xp (1−X)n−p =

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm+k (1−X)n−m−k = Xk

n−k∑
m=0

(
n−k

m

)
Xm(1−X)n−k−m = Xk .

24.7.13 Endomorphismes opérant sur les polynômes
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Exercice 24.107 ♥♥
Soit l’application

ϕ :

{
R [X] −→ R [X]

P 7−→ P−XP′

Montrer queϕ est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image.

Solution : On montre facilement queϕ est linéaire. Soit un polynômeP ∈ Kerϕ. Si P 6= 0, on peut écrireP = anXn +
an−1Xn−1 + ·· · + a0 avecan 6= 0. Alors P = XP′ d’où anXn + ·· · = nanXn + . . . . En identifiant les termes de plus haut
degré, on trouve quean(1−n) = 0. Donc, puisquean 6= 0, n = 1. Mais sin = 1, P = aX+b et alorsP = XP′ =⇒ b = 0.
DoncP = aX. Réciproquement, siP = aX, (a ∈R), on a bienP = XP′. En conclusion,Kerϕ= Vect(X) .

DéterminonsImϕ. Soit Q = ∑n
k=0

bk Xk ∈ Imϕ. Alors il existeP ∈ R[X] tel queP −XP′ = Q. En examinant les degrés,
il faut quedegP = n. PosonsP = ∑n

k=0
ak Xk . On doit donc avoir∀k ∈ [0,n], (1−k)ak = bk . Une condition nécessaire

pour queQ ∈ Imϕ est donc queb1 = 0. Réciproquement, sib1 = 0, en posantak = bk

1−k
pourk 6= 1 et a1 = 0, on a bien

ϕ(P) = Q. En conclusion,Imϕ= {bnXn +·· ·+b0;b1 = 0} .

Exercice 24.108 ♥♥
Soit A =X3 +X2 +X+1 et E =Rn [X]. Considérons l’application

r :

{
E −→ E

P 7−→ r (P)

où r (P) désigne le reste de la division euclidienne deP parA.

1. Montrer quer est bien définie et quer ∈L (E)..

2. Prouver quer 2 = r . Qu’en déduisez vous ?

3. Déterminer l’image et le noyau der .

Solution :

1. SoitP ∈ E. Par application du théorème de la division euclidienne, ilexiste un unique couple(Q,R) ∈ (R [X])2 tel
queP = AQ+R et degR < 3. On a doncr (P) = R et r est bien définie. Si on considère un autre polynômeP̃ ∈ E, il
existe un couple

(
Q̃, R̃

)
∈ (R [X])2 tel queP̃ = AQ̃+ R̃ et degR̃< 3. De plus, pour toutα, α̃ ∈R :

αP+ α̃P̃ = A
(
αQ+ α̃Q̃

)
+

(
αR+ α̃R̃

)

etdeg
(
αR+ α̃R̃

)
< 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on peut

affirmer que le reste de la division euclidienne deαP+ α̃P̃ par A estαR+ α̃R̃. On prouve ainsi quer
(
αP+ α̃P̃

)
=

αr (P)+ α̃r
(
P̃
)

et doncr ∈L (E).

2. Avec les notations de la question précédente,r (P) = R avecdegR < 3. DoncR = 0A+R et par unicité du couple
quotient-reste dans la division euclidienne,r (R) = R. On prouve ainsi quer 2 = r . r est donc un projecteur.

3. Il est clair que le noyau der est l’ensemble des polynômes deRn [X] qui sont divisibles parA. Il est aussi clair
queImr ⊂R2 [X]. Mais siP ∈R2 [X] alorsr (P) = P donc on a aussi :R2 [X] ⊂ Imr et doncImr =R2 [X].

Exercice 24.109 ♥♥♥

1. Soientn ∈N∗ et

∆ :

{
Cn+1 [X] −→ Cn [X]

P 7−→ P (X+1)−P (X)

(a) Montrer que∆ est bien définie puis que c’est une application linéaire.

(b) Déterminer le noyau de∆.

(c) En déduire que∆ est surjective.

2. On considère maintenantE =C [X] et

∆ :

{
E −→ E

P 7−→ P (X+1)−P (X)

(a) Montrer que∆ est un endomorphisme deE.

(b) DéterminerIm∆.
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(c) SoientP ∈C [X] et n ∈N. Montrer que :

∆n (P) = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
P (X+k)

(d) En déduire que sidegP < n alors on a :
∑n

k=0
(−1)k

(n
k

)
P (k) = 0.

Solution :

1. (a) SoitP = an+1Xn+1 + . . .+a0 ∈Cn+1 [X]. Montrons que∆(P) ∈Cn [X]. On a :

∆(P) =
(
an+1 (X+1)n+1 +an (X+1)n + . . .+a1 (X+1)+a0

)
−

(
an+1Xn+1 +anXn + . . .+a1X+a0

)

=


an+1Xn+1 + . . .︸︷︷︸

termes de degréÉ n


−


an+1Xn+1 + . . .︸︷︷︸

termes de degréÉ n




doncdeg∆(P) É n et∆(P) ∈Cn [X]. Par ailleurs, siP,Q ∈Cn+1 [X] et siα,β ∈C alors :

∆
(
αP+βQ

)
=

(
αP+βQ

)
(X+1)−

(
αP+βQ

)
(X)

= α(P (X+1)−P (X))+β (Q (X+1)−Q (X))

= α∆(P)+β∆(Q)

donc∆ est linéaire.

(b) Soit m Ê 1 et soitP = amXm + . . .+ a0 un polynôme de degrém ∈ Cn+1 [X] avecm É n +1. On a donc :
am 6= 0. Supposons queP ∈Ker∆. Alors P vérifie P (X+1) = P (X) ce qui amène :

am (X+1)m + . . .+a0 = amXm + . . .+a0.

Le coefficient du terme de degrém − 1 de P (X+1) est mam + am−1 et celui deP est am−1. Les deux
polynômes étant égaux, il en est de même de leurs coefficients, ce qui amènem = 0 car am 6= 0. On en
déduit queP est un polynôme constant. Réciproquement, on vérifie que tout polynôme constant est élément
du noyau de∆ et donc Ker∆=R0 [X] .

(c) D’après la formule du rang,dim Im∆= n+1 et commedimCn [X]= n+1, il vient Im∆=Cn [X]. ∆ est donc
surjective.

2. (a) On montre de la même façon que précédemment que∆ est un endomorphisme.

(b) Montrons que∆ est surjective. SoitP ∈C [X] et n = degP. Par application de la partie précédente,∆|Cn+1[X] :

Cn+1 [X] →Cn [X] est surjective. CommeP ∈Cn [X] il existeQ ∈Cn+1 [X] tel que∆(Q) = P. On en déduit que
∆ est surjective et queIm∆=C [X] .

(c) Introduisons l’applicationδ :

{
E −→ E

P 7−→ P (X+1)
. On vérifie facilement queδ est un endomorphisme de

E et que∆ = δ− id. De plus, pour toutk ∈ N∗, δk (P (X)) = P (X+k). Comme les endomorphismesδ et id

commutent, la formule du binôme donne, pour toutn ∈N∗ :

∆n = (δ− id)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−k δk = (−1)n

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k δk

donc pour toutP ∈E :

∆n (P) = (−1)n
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k P (X+k) .

3. Remarquons que pour tout polynôme non constant deC [X], deg∆(P) = deg∆(P)−1. On en déduit que sidegP < n

alors∆n (P) = 0 et en utilisant la relation établie dans la question précédente, on obtient :
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
P (k) = 0

Exercice 24.110 ♥
Déterminer dansR[X] les polynômesP satisfaisant à n(n−1)P− (X2 −1)P" = 0. (n Ê 2).

1. Montrer queP est nécessairement nul ou de degrén.

2. Démontrer que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension1.
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3. Démontrer queP est un polynôme de même parité quen. En déduire la nullité de certains coefficients deP.

4. Établir une relation de récurrence entre les coefficientsdeP, déterminerP et montrer que :

1+
∑

2É2qÉn

(−1)q

( n
2q

)(n−1
q

)

(2n−2
2q

) = 0.

Solution :

1. Supposons queP est une solution non nulle et soitλXk son terme dominant. Comme les termes dominants de
n(n−1)P et de(X2−1)P" sont égaux, on en déduit queλn(n−1) =λk(k−1) d’où n2−n = k2−k soit (n−k)(n+
k −1) = 0 d’où n = k ce qu’il fallait vérifier.

2. L’ensemble des solutions est le noyau de l’endomorphismeϕ deRn[X] défini par :
ϕ(P)= n(n−1)P−(X2−1)P". D’après la question précédente, pour0 É k É n−1, deg(ϕ(Xk ))= k. Donc la famille
(ϕ(Xk))0ÉkÉn−1 est une famille échelonnée en degrés. Elle engendre donc un un espace vectoriel de dimension
n−1. Donc la dimension de l’image deϕ est supérieure ou égale àn−1. De plus sidegP = n, alorsdeg(ϕ(P))É
n−1. DoncIm(ϕ)=Rn−1[X] et la dimension du noyau deϕ est donc égale à1.

3. Il est clair que siP est solution non nulle, alorsQ = P(−X) est aussi solution, de même degrén. Q− (−1)nP

appartient donc aussi àKerϕ. Comme son degré est< n, c’est le polynôme nul. Ce qu’il fallait vérifier.

On en déduit qu’en posantP =
n∑

k=0

ak Xk on aan−(2q+1) = 0.

4. En posantP =
n∑

k=0

ak Xk on aP′′ =
n∑

k=0

k(k −1)ak Xk−2 =
n−2∑

k=0

(k +2)(k +1)ak+2Xk et XP′′ =
n∑

k=0

k(k −1)ak Xk . Pour

k = 0, . . . ,n−2, le coefficient de degrék du polynômen(n−1)P− (X2 −1)P" est nul,

doncn(n−1)ak−k(k−1)ak+(k+2)(k+1)ak+2 = 0, doncak = (k +2)(k +1)

k(k −1)−n(n−1)
ak+2 =− (k +2)(k +1)

(n−k)(n−k +1)
ak+2.

En posantk = n−2q, an−2q =− (n−2q +2)(n−2q +1)

(2q)(2n−2q −1)
an−2(q−1),

d’où

an−2q = (−1)q (n−2q +2)(n−2q +1)

(2q)(2n−2q −1)︸ ︷︷ ︸
q

× (n−2q +4)(n−2q +3)

(2q −2)(2n−2q +1)︸ ︷︷ ︸
q−1

× . . .× n(n−1)

2(2n−3)︸ ︷︷ ︸
q=1

an .

Et donc

an−2q = (−1)q an
n!

(n−2q)!×2× . . .×2q × (2n−2q −1)× . . .× (2n−3)
.

Soit an−2q = (−1)q an
n!

(n−2q)!2q q !× (2n−2q −1)× . . .× (2n−3)
. On écrit au numérateur lesq facteurs pairs

qui manquent pour avoir le produit de2n−2q −1 à 2n−2 au dénominateur :

an−2q = (−1)q an

(
n

2q

)
(2q)!× (2n−2q)× (2n−2q +2) . . .× (2n−4)× (2n−2)

2q q !× (2n−2q −1)× (2n−2q)× . . .× (2n−3)× (2n−2)
.

Comme(2n−2q −1)× (2n−2q)× . . .× (2n−3)× (2n−2) = (2n−2)!

(2n−2q −2)!
,

an−2q = (−1)q an

(
n

2q

)
(2q)!2q (n−q)(n−q +1)× . . .× (n−1)(2n−2q −2)!

2q q !(2n−2)!

= (−1)q an

(
n

2q

)
(n−1)!

q !(n−q −1)!

(2q)!(2n−2q −2)!

(2n−2)!
= (−1)q an

( n
2q

)(n−1
q

)

(2n−2
2q

) .

La dernière égalité traduit le fait queP(1) = 0 pour une solutionP non nulle.
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Chapitre 25
Calcul matriciel

Pour bien aborder ce chapitre

Tout est dit dans le théorème 24.21 page 908 du chapitre 24...si on se fixe une basee =
(
e1, . . . ,ep

)
de E et une base

f =
(

f1, . . . , fq

)
deF alors une application linéaireu ∈ L(E,F) est entièrement déterminée par les composantes des vecteurs

u (ei ) dans la basef . Cespq scalaires définissent complètementu. Il est tentant de les représenter dans un tableau. Si on
note, pour toutj ∈

�
1, p

�
, u

(
e j

)
=∑q

i=1
ai j f j alors on peut écrire :

u (e1)
��

u
(

ej

)

��
u
(

ep

)

��

a11 a1 j a1p f1oo
























































ai1 ai j aip

























































fioo

aq1 aq j aqp fqoo

Ce tableau est la matrice deu dans les basese deE et f deG. Se posent alors des questions naturelles :

1 Si on effectue cette manipulation pour deux applications linéairesu etv , comment se calcule la matrice correspon-
dante àαu+βv ? On verra qu’on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire.
Avec ces deux lois, l’ensemble des matrices (de même taille)possède une structure deK-espace vectoriel.

2 Si u et v sont deux endomorphismes deE, quel est le lien entre la matrice deu ◦ v et celles deu et v ? Pour
l’expliciter, on définira le produit entre les matrices.

3 Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement à partir de sa matrice dans des bases données ? La
réponse est oui et l’outil est le pivot de Gauss.

4 Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible à partir de sa matrice dans des
bases données ? La réponse est là aussi oui et l’outil consistera en le déterminant.

5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t’il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse ? Cet
outil existe et il est donné par la comatrice.

6 Si on prend d’autres basese ′ et f ′ deE et F, peut-on calculer la matrice deu dans ces nouvelles bases en fonction
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encorepositive et on mettra en place des formules de
changement de bases.

7 Enfin, pour un endomorphismeu ∈ L(E), existe-il une base deE dans laquelle la matrice deu prend une forme
simple et facile à manipuler? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes.

Au niveau historique, on peut indiquer qu’au3e siècle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systèmes linéaires
ayant jusqu’à6 inconnues. Il représentait ces systèmes grâce à des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre. Au17e siècle, toujours pour résoudre des systèmes linéaires, Leibniz in-
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte
maintenant son nom. Il faut attendre le19e siècle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en dimension3 et indique que la formule se généralise dans
les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ».
Dans tout ce chapitre,m,n, p, q,r sont des entiers positifs,K désigne le corpsR des réels ou le corpsC des complexes.E
et F sont desK-espaces vectoriels.
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25.1 Matrice à coefficients dansK

25.1.1 Définitions

DÉFINITION 25.1 ♥ Matrice
SoitK un corps etq, p ∈N∗. On appellematrice àq lignes etp colonnes à coefficients dansK toute application :

A :

{ �
1, q

�
×

�
1, p

�
−→ K(

i , j
)

7−→ ai , j

que l’on note :

colonne j

a11 a1p



















aij



















ligne i

aq1 aqp

– Le coefficient deA qui se trouve à l’intersection de lai -ème ligne et de laj -ème colonne est notéai , j ou [A]i , j :

1 i représente l’indice de ligne.

2 j représente l’indice de colonne.

– On dit aussi queA est une matriceq ×p ou une matrice
(
q, p

)
à coefficients dansK.

– On noteMq,p (K) l’ensemble des matrices àq lignes etp colonnes à coefficients dansK.

✎ Notation 25.1 On notera aussi[A]i j le coefficientai j deA.

DÉFINITION 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice
Pour toute matriceA ∈Mq,p (K) :

A =




a1,1 . . . a1,p

... . . .
...

aq,1 . . . aq,p




on appelle, pour
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
:

– i -èmevecteur lignedeA le p−upletLi =
(
ai ,1, . . . , ai ,p

)
∈Kp .

– j -èmevecteur colonnedeA le q−upletC j

(
a1, j , . . . , aq, j

)
∈Kq .

DÉFINITION 25.3 Matrice ligne, matrice colonne

– Unematrice colonneest une matrice qui ne possède qu’une seule colonne.
– Unematrice ligneest une matrice qui ne possède qu’une seule ligne.

DÉFINITION 25.4 ♥ Matrice nulle
On dit queA ∈Mq,p (K) est la matrice nulle deMq,p (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note :

0Mq,p (K) ou 0 lorsqu’aucune confusion n’est à craindre.

DÉFINITION 25.5 ♥ Matrice carrée
Une matrice possédant autant de lignes que de colonnes est ditecarrée. On noteMn (K) l’ensemble des matrices carrées
à n lignes etn colonnes.

DÉFINITION 25.6 ♥ Matrice identité
On appellematrice identitéet on noteIn la matrice deMn (K) donnée par :

In =




1 0 . . . 0

0 1
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 1



∈Mn(K)
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Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situés sur la diagonale et qui valent1.

Exemple 25.2I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0

0 1

)
, I3 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


.

25.1.2 L’espace vectorielMq,p (K)

On munitMq,p (K) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet
(
Mq,p (K) ,+, .

)
est alors unK-espace

vectoriel de dimensionpq.

PROPOSITION25.1 ♥ Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire

– SoientA =
(
ai , j

)
,B=

(
bi , j

)
∈Mq,p (K). On définitA+B comme étant la matriceC =

(
ci , j

)
∈Mq,p (K) donnée par :

∀
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
, ci , j = ai , j +bi , j .

– SoitA =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K) etλ ∈K. On définitλ ·A comme étant la matriceD=

(
di , j

)
∈Mq,p (K) donnée par :

∀
(
i , j

)
∈

�
1, q

�
×

�
1, p

�
, di , j =λai , j

Muni de ces deux lois
(
Mq,p (K) ,+, ·

)
est unK−espace vectoriel.

Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents axiomes définissant un espace vectoriel.

Exemple 25.3 (
1 −1 0

−2 1 −3

)
−2

(
0 2 1

−1 0 1

)
=

(
1 −5 −2

0 1 −5

)

DÉFINITION 25.7 ♥ Matrices élémentaires
Pour touti ∈

�
1, q

�
et j ∈

�
1, p

�
on définit lamatrice élémentaireEi , j ∈Mq,p (K) par :

colonnej

��

0 0

Ei j =

























































1

























































ligne ioo

0 0

Tous les coefficients de la matrice élémentaireEi , j sont nuls sauf celui à l’intersection de laièmeligne et de laj ème

colonne qui vaut1.

Exemple 25.4Les matrices élémentaires deM2,3 (K) sont

E1,1 =
(
1 0 0

0 0 0

)
,E1,2 =

(
0 1 0

0 0 0

)
,E1,3 =

(
0 0 1

0 0 0

)
,E2,1 =

(
0 0 0

1 0 0

)
,E2,2 =

(
0 0 0

0 1 0

)
,E2,3 =

(
0 0 0

0 0 1

)
.

À titre d’exercice, et pour préparer le théorème suivant, montrer que cette famille de6 matrices constitue une base de
M2,3 (K).

THÉORÈME 25.2 ♥ Base canonique deMq,p (K)

La famille formée par les matrices élémentaires
(
Ei , j

)
(i , j )∈�1,q�×�1,p� est une base deMq,p (K) appeléebase canonique

deMq,p (K). On en déduit que :

dimMq,p (K) = qp

Démonstration
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• Prouvons que cette famille est libre. Soient
(
αi , j

)
i∈�1,q�, j∈�1,p� une famille de scalaires deK tels que :

∑q

i=1

∑p

j=1
αi , j Ei , j = 0.

Alors on a l’égalité : 


α1,1 . . . α1,p
...

...
...

αq,1 . . . αq,p


= 0.

Par identification des coefficients de ces deux matrices, on a: ∀i ∈
�

1, q
�

, ∀ j ∈
�

1, p
�

, αi , j = 0 ce qui prouve la liberté de la

famille
(
Ei , j

)
.

• Montrons que cette famille est génératrice deMq,p (K). Soit A =
(
ai , j

)
i∈�1,q�, j∈�1,p� ∈ Mq,p (K). On a clairement :A =

∑q

i=1

∑p

j=1
ai , j Ei , j . Ce qui prouve que la famille

(
Ei , j

)
est génératrice deMq,p (K).

25.1.3 Produit matriciel

On définit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le théorème 25.10 page 957 explicite le sens de
ce produit, il correspond en fait à la composition des applications linéaires.

DÉFINITION 25.8 ♥ Produit matriciel
Soit A ∈Mr,q (K) et B ∈Mq,p (K). On définitAB comme la matriceC deMr,p (K) définie par :

∀i ∈ �1,r � ∀ j ∈
�

1, p
�

ci , j = [AB]i , j =
q∑

k=1

ai ,k bk , j

a11

ai1

ar1

a1k

aik

ark

a1q

aiq

arq

b11

bk1

bq1

b1j

bkj

bqj

b1p

bkp

bqp

c11

ci1

cr1

c1j

cij

crj

c1p

cip

crp

k

ligne i

colonne j

Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit deA ∈Mr,q (K) et B ∈Mq ′ ,p (K) que siq = q ′ !

Exemple 25.6 Si A =




1 −1

0 2

1 −3


 et B =

(
−1 1 0

0 2 1

)
alorsAB =



−1 −1 −1

0 4 2

−1 −5 −3


 et BA =

(
−1 3

1 1

)
. Remarquons qu’en

général, le produitAB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour le produit BA.

Il est souvent utile dans les exercices de savoir multiplierles matrices élémentaires. Pour ce faire introduisons le symbole
de Kronecker.
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DÉFINITION 25.9 ♥ Symbole de Kronecker
Pour touti , j ∈N, on définit lesymbole de Kroneckerδi , j par :

δi , j =
{

1 si i = j

0 sinon

THÉORÈME 25.3 ♥♥♥ Produit de matrices élémentaires
Pour deux matrices élémentaires deMn (K), on a la formule importante suivante qui donne leur produit :

Ekl Epq = δl p Ekq

Démonstration Par un calcul direct.

PROPOSITION25.4 Règles de calculs avec les matrices
Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A,B,C et des scalairesα,β :

1 Le produit matriciel est distributif à gauche par rap-
port à l’addition :C

(
αA+βB

)
=αCA+βCB.

2 Le produit matriciel est distributif à droite par rap-
port à l’addition :

(
αA+βB

)
C =αAC+βBC.

3 Le produit matriciel est associatif :(AB)C = A(BC).

4 Le produit matriciel admet la matriceIn comme
élément neutre :AIn = In A = A.

Démonstration Laissée au lecteur.

25.1.4 Transposition

DÉFINITION 25.10 ♥ Transposée d’une matrice
On appelle transposée deA ∈Mq,p (K) la matrice notétA ∈Mp,q (K) dont les colonnes sont formées par les lignes de

A. Autrement dit :
∀i ∈

�
1, p

�
, ∀ j ∈

�
1, q

�
,

[
tA

]
i , j = a j ,i

Remarque 25.1 Transposer revient à échanger les lignes et les colonnes d’une matrice.

Exemple 25.7Si A =




1 −3

2 7

0 −4


 alorstA=

(
1 2 0

−3 7 −4

)
.

PROPOSITION25.5 ♥ La transposition est une symétrie deMp,q (K)

L’application :

Φ :

{
Mq,p (K) −→ Mp,q (K)

A 7−→ t A

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,si A,B ∈Mq,p (K) et siα,β ∈K. Alors :

t
(

tA
)
= A et t

(
αA+βB

)
=αtA+βtB .

Démonstration : La linéarité ainsi que la relationt
(

tA
)
= A sont faciles à prouver. Pour la bijectivité, on propose deuxméthodes :

– On montre facilement que, siA ∈ KerΦ, on a
(

tA
)
= 0 et doncA= t

(
tA

)
= 0 et KerΦ= {0}, θ est injective. Grâce à la formule du rang,

on en déduit qu’elle est aussi surjective et donc bijective.
– On peut aussi remarquer queΦ◦Φ= id ce qui prouve queΦ est bijective et égale à sa fonction réciproque.

Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L’opération de transposition est une symétrie
par rapport àKerΦ− id =Sn (K) parallèlement àKerΦ+ id =An (K).
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PROPOSITION25.6 ♥ Transposée d’un produit
Pour toutA ∈Mr,q (K) et B ∈Mq,p (K) :

t(AB)= tBtA

Démonstration On suppose queA =
(
ai ,k

)
∈ Mr,q (K), que B =

(
bk , j

)
∈ Mq,p (K), C = AB =

(
ci , j

)
∈ Mr,p (K) où ci , j =

∑q

k=1
ai ,k bk , j . On note aussi :

• A′ = tA =
(
a′

i ,k

)
∈Mq,r (K) avec pour touti ∈

�
1, q

�
et toutk ∈ �1,r �, a′

i ,k
= ak ,i .

• B′ = tB =
(
b′

k , j

)
∈Mp,q (K) avec pour toutk ∈

�
1, p

�
et tout j ∈

�
1, q

�
, b′

k , j
= b j ,k .

• C′ = tBtA =
(
c′

i , j

)
∈Mp,r (K).

Pour touti ∈
�

1, p
�

et j ∈ �1,r � :

c′i , j =
q∑

k=1

b′
i ,k

a′
k , j

=
q∑

k=1

a j ,k bk ,i = c j ,i

et par conséquent,C′ = tBtA = C = tAB.
Attention 25.8 Attention au retournement dans le produit.

25.1.5 Avec Maple

Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera:
– la première ligne qui sert à charger en mémoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel.
– la commande pour le produit de deux matrices :&∗. Pour l’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la multi-

plication par un scalaire *.
– la commande pour évaluer les matrices : evalm.

MAPLE

> with(linalg): #On charge la librairie de calcul matriciel
> A:=matrix([[1,-1],[0,2],[1,-3]]);

[1 -1]
[ ]

A := [0 2]
[ ]
[1 -3]

> B:=matrix([[2,0],[1,-3],[-1,1]]);
[ 2 0]
[ ]

B := [ 1 -3]
[ ]
[-1 1]

> C:=matrix([[-1,1,0],[0,2,1]]);
[-1 1 0]

C := [ ]
[ 0 2 1]

> evalm(2 * A-B); #on calcule 2A-B
[ 0 -2]
[ ]
[-1 7]
[ ]
[ 3 -7]

> evalm(A& * C); #on calcule AC
[-1 -1 -1]
[ ]
[ 0 4 2]
[ ]
[-1 -5 -3]

> transpose(A); #on transpose A
[ 1 0 1]
[ ]
[-1 2 -3]
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25.2 Matrices d’une famille de vecteurs, d’une applicationlinéaire

25.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement à unebase

DÉFINITION 25.11 ♥ Matrice d’un vecteur relativement à une base
SoientE un K-espace vectoriel de dimension finien et e = (e1, . . . ,en) une base deE. Soit x ∈ E un vecteur qui se

décompose sur la basee en :
x = x1e1 +·· ·+ xn en

On appellematrice dex relativement à la basee et on note Mate (x) la matrice colonne donnée par :

Mate (x) =




x1

...
xn


 ∈Mn,1 (K)

où x =
n∑

i=1

xi ei

Exemple 25.9On considèreR3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soitv = (1,−2,3) ∈R3. Alors Mate (v) =




1

−2

3


.

Remarque 25.3 Mate (x) représente les coordonnées du vecteurx dans la basee. Il y a bien sûr une correspondance
biunivoque entre les vecteurs deE et les matrices colonnes de taillen (qui contiennent les composantes de ces vecteurs
dans une base fixée). De plus, « effectuer des calculs avec cesvecteurs » correspond à « effectuer des calculs avec ces
matrices ». C’est le sens de la proposition suivante.

PROPOSITION25.7 Tout K-espace vectoriel de dimensionn est isomorphe àMn,1 (K)

Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn et soite une base deE. L’applicationθ :

{
E −→ Mn,1 (K)

x 7−→ Mate (x)
qui à un

vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnées dans la baseE est un isomorphisme deK−espaces vectoriels.

Démonstration Si x =∑n
i=1

xi ei et si y = ∑n
i=1

yi ei alors pour toutα,β ∈K, αx +βy = ∑n
i=1

(
αxi +βyi

)
ei donc il est clair que

Mate
(
αx +βy

)
= αMate (x)+βMate

(
y
)

et θ est linéaire. Six ∈ Kerθ alorsθ(x) = 0 et les composantes dex dans la basee valent
toutes0. Doncx = 0 etθ est injective. De plus,dimE = dimMn,1 (K) doncθ est bijective.

DÉFINITION 25.12 ♥ Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionq et e =

(
e1, . . . ,eq

)
une base deE. On considère

(
v1, . . . , vp

)
une famille

dep vecteurs deE qui se décomposent dans la basee sous la forme :

∀ j ∈
�

1, p
�

v j =
q∑

i=1

ai , j ei .

On appellematrice de la famille
(
v1, . . . , vp

)
relativement à la basee et on note Mate

(
v1, . . . , vp

)
la matrice :

v1
��

v j
��

vp
��

a11 a1 j a1p e1oo

Mate(v1, . . . , vp) =

























































ai1 ai j aip

























































eioo

aq1 aq j aqp eqoo

La j -ème colonne de cette matrice est constituée des coordonnées du vecteurv j dans la basee.

Exemple 25.10 On se place à nouveau dansR3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soientv1 = (−1,3,0) , v2 =

(0,−1,5) , v3 = (−3,2,1) , v4 = (1,0,−1) ∈R3 et soitv = (v1, v2, v3, v4) alors Mate (v) =



−1 0 −3 1

3 −1 2 0

0 5 1 −1


.
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25.2.2 Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases

DÉFINITION 25.13 ♥ Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 u ∈L (E,F).

On appellematrice deu relativement aux basesf et e et on note Matf ←e (u) (ou Mate, f (u)) la matriceq ×p donnée
par :

u (e1)
��

u
(

ej

)

��
u
(

ep

)

��

a11 a1 j a1p f1oo

Matf←e (u) =

























































ai1 ai j aip

























































fioo

aq1 aq j aqp fqoo

où
(
a1 j , . . . , aq j

)
sont les composantes du vecteuru

(
e j

)
dans la basef .

Autrement dit : Matf ←e (u) est la matrice de la famille de vecteurs
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
relativement à la basef :

Matf ←e (u) =Matf

(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
.

Remarque 25.4 Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles rendront très simples à retenir les formules de
changement de base.

Exemple 25.11Donnons deux exemples :
– Soit E = R3 muni de sa base canoniquee et F = R2 muni de sa base canoniquef . Soit u :{

E −→ F(
x, y, z

)
7−→

(
x + y − z,2x − y +3z

) alors commeu (e1) = (1,2), u (e2)= (1,−1) etu (e3) = (−1,3), Matf ←e (u) =
(
1 1 −1

2 −1 3

)
.

– SoitE =R3 [X] muni de sa base canoniquee etu :

{
E −→ E

P 7−→ 2P−P′ alorsu (1) = 2, u (X) = 2X−1, u
(
X2

)
= 2X2−2X

et u
(
X3

)
= 2X3 −3X2. Il vient alors Mate (u) =




2 −1 0 0

0 2 −2 0

0 0 2 −3

0 0 0 2


.

DÉFINITION 25.14 ♥ Matrice d’une forme linéaire relativement à une base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et e = (e1, . . . ,en) une base deE. Si ϕ est une forme linéaire surE, on

appellematrice deϕ relativement à la basee la matrice ligne1×n donnée par :

Mate
(
ϕ

)
=

(
ϕ (e1) , . . . ,ϕ (en)

)

PROPOSITION25.8 ♥ Une application linéaire est entièrement déterminée par samatrice dans deux bases
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

l’application :

θ :

{
L (E,F) −→ Mq,p (K)

u 7−→ Matf ←e (u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier,si M ∈ Mq,p (K), il existe une unique application linéaire
u ∈L (E,F) telle queθ−1 (M) = u. On dit queu est l’application linéaire deE dansF représentée parM dans les bases
e deE et f deF.
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Démonstration
• On vérifie tout d’abord queθ est linéaire. Soientα,β ∈ K et soientu, v ∈ L (E,F). On suppose queθ(u) = Matf ←e (u) =

A =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K), queθ(v) = Matf ←e (v) = B =

(
bi , j

)
∈Mq,p (K) et queθ

(
αu +βv

)
= Matf ←e

(
αu +βv

)
= C =

(
ci , j

)
∈

Mq,p (K). Par conséquent :

∀ j ∈
�

1, p
�

, u
(
e j

)
=

q∑

k=1

ak , j fk et v
(
e j

)
=

q∑

k=1

bk , j fk .

Par suite, pour toutj ∈
�

1, p
�

:

(
αu +βv

) (
e j

)
=

q∑

k=1

ck , j fk =αu
(
e j

)
+βv

(
e j

)
=

q∑

k=1

(
αak j +βbk j

)
fk .

Par identification, la famillef formant une base deF, on a :

∀k ∈
�

1, p
�

, ∀ j ∈
�

1, p
�

, ck , j =αak j +βbk j

ce qui prouve que :C =αA+βB et queθ est linéaire.

• θ est injective. En effet, siu ∈ L (E,F) est telle queθ(u) = 0 alors∀ j ∈
�

1, p
�

, u
(
e j

)
= ∑q

k=1
0. fk = 0. u s’annulant sur une

base deE ne peut que s’annuler surE tout entier et doncu = 0. On en déduit queKerθ= {0} et queθ est injective.

• θ est surjective. SoitA =
(
ai , j

)
∈Mq,p (K). Considérons l’application linéaireu ∈ L (E,F) donnée par :∀ j ∈

�
1, p

�
, u

(
e j

)
=

∑q

k=1
ak , j fk (Rappelons qu’une application linéaire est complètement déterminées par les valeurs qu’elle prend sur une base de

l’espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a clairementθ(u) = A ce qui prouve queθ est surjective.

PLAN 25.1 : Autrement dit :

Avec les notations précédentes, se fixant une basee dansE et une basef dansF.
• Toute matrice deMq,p (K) est celle d’une application linéaireu ∈L (E,F) dans les basese et f .
• Réciproquement, à toute application linéaire deL (E,F) correspond une et une seule matrice deMq,p (K) qui

la représente dans les basese et f .

En utilisant ces deux dernières propositions, on obtient :

COROLLAIRE 25.9 ♥
SoientE et F deuxK-espace vectoriel de dimension finie, soiente et f des bases respectives deE et F. Si on note
p = dimE et q = dimF, on a :

dimL (E,F) = dimMq,p (K)= qp

Démonstration : En effet, deuxK-espaces vectoriels isomorphes ont la même dimension.
Le théorème suivant justifie la définition du produit matriciel. Composer des applications linéaires revient à multiplier les
matrices correspondantes.

THÉORÈME 25.10 ♥ Fondamental ! Matrice de la composée de deux applications linéaires
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 G unK-espace vectoriel de dimensionr et g =
(
g1, . . . , gr

)
une base deG.

4 u ∈L (E,F) et v ∈L (F,G).

alors :
Matg←e (v ◦u) =Matg← f (v)×Matf ←e (u)

Démonstration Notons :A =
(
ai ′ , j ′

)
= Matf ←e (u) B =

(
bi ′′ , j ′′

)
= Matg← f (v) et C =

(
ci , j

)
= Matg←e (v ◦u). Soient j ∈

�
1, p

�
eti ∈ �1,r �. On a :(v ◦u)

(
e j

)
= v

(
u

(
e j

))
= v

(∑q

k=1
ak , j fk

)
=

∑q

k=1
ak , j v

(
fk

)
=

∑q

k=1
ak , j

∑r
i=1

bi ,k gi =
∑q

k=1

∑r
i=1

bi ,k ak , j gi =
∑r

i=1

(∑q

k=1
bi ,k ak , j

)
gi

Et par identification :ci , j =
∑q

k=1
b j ,k ak ,i ce qui prouve le résultat.

Enfin, on écrit le calcul de l’image d’un vecteur par une application linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen
des matrices.
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PROPOSITION25.11 ♥ Écriture matricielle de l’image d’un vecteur par une application linéaire
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp et e =
(
e1, . . . ,ep

)
une base deE.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq et f =
(

f1, . . . , fq

)
une base deF.

3 u ∈L (E,F).

alors :
Matf (u (x)) =Matf ←e (u)×Mate (x)

Autrement dit, siY =Matf (u (x)), A =Matf ←e (u) et X =Mate (x), on a : Y = AX .

Démonstration PosonsA =
(
ai , j

)
∈ Mq,p (K), X =

(
x j

)
∈ Mp,1 (K) et Y =

(
yi

)
∈ Mq,1 (K). On a :u (x) = u

(∑p

j=1
x j e j

)
=

∑p

j=1
x j u

(
e j

)
=∑p

j=1
x j

∑q

i=1
ai , j fi =

∑q

i=1

∑p

j=1
ai , j x j fi =

∑q

i=1
yi fi . Par identification, on a bien :

∀i ∈
�

1, q
�

, yi =
p∑

j=1

ai , j x j

ce qui prouve le résultat.

Exemple 25.12
– Soit deux applications linéaires

u :

{
R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x − y, x + y + z)
v :

{
R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x + y, x +2y, x − y)

On notee la base canonique deR3 et f la base canonique deR2.

1. On écrit Matf ←e (u) =
(
1 −1 0

1 1 1

)
et Mate← f (v) =




1 1

1 2

1 −1


.

2. On écrit maintenant Mate←e (v ◦u) et Matf ← f (u ◦ v). On sait que

Mate←e (v ◦u) =Mate← f (v)×Matf ←e (u) =




1 1

1 2

1 −1


×

(
1 −1 0

1 1 1

)
=




2 0 1

3 1 2

0 −2 −1




et que

Matf ← f (u ◦ v) =Matf ←e (u)×Mate← f (v)×=
(
1 −1 0

1 1 1

)
×




1 1

1 2

1 −1


=

(
0 −1

3 2

)
.

3. Donnons l’expression analytique deu ◦ v et v ◦u. On utilise le théorème 25.11.

D’une part




2 0 1

3 1 2

0 −2 −1







x

y

z


=




2x + z

3x + y +2z

−2y − z


 doncu ◦ v

(
x, y, z

)
=

(
2x + z,3x + y +2z,−2y − z

)
.

D’autre part
(
0 −1

3 2

)(
x

y

)
=

(
−y

3x +2y

)
et v ◦u

(
x, y

)
=

(
−y,3x +2y

)
.

–

25.3 Matrices carrées

25.3.1 Définitions

Rappelons qu’une matrice est carrée si et seulement si elle possède autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des
matrices carrées de taillen est notéMn (K).

PROPOSITION25.12 ♥
– (Mn (K) ,+, ·) possède une structure d’espace vectoriel de dimension finien2.
– (Mn (K) ,+,×) possède une structure d’anneau unitaire (non commutatif).

Démonstration Le premier point est un corollaire immédiat des propositions 25.1 et 25.2. On vérifie facilement les axiomes d’un
anneau pour(Mn (K) ,+,×).
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Remarque 25.5 Comme(Mn (K) ,+,×) est un anneau, pour deux matricesA,B ∈Mn (K), on pourra utiliser la formule
du binôme de Newton (voir le théorème 19.17 page 725) dès queA et B commutent, c’est-à-dire dès queAB= BA.

Exemple 25.13 Calculons les puissance deA =




1 −1 1

0 1 −1

0 0 1


. On remarque queA = I3 +B avecB =




0 −1 1

0 0 −1

0 0 0


.

On remarque aussi queB2 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 et queB3 = 0. CommeI3B= BI3 = B, on peut appliquer la formule du binôme et

écrire pourn Ê 2 :

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
In−k

3 Bk = I3 +nB+ n (n−1)

2
B2 =




1 −n n(n+1)
2

0 1 −n

0 0 1


 .

Par un calcul direct, on montre que cette égalité reste correcte sin = 0,1 d’où le résultat.

DÉFINITION 25.15 ♥ Matrice d’un endomorphisme dans une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Soitu ∈L (E) un endomorphisme deE. On appelle
matrice de l’endomorphismeu dans la basee la matrice notée Mate (u) et donnée par :

Mate (u) =Mate←e (u)

Remarquons que Mate (u) est une matrice carrée : Mate (u) ∈Mn (K).

PROPOSITION25.13 ♥ Un endomorphisme est entièrement déterminé par sa matrice dans une base
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Alors, l’application

θ :

{
L (E) −→ Mn (K)

u 7−→ Mate (u)

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels.
En particulier, siM ∈ Mn (K), il existe un unique endomorphismeu ∈ L (E) tel queθ−1 (M) = u. On dit queu est
l’endomorphisme deE représenté parM dans la basee.

Démonstration Le fait queθ est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du théorème 25.8. Par ailleurs, si
u, v ∈L (E) alorsθ(u ◦v) =Mate (u ◦v) =Mate (u)Mate (v) = θ(u)θ(v) ce qui prouve queθ est un morphisme d’anneaux.

PLAN 25.2 : Autrement dit :

Avec les notations de la proposition précédente, se fixant une basee deE :
• A toute matriceA deMn (K) correspond un et un seul endomorphismeu deE dont la matrice dans la basee

estA.
• Réciproquement, à tout endomorphisme deE correspond une et une seule matrice deMn (K) qui le représente

dans la basee.

25.3.2 Éléments inversibles dansMn (K), groupeGLn (K)

DÉFINITION 25.16 ♥ Matrice inversible
On dit qu’une matricecarréeA ∈Mn (K) estinversiblesi et seulement si il existeB ∈Mn (K) tel que :

AB= In et BA = In

Si tel est le casB est unique et est appeléematrice inversede la matriceA ; on la noteA−1. L’ensemble des matrices de
taille n est notéGLn (K).

Démonstration : Soit B et B′ deux matrices deMn (K) telles queAB = BA= In et AB′ = B′A= In . On a donc

B = BIn = B
(
AB′)= (BA) B′ = InB′ = B′.

Exemple 25.14
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La matriceA =
(
1 1

0 1

)
est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B =

(
x y

z t

)
. CommeAB = I2 on a le

système :





x + z = 1

y + t = 0

z = 0

t = 1

qu’on résout et on trouveB=
(
1 −1

0 1

)
. On vérifie queAB= BA = I3 doncB = A−1.

Remarque 25.6 On comprend grâce à cet exemple qu’il va falloir développer des outils plus sophistiqués si on
veut montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et
le déterminant (voir paragraphe 25.6). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grâce à la notion de
comatrice, on pourra calculer l’inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande.

La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilité entre les matrices et les applications linéaires.

PROPOSITION25.14 ♥ Une application linéaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible
Soiente et f des bases respectives desK-espace vectorielsE et F tous deux de dimensionn, u ∈ L (E,F) et A =

Matf ←e (u). Alors A est inversible si et seulement siu est un isomorphisme.

Démonstration
⇒ Supposons queA est inversible. Alors il existeB ∈ Mn (K) tel queAB = BA = In . Soit v élément deL (E,F) tel queB =

Mate← f (v). On a :
Mate←e (IdE) = In = BA=Mate← f (v)Matf ←e (u) =Mate←e (v ◦u) .

Par conséquent :v ◦u = IdF. De même, on a :

Matf ← f (IdF) = In = AB =Matf ←e (u)Mate← f (v) =Matf ← f (u ◦v) .

Par conséquent :u ◦v = IdE. On a ainsi prouvé queu est un isomorphisme deE dansF d’application réciproquev .
⇐ Réciproquement siu est un isomorphisme deE dansF alors notonsv : F → E son application réciproque. PosonsB =

Mate← f (v). On a :

AB =Matf ←e (u)Mate← f (v) =Matf ← f (u ◦v) =Matf ← f (IdF) = In

et
BA= Mate← f (v)Matf ←e (u) =Mate←e (v ◦u) =Mate←e (IdE) = In

et doncA est inversible de matrice inverseB.

PROPOSITION25.15 ♥ Si E est de dimensionn, GLn (K) et GL (E) sont des groupes isomorphes

1 (GLn (K) ,×) est un groupe (en général non abélien).

2 Si E est unK-espace vectoriel de dimensionn et sie est une base deE, l’application

θ :

{
GL (E) −→ GLn (K)

u 7−→ Mate (u)

est un isomorphisme de groupe.

Démonstration
• θ est bien définie car siu est un automorphisme deE alorsMate (u) est inversible.
• θ est un morphisme de groupe : si(u, v) ∈ (GL (E))2, alorsθ(u ◦v) =Mate (u ◦v) =Mate (u)Mate (v) = θ(u)θ(v).
• θ est injective car siθ(u) = In alorsMate (u) = In et doncu = IdE.
• Enfin,θ est surjective car toute matrice deGLn (K) représente un automorphisme deE.

Remarque 25.7 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour démontrer une propriété sur
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique.

Exemple 25.15On reprend la matriceA =
(
1 1

0 1

)
de l’exemple 25.14 p. 959.

A est la matrice, dans la base(1,X), de l’endomorphismeu deK1[X] dans lui-même défini paru(P) = P(X+1).
Il est clair que l’endomorphismev deK1[X] dans lui-même défini parv(P) = P(X−1) "défait ce que faitu" et donc que
u et v sont inverses l’un de l’autre. DoncA est inversible d’après la proposition 25.14 p. 960. De plusA−1 est la matrice

dev dans la base(1,X), à savoir
(
1 −1

0 1

)
.
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THÉORÈME 25.16 ♥♥ Une première caractérisation des matrices inversibles
SoientA,B ∈Mn (K). On suppose que :

H1 A×B= In

alorsA et B sont inversibles et inverses l’une de l’autre :B= A−1 et A =B−1.

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et soitu l’endomorphisme deE représenté parA
dans la basee et v l’endomorphisme deE représenté parB dans la basee. CommeAB = In , on a :In = AB = Mate (u)Mate (v) =
Mate (u ◦v) = Mate (IdE). Par conséquent :u ◦ v = IdE. On en déduit que d’après le théorème 24.30 page 912 queu est inversible
d’inversev et donc queA est inversible d’inverseB.

PROPOSITION25.17 Une seconde caractérisation des matrices inversibles

A ∈GLn (K) ⇐⇒
[
∀X ∈Mn,1 (K) , AX = 0 =⇒ X = 0

]
.

Démonstration SoientE un espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et soitu l’endomorphisme deE représenté parA
dans la basee : A=Mate (u). SoientX ∈Mn,1 (K) et x le vecteur deE tel queMate (x) = X. On a :

AX = 0 ⇐⇒Mate (u)Mate (x) = 0 ⇐⇒Mate (u (x)) = 0.

Si A est inversible alorsu est un isomorphisme. DoncAX = 0 n’est possible que siu (x) = 0 c’est-à-dire six = 0. Par conséquent
X = 0. Réciproquement, siAX = 0 entraîneX = 0, alorsu (x) = 0 entraînex = 0 et doncKer u = {0} par suiteu est injectif. Comme
u est un endomorphisme,u est donc aussi surjectif d’après le corollaire 24.29 page 912 et définit bien un isomorphisme. Par
conséquentA est inversible.

PROPOSITION25.18 ♥♥
Si A,B ∈Mn (K) sont inversibles, il en est de même pourAB et :

(AB)−1 = B−1A−1 .

Démonstration Supposons queA etB soient inversibles. Il existe alorsA′,B′ ∈Mn (K) telles que :AA′ = In etBB′ = In . Montrons
que :B′A′ est la matrice inverse deAB ce qui prouvera le résultat. Il suffit pour ce faire de remarquer que :

ABB′A′ = A BB′
︸︷︷︸
=In

A′ = AA′ = In .

PROPOSITION25.19 ♥
Si A ∈Mn (K), tA est inversible si et seulement siA l’est. De plus, si tel est le cas :

(
tA

)−1 = t
(
A−1

)
.

Démonstration : On a la série d’équivalences :

A ∈ GLn (K)⇐⇒∃B ∈Mn (K) : AB = In ⇐⇒∃B ∈Mn (K) : t(AB) = tIn ⇐⇒∃B ∈Mn (K) : tBtA = In ⇐⇒ tA ∈ GLn (K) .

Exemple 25.16On a vu au chapitre 2 que si−→
u est un vecteur du plan de coordonnées(x, y) dans une base orthonormale

directee =
(−→

ı ,
−→

)
et siRθ est la rotation vectorielle d’angleθ∈R alors les coordonnées deRθ

(−→
u

)
danse sont :

(
x′, y ′)=(

cosθx + sinθy,−sinθx +cosθy
)

. On a donc :

Mate (Rθ) =
(

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)
.

Remarquons queRθ est un automorphisme du plan, de bijection réciproque :R−θ. On a par ailleurs bien :

Mate (Rθ)Mate (R−θ)=
(

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

)(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
= I2.

Remarquons que(Mate (Rθ))−1 = tMate (Rθ). Les matrices inversiblesA dont la matrice inverse est égale à leur trans-
posée :tA sont dites orthogonales.
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BIO 22 Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 à Lyon, mort le 22 janvier 1922 à Paris)

Mathématicien Français. Camille Jordan est issu d’un milieu favorisé. Son père
était polytechnicien et sa mère était la soeur du peintre Pierre Puvis de Cha-
vannes. Il fait des études brillantes et intègre Polytechnique à la première place.
Il devient ingénieur du corps des mines et mène en parallèle des recherches math-
ématiques. En 1876, il succède à Cauchy comme enseignant à l’école Polytech-
nique.
Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (courbes de Jordan), mais
également sur l’étude du groupe des permutations, et les séries de Fourier. Il
est aussi l’auteur d’un procédé de réduction des endomorphismes tellement utile
qu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismes». Réduire un en-
domorphisme consiste à trouver une base dans laquelle sa matrice prend une
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago-
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir l’exercice 25.58).
Ce procédé est en particulier important pour résoudre certaines équations dif-
férentielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour l’excentricité de ses notations.
Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquée par le décèsde trois de ses huit
enfants durant la première guerre mondiale.

25.3.3 Trace d’une matrice

DÉFINITION 25.17 ♥ Trace d’une matrice carrée
Soit A =

(
ai , j

)
∈Mn (K) une matrice carrée. On appelle trace deA et on noteTr (A), le scalaire :

Tr (A) =
n∑

i=1

ai ,i

Remarque 25.8 La trace deA ∈Mn (K) est égale à la somme des éléments diagonaux deA.

PROPOSITION25.20 ♥ Propriétés de la trace

– L’applicationTr :

{
Mn (K) −→ K

A 7−→ Tr (A)
est un forme linéaire. En particulier, siα,β ∈K et si A,B ∈Mn (K) alors

Tr
(
αA+βB

)
=αTr (A)+βTr (B) .

– ∀A,B ∈Mn (K) , Tr (AB)= Tr (BA)

Démonstration

– La linéarité de la trace est laissée en exercice.
– SoientA,B ∈Mn (K). On suppose queA=

(
ai , j

)
etB =

(
bi , j

)
. On a :Tr (AB) =

∑n
i=1

(∑n
k=1

ai ,k bk ,i

)
etTr (BA) =

∑n
i=1

(∑n
k=1

ak ,i bi ,k

)

et ces deux quantités sont bien égales.

PLAN 25.3 : En résumé : Opérations sur les matrices

1 Si A,B ∈Mq,p (K) et siα,β ∈K, alors :
t
(

tA
)
= A

t
(
αA+βB

)
=αtA+βtB

t(AB) = tBtA

2 Si A,B ∈GLn (K),

(AB)−1 = B−1A−1

(
tA

)−1 = t
(
A−1

)

3 Si A,B ∈Mn (K) et siα,β ∈K, alors :

Tr
(
αA+βB

)
=αTr (A)+βTr (B)

Tr (AB)= Tr (BA)
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25.3.4 Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires

Nous allons nous intéresser à deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices
triangulaires. Les premières se multiplient et s’inversent très facilement (quand c’est possible évidemment). Avec les
secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques.

DÉFINITION 25.18 ♥ Matrices scalaires, diagonales

– Une matriceD ∈Mn (K) estdiagonalesi et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� i 6= j =⇒ di , j = 0

D=




λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 λn




.

On noteraD = Diag(λ1, . . . ,λ2) ainsi queDn (K) l’ensemble des matrices diagonales de taillen.
– Les matrices diagonales de la formeDiag(λ, . . . ,λ) oùλ ∈K sont appeléesmatrices scalaires.

Remarque 25.9 Une matriceA ∈Mn (K) est scalaire si et seulement si il existeλ ∈K tel queA =λIn .

DÉFINITION 25.19 ♥ Matrice triangulaire supérieure
On dit queT ∈Mn (K) esttriangulaire supérieurelorsque :

∀i , j ∈ �1,n� i > j =⇒ ti , j = 0

T est de la forme :

T =




t11 . . . t1n

0 t22

...
...

...
...

0 . . . 0 tnn




On noteTn (K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n.

PROPOSITION25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu-
laires

1 Le sous-ensemble des matrices scalaire deMn (K) est un sous-espace vectoriel deMn (K) de dimension1.

2 Le sous-ensemble des matrices diagonalesDn (K) deMn (K) est un sous-espace vectoriel deMn (K) de dimen-
sionn.

3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieuresTn (K) de Mn (K) est un sous-espace vectoriel de

Mn (K) de dimension
n (n+1)

2
.

Démonstration
• Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles deMn (K) sont des sous-espaces vectoriels deMn (K) est laissé en exercice au

lecteur.
– La matrice identité engendre clairement le sous-ensembledes matrices scalaire deMn (K). Par conséquent ce sous-ensemble est

de dimension1.
– Les matrices élémentaires

(
Ei ,i

)
i∈�1,n� engendrent clairement le sous-ensemble des matrices diagonalesDn (K) de Mn (K).

Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base deDn (K). Par conséquent :
dimDn (K) = n.

– De même les matrices élémentaires
(
Ei , j

)
i , j∈�1,n�, jÊi

engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieuresTn (K)

deMn (K). Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base deTn (K). Il y a
n (n +1)

2
de telles matrices et donc :dimTn (K) =

n (n +1)

2
.

PROPOSITION 25.22 ♥ Opérations algébriques avec les matrices diagonales et lesmatrices triangulaires
supérieures
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– SiD1 etD2 sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivementλ1, . . . ,λn etµ1, . . . ,µn ,
D1D2 est diagonale et ses coefficients diagonaux sontλ1µ1, . . . ,λnµn .

– SiT1 etT2 sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivementλ1, . . . ,λn

etµ1, . . . ,µn , T1T2 est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sontλ1µ1, . . . ,λnµn .
– Si N ∈Mn (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alorsNn = 0 ; on

dit queN est nilpotente.

Démonstration Exercice.

COROLLAIRE 25.23 ♥ Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire

• Une matrice diagonaleD = Diag(λ1, . . . ,λn ) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non
nuls. Dans ce cas :

D−1 = Diag
(
λ1

−1, . . . ,λn
−1

)

• Une matrice triangulaire supérieureT ∈Mn (K) de la forme :

T =




t11 ∗ . . . ∗
0 t22

...
...

...
...

0 . . . 0 tnn




est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Dans ce cas,T−1 est de la forme :

T =




t−1
11 ∗ . . . ∗
0 t−1

22 ∗
...

...
...

...
0 . . . 0 t−1

nn


 .

Démonstration
• SoitD= Diag(λ1, . . . ,λn ) une matrice diagonale. Supposons que :∀k ∈ �1,n� , λk 6= 0 alors clairement la matriceDiag(λ1

−1, . . . ,λn
−1)

est la matrice inverse deD. Réciproquement, si un des coefficients,λ1 par exemple est nul. Alors, posantX = t(1,0, . . . ,0) ∈
Mn,1 (K), on aAX = 0 et X 6= 0 donc,appliquant la proposition 25.17,A n’est pas inversible.

• De même siT est une matrice triangulaire supérieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors en posantX =
t(x1,. . . , xn ) ∈Mn,1 (K), on a :TX = 0 si et seulement si :





λ1x1 +a1,2x2 +a1,3x3 + . . .+a1,n xn = 0

λ2x2 +a2,3x3 + . . .+a2,n xn = 0

... =
...

λn xn = 0

comme lesλi , pouri ∈ �1,n� sont non nuls, ce système possède comme unique solution len-uplet nul doncX = 0 et appliquant
à nouveau la proposition 25.17,A n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficient, λ1 par exemple est nul, alors en
posantX = t(1,0, . . . ,0) ∈Mn,1 (K), on aAX = 0 et X 6= 0 donc, appliquant la proposition 25.17,A n’est pas inversible.

Matrices symétriques, antisymétriques

DÉFINITION 25.20 ♥ Matrices symétriques, antisymétriques
Soit A ∈Mn (K).
– On dit queA estsymétriquesi et seulement sitA= A c’est-à-dire si et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� a j ,i = ai , j

L’ensemble des matrices symétriques de taillen est notéSn (K).
– On dit queA estantisymétriquesi et seulement sitA=−A c’est-à-dire si et seulement si :

∀i , j ∈ �1,n� a j ,i =−ai , j

L’ensemble des matrices antisymétriques de taillen est notéAn (K) à n lignes etn colonnes.
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Remarque 25.10 Par définition, siA =
(
ai , j

)
∈Mn (K) est antisymétrique, et sii ∈ �1,n� alors ai ,i = −ai ,i et donc

ai ,i = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont donc nuls.

PROPOSITION25.24
Sn (K) etAn (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires deMn (K). De plus :

dimSn (K) =
n (n+1)

2
et dimAn (K) =

n (n−1)

2

Démonstration Posons, pour touti , j ∈ �1,n�, i < j posonsFi , j = Ei , j +E j ,i et Hi , j = Ei , j −E j ,i où Ei , j désigne la matrice
élémentaire

(
i , j

)
. On a :

Sn (K) = Vect
{

Fi , j ,Ei ,i | i , j ∈ �1,n� , i < j
}

et
An (K) = Vect

({
Hi , j | i , j ∈ �1,n� , i < j

})

ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels deMn (K). De plus, on vérifie facilement que les familles(
Fi , j ,Ei ,i | i , j ∈ �1,n� , i < j

)
et

(
Hi , j | i , j ∈ �1,n� , i < j

)
sont libres de cardinal respectif

n (n +1)

2
et

n (n −1)

2
. Elles constituent

donc des bases de, respectivement,Sn (K) etAn (K) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilement quesi une matrice
est à la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulle etdoncSn (K)∩An (K)= {0}. Comme de plus :dimSn (K)+dimAn (K) =
dimMn (K) = n2 on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dansMn (K).

Matrices de changement de base

Comme leur nom l’indique, les matrices de changement de basevont nous permettre de calculer la matrice d’une appli-
cation linéaire dans des bases données quand on connaît cette matrice pour d’autres bases.

DÉFINITION 25.21 ♥ Matrice de changement de base
Soiente = (e1, . . . ,en) et f =

(
f1, . . . , fn

)
deux bases duK−espace vectorielE de dimensionn. On appellematrice de

passage dee à f (ou matrice de changement de base) et on notePe→ f la matrice de la famille
(

f1, . . . , fn

)
relativement

à la basee :
Pe→ f =Mate

(
f1, . . . , fn

)

Remarque 25.11 Pe→ f ∈Mn (K).

PROPOSITION25.25 ♥ Propriétés des matrices de changement de base
Soiente, f et g trois bases duK-espace vectorielE de dimensionn. On a :

1

Pe→ f =Mate← f (i dE)

2

Pe→g = Pe→ f ×P f →g

3 Pe→ f est inversible et :
[
Pe→ f

]−1 = P f →e

Démonstration

1 La première égalité est laissée en exercice.

2 On a, par application du théorème 25.10 :Pe→ f ×P f →g =Mate← f (i dE)×Matf ←g (i dE) =Mate←g (i dE ◦ i dE)=Mate←g (i dE) =
Pe→g .

3 Par application de la proposition précédente, on a :Pe→ f ×P f →e = Pe→e = In etP f →e ×Pe→ f = P f → f = In Par conséquent,

Pe→ f est inversible et :
[

Pe→ f

]−1
= P f →e .

COROLLAIRE 25.26 ♥♥ Caractérisation matricielle de la liberté d’une famille devecteurs
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et x une famille den vecteurs deE. Alors, la famillex

est libre si et seulement si la matrice desn vecteurs de la famillex dans la basee : Mate (x1, . . . , xn ) est inversible.

Démonstration
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⇒ Supposons que la famillex soit libre. Comme elle est de cardinaln, elle forme une base dee et donc, appliquant la propriété
précédente,Mate (x1, . . . , xn ) = Pe→x est une matrice de passage de la basee à la basex et est donc inversible.

⇐ Réciproquement, siMate (x1, . . . , xn ) est inversible alors cette matrice représente un automorphisme u de E dans la basee
et comme l’image d’une base deE par un automorphisme deE est une base deE, on en déduit quex est une base deE. En
particulierx est libre.

PROPOSITION25.27 ♥ Toute matrice inversible s’interprète comme une matrice dechangement de base
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn et e une base deE. Alors pour toute matrice inversibleA ∈ GLn (K), il
existe une unique basee ′ deE telle queA =Pe→e′ .

Démonstration Soit A ∈ GLn (K). Les vecteurs colonnes deA sont les coordonnées d’une famille de vecteursf dans la basee :
A=Mate

(
f1, . . . , fn

)
. Par application de la proposition précédente, la famillef est libre et doncA=Mate

(
f
)
= Pe→ f .

Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice

On considère dans tout ce paragraphe une matrice

A =




a1,1 . . . a1,p

...
...

an,1 . . . an,p


 ∈Mn,p (K) .

DÉFINITION 25.22 ♥ Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice
On appelleopération élémentaire sur les lignes(respectivementsur les colonnes) de la matriceA une des opérations
suivantes :

1 Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) à une autre ligne (respectivement à une autre colonne).

2 Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalairenon nul .

3 Échange de deux lignes (respectivement de deux colonnes)

✎ Notation 25.17 On note, pour tousi , j ∈ �1,n� et toutλ ∈K∗ :
– Li ← λLi la multiplication de la lignei par le scalaireλ.
– Li ← Li +λL j l’addition de la ligneλL j à la ligneLi .
– Li ↔ L j l’échange des lignesi et j .
On a des notations analogues avec les colonnes.
Nous noterons, pour touti ∈ �1,n� et tout j ∈

�
1, p

�
, Ei j la matrice élémentaire deMn,p (K) dont tous les coefficients sont

nuls sauf celui à l’intersection de lai -ème ligne et de laj -ème colonne et qui vaut1.

PROPOSITION25.28 ♥ Traduction des oel en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

k oel matriceP

1 Li ← Li +λL j In +λEi j Matrice de transvection
2 Li ←λLi In −Ei i +λEi i Matrice de dilatation
3 Li ↔ L j In −Ei i −E j j +Ei j +E j i

qui se lit ainsi :
Effectuer l’opération élémentaire n°k sur les lignes deA revient à multiplierA à gauchepar la matrice inversibleP

Démonstration Par un calcul direct.

PROPOSITION25.29 ♥ Traduction des oec en termes matriciels
On a le tableau de correspondance :

k oec matriceP

1 Ci ← λCi +λC j Ip +λEi j Matrice de transvection
2 Ci ← λCi Ip −Ei i +λEi i Matrice de dilatation
3 Ci ↔ C j Ip −Ei i −E j j +Ei j +E j i

qui se lit ainsi :
Effectuer l’opération élémentaire n°k sur les colonnes deA revient à multiplierA à droite par la matrice inversibleP

Démonstration Par un calcul direct.

966



25.4 Changement de base

25.4.1 Pour un vecteur

PROPOSITION25.30 ♥ Formule de changement de base pour un vecteur
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn. Considéronse et f deux bases deE et x ∈ E. Alors :

Matf (x) = P f →e ×Mate (x) .

Démonstration PosonsMatf (x) =
(
X′

i

)
∈Mn,1 (K), Mate (x) =

(
Xi

)
∈Mn,1 (K) et P f →e =

(
ai , j

)
∈Mn,n (K). On a :

x =
n∑

i=1

X′
i fi =

n∑

j=1

X j e j et ∀i ∈ �1,n� , e j =
n∑

i=1

ai , j fi .

Par conséquent :

x =
n∑

j=1

X j e j

=
n∑

j=1

X j

(
n∑

i=1

ai , j fi

)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

ai , j X j

)
fi

=
n∑

i=1

X′
i fi

Donc, par identification, on a bien :∀i ∈ �1,n� , X′
i
=∑n

j=1
ai , j X j .

On peut aussi prouver ce résultat de la façon suivante :

Matf (x) = Matf (IdE (x))

= Matf ←e (IdE)×Mate (x) par application de 25.11

= P f →e ×Mate (x)

25.4.2 Pour une application linéaire

PROPOSITION25.31 ♥ Formule de changement de base pour une application linéaire
On considère :

• e et e ′ deux bases duK-espace vectorielE

• f et f ′ deux bases duK-espace vectorielF

et u ∈L (E,F). On a la formule de changement de base :

Matf ′←e′ (u) = P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′

Démonstration Soit x ∈ E et y = u (x). Soit X = Mate (x), Y = Matf

(
y
)
, X′ = Mate′ (x), Y′ = Matf ′

(
y
)
, A = Matf ←e (u) et

A′ = Matf ′←e′ (u). On a, par application du théorème 25.11 :Y = AX et Y′ = A′X′. De plus, par application de la proposition
précédente :X = Pe→e′ X

′ et Y = P f → f ′Y′. On a donc :

Y′ = P f ′→ f Y = P f ′→ f AX et Y′ = A′X′ = A′Pe′→e X.

Par conséquent :A′Pe′→e = P f ′→ f A ce qui donne bien :A′ = P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′ .

On peut aussi démontrer cette formule ainsi :

A′ =Matf ′←e′ (u) =Matf ′←e′ (IdF ◦u ◦ IdE)

=Matf ′← f (IdF)×Matf ←e (u)×Mate←e′ (IdE)

= P f ′→ f ×Matf ←e (u)×Pe→e′

25.4.3 Pour un endomorphisme
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PROPOSITION25.32 ♥ Formule de changement de base pour un endomorphisme
On considèree et e ′ deux bases duK-espace vectorielE et u ∈L (E). On a la formule de changement de base :

Mate′ (u) = Pe′→e ×Mate (u)×Pe→e′

qui s’écrit aussi avecP = Pe→e′ , A =Mate (u) et A′ =Mate′ (u) :

A′ = P−1AP

Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente.

Remarque 25.12 Avec les notations précédentes, siA′ = P−1AP alorsA′n = P−1AnP.

25.4.4 Pour une forme linéaire

PROPOSITION25.33 ♥ Formule de changement de base pour une forme linéaire
Soiente et e ′ deux bases duK-espace vectorielE. Siϕ est une forme linéaire surE, on a :

Mate′
(
ϕ

)
=Mate

(
ϕ

)
×Pe→e′ .

Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition précédente.

25.4.5 Un exemple

Soit l’espace vectorielE =R2 muni de sa base canoniquee et les deux vecteursf1 = (1,2), f2 = (1,3).

1. Montrons que le systèmef = ( f1, f2) est une base deE. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc

une famille libre deR2. CommedimR2 = 2, f est forcément une base deE. On écrit Mate
(

f
)
=

(
1 1

2 3

)

2. On écrit la matrice de passagePe→ f =
(
1 1

2 3

)
.

3. On inverse cette matrice en cherchant une matriceB =
(

x y

z t

)
telle quePe→ f ×B = I2. On obtient un système et on

trouveP f →e = B =
(

3 −1

−2 1

)

4. Soit le vecteurx = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vecteurx dans la basef . On trouve

Matf (x) = P f →eMate (x) =
(

3 −1

−2 1

)(
4

1

)
=

(
11

−7

)
.

5. Soit l’endomorphismeu :

{
E −→ E

(x, y) 7−→ (2x + y, x − y)
. On écrit les matrices de cet endomorphisme dans les

basese et f : Mate (u) =
(
2 1

1 −1

)
et Matf (u) = P f →eMate (u)Pe→ f =

(
3 −1

−2 1

)(
2 1

1 −1

)(
1 1

2 3

)
=

(
13 17

−9 −12

)
.

25.5 Rang d’une matrice

On va développer dans cette section des méthodes pratiques pour :

1. calculer le rang d’une application linéaire à partir de samatrice dans des bases données.

2. tester si une matrice (et donc si l’endomophisme associé)est inversible.

25.5.1 Définition et propriétés

DÉFINITION 25.23 ♥♥♥ Rang d’une matrice
On appellerang de A ∈Mq,p (K), et on noterg A, le rang de la famille constituée des vecteurs colonnesC1,...,Cp de A

dansKq .
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PROPOSITION25.34 ♥♥♥ Le rang d’une matrice est égal au rang de l’application linéaire qu’elle représente
Soient :

1 E unK-espace vectoriel de dimensionp muni d’une basee.

2 F unK-espace vectoriel de dimensionq muni d’une basef .

3 A ∈Mq,p (K).

On sait qu’il existe une unique application linéaireu ∈L (E,F) telle queA =Matf ←e (u) alors on a : rgu = rg A .

Démonstration Rappelons quergu = dimVect
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
. Pour touti ∈

�
1, p

�
, notonsCi le vecteur colonne deMq,1 (K)

donné par :Ci =Matf

(
u

(
ei

))
. Les vecteurs colonnes deA=

(
ai j

)
sont exactement les vecteursC1, . . . ,Cp . Notons aussi :

F = Vect
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
⊂ F et G = Vect

(
C1, . . . ,Cp

)
⊂Kq .

Utilisant le lemme de réduction d’une famille liée, on peut extraire de la famille
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
une sous-famille libreb qui

engendre encoreF . Quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille
(
u (e1) , . . . ,u

(
ep

))
, supposons que la sous-famille en question

est :b =
(
u (e1) , . . . ,u

(
el

))
où l ∈

�
1, p

�
. b est donc une base deF et rgu = l . Montrons quec =

(
C1, . . . ,Cl

)
est une base deG .

On aura ainsi bien prouvé querg A = l = rgu. Supposons queα1, . . . ,αl sont l scalaires deK tels que
∑l

j=1
α j C j = 0. Alors :

∀i ∈
�

1, q
�

,
∑l

j=1
α j ai j = 0. Par ailleurs :

l∑

j=1

α j u
(
e j

)
=

l∑

j=1

α j

p∑

i=1

ai j fi =
p∑

i=1




l∑

j=1

α j ai j

︸ ︷︷ ︸
=0




fi = 0

La famille b étant libre, ceci n’est possible que siα1 = . . . = αl = 0. Doncc est libre. Montrons quec est génératrice deG . Il suffit
de montrer que chacun des vecteursC j pour j ∈

�
l +1, p

�
est combinaison linéaire des vecteursC1, . . . ,Cl . Mais ceci est clairement

conséquence du fait que chaque vecteuru
(
e j

)
pour j ∈

�
l +1, p

�
est combinaison linéaire des vecteursu (e1) , . . . ,u

(
el

)
. La famille

c est donc bien une base deG et la proposition est alors démontrée.

THÉORÈME 25.35 ♥♥♥ Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rangest égal à sa taille
A ∈Mn (K) est inversible si et seulement sirg(A)= n.

Démonstration Soiente une base d’unK-espace vectorielE de dimensionn et soitu l’unique endomorphisme deE tel que :
Mate (u) = A. On a :A inversible⇐⇒ u est un automorphisme deE ⇐⇒ rgA= rgu = n.

PROPOSITION25.36 ♥♥♥
Soit E un K-espace vectoriel de dimensionn, e une base deE et (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE. Alors
Mate (x1, . . . , xn ) est inversible si et seulement si(x1, . . . , xn ) est une base deE.

Démonstration Soit u l’endomorphisme deE défini par :∀i ∈ �1,n� , u
(
ei

)
= xi . NotonsA = Mate (x1, . . . , xn ) =Mate (u). On

a : A est inversible⇐⇒ u est un automorphisme deE ⇐⇒ l’image d’une base deE paru est une base deE.

THÉORÈME 25.37 ♥
Soit A ∈Mq,p (K). On a : A est une matrice de rangr si et seulement si il existeQ ∈ GLq (K) et P ∈ GLp (K) telles que
A =QJr P où

r

��

1 0 0

0

1 0 0 roo

Jr =









































































0 0 0









































































0 0 0 0

Démonstration
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⇒ Soit E un K-espace vectoriel de dimensionp, e une base deE, F un K-espace vectoriel de dimensionq et f une base de
F. Soit u ∈ L (E,F) l’unique application linéaire deE dansF telle queMatf ←e (u) = A. On a :rgu = rgA = r . Faisant comme
dans la démonstration du théorème 24.27, on peut décomposerE en la somme :E = Ker u ⊕G où G est un sous-espace deE

tel queu|G : G → Imu est un isomorphisme. Par conséquent,dimG = dim Imu = rgu = r . Soit
(
e′1, . . . ,e′r

)
une base deG et(

e′r+1, . . . ,e′p
)

une base deKer f . e′ =
(
e′1, . . . ,e′r ,e′r+1, . . . ,e′n

)
est donc une base deE et l’image d’une base d’un espace vectoriel

par un isomorphisme étant une base de l’espace vectoriel d’arrivée,
(
u

(
e′1

)
, . . . ,u

(
e′r

))
est une base deIm f qu’on peut compléter

en une basef ′ =
(
u

(
e′1

)
, . . . ,u

(
e′r

)
, f ′r+1, . . . , f ′q

)
deF. On a :Matf ′←e′ (u) = Jr et utilisant les formule de changement de base,

on a :
A=Matf ←e (u) = P f → f ′ ×Matf ′←e′ (u)×Pe′→e

qui est de la forme voulue.
⇐ Soit E unK-espace vectoriel de dimensionp et F unK-espace vectoriel de dimensionq. Soite une base deE, f une base de

F et :
– e′ une autre base deE telle quePe′→e = P.
– f ′ une autre base deF telle queP f ′→ f = Q.
Soit u ∈L (E,F) tel que :Matf ′←e′ (u) = Jr . Interprétant la formuleA= QJr P comme une formule de changement de base, on a :
A= Matf ←e (u). Par conséquent :rgA= rgu = rgJr .

COROLLAIRE 25.38 ♥ Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée
Pour toutA ∈Mq,p (K), rg

(
tA

)
= rg(A).

Démonstration Posonsr = rg A. En appliquant la proposition précédente, il existeQ ∈ GLq (K) et P ∈ GLp (K) telles queA =
QJr P. Par conséquent :tA = tPtJr

tQ = tPJr
tQ et tP ∈ GLp (K), tQ ∈ GLq (K). Par conséquent, appliquant à nouveau la proposition

précédente :rg tA = r .

DÉFINITION 25.24 Matrices équivalentes
Deux matricesA,B ∈Mq,p (K) sont diteséquivalentessi et seulement s’il existe deux matrices inversiblesQ ∈ GLq (K)

et P ∈ GLp (K) telles queA =QBP−1.

Remarque 25.13 Un corollaire du théorème précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles
ont même rang.

DÉFINITION 25.25 Matrices semblables
Deux matrices carréesA,B ∈Mn (K) sont ditessemblabless’il existe une matrice inversible P telle queA =PBP−1.

Remarque 25.14 Deux matrices semblables sonta fortiori équivalentes.

Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont même trace.

25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice

PROPOSITION25.39 ♥ Deux matrices déduites l’une de l’autre par une oel ou une oecont même rang
Deux matrices obtenues l’une de l’autre par une oel ou une oecsont de même rang.

Démonstration SoitA ∈Mn,p (K) etP une matrice correspondant à une oel ou une oec.P est donc inversible. PosonsB = PA. Soit
r = rg(A). On applique le théorème 25.37. Il existe des matricesQ1 ∈ GLn (K) et Q2 ∈ GLp (K) telles queA = Q1Ir Q2. On a donc :
B = PQ1Ir Q2 = Q0Ir Q2 avecQ0 = PQ1 qui est une matrice inversible deGLn (K). Par conséquent,B étant de la formeQ0Ir Q2 où
Q0 et Q1 sont inversibles. On applique à nouveau la proposition 25.37 et on peut affirmer queB est de rangr .

LEMME 25.40 ♥
Soitα ∈K∗. On a :

rg




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0



= 1+ rg A′.
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Démonstration Soit

A=




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




.

Par définition,rgA = dimVect (L1, . . . ,Ln ) où L1, . . . ,Ln représentent les vecteurs colonnes deA. PosonsF = Vect (L1) et G =
Vect (L2, . . . ,Ln ). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels deKp sont en somme directe. SoitL=

(
ℓ1, . . . ,ℓp

)
∈ F∩G. Comme

L ∈ F, on a :L = λL1. CommeL ∈ G, on a aussiℓ1 = 0. Par conséquent, en regardant la première coordonnée,λα= 0, d’où λ= 0 et
doncL= 0. DoncF et G sont en somme directe. On a doncdimVect (L1, . . . ,Ln ) = dimF+dim G ce qui s’écrit aussirg A= 1+rg A′.

PLAN 25.4 : Application au calcul du rang d’une matriceA

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant :

1 Si A =0 alorsrg A =0.

2 SinonA possède un coefficientα non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer
queα est en position(1,1). En retranchant auxn−1 dernières lignes un multiple judicieusement choisi de la
première ligne, on obtient une matrice du type :




α ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




et doncrg A =1+ rg A′

3 On se ramène ainsi à une matrice de taille(n−1)×
(
p −1

)
sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’à

obtenir une matrice de taille nulle.

Exemple 25.18Calculons le rang de la matriceA =




1 −1 2 0

0 2 1 −1

1 −1 2 0


. On a

rg(A)= rg




1 −1 2 0

0 2 1 −1

1 −1 2 0


 L3←L3−L1========= rg




1 −1 2 0

0 2 1 −1

0 0 0 0


= 1+ rg

(
2 1 −1

0 0 0

)
= 2+ rg

(
0 0

)
= 2

PROPOSITION25.41 ♥ Méthode du pivot de Gauss
Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire supérieure (inversible !).

Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une récurrence sur la taillen de cette matrice.

1 Si n = 1 la proposition est évidente.

2 Soit n ∈N, n > 1.

3 Supposons la proposition vraie au rangn−1 et prouvons la au rangn. SoitA=
(
ai j

)
∈ GLn (K). Quitte à permuter les lignes

de A, cette matrice étant inversible, on peut supposer quea11 6= 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficienta11,
on peut alors transformerA en une matriceB de la forme :

B =




a11 ⋆ . . . ⋆

0
... A′

0




et on a, par application du lemme précédent :rgA = rgB = 1+ rgA′. On applique l’hypothèse de récurrence àA′, on peut
transformerA′, via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matriceB et
on la transforme en une matrice triangulaire.

4 La proposition est alors démontrée par application du principe de récurrence.

Remarque 25.16 Grâce aux opérations élémentaires sur les lignes et en s’inspirant de l’algorithme précédent, on peut
calculer l’inverse d’une matriceA ∈GLn (K) donnée. Il suffit de suivre les étapes suivantes.

1 On juxtaposeA et In .
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2 Grâce à des oel de type 1 et 3 surA on se ramène à une matrice triangulaire supérieure.Ceci correspond à
multiplier successivement à gaucheA par des matricesP1, . . . ,Pr de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue
estPr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice obtenue estPr . . . . .P1.

3 On effectue des oel de type 2 surPr . . . . .P1.A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne
comporte que des 1.Ceci correspond à multiplier successivement à gaucheA par des matricesQ1, . . . , Qs de
type 2. La matrice triangulaire obtenue estQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice
obtenue estQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.

4 Enfin, à nouveaugrâce à des oel de type 1, on se ramène à la matriceIn . Ceci correspond à multiplier
successivement à gaucheQs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A par des matricesR1, . . . , Rt de type 1. La matrice triangu-
laire obtenue estRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A. On effectue ces mêmes oel surIn . La matrice obtenue est
Rt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.

5 Au final, on a doncRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1.A = In . La matriceRt . . . . .R1.Qs . . . . .Q1.Pr . . . . .P1 est donc l’in-
verse deA.

Exemple 25.19La matriceA =




1 1 −1

−1 1 0

0 −1 1


 est de rang3 comme on le vérifie en appliquant la méthode 70. Calculons

son inverse :
1 1 −1 1 0 0

−1 1 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1

1 1 −1 1 0 0

0 2 −1 L2 ← L2 +L1 1 1 0

0 −1 1 0 0 1

1 1 −1 1 0 0

0 2 −1 1 1 0

0 0 1/2 L3 ← L3 +L2/2 1/2 1/2 1

1 1 1 1 0 0

0 1 −1/2 L2 ← L2/2 1/2 1/2 0

0 0 1 L3 ← 2L3 1 1 2

1 1 0 L1 ← L1 +L3 2 1 2

0 1 0 L2 ← L2 +L3/2 1 1 1

0 0 1 1 1 2

1 0 0 L1 ← L1 −L2 1 0 1

0 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 2

et on en déduit queA−1 =




1 0 1

1 1 1

1 1 2


.

25.6 Déterminant d’une matrice carrée de taille2 ou 3

Grâce à la notion de déterminant nous disposerons d’un outilperformant pour prouver qu’une matrice est inversible.
Cette notion a néanmoins d’autres applications comme le calcul de l’inverse d’une matrice inversible via le calcul de la
comatrice, la résolution de certains systèmes linéaires, les problèmes d’orientation du plan ou de l’espace...
Comme stipulé dans les programmes des filières PCSI, PTSI, TSI, nous nous bornerons à travailler en dimension2 ou 3.
Néanmoins, la plupart des démonstrations que nous allons donner sont valables en dimensionn quelconque.
Les étudiants de la filière MPSI devront compléter ce chapitre par la lecture du chapitre 26 sur le groupe symétrique.
Dans toute la suite, on pourra considérer quen est un entier égal à2 ou3 et queE est unK-espace vectoriel de dimension
n. On commencera par expliquer ce qu’est le déterminant d’unematrice, d’une famille de vecteurs puis d’un endomor-
phisme. Nous nous intéresserons ensuite à des méthodes pratiques de calcul du déterminant. Enfin, nous donnerons des
applications.
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25.6.1 Définitions

DÉFINITION 25.26 ♥ Déterminant d’une matrice de taille 2 ou 3

– On appelledéterminant de la matriceA =
(

a11 a12

a21 a22

)
∈M2 (K) le scalaire deK, notédet(A) et donné par :

det(A)=
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣= a11a22 −a12a21

– On appelledéterminant de la matriceA =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


∈M3 (K) le scalaire deK, notédet (A) et donné par :

det(A)=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣+a31

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣=

a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32 −a31a22a13 −a32a23a11 −a33a21a12

qui se calcule avec larègle de Sarrus. Voir remarque 3.14 p. 125.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+−

Exemple 25.20
– detI2 = 1, det I3 = 1.
– Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.

25.6.2 Propriétés

THÉORÈME 25.42 ♥ Propriétés du déterminant d’une matrice
SoientA, B ∈Mn (K)

1 det
(
0Mn (K)

)
= 0 .

2 det(In) = 1 .

3 det(λA)=λn det (A) oùλ ∈K.

4 det(AB)= det (A)×det (B)

5 Caractérisation des matrices inversibles :

A ∈GLn (K) ⇐⇒ det(A) 6= 0 .

Autrement dit : le déterminant d’une matrice in-
versible est inversible

6 Si A est inversible alorsdet
(
A−1

)
= 1

det(A)
.

7 det
(

tA
)
= det(A)

Démonstration Ces propriétés se démontrent pour la plupart par des calculsdirects. Prouvons par exemple les points5 et 6
. Soit A ∈ GLn (K) une matrice inversible. AlorsA×A−1 = In et d’après les points2 et 4, det(A) det

(
A−1

)
= 1 doncdet(A) 6= 0

et det
(
A−1

)
= 1

det(A)
. La réciproque sera une conséquence du corollaire 25.45. Eneffet, A peut être vue comme la matrice d’une

certaine famille den vecteurs dans un espace de dimensionn dans une basee fixée. Dire quedet(A) 6= 0 revient à dire que cette
famille est libre et donc que la matriceA qui les représente dans la basee est inversible.

25.7 Déterminants d’ordre2 ou 3 d’une famille de vecteurs

25.7.1 Définition
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DÉFINITION 25.27 ♥ Déterminant d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs
Soit E unK-espace vectoriel de dimensionn muni d’une basee = (e1, . . . ,en ).
– Si n = 2, on appelledéterminant dans la basee des vecteursV1 et V2 deE et on notedete (V1,V2), le déterminant de

la matrice formée par la famille(V1,V2) dans la basee : Mate (V1,V2) :

det
e

(V1,V2) = detMate (V1,V2)

En particulier, si :V1 = x11e1 + x12e2, V2 = x21e1 + x22e2 alors :

det
e

(V1,V2)=
∣∣∣∣

x11 x21

x12 x22

∣∣∣∣= x11x22 − x12x21

– Si n = 3, on appelledéterminant dans la basee des vecteursV1, V2 et V3 deE et on notedete (V1,V2,V3), le détermi-
nant de la matrice formée par la famille(V1,V2,V3) dans la basee : Mate (V1,V2,V3) :

det
e

(V1,V2,V3) = detMate (V1,V2,V3)

En particulier, si :V1 = x11e1 + x12e2 + x13e3, V2 = x21e1 + x22e2 + x23e3 et V3 = x31e1 + x32e2 + x33e3 alors :

det
e

(V1,V2,V3) =

∣∣∣∣∣∣

x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33

∣∣∣∣∣∣

= x11x22x33 + x12x23x31 + x13x21x32 − x31x22x13 − x32x23x11 − x33x21x12

qui se calcule avec larègle de Sarrus.

Remarque 25.17
– Le déterminant introduit dans les chapitres 2 et 3 est celuidans les bases canoniques respectives deR2 etR3.
– Le déterminant d’une matrice carrée définie dans le paragraphe précédent est le déterminant de ses vecteurs colonnes

dans la base canonique deKn .

25.7.2 Propriétés

PROPOSITION25.43 ♥ Le déterminant de deux ou trois vecteurs est une forme multilinéaire alternée
Soit e une base duK-espace vectorielE.
– Si n = 2, le déterminant est uneforme bilinéaire et alternée: pour toutu, u1, u2, v , v1, v2 ∈ E et pour tous scalaires

λ1, λ2, on a :

1 Le déterminant est uneforme bilinéaire:

det
e

(u,λ1v1 +λ2v2) =λ1 det
e

(u, v1)+λ2 det
e

(u, v2)

det
e

(λ1u1 +λ2u2, v) =λ1 det
e

(u1, v)+λ2 det
e

(u2, v)

2 Le déterminant estalterné:
det

e
(v,u) =−det

e
(u, v)

– Si n = 3, Le déterminant est uneforme trilinéaire et alternée : pour toutu, u1, u2, v , v1, v2, w , w1, w2 ∈ E et pour
tous scalairesλ1, λ2, on a :

1 Le déterminant est uneforme trilinéaire:

det
e

(λ1u1 +λ2u2, v, w) = λ1 det
e

(u1, v, w)+λ2 det
e

(u2, v, w)

det
e

(u,λ1v1 +λ2v2, w) =λ1 det
e

(u, v1, w)+λ2 det
e

(u, v2, w)

det
e

(u, v,λ1v w1 +λ2w2) =λ1 det
e

(u, v, w1)+λ2 det
e

(u, v, w2)

2 Le déterminant estalterné:

det
e

(u, v, w) =−det
e

(v,u, w) = det
e

(v, w,u) =−det
e

(w, v,u) .
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Démonstration Par un calcul direct.

Remarque 25.18

On suppose quen = 2 ou3. Soientx1, . . . , xn ∈E. Si deux des vecteurs de cette famille sont égaux alorsdete (x1, . . . , xn ) =
0.

25.7.3 Formule de changement de base

PROPOSITION25.44 ♥ Formule de changement de base
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– e ′ =

(
e ′1, . . . ,e ′n

)
une autre base deE.

– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en )×det
e

(x1, . . . , xn )

Démonstration On a :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
(
Mate′ (x1, . . . , xn )

)

= det
(
Pe←e′ ×Mate (x1, . . . , xn )

)

= det
(
Mate′ (e)×Mate (x1 , . . . , xn )

)

= det
(
Mate′ (e)

)
×det (Mate (x1 , . . . , xn ))

= det
e′

(e)×det
e

(x1, . . . , xn )

Remarque 25.19 En remplaçantx pare ′ dans cette dernière formule, on obtient :

1 = det
e′

(
e ′

)
= det

e′
(e)×det

e

(
e ′

)

COROLLAIRE 25.45 ♥♥♥ Caractérisation des familles libres via le déterminant
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors S est libre si et seulement sidete (x1, . . . , xn ) 6= 0.

Démonstration
⇒ Supposons queS soit libre. Alors commeS est de cardinaln = dimE, S forme une base deE. Par conséquent,Mate (S )

est inversible etdete (S ) = detMate (S ) 6= 0.
⇐ Réciproquement, supposons queS soit liée, alors, quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille S , on peut supposer que

x1 est combinaison linéaire des vecteurs :x2, . . . , xn , c’est-à-dire qu’il existeα2, . . . ,αn tels que :x1 = α2x2 + . . .+αn xn . On a
donc

det
e

(x1, x2 , . . . , xn ) = det
e

(α2x2 + . . .+αn xn , x2 , . . . , xn ) =α2 det
e

(x2, x2 . . . , xn )+ . . .+αn det
e

(xn , x2, . . . , xn ) = 0

par application de la remarque 25.18 p.975. Doncdete (S ) est nul.

PROPOSITION25.46 ♥♥♥ Caractérisation des familles liées via le déterminant
Soient :
– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– S = (x1, . . . , xn ) une famille den vecteurs deE.
Alors S est liée si et seulement sidete (x1, . . . , xn ) = 0.

Démonstration Par contraposée de la proposition précédente.

975



25.8 Déterminant d’un endomorphisme

25.8.1 Définition

PROPOSITION25.47 ♥ Déterminant d’un endomorphisme
Soient :

– E unK-espace vectoriel de dimensionn.
– e = (e1, . . . ,en) une base deE.
– u un endomorphisme deE.
Le scalairedete (u (e1) , . . . ,u (en)) est indépendant dee et est appelédéterminant de l’endomorphismeu. On le note
det(u)..

Démonstration Soit f une autre base deE. On a :Matf (u) = P f →e ×Mate (u)×Pe→ f . Par conséquent,

det
f

(
u

(
f1

)
, . . . ,u

(
fn

))
= det

(
Matf (u)

)
= det

(
P f →e ×Mate (u)×Pe→ f

)

= det
(
P f →e

)
det(Mate (u))det

(
Pe→ f

)
= det(Mate (u))

carPe→ f =
[

P f →e

]−1
et doncdet

(
Pe→ f

)
=

(
det

(
P f →e

))−1
.

Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme deE et quee est une base deE, on a :det(u) = det(Mate (u)).

25.8.2 Propriétés

THÉORÈME 25.48 ♥♥♥ Propriétés du déterminant d’un endomorphisme
SoientE unK-espace vectoriel de dimensionn, u, v des endomorphismes deE. On a :

1 det
(
0L (E)

)
= 0K .

2 det(IdE) = 1K

3 det(λu) =λn det(u) oùλ ∈K est un scalaire.

4 det(u ◦ v) = det(u)×det(v) .

5 Caractérisation des automorphismes deE :

u ∈GL (E) ⇐⇒det (u) 6= 0

6 Si u ∈ GL (E) alors det
(
u−1

)
= 1

det(u)
.

Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 25.42 et de la remarque précédente.

25.9 Méthodes de calcul du déterminant

On se restreindra dans cette section aux déterminants des matrices carrées, le déterminant d’une famille de vecteurs ou
d’un endomorphisme s’en déduisant.

25.9.1 Opération sur les lignes et les colonnes

Les propriétés qui suivent découlent directement des propriétés des formesn-linéaires alternées :

THÉORÈME 25.49 ♥ Calcul d’un déterminant par des oel et des oec

1 Un déterminant qui a deuxcolonnesidentiques est nul.

2 Un déterminant qui a unecolonnecombinaison linéaire des autrescolonnesest nul.

3 Un déterminant dont unecolonneest formée de0 est nul.

4 On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à unecolonneune combinaison linéaire des autres
colonnes.

5 Si on multiplie parλ unecolonned’un déterminant, on multiplie parλ la valeur de ce déterminant.

6 Quand on permute deuxcolonnesd’un déterminant, on change son signe.

7 Comme le déterminant d’une matrice est égale à celui de sa transposée, les6 phrases précédentes restent vraies
si on remplace le mot "colonne" par le mot "ligne".
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Démonstration Démontrons par exemple le point4. On suppose que la matriceA ∈Mn (K) est composée des vecteurs colonnes
C1,. . .,Cn Soienti ∈ �1,n�, α1, . . . ,αi−1 ,αi+1 , . . . ,αn des scalaires deK. On a :

det(A) = det(C1, . . . ,Cn ) = det (C1, . . . ,Cn )+det

(
C1, . . . ,Ci−1,

n∑

k=1,k 6=i

αk Ck ,Ci+1 , . . . ,Cn

)

︸ ︷︷ ︸
=0 en raison du second point

= det

(
C1, . . . ,Ci−1,Ci +

n∑

k=1,k 6=i

αk Ck ,Ci+1 , . . . ,Cn

)

Exemple 25.21Calculons

–

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

1 2 0

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
L2←−L2−L1==========

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

1 2 0

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

0 −1 −1

0 1 2

∣∣∣∣∣∣
=−1

–

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

2 3 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 car la troisième ligne est nulle.

–

∣∣∣∣∣∣

2 1 4

1 1 2

3 2 6

∣∣∣∣∣∣
= 0 carL3 = L1 +L2.

25.9.2 Développement d’un déterminant suivant une rangée

PROPOSITION25.50 ♥
Soit A ∈Mn (K) une matrice de la forme :

A =




0

A′ ...
0

⋆ . . . ⋆ α




où A′ ∈Mn−1 (K). Alors det (A) =αdet
(
A′) .

Démonstration Par un calcul immédiat en utilisant la définition d’un matrice de taille2 ou 3.

DÉFINITION 25.28 ♥ matrices triangulaires
On appelle matrice triangulaire inférieure toute matriceA ∈Mn (K) vérifiant∀i < j , ai j = 0.
On appelle matrice triangulaire supérieure toute matriceA ∈Mn (K) vérifiant∀i > j , ai j = 0.

Soit L (resp.U) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures).L et U sont des sous-espaces-
vectoriels deMn (K), etMn (K) = L+U. L∩U est l’espace vectoriel des matrices diagonales.

COROLLAIRE 25.51 ♥ Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K) une matrice triangulaire : Alors :

det A =
n∏

k=1

akk

Démonstration Immédiat par un calcul direct (sin = 2 ou 3) ou en utilisant la propriété précédente.

Exemple 25.22On va calculer, sous forme factorisée :

1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

2.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

3.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣

4.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣

bc ca ab

a b c

1 1 1

∣∣∣∣∣∣

où a,b,c sont trois complexes.
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1. On commence par additionner toutes les lignes, disons dans la troisième :L3 ←− L1 +L2 +L3 On peut mettre
(a +b +c) en facteur.∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
. On effectue

C1 ←− C1 −C3

C2 ←− C2 −C3
:

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

−(a +b +c) 0 2a

0 −(a +b +c) 2b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a +b +c)3.

2. En procédant de la même façon :∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 a

0 1 b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (1+a +b +c).

3. Là encore :L3 ←− L1 +L2 +L3 On peut mettre(a +b +c) en facteur.∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a b j c j 2

c a j b j 2

1 j j 2

∣∣∣∣∣∣
= (a +b + c)

∣∣∣∣∣∣

a +b j +c j 2 b j c j 2

c +a j +b j 2 a j b j 2

0 j j 2

∣∣∣∣∣∣
=

(a+b+c)(a+b j +c j 2)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

j a b

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (a+b+c)(a+b j +c j 2)

∣∣∣∣∣∣

1 b −c c

j a −b b

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a+b+c)(a+b j +c j 2)(a−b+

c j −b j ) = (a +b +c)(a +b j +c j 2)(a +b j 2 +c j ) .

4. On effectue
L1 ←− L1 −L3

L2 ←− L2 −L3
:

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

0 a −c a2 −c2

0 b −c b2 −c2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)

∣∣∣∣∣∣

0 1 a +c

0 1 b +c

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)(b −a).

5.

∣∣∣∣∣∣

bc ca ab

a b c

1 1 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

bc −ab ca −ab ab

a −c b −c c

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)

∣∣∣∣∣∣

−b −a ab

1 1 c

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (a −c)(b −c)(a −b).

DÉFINITION 25.29 ♥ Mineur,cofacteur
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K).

– On appellemineur d’indice
(
i , j

)
le déterminant∆i , j de la matrice obtenue en supprimant lai -ème ligne et laj -ème

colonne de la matriceA.
– On appellecofacteur d’indice

(
i , j

)
et on noteAi , j le scalaireAi , j = (−1)i+ j ∆i , j .

THÉORÈME 25.52 ♥ Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K).

– Soit j0 ∈ �1,n�. Alors :

det A =
n∑

i=1

ai , j0 Ai , j0

=
n∑

i=1

(−1)i+ j0 ai , j0∆i , j0

– Soiti0 ∈ �1,n�. Alors :

det A =
n∑

j=1

ai0 , j Ai0, j

=
n∑

j=1

(−1)i0+ j ai0 , j∆i0 , j

Démonstration On peut le vérifier facilement par un calcul immédiat dans lescasn = 2 et n = 3.
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25.10 Applications

25.10.1 Colinéarité de deux vecteurs du plan

PROPOSITION25.53 ♥ Caractérisation de l’alignement de trois points du plan

SoitR (O,e1,e2) un repère du plan.e = (e1,e2) forme donc une base du plan. SoientM0

(
x0, y0

)
, M1

(
x1, y1

)
, M2

(
x2, y2

)

trois points distincts du plan. Alors,M0, M1, M2 sont alignés si et seulement si

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x0 x1 x2

y0 y1 y2

∣∣∣∣∣∣
= 0

Démonstration On a :
∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x0 x1 x2

y0 y1 y2

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

x0 x1 −x0 x2 −x0

y0 y1 − y0 y2 − y0

∣∣∣∣∣∣
= 0 par des opérations sur les colonnes

⇐⇒
∣∣∣∣

x1 −x0 x2 −x0

y1 − y0 y2 − y0

∣∣∣∣= 0 par développement suivant la première ligne

⇐⇒ det
e

(−−−−→
M0M1,

−−−−→
M0M2

)
= 0

⇐⇒ les vecteurs
−−−−→
M0M1 et

−−−−→
M0M2 sont colinéaires

⇐⇒ les pointsM0, M1, M2 sont alignés

25.10.2 Inversion de matrice

DÉFINITION 25.30 ♥ Comatrice
Soit A =

(
ai j

)
∈Mn (K). On appellecomatricedeA et on noteCom(A) la matrice des cofacteurs deA :

∀i , j ∈ �1,n� , [Com(A)]i , j = Ai , j = (−1)i+ j ∆i , j

PROPOSITION25.54 ♥
Soit A ∈Mn (K). Alors :

A× t(Com A)= t(Com(A))×A = (det A)In

En particulier, siA ∈GLn (K) :

A−1 =
1

det A

t(Com(A))

Démonstration Notons, pour touti , j ∈ �1,n�, bi j = (−1)i+ j ∆i , j et posonsB =
(
bi j

)
∈Mn (K). Soit i , j ∈ �1,n�, on a :

[
AtB

]
i j =

n∑

k=1

aik b j k =
n∑

k=1

aik (−1) j+k ∆ j ,k =
{

det(A) si i = j

0 sinon

Exemple 25.23

– Soit A =
(

1 −1

−3 2

)
. Commedet(A) = −1, A ∈ GL2 (R). On calculeCom(A) =

(
2 3

1 1

)
et A−1 = 1

detA
t(Com(A)) =

(
−2 −1

−3 −1

)
.

– SoitA =




1 1 2

0 1 1

−1 0 2


. On calculedet (A) = 3 doncA ∈GL3 (R). On calcule alorsCom(A) =




2 −1 1

−2 4 −1

−1 −1 1


 et A−1 =

1
det A

t(Com(A)) = 1
3




2 −2 −1

−1 4 −1

1 −1 1


.
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Remarque 25.21 On comprend après ces quelques calculs les limitations pratiques de cette méthode. En dimension2

et 3 les calculs restent faisables mais ils deviennent très lourds dés quen Ê 4 si la matrice ne possède pas beaucoup de0.

25.10.3 Orientation du plan et de l’espace

DÉFINITION 25.31 ♥ Bases de même sens, de sens contraire
Soit E unK-espace vectoriel de dimension2 ou 3. Soiente et e ′ deux bases deE. On dit que :
– e et e ′ sont demême sens(ou ontmême orientation) si et seulement sidete

(
e ′

)
> 0.

– Sinon, on dit quee et e ′ sont desens contraires(ou n’ontpas la même orientation).

DÉFINITION 25.32 ♥ Orientation
Soit E unK-espace vectoriel de dimension2 ou 3. OrienterE revient à choisir une basee deE. Si e ′ une autre base de

E, on dit qu’elle estdirecte si elle est de même sens queE et indirectesinon.

Exemple 25.24On orienteE =R2 en prenant la base canoniquee. La base donnée pare ′ = ((1,1) ,(1,−1)) est indirecte.
En effet : ∣∣∣∣

1 1

1 −1

∣∣∣∣=−2< 0

25.11 Systèmes linéaires

On termine ce chapitre par une étude des systèmes linéaires.

25.11.1 Définitions

DÉFINITION 25.33 ♥ Système linéaire àn équations etp inconnues
Soient

A =




a1,1 . . . a1,p

...
...

an,1 . . . an,p


 ∈Mn,p (K) et B=




b1

...
bn


 ∈Mn,1 (K)

On considère le système linéaire àn lignes etp inconnues(S ) donné par :

(S ) =





a1,1x1 +a1,2x2 +·· · +a1,p xp = b1

...
an,1x1 +an,2x2 +·· · +an,p xp = bn

1 Résoudre ce systèmeconsiste à déterminer l’ensembleS de tous lesp-uplets
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp vérifiant(S ).

2 Le vecteurb = (b1, . . . ,bn ) s’appelle lesecond membre du système(S ).

3 On appellesystème homogène associéau système(S ), le système obtenu lorsqueb = 0. On le note(S0) et on
noteS0 l’ensemble de ses solutions.

4 A s’appelle lamatrice du système(S ).

5 rg A s’appelle lerang du systèmeet est notérg(S ).

6 On dit que le système estcompatiblesi l’ensemble de ses solutions est non vide.

25.11.2 Interprétations

La compréhension des différentes interprétations qu’on peut avoir d’un système linéaire est un bon test de votre com-
préhension de l’algèbre linéaire.

Interprétation vectorielle

NotonsC1 = (a11, . . . , an1) , . . . ,Cp =
(
a1p , . . . , anp

)
∈Kn lesp vecteurs colonnes deA et b = (b1, . . . ,bn ) le second membre

de(S ). On a :
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒ x1C1 + . . . xp Cp = b

Donc :
– Le système est compatible si et seulement sib ∈ Vect

(
C1, . . . ,Cp

)
.

– rg(S ) = rg
({

C1, . . . ,Cp

})
.
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Interprétation matricielle

NotonsX =




x1

...
xp


∈Mp,1 (K) On a :

(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒ AX = B

Interprétation en termes de formes linéaires

NotonsE =Kp , e la base canonique deE et L1 =
(
a11, . . . , a1p

)
, . . . ,Ln =

(
an1, . . . , anp

)
∈ Kp les n vecteurs lignes deA.

Soientϕ1, . . . ,ϕn n formes linéaires surE telles que :

∀i ∈ �1,n� , Mate
(
ϕi

)
= Li

On a :

(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S0)

⇐⇒∀i ∈ �1,n� , ϕi

(
x1, . . . , xp

)
= 0

⇐⇒
(
x1, . . . , xp

)
∈

n⋂
i=1

Kerϕi

Interprétation en termes d’applications linéaires

ConsidéronsE =Kp etF =Kn munis de leurs bases canoniques respectivese et f . Soientu ∈L (E,F) l’unique application

linéaire deE dansF telle que Matf ←e (u) = A et x le vecteur deE tel que Mate (x) =




x1

...
xp


.

On a :
(
x1, . . . , xp

)
∈Kp est solution de(S ) ⇐⇒u (x) = b

Donc :
– Le système(S ) est compatible si et seulement sib ∈ Im(u).
– Si u est injective et si le système(S ) est compatible alors l’ensemble des solutions de(S ) ne possède qu’un et un seul

élément.
– Si u est surjective, le système(S ) est compatible.
– Si u est à la fois surjective et injective alors l’ensemble des solutions de(S ) ne possède qu’une et une seule solution.

25.11.3 Structure de l’ensemble des solutions

THÉORÈME 25.55 ♥ Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène
Soit (S ) un système linéaire àn équations etp inconnues. L’ensemble des solutions du système homogène(S0)

associé à(S ) est unK-espace vectoriel de dimensionp − rg(S ).

Démonstration Soit u : Kp → Kn l’application linéaire représentée parA dans les bases canoniques deKn et Kp . Soit x =(
x1, . . . , xp

)
∈ Kp . x est solution de(S0) si et seulement siu (x) = 0 c’est-à-dire si et seulement six ∈ Keru. Par conséquent

(S0) = Ker u. Ceci prouve à la fois que(S0) est un sous-espace vectoriel deKp mais aussi que, d’après la formule du rang,
dim (S0)= dim Ker u = dimKp − rgu = p − rgS .

THÉORÈME 25.56 ♥ Structure de l’ensemble des solutions de(S )

Soit S l’ensemble des solutions du système linéaire(S ).

1 Si le système(S ) n’est pas compatible alorsS =∅.

2 Sinon, alors il existe une solution particulièrex0 de(S ) et on a alors :

S = x0 +S0 =
{

x0 + x ∈Kp | x ∈ S0

}

Démonstration Supposons que le système(S ) soit compatible, alorsS 6=∅. Soit x0 ∈S . On a :

x ∈S ⇐⇒ u (x) = b ⇐⇒u (x −x0 ) = 0 ⇐⇒ x −x0 ∈Ker u =S0 ⇐⇒ x = x0 +S0
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25.11.4 Cas Particulier : Les systèmes de Cramer

DÉFINITION 25.34 ♥ Système de Cramer
Un système den équations àn inconnues de rangn est dit deCramer.

Remarque 25.22 Matriciellement, un système de Cramer s’écritAX = B où A ∈GLn (K) et B ∈Mn,1 (K).

PROPOSITION25.57 ♥ Résolution matricielle d’un système de Cramer
Un système de Cramer possède une et une seule solution qui s’écrit matriciellement :X = A−1B.

Démonstration A étant inversible, la proposition est immédiate.

PROPOSITION25.58 ♥ Formules de Cramer
Si (S ) est un système de Cramer d’écriture matricielleAX = B, l’unique solution de(S ) est len-uplet (x1, . . . , xn ) tel
que :

∀i ∈ �1,n� , xi =
det Ai

det A

où Ai est la matrice obtenue en remplaçant lai -ème colonne deA parB.

Démonstration Soit (x1 , . . . , xn ) l’unique solution de(S ) alors si C1, . . . ,Cn désignent les vecteurs colonnes deA, on a :∑n
k=1

xk Ck = B. Par conséquent, pour touti ∈ �1,n�, on a :

det
(
C1, . . . ,Ci−1,B,Ci+1 , . . . ,Cn

)
=

n∑

k=1

xk det
(
C1, . . . ,Ci−1 ,Ck ,Ci+1, . . . ,Cn

)

= xi det
(
C1, . . . ,Ci−1,Ci ,Ci+1 , . . . ,Cn

)
= xi det(A)

d’où le résultat.

Remarque 25.23 En particulier, sin = 2, on a : Soit

(S ) =
{

ax +by = α

cx +d y = β
.

NotonsA =
(

a b

c d

)
Ce système est de Cramer si et seulement sidet(A) =

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ = ad −bc 6= 0 et dans ce cas, le

couple solution de(S ) est donné par :

x =

∣∣∣∣∣
α b

β d

∣∣∣∣∣

ad−bc
et y =

∣∣∣∣∣
a α

b β

∣∣∣∣∣

ad−bc

25.11.5 Méthode du Pivot de Gauss

Remarque 25.24 Si un système àn équations et àn inconnues est sous forme triangulaire (c’est à dire si la matrice A

correspondante est triangulaire et sans zéro sur la diagonale) alors il est de Cramer. En effet, la matriceA est inversible.

Méthode : Résolution d’un système de Cramer par la méthode deGauss

Soit (S ) un système de Cramer d’écriture matricielleAX = B. La méthode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des
oel à transformer la matriceA en une matrice triangulaire supérieure en effectuant les mêmes opérations sur la matrice
colonneB. Le système correspondant est alors équivalent au système initial et possède donc le même ensemble solution.

La descente :





x +2y +3z = 1

−x −3y +5z = 2

x +y +z = −1

On fait apparaître des zéros : coefficients dex dans les deuxièmes et troisièmes lignes. On ne touche pas à lapremière.





x +2y +3z = 1

−y +8z = 3 L2 ←− L2 +L1

y +2z = 2 L3 ←− L3 −L1
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Ces opérations sur les lignes se traduisent par des multiplications à gauche par des matrices. Il suffit de voir le résultat sur
la matriceI3. Donc il s’agit de la matrice

G1 =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


 .

Autrement dit

G1 ·A =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


×




1 2 3

−1 −3 5

1 1 1


=




1 2 3

0 −1 8

0 1 2




ou encore

G1 · Ã =




1 0 0

1 1 0

−1 0 1


×




1 2 3 1

−1 −3 5 2

1 1 1 −1


=




1 2 3 1

0 −1 8 3

0 1 2 2


 .

On continue de «sculpter» le système (ou la matriceÃ obtenue en soudant les matricesA et B) pour faire apparaître un
zéro : le coefficient dey dans la troisième ligne.





x +2y +3z = 1

−y +8z = 3

10z = 5 L3 ←− L3 +L2

Cette fois

G2 =




1 0 0

0 1 0

0 1 1


 .

Il ne reste plus qu’à remonter : On trouve successivementz = 1
2 , y = 1 et x =− 5

2 .
Il est à remarquer queG1 etG2 sont inversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit de défaire ce que faisaient ces matrices.

PourG−1
1 :





L1 ←− L1

L2 ←− L2 −L1

L3 ←− L3 +L1

.

Donc

G−1
1 =




1 0 0

−1 1 0

1 0 1


 . De mêmeG−1

2 =




1 0 0

0 1 0

0 −1 1


 .
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25.12 Exercices

25.12.1 Opérations sur les matrices

Exercice 25.1 ♥
Soient les matrices :

A =




−1 0 1

0 2 −1

−2 1 0


 et B=




1 1 1

−1 0 2

2 −1 2




1. Calculer :AB et BA.

2. Calculer :t(AB) et tB, tA et tBtA.

3. Calculer :Tr (A), Tr (B), Tr (AB) et Tr (BA).

4. Développer :(A+B)2.

Solution :

1. AB=




1 −2 1

−4 1 2

−3 −2 0


 et BA =




−3 3 0

−3 2 −1

−6 0 3


. On remarque queAB 6= BA.

2. t(AB)=




1 −4 −3

−2 1 −2

1 2 0


, tB =




1 −1 2

1 0 −1

1 2 2


, tA =




−1 0 −2

0 2 1

1 −1 0


 et tBtA =




1 −4 −3

−2 1 −2

1 2 0


= t(AB).

3. Tr (A)= 1, Tr (B) = 3, Tr (AB)= 2 et Tr (BA) = 2. On a bien :Tr (AB) = Tr (BA)

4. (A+B)2 = A2 + AB+BA+B2 6= A2 +2AB+B2 car AB 6= BA. De manière plus générale, la formule du binôme ne
s’applique pour développer(A+B)n que siA et B commutent.

Exercice 25.2 ♥
Calculer lorsque cela est possible les produitsAB et BA :

1.

A =
(
−1 0 1 1

2 1 0 0

)
et B=




1 0

0 1

1 2

−1 1




2.

A =
(

1
)

et B=




1

0

1




3.

A =
(

1 1 1 1
)

et B=




−1

1

0

1




Solution :

1. AB=
( −1 3

2 1

)
et BA =




−1 0 1 1

2 1 0 0

3 2 1 1

3 1 −1 −1



.

2. Le produitAB n’est pas possible. Par contre :BA =B.

3. AB=
(

1
)

et BA =




−1 −1 −1 −1

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1




Exercice 25.3 ♥♥

1. Soienti , j ,k, l ∈ �1,n� et Ei j , Ekl les matrices élémentaires deMn (K) correspondantes. CalculerEi j ×Ekl .
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2. Soit une matriceA ∈Mn(R). On suppose queA commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer queA est
une matrice diagonale.

3. Trouver les matricesA ∈Mn(R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Solution :

1. On vérifie facilement queEi j ×Ekℓ = δ j kEiℓ

2. NotonsA = ((ai j )). Soitk ∈ [1,n]. CommeA commute avec la matriceEkk , on a

AEkk =
n∑

i=1

n∑

j=1

et

Ekk A = ai j Ei j Ekk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j EkkEi j

et donc
n∑

i=1

aik Eik =
n∑

j=1

ak j Ek j ,

Ceci pour tout indicek.
Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-être sur lak-ième colonne et le membre de droite,
une matrice nulle sauf peut-être sur lak-ième ligne. On en déduit que pouri 6= k, aik = 0 et donc queA est une
matrice diagonale. La réciproque est claire.

3. Soit une matriceA = ((ai j )) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soitk ∈ [[1,n]]. La matriceEkk est
symétrique, et on calcule

AEkk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Ei j Ekk =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δ j kEik =
n∑

i=1

aik Eik

Ekk A =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j EkkEi j =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δki Ek j =
n∑

j=1

ak j Ek j

Par conséquent, les coefficients de la matriceAEkk sont nuls, sauf sur lak-ième colonne où ce sont les coefficients
de lak-ième colonne de la matriceA. De même, les coefficients de la matriceEkk A sont tous nuls sauf sur lak-
ième ligne, où l’on retrouve les coefficients de la matriceA. PuisqueAEkk = Ekk A, on en déduit que∀(i ,k) ∈
[[1,n]]2 , i 6= k =⇒ aik = aki = 0K . La matriceA est donc nécessairement une matrice diagonale :A =∑n

i=1
di Ei i .

Considérons ensuite pour(k,ℓ) ∈ [[1,n]]2 , k 6= ℓ, la matrice symétriqueS = Ekℓ+Eℓk . On calcule

AS =
n∑

i=1

di Ei i Ekℓ+
n∑

i=1

di Ei i Eℓk = dk Ekℓ+dℓEℓk

SA =
n∑

i=1

di EkℓEi i +
n∑

i=1

di Eℓk Ei i = dℓEkℓ+dk Eℓk

Puisque le système(Ekℓ,Eℓk ) est libre, on trouve quedℓ = dk . En définitive, la matriceA doit être une matrice
scalaire :∃α ∈K tel queA = αIn . Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc avec
toute matrice symétrique.

Exercice 25.4 ♥♥
Soit une matriceA = ((ai j ))∈Mn(K) et deux indices(k, l) ∈ [[1,n]]2 .

1. Déterminer les matricesAEkl et Ekl A.

2. Trouver toutes les matricesA ∈Mn(K) vérifiant :∀B ∈Mn (K), AB= BA.

Solution :

1. On sait queA =∑
i , j=1...n ai j Ei j donc

AEkl =
∑

i , j=1...n

ai j Ei j Ekl =
∑

i , j=1...n

ai j δ j k Ei l =
∑

i=1...n

aik Ei l

Ekl A =
∑

i , j=1...n

ai j Ekl Ei j =
∑

i , j=1...n

ai j δl i Ek j =
∑

j=1...n

al j Ek j
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2. Si pour toutB ∈Mn (K), AB= BA, alors en particulier, pour toutk, l ∈ �1,n�, Ekl A = AElk et donc
∑

i=1...n aik Ei l =∑
j=1...n al j Ek j . Mais la famille

(
Ei j

)
est libre donc cette égalité n’a lieu que siaik = 0 pouri 6= k et siai ,i = a j , j

pour touti , j ∈ �1,n�, autrement dit que siA est scalaire. Réciproquement, siA est scalaire alors elle commute
avec toutes les matrices deMn(K).

Exercice 25.5 ♥♥
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symétriques soit encore une
matrice symétrique.

Solution : Soit C = AB, où A =
(
ai j

)
1ÉiÉn
1É jÉn

et B =
(
bi j

)
1ÉiÉn
1É jÉn

sont deux matrices carrées symétriques. On aci j =
n∑

k=1

aik bk j =
n∑

k=1

aki b j k =
n∑

k=1

b j k aki = c ′j i avecC′ = BA. Doncci j = c j i si et seulement siC = C′ c’est-à-dire lorsqueA

et B commutent.
Plus synthétiquement :t (AB)= t Bt A =BA carA = t A et B = t B. Donct (AB)= AB si et seulement siAB= BA.

Exercice 25.6 ♥♥
On considère la matrice

J =




0 1 . . . O

...
...

...
...

0 1

O . . . 0 0




Calculert JJ, et Jt J.

Solution : On considèreB = (ei )1ÉiÉn la base canonique deRn et u l’endomorphisme deRn défini paru(e1) = 0 et
u(ei ) = ei−1 pour i Ê 2. J est la matrice deu dansB. t J est la matrice dev dansB, avecv(ei ) = ei+1 pour i É n−1 et
v(en)= 0. t JJ est la matrice dev ◦u dansB. On av ◦u(e1) = 0 et v ◦u(ei ) = v(ei−1) = ei . Donc

t JJ =




0 0 . . . . . . . . . 0

0 1 0 . . . . . .
...

... 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

... 0
...

...
...

... 0

0 0 . . . . . . 0 1




de même Jt J =




1 0 . . . . . . . . . 0

0 1 0 . . . . . .
...

... 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

... 0

0
...

... 1 0

0 0 . . . . . . 0 0




Exercice 25.7 ♥♥
On définit pouri 6= j , la matriceTλ

i j
∈Mn (R) par

Tλ
i j = I+λEi j

Soit une matriceA ∈Mn (R). CalculerATλ
i j

et Tλ
i j

A. Interpréter le résultat trouvé.

Solution : Soit ei les vecteurs colonnes de la base canonique deRn . On aTλ
i j

ek = ek pourk 6= i et Tλ
i j

e j = e j +λei . On

en déduit que lak-ième colonne de la matrice deATλ
i j

estATλ
i j

ek = Aek pourk 6= i et ATλ
i j

e j = Ae j +λAei . Moralité : la

matriceATλ
i j

est obtenue en ajoutantλ fois la i -ème colonne deA à saj -ème colonne.

De même (par exemple en transposant) la matriceTλ
i j

A est obtenue en ajoutantλ fois la j -ème ligne deA à sai -ème
ligne.
Moralité : Lorsqu’on multiplie à gauche (par une matriceTλ

i j
) on agit sur les lignes. Quelle action ? Il suffit de le voir

sur la matriceIn.

Exercice 25.8 ♥♥
Soit A ∈Mnp (R) telle que

∀(X,Y) ∈Mn1(R)×Mp1(R) t XAY = 0.

1. Montrer queA =0.
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2. Trouver une matrice2×2 non-nulle telle que

∀X ∈M21(R) t XAX = 0.

Solution :

1. Soit f j la j -ème matrice de la base naturelle deMp1(R) etei la i -ème matrice de la base naturelle deMn1(R). On
a t ei A f j = ai j d’où le résultat.

2.
(

0 1

−1 0

)
.

Exercice 25.9 ♥♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R) telles que :

∀C ∈Mn(R) ACB= 0

Montrer queA = 0 ou B= 0.

Solution : On traduit l’énoncé avec des endomorphismes : Soitu, v ∈ L (Rn) tels que∀w ∈ L (Rn ), u ◦ w ◦ v = 0.
Démonter queu = 0 ou v = 0.
Par contraposée : Supposonsu 6= 0 et v 6= 0. Donc∃x ∈Rn tel quez = v(x) 6= 0 et∃y ∈Rn tel queu(y) 6= 0. On construit
alorsw ∈L (Rn) tel quew(z) = y . On a alors(u ◦w ◦ v)(x) = u(y) 6= 0. Doncu ◦w ◦ v 6= 0.

Exercice 25.10 ♥♥
Soit deux matrices colonnes non nullesX,Y ∈Mn1(R).

1. Montrer que la matriceXt Y est de rang1.

2. Montrer que toute matrice carréeA de rang1 peut s’écrire sous la forme ci-dessus.

3. Soit une matriceA ∈Mn1(R) de rang1. Montrer qu’il existeλ ∈R tel que

A2 =λA

et exprimerλ en fonction deX et Y.

Solution :

1. Le rang deX et det Y égale1 donc le rang du produit estÉ 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ou les
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce que siu et v sont deux applications linéaires,u ◦ v (si elle existe)
a un rang inférieur au rang deu. Le rang deXt Y n’est pas0 manifestement.

2. CommeA 6= 0, on choisit un élémentai j 6= 0. CommeA est de rang1, toutes les lignes sont proportionnelles à la
i -ème ligne :Lk =αk Li . Donc on peut prendreX = (α1, . . . ,αi−1,1,αi+1 , . . . ,αn) et Y = (ai1, . . . , ain ).

3. On écritA =Xt Y, d’oùA2 = AA =Xt YXt Y. Commet YX est un réel, il commute àX. DoncAA = (t YX)Xt Y = (t YX)A.
On peut donc prendreλ= t YX.

Exercice 25.11 ♥♥
Déterminer toutes les formes linéairesϕ surMn (R) vérifiant :

∀A,B ∈Mn (R) ϕ(AB)=ϕ(Bt A)

Solution : Remarque : Sin = 1, alors toutes les formes linéaires conviennent.
On prendn > 1. Une forme linéaire est définie par ses images des vecteurs d’une base, donc ici lesϕ (Eik ).
Or Eik = Ei j E j k donc en choisissantA =Ei j et B= E j k aveck 6= j (c’est possible puisquen > 1) on aBt A =E j k E j i = 0.
Doncϕ (Eik ) = 0 etϕ est la forme nulle.

Exercice 25.12 ♥♥
On considère deux matricesA et B deM2(R), etC = AB.

1. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicationsnécessaires au calcul deC.

2. On pose :S1 = a21 − a11; S2 = a11 + a12; S3 = a12 − S1; S4 = a22 − S3; S5 = b22 − b12; S6 = b12 − b11; S7 =
b11 +S5; S8 = b21 −S7.
P1 = a21b11; P2 = a22b21; P3 = S1S5; P4 = S2S6; P5 = S4b22; P6 = a12S8; P7 = S3S7. Enfin S9 = P1 +P7; S10 =
S9 +P3; S11 = P4 +P5.
Démontrer quec11 = S10 +P6; c12 = S10 +P4; c21 = P1 +P2; c22 = S9 +S11.

3. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplicationsnécessaires au calcul deC par cette nouvelle méthode.
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Solution :

1. Il y a 4 coefficients à calculer. Pour chacun d’eux il y a deux multiplications et une addition. Soit8 multiplications
et 4 additions.

2. S10 + P6 = S9 + P3 + a12S8 = P1 + P7 + S1S5 + a12(b21 − S7) = a21b11 + S3S7 + (a21 − a11)(b22 − b12) + a12b21 −
a12(b11+S5) = a21b11+(a12−S1)(b11+S5)+a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−a12b11−a12(b22−b12) =
a21b11+a12b11+a12(b22−b12)−(a21−a11)b11−(a21−a11)(b22−b12)+a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−
a12b11−a12b22+a12b12 = a21b11+a12b11+a12b22−a12b12−a21b11+a11b11−a21b22+a21b12+a11b22−a11b12+
a21b22−a21b12−a11b22+a11b12+a12b21−a12b11−a12b22+a12b12 = a11b11+a11b22−a11b12−a11b22+a11b12+
a12b11+a12b22−a12b12+a12b21−a12b11−a12b22+a12b12+a21b11−a21b11−a21b22+a21b12+a21b22−a21b12 =
a11b11 +a12b21 +0 = c11. Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires.

3. Il y a 7 multiplications et11 additions. Le deuxième algorithme est plus rapide dès qu’une addition est7 fois
plus rapide qu’une addition. Dans ce cas on constate que le gain en rapidité est au détriment de la place mémoire
utilisée.

25.12.2 Trace d’une matrice

Exercice 25.13 ♥
Existe-t-il deux matrices(A,B)∈ Mn(R)2 vérifiantAB−BA = In ?

Solution : Si AB−BA = In , en prenant la trace, on obtiendraitTr(AB)−Tr(BA) = Tr(In) et alorsTr(In) = 0 ce qui est
faux.

Exercice 25.14 ♥
Soit (A,B) ∈Mn(R)2 vérifiantAB−BA =B.
Démontrer que∀k ∈N∗, Tr(Bk ) = 0.

Solution : On démontre par récurrence :Hk : ABk −Bk A = kBk . On aH1 par hypothèse. D’autre part

ABk+1−Bk+1A = (ABk −Bk A)B+Bk (AB−BA)= kBk B+Bk B = (k +1)Bk+1.

En prenant la trace, on obtient le résultat.

Exercice 25.15 ♥
Soit deux matricesA,B ∈Mn(K). On suppose que

∀X ∈Mn (K) Tr(AX)= Tr(BX)

Montrer queA =B.

Solution : Si A = ((ai j ) et X = ((xi j )), on calcule

Tr(AX)=
n∑

i=1

n∑

k=1

aik xki

En prenantX = Epq , on axki = δkpδi q , Tr(AX)= aqp , donc∀q, p ∈ [1,n], aqp = bqp et par suiteA =B.

Exercice 25.16 ♥♥
On se donne deux matricesA,B ∈Mn(R). Trouver toutes les matricesX ∈Mn(R) vérifiant :

X+Tr(X)A =B.

Indication 25.24 :Si X est une solution, prendre la trace de l’équation puis discuter.

Solution : Soit une matriceX ∈Mn(R) solution. AlorsTr(X)+Tr(X)Tr(A)= Tr(B). Il faut étudier deux cas :

1. Si Tr(A) 6= −1, alorsTr(X) = Tr(B)

1+Tr (A)
et alorsX = B− Tr(B)

1+Tr (A)
A. Réciproquement, on vérifie que cette matrice

convient.
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2. Si Tr(A) = −1, alors en prenant la trace dans l’égalitéX +Tr(X)A = B on déduitTr(X)+Tr(X)Tr(A) = Tr(B) soit
Tr(B) = 0. Donc siTr(B) 6= 0, il n’y a pas de solution.
Réciproquement, si on supposeTr(B) = 0, alors en posantX = B+λA, on a bienTrX = TrB+λTr A = −λ, et par
conséquentX+Tr(X)A =X−λA =B+λA−λA =B.
Dans le cas oùTr(A)=−1 et Tr(B) = 0, l’ensemble des solutions estS = {B+λA,λ ∈R}.

Conclusion : SiTr(A) 6= −1, S =
{

B− Tr(B)

1+Tr (A)
A

}
. Si Tr(A)=−1 et Tr(B) 6= 0, S =∅. Si Tr(A)=−1 et Tr(B) = 0, alors

S = {B+λA;λ ∈R}.

Exercice 25.17 ♥♥
Trouver toutes les formes linéairesϕ surMn (K) vérifiant

∀(A,B) ∈Mn(K)2, ϕ(AB)=ϕ(BA)

Solution : Soit ϕ une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaires, il vient pour tout i , j ,k,ℓ ∈ �1,n�,
ϕ

(
Ei j Ekl −Ekl Ei j

)
= 0 soitϕ

(
δ j kEi l −δℓi Ek j

)
= 0. Si j = k et i 6= ℓ il s’ensuit queϕ (Eiℓ) = 0. Et si j = k et i = ℓ alors

ϕ
(
Ei i −E j j

)
= 0. Doncϕ est nulle sur tous les vecteursEiℓ de la base canonique tel quei 6= ℓ et constante sur ceux tels

quei = ℓ. On en déduit que pour une matriceA =
(
ai j

)
∈Mn (K) alorsϕ (A) = γ

∑n
i=1

ai i = γTr (A) oùγ=ϕ (E11). Donc
ϕ ∈Vect (Tr). Réciproquement, siϕ est proportionnelle à la trace, alorsϕ vérifie∀(A,B) ∈Mn(K)2, ϕ(AB)=ϕ(BA).

Exercice 25.18 ♥♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R). On note

< A,B>= Tr(At B)

1. Calculer< A,B> en fonction des coefficients deA et B.

2. Vérifier que< A,B>=< B, A >
3. On note‖A‖=

p
< A, A >. Montrer que‖A‖= 0 ⇐⇒ A =0.

4. Montrer queA 7→< A,B> et B 7→< A,B> sont des formes linéaires surMn(R).

5. Montrer que|< A,B>|É ‖A‖‖B‖.

On a prouvé que<,> est un produit scalaire surMn(R), voir le chapitre 27. L’inégalité prouvée dans la dernière
question n’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le théorème 27.2 page 1063.

Solution :

1. On utilise la formule du produit matriciel. SiA =
(
ai j

)
et siB=

(
bi j

)
Pour touti , j ∈ �1,n�,

[
At B

]
i j =

∑n
k=1

aik b j k

donc < A,B>= Tr
(
At B

)
=

n∑

i=1

n∑

k=1

aik bik .

2. C’est évident d’après la formule précédente.

3. On utilise à nouveau la formule précédente :‖A‖2 =∑n
i=1

∑n
k=1

a2
ik

. Le résultat en découle immédiatement.

4. On montre facilement la linéarité deA 7→< A,B> en utilisant la linéarité deTr . D’après la question 2.,B 7→< A,B>
est aussi linéaire.

5. Pour toutt ∈R,
0 É ‖A+ tB‖2 =< A+ tB, A+ tB>= ‖B‖2 t 2 +2< A,B> t +‖A‖2 .

On obtient ainsi un trinôme du second degré ent . Son discriminant est∆ =< A,B >2 −‖A‖2 ‖B‖2. Comme ce
trinôme est positif, il admet au plus une racine réelle et donc∆É 0. On en déduit que< A,B>2 −‖A‖2 ‖B‖2 É 0 et
donc que|< A,B>|É ‖A‖‖B‖.

25.12.3 Rang d’une matrice

Exercice 25.19 ♥
Déterminer le rang des matrices suivantes :

1. A =




1 2 −1

2 1 0

−1 1 0




2. B =




1 −1 0 2

2 −1 1 −1

3 2 0 1

4 3 −1 1


 3. C =




2 2 1 0 1 1

1 2 1 0 −1 2

2 3 1 −1 0 1

−1 0 1 2 3 1




989



Solution :

1.

rg




1 2 −1

2 1 0

−1 1 0


 C1↔C3======= rg




−1 2 1

0 1 2

0 1 −1


 L3←L3−L2========= rg




−1 2 1

0 1 2

0 0 −3


= 3

2.

rg




1 −1 0 2

2 −1 1 −1

3 2 0 1

4 3 −1 1




C1↔C3======= rg




0 −1 1 2

1 −1 2 −1

0 2 3 1

−1 3 4 1




L1↔L2====== rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 2 3 1

−1 3 4 1




L4←L4+L1=========

rg




1 −1 2 −1

0 −1 0 2

0 2 3 1

0 2 6 0




L4←L4/2======== rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 2 3 1

0 1 3 0




L3 → L3 +2L2

L4 → L4 +L2
================ rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 0 3 5

0 0 5 2




L4←L4− 5
3 L3

==========

rg




1 −1 2 −1

0 −1 1 2

0 0 3 5

0 0 0 − 11
3


= 4

3.

rg




2 2 1 0 1 1

1 2 1 0 −1 2

2 3 1 −1 0 1

−1 0 1 2 3 1




C1↔C4======= rg




0 2 1 2 1 1

0 2 1 1 −1 2

−1 3 1 2 0 1

2 0 1 −1 3 1




L1↔L3====== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

2 0 1 −1 3 1




L4←L4+2L1========== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

0 6 3 3 3 3




L4←L4/3======== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 2 1 2 1 1

0 2 1 1 1 1




L3 ← L3 −L2

L4 ← L4 −L2
=============== rg




−1 3 1 2 0 1

0 2 1 1 −1 2

0 0 0 1 2 −1

0 0 0 0 2 −1


= rg




−1 3 0 2 1

0 2 −1 1 2

0 0 2 1 −1

0 0 2 0 −1


= 4

On a supprimé la troisième colonne, combinaison linéaire des deux premières.

Exercice 25.20 ♥♥
Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) paramètre(s) le rang des matrices :

1. A =




1−a 0 0

−1 2−a 1

2 0 3−a




2. B =




1 1 1

b +c c +a a +b

bc ca ab


.

3. C =




1 cosθ cos2θ

cosθ cos2θ cos3θ

cos 2θ cos3θ cos4θ


.

4. D =




1 1 1

a b c

a2 b2 c2


.

5. E =




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

b 0 0 0 a



.

Solution :
1.

rg




1−a 0 0

−1 2−a 1

2 0 3−a


 transpo.
======== rg




1−a −1 2

0 2−a 0

0 1 3−a


 si a 6= 1======== 1+ rg

(
2−a 0

1 3−a

)
transpo.
========

1+ rg

(
2−a 1

0 3−a

)
si a 6= 2======== 2+ rg(3−a)
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De plus, on vérifie facilement que sia = 1 ou a = 2 alorsrg A =2.Doncrg A =
{

2 si a = 1,2 ou 3

3 sinon
.

2.

rg




1 1 1

b +c c +a a +b

bc ca ab


 transpo.
======== rg




1 b +c bc

1 c +a ca

1 a +b ab




L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
=============== rg




1 b +c bc

0 a −b c (a −b)

0 a −c b (a −c)


=

1+ rg

(
a −b c (a −b)

a −c b (a −c)

)
si a 6= b et a 6= c=============== 1+ rg

(
1 c

1 b

)
=

{
3 si b 6= c

2 si b = c
.

En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit quergB =



1 si a = b = c

2 si deux parmi les trois nombresa, b et c sont égaux et le troisième différent

3 si b 6= c et a 6= b et a 6= c

3. Siθ 6= 0
[π

2

]
,

rg




1 cosθ cos 2θ

cosθ cos2θ cos 3θ

cos2θ cos3θ cos 4θ




L2 ← L2 −cosθL1

L3 ← L3 −cos 2θL1
==================== rg




1 cosθ cos2θ

0 cos2θ−cos2θ cos3θ−cosθcos2θ

0 cos3θ−cos 2θcosθ cos 4θ−cos2 2θ


=

rg




1 cosθ cos 2θ

0 −sin2θ −sin 2θsinθ

0 −sin 2θsinθ −sin2 2θ




L2 ←
L2

−sinθ

L3 →
L3

−sin 2θ================ rg




1 cosθ cos2θ

0 sinθ sin 2θ

0 sinθ sin 2θ


 L3←L3−L2=========

rg




1 cosθ cos 2θ

0 sinθ sin2θ

0 0 0


= 2.

Par ailleurs siθ= 0
[π

2

]
, r g C = 2.

4.

rg




1 1 1

a b c

a2 b2 c2


= rg




1 a a2

1 b b2

1 c c2




L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============




1 a a2

0 b −a b2 −a2

0 c −a c2 −a2


= 1+ rg

(
b −a b2 −a2

c −a c2 −a2

)

si b 6= a et c 6= a=============== 1+ rg

(
1 b +a

1 c +a

)
L2←L2−L1========= 1+ rg

(
1 b +a

0 c −b

)
= 2+ rg(c −b)=

{
3 si c 6= b

2 si c = b

En utilisant les symétries de la matrice, on en déduit quergD =



1 si a = b = c

2 si deux parmi les trois nombresa, b et c sont égaux et le troisième différent

3 si b 6= c et a 6= b et a 6= c

.

5. Supposanta 6= 0 et b 6= 0 :

rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

b 0 0 0 a




L5←aL5−bL1=========== rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 −b2 0 0 a2




L5←aL5+b2L2============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 b3 0 a3




L5←aL5−b3L3============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 0 −b4 a4




L5←aL5+b4L4============ rg




a b 0 0 0

0 a b 0 0

0 0 a b 0

0 0 0 a b

0 0 0 0 b5 +a5



=

{
5 si a5 +b5 6= 0

4 si a5 +b5 = 0

En résumé, (et dans le cas oùa et b sont réels) :rg(E) = 0 si a et b sont non nuls.rg(E) = 5 si a ou b est nul mais
pas en même temps.rgE = 4 si a = 1 et b =−1 ou sia =−1 et b = 1. Dans tous les autres casrg(E) = 5.

991



Exercice 25.21 ♥
Calculer le rang des familles de vecteursv = (v1, v2, v3) deR3 suivantes avec :

1. v1 = (1,2,0), v2 = (0,1,0), v3 = (1,1,1).

2. v1 = (1,1,0), v2 = (0,1,1), v3 = (1,2,1).

3. v1 = (1,1,1), v2 = (1,2,1), v3 = (1,−1,1).

Solution :

1. On a très clairement une base deR3. Le rang est3.

2. v1 et v2 forment une famille libre.v3 = v1 + v2. Le rang est2.

3. Le rang de la famillev est le rang de la matrice




1 1 1

1 2 −1

1 2 1


. En opérant sur les lignes, on obtient :

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1




1 1 1

0 1 −2

0 1 0


, puis

L3 ← L3 −L2




1 1 1

0 1 −2

0 0 2


. Le rang est donc3.

Exercice 25.22 ♥
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

1. f :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y − z, x,−z

) .

2. f :

{
R2 −→ R3

(s, t) 7−→ (s + t ,2s − t , t)
.

3. θ :

{
R2 [X] −→ R2 [X]

P 7−→ P′ .

4. θ :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′−P
.

Solution :

1. C’est le rang de la matrice




1 1 −1

1 0 0

0 0 −1


 qui est clairement de rang3.

2. C’est le rang de la matrice




1 1

2 −1

0 1


 qui est clairement de rang2 en regardant les deux dernières lignes.

3. L’image de la base(1,X,X2) parθ est(0,1,2X) qui est de rang2. Doncθ est de rang2.

4. L’image de la base(1,X,X2,X3) parθ est(−1,0,X2 ,2X3) qui est de rang3. Doncθ est de rang3.

Exercice 25.23 ♥♥

Soit M =




8 2 −2

2 5 4

−2 4 5


.

1. CalculerM2.

2. Déterminer le rang deM.

3. SoitA ∈M3,2(C) et B ∈M2,3(C) telles queAB= M. Démontrer queBA = 9I2.

Solution :

1. M2 =




64+4+4 16+10−8 −16+8−10

16+10−8 4+25+16 −4+20+20

−16+8−10 −4+20+20 4+16+25


=




72 18 −18

18 45 36

−18 36 45


= 9M.

2. M est de rang 2. (4L2 −L1 = 4L3 +L1).

3. AB est de rang 2, doncrg(A) Ê 2, doncrg(A) = 2. De mêmerg(B) = 2. Donc A est la matrice d’une application
linéaire injective.∃A′ ∈M2,3(C), telle queA′A = I2. De mêmeB est la matrice d’une application linéaire surjective.
∃B′ ∈M3,2(C), telle queBB′ = I2. CommeABAB= 9AB, on en déduit queA′ABABB′ = 9A′ABB′ = 9I2I2 = 9I2.

25.12.4 Calcul de déterminants de taille2 ou 3

Exercice 25.24 ♥
En variant les techniques utilisées (Règle de Sarrus, développement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa-
raître des zéros,...) Calculer les déterminants suivants :
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a)

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

2 4 2

∣∣∣∣∣∣

b)

∣∣∣∣∣∣

−3 2 9

−1 0 −1

11 −5 −12

∣∣∣∣∣∣

c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

5 8 3

2 −1 2

∣∣∣∣∣∣

d)

∣∣∣∣∣∣

1 −1 0

5 −5 5

2 1 3

∣∣∣∣∣∣

e)

∣∣∣∣∣∣

3 4 −2

2 3 1

1 2 3

∣∣∣∣∣∣

f)

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

−1 3 4

−1 1 8

∣∣∣∣∣∣

Solution :

a) On peut opérer sur les lignes :L3 ←− L3 −2L1 et

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

2 4 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 0

0 1 6

0 0 2

∣∣∣∣∣∣
= 2.

b) En développant par rapport à la deuxième ligne :∣∣∣∣∣∣

−3 2 9

−1 0 −1

11 −5 −12

∣∣∣∣∣∣
=−1× (−1)×

∣∣∣∣
2 −9

−5 −12

∣∣∣∣+ (−1)× (−1)×
∣∣∣∣
−3 2

11 −5

∣∣∣∣= (−24+45)+ (15−22) = 21−7 = 14.

c) La présence des trois1 à la première ligne incite à soustraire la première colonne aux deux autres :∣∣∣∣∣∣

1 1 1

5 8 3

2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 3 −2

2 −3 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
3 −2

−3 0

∣∣∣∣=−6.

d) En additionnant les colonnes :C2 ←− C2 +C1∣∣∣∣∣∣

1 −1 0

5 −5 5

2 1 3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 0 5

2 3 3

∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

5 5 0

2 3 3

∣∣∣∣∣∣
=−15.

e) Avec la règle de Sarrus, alors ?

∣∣∣∣∣∣

3 4 −2

2 3 1

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 27+4+6−8−24−6 =−1.

f) L2 ←− L2 +L1 et L3 ←− L3 +L1

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

−1 3 4

−1 1 8

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 −2

0 4 2

0 2 6

∣∣∣∣∣∣
= 24−4 = 20.

Exercice 25.25 ♥
Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :

1. ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

0 −1 10

0 2 5

0 1 1

∣∣∣∣∣∣

2. ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

−1 2 3

1 −2 5

1 −2 2

∣∣∣∣∣∣

3. ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

2 −1 3

−1 2 −3

3 1 2

∣∣∣∣∣∣

4. ∆4 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 1

0 0 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣

5. ∆5 =

∣∣∣∣∣∣

1 a b +c

1 b c +a

1 c a +b

∣∣∣∣∣∣

6. ∆6 =

∣∣∣∣∣∣

1 cos2x 2cos2 x

1 −cos 2x 2sin2 x

cos x sin x cos x sin x sin 2x

∣∣∣∣∣∣

Solution :

1. Une colonne de∆1 est nulle donc∆1 = 0.

2. Les deux premières colonnes de∆2 sont proportionnelles, donc∆2 = 0.

3. La première colonne de∆3 est somme des deux autres donc∆3 = 0.

4. ∆4 étant diagonale, le déterminant∆4 est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceux-ci étant nul, il en
est de même de∆4.

5. ∆5
C3→C2+C3=========

∣∣∣∣∣∣

1 a a +b +c

1 b a +b +c

1 c a +b +c

∣∣∣∣∣∣
et les première et troisième colonnes de∆5 sont proportionnelles. Il vient

∆5 = 0.

6. La dernière colonne de∆6 est somme des deux autres donc∆6 = 0.

Exercice 25.26 ♥♥
Calculer, sous forme factorisée :
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1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

2.

∣∣∣∣∣∣

0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣

3.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

4.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
(appelé déterminant de Vandermonde).

6.

∣∣∣∣∣∣

a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣

7.

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

1 sin b cosb

1 sinc cos c

∣∣∣∣∣∣

où a,b,c sont trois réels.

Solution :

1.

∣∣∣∣∣∣

a −b −c 2a 2a

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
L1←L1+L2+L3============

∣∣∣∣∣∣

a +b +c a +b +c a +b +c

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

2b b −c −a 2b

2c 2c c −a −b

∣∣∣∣∣∣

C2 ←C2 −C1

C3 ←C3 −C1
=============== (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

2b −b −c −a 0

2c 0 −c −a −b

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)3

2.

∣∣∣∣∣∣

0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣
= 2abc par application de la règle de Sarrus.

3.

∣∣∣∣∣∣

1+a a a

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
L1←L1+L2+L3============

∣∣∣∣∣∣

1+a +b +c 1+a +b +c 1+a +b +c

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣
=

(1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

b 1+b b

c c 1+c

∣∣∣∣∣∣

C2 ← C2 −C1

C3 ← C3 −C1
=============== (1+a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

b 1 0

c 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1+a +b +c

4.

∣∣∣∣∣∣

a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣
C1←C1+C2+C3============

∣∣∣∣∣∣

a +b +c b c

a +b +c a b

a +b +c c a

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

1 a b

1 c a

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
=============== (a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

1 b c

0 a −b b −c

0 c −b a −c

∣∣∣∣∣∣
=

(a +b +c)
(
a2 +b2 +c2 −ab −ac −bc

)
=

1

2
(a +b +c)

(
(a −b)2 + (a −c)2 + (b −c)2

)

5.

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 b −a b2 −a2

0 c −a c2 −a2

∣∣∣∣∣∣
= (b −a) (c −a)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 1 b +a

0 1 c +a

∣∣∣∣∣∣

L3←L3−L2========= (b −a) (c −a)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

0 1 b +a

0 0 c −b

∣∣∣∣∣∣
= (b −a)(c −a) (c −b)

6.

∣∣∣∣∣∣

a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
C1←C1−C2−C3============

∣∣∣∣∣∣

−2c b +c c +a

−2c2 b2 +c2 c2 +a2

−2c3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
=−2

∣∣∣∣∣∣

c b +c c +a

c2 b2 +c2 c2 +a2

c3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
C2 ← C2 −C1

C3 ← C3 −C1
=============== −2

∣∣∣∣∣∣

c b a

c2 b2 a2

c3 b3 a3

∣∣∣∣∣∣
= −2abc

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

c b a

c2 b2 a2

∣∣∣∣∣∣
= −2abc (b −a)(c −a) (c −b) car on reconnaît

un déterminant de Vandermonde.
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7.

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

1 sin b cosb

1 sin c cos c

∣∣∣∣∣∣

L2 ← L2 −L1

L3 ← L3 −L1
===============

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 sinb − sin a cos b −cos a

0 sin c − sin a cosc −cos a

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 2cos b+a
2

sin b−a
2

−2sin b+a
2

sin b−a
2

0 2cos c+a
2 sin c−a

2 −2sin c+a
2 sin c−a

2

∣∣∣∣∣∣
=−4sin b−a

2 sin c−a
2

∣∣∣∣∣∣

1 sin a cos a

0 cos b+a
2

sin b+a
2

0 cos c+a
2 sin c+a

2

∣∣∣∣∣∣
=

−4sin b−a
2

sin c−a
2

(
sin c+a

2
cos b+a

2
− sin b+a

2
cos c+a

2

)
= −4sin b−a

2
sin c−a

2
sin

(
c+a

2
− b+a

2

)
=

−4sin
b−a

2
sin

c−a

2
sin

c−b

2

Exercice 25.27 ♥
Montrer que :

∣∣∣∣∣∣

3 0 0

0 4 0

0 0 5

∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣

0 0 3

0 4 0

5 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 60

Solution : Facile par permutations des colonnes.

Exercice 25.28 ♥

Les nombres119, 153 et 289 sont tous divisibles par17. Montrer, sans le développer que le déterminant

∣∣∣∣∣∣

1 1 9

1 5 3

2 8 9

∣∣∣∣∣∣
est

divisible par 17.

Solution : Notons ∆ ce déterminant. On a :1000∆ =

∣∣∣∣∣∣

100 10 9

100 50 3

200 80 9

∣∣∣∣∣∣
C1→C1+C2+C3============

∣∣∣∣∣∣

119 10 9

153 50 3

289 80 9

∣∣∣∣∣∣
=

17

∣∣∣∣∣∣

a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣
où a, b et c désignent respectivement le quotient de119, 153 et 289 par 17. On obtient :∆ = 17m

avecm =

∣∣∣∣∣∣

a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣
qui est un entier. Comme17 est premier avec1000, appliquant le lemme de Gauss,17 divise∆.

Exercice 25.29 ♥
Soit (a,b,c) ∈ R3. Considérons les polynômesPa = (X−a)2 ,Pb = (X−b)2 ,Pc = (X−c)2. Déterminer pour quelles
valeurs de(a,b,c) la familleP = (Pa ,Pb ,Pc ) forme une base deR2 [X] ?

Solution : La matrice de la familleP dans la base canonique
(
1,X,X2

)
deR2 [X] est M =




a2 b2 c2

−2a −2b −2c

1 1 1


.

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouvedet M =−2(b −a)(c −a) (c −b). La familleP forme une base de
R2 [X] si et seulement si les scalairesa, b et c sont deux à deux distincts.

Exercice 25.30 ♥♥♥
Montrer que

∆=

∣∣∣∣∣∣

cos (a −b) cos (b −c) cos(c −a)

cos (a +b) cos (b +c) cos(c +a)

sin (a +b) sin (b +c) sin (c +a)

∣∣∣∣∣∣
=−2sin (a −b)sin (b −c) sin (c −a)

Solution : On développe suivant la première ligne et on reconnaît les formules d’addition :

∆= cos(a −b) [cos(b +c) sin (c +a)−cos(c +a)sin (b +c)]−cos (b −c) [cos (a +b)sin (c +a)−cos (c +a)sin (a +b)]+
cos (c −a) [cos (a +b)sin (b +c)−cos (b +c)sin (a +b)] =

cos(a −b)sin (a −b)+cos (b −c) sin (b −c)+cos (c −a)sin (c −a)=
1

2
(sin 2(a −b)+ sin 2(b −c)+ sin 2(c −a))

995



puis on utilise les deux formulessin p + sin q = 2sin
p+q

2
cos

p−q
2

et cos p −cos q =−2sin
p+q

2
sin

p−q
2

:

∆= 1

2
(2sin (a −c) cos(a +c −2b)+ sin 2(c −a))

= sin (a −c)cos (a +c −2b)+ sin (c −a)cos(c −a) = sin (a −c) (cos(a +c −2b)−cos (c −a))

=−2sin (a −b)sin (b −c) sin(c −a)

Exercice 25.31 ♥
Soient

P1 = 2X2 −X+1, P2 = X2 +2X, P3 = X2 −1

Montrer que la familleP = (P1,P2,P3) est une base deR2 [X].

Solution : Notante =
(
X2,X,1

)
la base canonique deR2 [X], on a :

Mate (P)=




2 1 1

−1 2 0

1 0 −1




qui est inversible. La familleP est donc une base deR2 [X].

Exercice 25.32 ♥
Á quelle condition sur le réela la famille e = (e1,e2,e3) :

e1 = (a,1,1) e2 = (1, a,1) e3 = (1,1, a)

forme-t-elle une base deR3 ?

Solution : La famillee forme une base deR3 si et seulement si

∣∣∣∣∣∣

a 1 1

1 a 1

1 1 a

∣∣∣∣∣∣
6= 0. Ce déterminant vaut :(a −1)2 (a +2).

La famille e est donc libre si et seulement sia 6= 1 et a 6= −2.

25.12.5 Inversion de matrice

Exercice 25.33 ♥
Inverser

A =




−3 1 0

2 0 1

1 2 −1




1. en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
2. en utilisant la comatrice.

Solution :
1. On effectue les mêmes opérations sur les lignes deA et deI3.

−3 1 0 1 0 0

2 0 1 0 1 0

1 2 −1 0 0 1

−3 1 0 1 0 0

0 2 3 L2 ← 3L2 +2L1 2 3 0

0 7 −3 L3 ← 3L3 +L1 1 0 3

−6 0 −3 L1 ← 2L1 −L2 0 −3 0

0 2 3 2 3 0

0 0 −27 L3 ← 2L3 −7L2 −12 −21 6

−54 0 0 L1 ← 9L1 −L3 12 −6 −6

0 18 0 L2 ← 9L2 +L3 6 6 6

0 0 −27 −12 −21 6

9 0 0 L1 ← L1/(−6) −2 1 1

0 9 0 L2 ← L2/2 3 3 3

0 0 9 L3 ← L3/(−3) 4 7 −2
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Chaque opération sur les lignes est la multiplication à gauche par une matrice inversible. DoncA est inversible et

A−1 =
1

9



−2 1 1

3 3 3

4 7 −2


.

2. On calculedet(A)= 9 et com(A)=



−2 3 4

1 3 7

1 3 −2


 doncA−1 =

tcom(A)

det(A)
= 1

9



−2 1 1

3 3 3

4 7 −2


.

Exercice 25.34 ♥
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse :

1. A =
(
−1 1

2 1

)

2. B =
(

1 i

i 1

)

3. C =




1 0 1

−1 0 1

0 1 −1




4. D =




0 −2 1

1 0 1

0 −1 2




5. E =




1 1 0

0 1 2

0 0 1




6. F =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0




Solution :

1. A−1 =
(

−1/3 1/3

2/3 1/3

)

2. B−1 =
(

1/2 −i /2

−i /2 1/2

)

3. C−1 =




1/2 −1/2 0

1/2 1/2 1

1/2 1/2 0




4. D−1 =




1/3 1 −2/3

−2/3 0 1/3

−1/3 0 2/3




5. E−1 =




1 −1 2

0 1 −2

0 0 1




6. F−1 =




0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




Exercice 25.35 ♥
On considère la matriceA ∈M2 (C) donnée parA =

(
1 2i

−i 1

)
.

1. Montrer queA2 −2A− I2 = 0. On dit queX2 −2X−1 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution :

1. On montre par un calcul direct queA2 −2A− I2 = 0.

2. L’égalité précédente amène :A(A−2I2) = I2. A est donc inversible et sa matrice inverse est :

( −1 2 i

−i −1

)

3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou en passant par un système.

997



Exercice 25.36 ♥

Soit A =




1 0 1

−1 0 2

0 1 −1




1. Montrer que le polynôme queP = X3 −3X+3 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct.

Solution : Même déroulement que l’exercice précédent. On trouveA−1 = I3 −
1

3
A2 = 1

3




2 −1 0

1 1 3

1 1 0


.

Exercice 25.37 ♥
Soient deux matrices carréesA,B ∈Mn(K) vérifiantAB= 0. Montrer que siA est inversible, alorsB= 0.

Solution : Si A est inversible alors on peut écrire :

AB= 0 =⇒ A−1 ×AB= A−1 ×0 =⇒ B = 0.

Exercice 25.38 ♥♥
Soit une matriceA ∈Mn (R) antisymétrique. On poseM = I+A.

1. Soit une matrice colonneX ∈Mn,1(R). Calculer la matricet XAX

2. En déduire que la matriceM est inversible.

Solution :

1. Si A =
(
ai j

)
alorst XAX = ∑n

i=1

∑n
j=1

ai j xi x j . CommeA est antisymétrique, pour touti 6= j a j i xi x j =−ai j xi x j

et ai i = 0. Alors t XAX = 0 .

2. SoitX ∈Mn,1(R). Alors

MX = 0 =⇒ t XMX = 0 =⇒ t X (I+A)X = 0 =⇒ t XX+ t XAX = 0 =⇒ t XX = 0

en vertu de la première question. Mais siX = (xi ), t XX = ∑n
i=1

x2
i

et t XX = 0 implique que∀i ∈ �1,n�, xi = 0 et
queX = 0. On en déduit queM est inversible.

Exercice 25.39 ♥♥

Déterminer l’inverse de la matrice carréeA =




1 O

a
...
...

...
O a 1




Solution : Soit e = (e1, . . . ,en) une base deKn et f =
(

f1, . . . , fn

)
la famille de vecteurs deKn admettantA comme

matrice dans la basee. On a donc :

f1 = e1 +ae2, f2 = e2 +ae3, . . . , fn−2 = en−2 +aen−1, fn−1 = en−1 +aen , fn = en .

On en déduit que :

en = fn

en−1 = fn−1 −a fn

en−2 = fn−2 −a fn−1 +a2 fn

... =
...

e2 = f2 −a f3 +a2 f4 −a3 f5 + . . .+ (−1)n−2 an−2 fn

e1 = f1 −a f2 +a2 f3 −a3 f4 + . . .+ (−1)n−1 an−1 fn
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donc f est une base deKn , A est inversible et

A−1 =Matf (e) =




1 0 . . . . . . 0

−a 1
...

...
...

a2 −a
...

−a3 a2 ...
...

...
...

(−1)n−2an−2 (−1)n−3an−3 . . . 1 0

(−1)n−1an−1 (−1)n−2an−2 . . . −a 1




Exercice 25.40 ♥♥
Soit A ∈Mn (K) telle queIn +A est inversible. SoitB= (In −A)(In +A)−1.

1. Montrer queB= (In +A)−1 (In −A).

2. Montrer queIn +B est inversible et exprimerA en fonction deB.

Solution :

1. On a(In +A)(In −A) = (In −A)(In +A), donc In − A = (In +A)−1 (In −A)(In −A) donc B = (In −A)(In +A)−1 =
(In +A)−1 (In −A), ce qu’il fallait vérifier.
Un argument plus savant :(In +A)−1 est un polynôme enA, et comme tel commute avec n’importe quel polynôme
en A, par exempleIn − A. En effet, soitB = In + A. La famille In ,B,B2, . . . ,Bn2

est liée. On peut écrireλ0In +
λ1B + . . .λk Bk = 0 où k désigne le plus grand indiceÉ n2 pour lequelλk 6= 0. On aλ0 6= 0, sinon on aurait
B(λ1In + . . .λk Bk−1 = 0 et doncB ne serait pas inversible. Donc on peut écrire

In = B

(
−
λ1

λ0
In −

λ2

λ0
B− . . .−

λk

λ0
Bk−1

)
.

DoncB−1 =−λ1

λ0
In − λ2

λ0
B− . . .− λk

λ0
Bk−1 est un polynôme enB donc un polynôme enA =B− In .

2. B= (2In − In −A)(In +A)−1 = 2(In +A)−1 − (In +A)(In +A)−1 = 2(In +A)−1 − In . D’où In +B= 2(In +A)−1, ce qui

montre bien queIn +B est inversible. De plus(In +B)−1 = 1

2
(In +A), d’où A =2(In +B)−1 − In .

Exercice 25.41 ♥♥
Soit A une matrice carrée nilpotente de taillen ∈N∗. Montrer que la matrice(In −A) est inversible.

Solution : On suppose queA est nilpotente d’ordrep ∈N∗. On a doncAk = 0 pour toutk Ê p et Ak 6= 0 pour toutk < p.
Mais

(In −A)
(
In +A+A2 + . . .+Ap−1

)
= (In −A)+

(
A−A2

)
+ . . .+

(
Ap−1 −Ap

)
= In

par télescopage et carAp = 0. DoncIn −A est inversible d’inverseIn +A+A2+ . . .+Ap−1.

Exercice 25.42 ♥♥
Soit une matriceU triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer que la
matriceU est inversible. (On montrera queUX = 0=⇒ X = 0 )

Solution : Soit une matrice colonneX ∈Mn1(R) telle queUX = 0. On obtient un système d’équations triangulaire sur
les coordonnées deX qui se résout de proche en proche en partant de la dernière équation et on obtient finalement que
X = 0. Par conséquent,U est inversible.
Une autre façon de voir est de considérer que la matrice est celle d’un endomorphismeu de Rn−1[X] dans la base
(Xk ). L’hypothèse «U triangulaire supérieure avec tous les éléments de la diagonale non-nuls » se traduit par :∀k ∈
{0, . . . ,n −1},deg(u(Xk )) = k. Doncu transforme la base(Xk ) en une famille échelonnée en degrés, donc une base de
Rn−1[X]. Doncu est bijectif, doncU est inversible.

Exercice 25.43 ♥♥

On considère la matriceM = ((mi j ))1Éi , jÉn ∈Mn(R) avecmi j =





i

j
si i 6= j

0 si i = j

. CalculerM2 et M−1.
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Solution : Faire d’abord le calcul pourn = 3. En notantM2 = ((ai j )), on tire queai j =
∑n

k=1
mik mk j =

∑
k 6∈{i , j }

i

j

ai j =





(n−2)
i

j
si i 6= j

(n−1) si i = j

On remarque queM2 = (n−2)M+ (n−1)In d’où l’on tire queM est inversible et queM−1 =
1

n−1
.(M− (n−2)In ).

Exercice 25.44 ♥♥♥
Inverser la matrice suivante :

A =




1 6 5 4 3 2

2 1 6 5 4 3

3 2 1 6 5 4

4 3 2 1 6 5

5 4 3 2 1 6

6 5 4 3 2 1




Solution : Avec la forme de la matriceA, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s’écrire, si elle existe,

A−1 =




x y z t u v

v x y z t u

u v x y z t

t u v x y z

z t u v x y

y z t u v x




.

L’égalité AA−1 = I6 se traduit, pour la première colonne deAA−1, par




x +6v +5u +4t +3z +2y = 1

2x +v +6u +5t +4z +3y = 0

3x +2v +u +6t +5z +4y = 0

4x +3v +2u +t +6z +5y = 0

5x +4v +3u +2t +z +6y = 0

6x +5v +4u +3t +2z +y = 0

Il n’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de ce système fournit une solution pour les autres colonnes.
Maintenant, en additionnant les lignes, en posantS = x + v +u+ t + z + y , on obtient21S = 1.
Ensuite on multiplie la2ème la 4èmeet la6ème ligne par−1 et on additionne les six lignes pour obtenir−3x +3v −3u+
3t −3z +3y = 1 soit 3S1 −3S2 =−1 en posantS1 = x +u+ z et S2 = v + t + y . Ce qui donneS1 =−

1

7
et S2 =

4

21
.

Si on continue dans la même idée, pourquoi ne pas multiplier la2èmeet la5èmeligne parj et la3èmeet la6èmeligne parj 2

avant d’additionner le tout :(5+7 j+9 j 2)(x+t)+(9+5 j+7 j 2)(v+z)+(7+9 j+5 j 2)(u+y) = 1. En utilisant7(1+ j+ j 2) = 0,
on a(−2+2 j 2)(x+t)+(2−2 j )(v+z)+(2 j −2 j 2)(u+y) = 1. En factorisant par(2−2 j ), on aj 2(x+t)+(v+z)+ j (u+y) =

1

2(1− j )
=

1− j 2

2(1− j )(1− j 2)
=

1

6
(1− j 2). En conjuguant, on obtientj (x + t)+ (v + z)+ j 2(u + y) =

1

6
(1− j ). En posant

T1 = x + t , T2 = v + z, T3 = u+ y on a



T1 + T2 + T3 = 1

21

j 2T1 + T2 + j T3 =
1

6
(1− j 2)

j T1 + T2 + j 2T3 = 1

6
(1− j )

. Bon, on sent qu’il y a de l’idée mais il n’y a rien de décisif. Il faut aller

encore plus loin :
Soit ζ= exp

(
2iπ

6

)
. On multiplie lakème ligne parζk et on additionne le tout :

xS+ζvS+ζ2uS+ζ3tS+ζ4zS+ζ5yS = 1 en posantS = 1+2ζ+3ζ2+4ζ3 +5ζ4+6ζ5. SoitP(X) = X
X6 −1

X−1
, on aS = P′(ζ).

Or P′(X) = X6 −1

X−1
+X

6X5(X−1)− (X6 −1)

(X−1)2
, d’où S = 6

ζ−1
.
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On obtient ainsi en faisant jouer le rôle deζ parζ2,ζ3, . . .





x +v +u +t +z +y = 1−1

6
+ 1

21

x +ζv +ζ2u +ζ3t +ζ4z +ζ5 y =
ζ−1

6

x +ζ2v +ζ4u +ζ6t +ζ2z +ζ4 y = ζ2 −1

6

x +ζ3v +ζ6u +ζ9 +ζ12z +ζ15y =
ζ3 −1

6

x +ζ4v +ζ8u +ζ12t +ζ16z +ζ20y = ζ4 −1

6

x +ζ5v +ζ10u +ζ15t +ζ20z +ζ25y = ζ5 −1

6

On trouvex en additionnant les lignes, en utilisant1+ζk +ζ2k +ζ3k ++ζ4k ++ζ5k = 0 pour1 É k É 5 : 6x = 1

21
−1 d’où

x =−10

63
. Pour trouverv , on multiplie lakème ligne parζ5k et on additionne le tout :6v = 1+ 1

21
d’où v = 11

63
.

Pour trouvert , on multiplie lak-ième ligne parζ4k et on additionne le tout :6u =
1

21
d’où t =

1

126
. Le même calcul

donne le même résultat pour les autres inconnues :t = z = y =
1

126
.

A−1 =
1

126




−20 1 1 1 1 22

22 −20 1 1 1 1

1 22 −20 1 1 1

1 1 22 −20 1 1

1 1 1 22 −20 1

1 1 1 1 22 −20




.

Exercice 25.45 ♥♥♥
On considère une matriceA ∈Mn(C), A = (ai j )1Éi , jÉn à diagonale dominante:

∀i ∈ [[1,n]]2 , |ai i | >
∑

j 6=i

|ai j |

Montrer que la matriceA est inversible. Cette propriété est connue sous le nom delemme d’Hadamard.

Solution : Supposons queA ne soit pas inversible. Alors il existeX = (xi ) ∈M1(C) non nul tel queAX = 0. CommeX est
non nul, on sait queα= maxi∈�1,n� |xi | 6= 0. De plus, on a encoreA(X/α) = 0. On peut donc supposer quemaxi∈�1,n� |xi | =
1. On notei0 l’indice i ∈ �1,n� tel que|xi | = 1 . L’égalité AX = 0 amène pour touti ∈ �1,n�,

∑n
j=1

ai j x j = 0 ou encore
−ai i xi =

∑n
j=1, j 6=i

ai j x j . En particulier, pouri = i0, cette égalité devient en passant à la valeur absolue et en utilisant
l’inégalité triangulaire :

∣∣ai0 i0

∣∣=
∣∣ai0i0 xi0

∣∣=
∣∣∣∣∣

n∑

j=1, j 6=i0

ai0 j x j

∣∣∣∣∣É
n∑

j=1, j 6=i0

∣∣ai0 j

∣∣ ∣∣x j

∣∣É
n∑

j=1, j 6=i0

∣∣ai0 j

∣∣

carmaxi∈�1,n� |xi | = 1. Mais comme la matrice est à diagonale dominante, on a aussi|ai0i0 | >
∑

j 6=i0
|ai0 j | et on aboutit à

une contradiction. Par conséquentA est inversible.

Exercice 25.46 ♥♥♥

1. Soitn ∈N, Démontrer qu’il existe un unique polynômeUn(X) ∈Z[X], de degrén, vérifiant

∀ϑ ∈R, sinϑ .Un (cosϑ) = sin (n+1)ϑ.

Démontrer que

Un+1(X)+Un−1(X) = 2XUn (X) (∗)

Démontrer que

∀n Ê 1, ∀p Ê 1, Un+p = Up Un −Up−1Un−1 (∗∗).
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2. Soit

Bn (x) =




2x 1 0 . . . 0

1 2x 1
...

...

0
...

...
... 0

...
... 1 2x 1

0 . . . 0 1 2x




.

Démontrer que pourx 6= cos
kπ

n+1
,Bn (x) est inversible et son inverse est la matrice symétrique définie par

b′
i j = (−1)i+ j

Ui−1(x)Un− j (x)

Un (x)
pouri É j

et

b′
i j = (−1)i+ j

U j−1(x)Un−i (x)

Un (x)
pouri Ê j .

Solution :

1. Existence : On l’établit par récurrence. On peut prendreU0(X) = 1, U1(X)= 2X,
et puisquesin (n+2)ϑ+ sin nϑ= 2cosϑsin (n+1)ϑ on a nécessairement

sinϑUn+1(cosϑ)+ sinϑUn−1(cosϑ) = 2cosϑsinϑUn (cosϑ).

Donc on choisitUn+1(x) = 2xUn (x)−Un−1(x) sur[−1;1]. On en déduit que lesUn sont des fonctions polynômes,
appeléspolynômes de Tchebychev(de deuxième espèce). Les polynômesUn (X) ainsi construits conviennent et
appartiennent àZ[X].
Unicité : La différence de deux tels polynômes s’annuleraitsur[−1;1] ce qui donne l’unicité.
On a bien entendu

Un+1(X)+Un−1(X) = 2XUn (X). (∗)

Un est de degrén par une récurrence immédiate.

Lesξk = cos

(
kπ

n+1

)
,1 É k É n sont lesn racines distinctes deUn .

Enfin, en utilisant trois foissin a sin b = 1
2 (cos(a −b)−cos(a +b)), on a d’une part :

sin2ϑUn+p (cosϑ) = sinϑsin(n+p +1)ϑ= 1

2
cos(n+p)ϑ− 1

2
cos(n+p +2)ϑ,

et d’autre part :

sin2ϑUp (cosϑ)Un (cosϑ)− sin2ϑUp−1(cosϑ)Un−1(cosϑ) = sin(p +1)ϑsin(n+1)ϑ− sin pϑsin nϑ

= 1

2
cos(p −n)ϑ− 1

2
cos(p +n+2)ϑ

−
1

2
cos(p −n)ϑ+

1

2
cos(p +n)ϑ

= 1

2
cos(p +n)ϑ− 1

2
cos(p −n)ϑ

On a bien établi (**)

2. Soit1 É i < j É n (en posantU−1(x) = 0 dans le cas oùj = n)

n∑

k=1

b′
ik bk j = b′

i j−1b j−1 j +b′
i j b j j +b′

i j+1b j+1 j = b′
i j−1b j−1 j +2xb′

i j +b′
i j+1

=
(−1)i+ j−1Ui−1Un− j+1 + (−1)i+ j 2xUi−1Un− j + (−1)i+ j+1Ui−1Un− j−1

Un (x)

= (−1)i+ j−1
Ui−1

(
Un− j+1 −2xUn− j +Un− j−1

)

Un (x)

= 0.

d’après(∗) où l’on remplacen parn− j .
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Pouri = j (en posantU−1(x) = 0 dans le cas oùj = n et doncb′
nn+1 = 0)

n∑

k=1

b′
ik bki = b′

i i−1bi−1i +b′
i i bi i +b′

i i+1bi+1i = b′
i i−1bi−1i +2xb′

i i +b′
i i+1

=−Ui−2Un−i +2xUi−1Un−i −Ui−1Un−i−1

Un(x)

=
1

Un(x)
(−Ui−2Un−i +Ui−1 (2xUn−i +Un−i−1))

= 1

Un(x)
(−Ui−2Un−i +Ui−1Un−i+1) =

1

Un (x)
Un−i+1+i−1 d’après(∗∗)

= 1

Un(x)
Un = 1.

25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice

Exercice 25.47 ♥
CalculerAn pourn ∈N∗ et les matricesA suivantes :

1. A =
(

1 1

0 2

)

2. A =
(

a b

0 a

)
3. A =

(
1 1

1 1

)

4. A =
(

1 −1

−1 1

)

Solution : Par des récurrences faciles, on trouve :

1. An =
(

1 2n −1

0 2n

)

2. An =
(

an nan−1b

0 an

)
3. An = 2n−1

(
1 1

1 1

)

4. An = 2n−1

(
1 −1

−1 1

)

Exercice 25.48 ♥

1. Calculer les puissances deA =
(

1 1

1 0

)
.

2. On pose :F0 = 0 ; F1 = 1 ; Fn+2 = Fn+1 +Fn (suite de Fibonacci) .
Démontrer que pour tous entiers naturelsn et p, Fn+p = Fn+1Fp +Fn Fp−1.

Solution :

1. Par récurrence,∀n ∈N∗ An =
(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
.

2. On calcule le coefficient de la1ère ligne et2èmecolonne deAn+p = An Ap . Comparer avec l’exercice 20.21 p. 764

Exercice 25.49 ♥

Soit A =




1 2 −1

0 1 1

0 0 1




1. Montrer queA− I3 est nilpotente d’ordre3 (c’est à dire que(A− I3)2 6= 0 et que(A− I3)3 = 0

2. En déduire, en utilisant la formule du binôme de NewtonAn pour toutn ∈N.

Solution :

1. Par un calcul direct, on montre queB = A− I3 vérifie B3 = 0 et B2 6= 0.
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2. Utilisant la formule du binôme, ce qui est valide carI3 ×B= B× I3, on obtient, pourn Ê 3 :

An = (B+ I3)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk

=
(

n

0

)
B0 +

(
n

1

)
B1 +

(
n

2

)
B2

=




1 2n n (n−2)

0 1 n

0 0 1




Cette formule reste valable sin = 0,1,2.

Exercice 25.50 ♥

CalculerAn pourA =




1 −1 0

0 1 −1

0 0 1


 de deux manières différentes.

Solution : Même déroulement que dans l’exercice précédent : on forme lamatriceB = A− I3 et on montre qu’elle est

nilpotente d’ordre3. On applique ensuite la formule du binôme et on trouve :An =




1 −n
n (n−1)

2
0 1 −n

0 0 1


. On peut

aussi prouver ce résultat en effectuant une récurrence.

Exercice 25.51 ♥♥

On considère la matriceA =
(

2 −1

−2 3

)

1. Montrer que le polynômeX2 −5X+4 est un polynôme annulateur deA.

2. En déduire queA est inversible et calculer son inverse.

3. Pourn Ê 2, déterminer le reste de la division euclidienne deXn parX2 −5X+4.

4. En déduire l’expression deAn pour toutn ∈N.

Solution :

1. Par un calcul direct.

2. On déduit de la question précédente que :A

(
5

4
I2 −

1

4
A

)
= I2. A est donc inversible d’inverse :

5

4
I2 −

1

4
A.

3. En utilisant le théorème de la division euclidienne, il existe des polynômes à coefficients réelsQ et R tels que :
Xn = Q

(
X2 −5X+4

)
+R et degR < 2. Le polynômeR est donc de la formeR = aX+b. Remarquant que les racines

deX2−5X+4 sont1 et4, on obtient le système :

{
a +b = 1

4a +b = 4n
qui admet comme solution :a = 1

3
(4n −1) et

b = 1

3
(4−4n ).

4. On en déduit que sin Ê 2, An = Q (A)
(
A2 −5A+4I3

)
+R(A)= R(A) =

1

3

(
4n −1

)
A+ 1

3

(
4−4n

)
I2

Exercice 25.52 ♥♥
On considère la matriceJ ∈Mn (R) remplie de1 :

J =




1 . . . 1
... 1

...
1 . . . 1




1. CalculerJ2 puis pourk ∈N, Jk .

2. J est-elle inversible?
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3. On considère la matrice

A =




1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1




Calculer les puissances successives deA.

Solution :

1. J2 = nJ puis par récurrence, pourk Ê 1, Jk = nk−1J.

2. PuisqueJ2 = nJ, il vient queJ(J−nI) = 0 et alors siJ était inversible, en multipliant à gauche parJ−1, on aurait
J = nI ce qui est faux pourn Ê 2.
Remarque : La matriceJ est visiblement de rang 1.

3. ÉcrivonsA =2I− J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pourn Ê 1 que

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k (−1)k Jk = 2n I+

( n∑

k=1

(
n

k

)
2n−k (−1)k 3k−1

)
J

Mais
∑n

k=1

(
n

k

)
2n−k (−1)k 3k−1 =

1

3

(
∑n

k=0

(
n

k

)
2n−k (−3)k −2n

)
=

(−1)n −2n

3
. Et finalement,

An = 2n I+ (−1)n −2n

3
J.

Exercice 25.53 ♥
On considère la matrice

A =



−1 a a

1 −1 0

−1 0 −1


 ∈M3(R)

Calculer pourn ∈N, An.

Solution : Décomposons la matrice sous la formeA =H− I où

H =




0 a a

1 0 0

−1 0 0


 H2 = a




0 0 0

0 1 1

0 −1 −1


 H3 = 0

Avec le binôme, on trouve finalement que

An = (−1)n




1 −na −na

−n 1+ n(n−1)
2

a n(n−1)
2

a

n −n(n−1)
2 a 1− n(n−1)

2 a




Exercice 25.54 ♥
On considère la matrice

A =
(

a b

b a

)

Calculer ses puissancesAn pourn ∈N.

Solution : On poseA = aI2 +bJ avecJ =
(
0 1

1 0

)
. On vérifie queJ2 = I2. CommeI2 et J commutent, on peut appliquer la

formule du binôme :

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
bk an−kJk =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
bk an−k I2 +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
bk an−k J = SI2 +TJ.

Maintenant(a − b)n =
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
bk an−k −

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
bk an−k = S − T. Comme(a + b)n = S + T, on en déduitS =
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1

2
[(a +b)n + (a −b)n] et T =

1

2
[(a +b)n − (a −b)n]. Donc

An =
(

S T

T S

)
= 1

2

(
(a +b)n + (a −b)n (a +b)n − (a −b)n

(a +b)n − (a −b)n (a +b)n + (a −b)n

)
.

Exercice 25.55 ♥

Soient les matricesA =




1 1 1

0 1 1

0 0 1


, B =




a b 0

0 a b

b 0 a


. Calculer les puissances des matricesA,B.

Solution : On écrit A = I+ J avecJ =




0 1 1

0 0 1

0 0 0


. On calculeJ2 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 et J3 = 0. En appliquant le binôme,

An = I+nJ+
n(n−1)

2
J2.

On écrit B = aI + bP avecP =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


. Alors P2 =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 et P3 = I. En appliquant la formule du binôme,

Bn =αI+βP+γP2 avecα=∑n
k=0,k=3p

an−k bk

(
n

k

)
, β=∑n

k=0,k=3p+1
an−k bk

(
n

k

)
etγ=∑n

k=0,k=3p+2
an−k bk

(
n

k

)
.

Pour calculer ces trois sommes (voir aussi B.2.2 p. 1162), ondéveloppe(a+b)n, (a+ j b)n et (a+ j 2b)n . On trouve ainsi





α + β + γ = (a +b)n

α + β j + γ j 2 = (a + j b)n

α + β j 2 + γ j = (a + j 2b)n
.

Soit V =




1 1 1

1 j j 2

1 j 2 j


, X =



α

β

γ


 et D =




(a +b)n

(a + j b)n

(a + j 2b)n


. Posons aussiV =




1 1 1

1 j 2 j

1 j j 2


. On aVV = 3I3, doncX =

1

3
VD,

soit 



α =
1

3

(
(a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n

)

β = 1

3

(
(a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n

)

γ = 1

3

(
(a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n

)
.

Autrement ditBn =



α β γ

γ α β

β γ α




=
1

3




(a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n (a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n (a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n

(a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n (a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n (a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n

(a +b)n + j 2(a + j b)n + j (a + j 2b)n (a +b)n + ( j a + j b)n + j 2(a + j 2b)n (a +b)n + (a + j b)n + (a + j 2b)n


.

Exercice 25.56 ♥
Soit la matriceA =

(
5 −4

4 −3

)
. CalculerAn. (on décomposeraA = I2 +4J)

Solution : On aA = I2 +4J, avecJ =
(
1 −1

1 −1

)
. CommeJ2 = 0, on en déduit, puisqueI2 et J commutent,

An = I2 +4nJ =
(
4n+1 −4n

4n −4n+1

)
.

Exercice 25.57 ♥♥

1. Soit la matriceH = ((hi j )) ∈Mn (R) avechi j = 1. CalculerHk .

2. En déduire les puissances de la matriceA = ((ai j )) où ai j = (1−δi j ).

3. Montrer que la matriceA est inversible en calculant son rang.

4. Trouver l’inverse de la matriceA (on le cherchera sous la formeaI+bH).
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Solution :

1. On montre par récurrence queHk = nk−1H pourk Ê 1 et H0 = I.

2. A =H− I. En utilisant la formule du binôme,

Ap = (−1)p I+ 1

n

(
p∑

k=1

(
p

k

)
nk (−1)p−k

)
H = (−1)p I+ (n−1)p

n
H− (−1)p

n
.H

3. Par les opérationsC2 ← C2 −C1, . . . ,Cn ← Cn −C1, puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenue à
la première,A a même rang que la matrice triangulaire supérieure avec pouréléments(n −1),−1, . . . ,−1 sur la
diagonale. Par conséquent, pourn Ê 2, le rang deA vautn et doncA est inversible.

4. En calculant
(aI+bH)(H− I)=−aI+ (a + (n−1)b)H

il suffit de prendrea =−1 et b = 1

n−1
pourn Ê 1. Par conséquent,A est inversible et

A−1 = 1

n−1
H− I

Exercice 25.58 ♥♥

1. Soit la matriceJ =




0 0 . . . 0

1 0
...

0 1
...

...
... 0

...
0 . . . 0 1 0




∈Mn (K). Calculer les matricesJ2 et Jn pour tout entiern ∈N.

2. Calculer les puissances de la matriceA =




a 0 . . . 0

b a
...

0 b
...

...
...

... b a 0

0 . . . 0 b a




∈ Mn(K). Les matrices de cette forme sont

appeléesmatrices de Jordan.

Solution :

1. On aJ2 =




0 0 . . . 0

0 0
...

1 0
...

...
... 0

...
0 . . . 1 0 0




. On déduit doncJ2 deJ « en baissant d’un cran la diagonale de1 dans la matrice ».

On déduitJ3 deJ2 par le même procédé et ainsi de suite. On obtient alorsJn−1 =




0 0 . . . 0
...

...
... 0

...

0 0
... 0 0

1 0 . . . 0 0



, Jn = 0 et

Jm = 0 pour toutm Ê n.
2. On remarque queA = aIn +bJ. CommeIn et J commutent, on peut appliquer la formule du binôme. On obtient

pour toutm ∈N :

(aIn +bJ)m =
m∑

k=0

(
m

k

)
am−k bk Jk

et

Am =




am 0 . . . . . . 0
(m

1

)
am−1b

...
...

...
...

...
...

(m
m

)
bm ...

...

0
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0
(m

m

)
bm . . .

(m
1

)
am−1b am




si m < n
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Am =




am 0 . . . . . . 0
(m

1

)
am−1b

...
...

...
...

...(m
k

)
am−k bk

...
...

...
...

...
...

... 0(m
n

)
am−nbn . . .

(m
k

)
am−k bk . . .

(m
1

)
am−1b am




si m Ê n

25.12.7 Représentation matricielle d’une application linéaire

Exercice 25.59 ♥
Pour chacune des applications linéaires suivantes :

1. vérifier queu est linéaire.
2. déterminer sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés.

3. déterminer son rang.
4. Détermineru−1 quand cette application existe.

5. calculer l’image du vecteurV donné en utilisant cette matrice.

1. u :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y + z, x −2y −3z

) et V = (0,1,−1)..

2. u :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + z, y − z, z − x

) et V = (1,2,−1).

3. On pose−→v = (1,1,1). u :

{
R3 −→ R3

−→u 7−→ −→u ∧−→v et V = (−1,0,2).

4. u :

{
R3 [X] −→ R3 [X]

P 7−→ XP′ (X)−P
et V = X3 −3X2 +X−1.

5. u :

{
R2 [X] −→ R3

P 7−→ (P (0) ,P (1) ,P (2))
et V = X2 −X+1.

6. u :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ M
et V =

(
1 −1

0 1

)
.

7. u :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ EM
où E =

(
1 1

0 1

)
et V =

(
0 1

1 0

)

Solution :

1. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate′⇐e (u) =
(
1 1 1

1 −2 −3

)
où e est la base canonique deR3 et e ′ celle deR2.

(c) rg(u) = rg(A)= 2

(d) u ne peut être bijective carR2 etR3 ne sont pas de même dimension.

(e) On aB = Mate′ V =




0

1

−1


 et AB=

(
0

1

)
. Doncu (V) = (0,1).

2. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 1

0 1 −1

−1 0 1


 où e désigne la base canonique deR3.

(c) rg(u) = rg(A)= 3

(d) On en déduit que u est bijective. De plus A−1 =
1

2




1 0 −1

1 2 1

1 0 1


 donc u−1 :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→ 1

2

(
x − z, x +2y + z, x + z

)
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(e) On aB = Mate V =




1

2

−1


 et AB=




0

3

−2


. Doncu (V) = (0,3,−2).

3. (a) u est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel.

(b) A =Mate (u) =




0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0


 où e désigne la base canonique deR3.

(c) rgu = rg A = 2.

(d) u n’est donc pas bijective.

(e) On aB = Mate V =



−1

0

2


 et AB=



−2

3

−1


. Doncu (V) = (−2,3,−1).

4. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2


 où e =

(
1,X,X2,X3

)
est la base canonique deR3 [X].

(c) rgu = rg A = 3.

(d) u n’est donc pas bijective.

(e) On aB = Mate V =




−1

1

−3

1


 et AB=




1

0

−3

2


. Doncu (V) = 2X3 −3X2 +1.

5. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate′⇐e (u) =




1 0 0

1 1 1

1 2 4


 où e ′ est la base canonique deR3 et e celle deR2 [X].

(c) rgu = rg A = 3.

(d) A−1 = 1

2




2 0 0

−3 4 −1

1 −2 1


. On en déduit queu−1 :

{
R3 −→ R2 [X]

(
x, y, z

)
7−→ 1

2

(
2x +

(
−3x +4y − z

)
X+

(
x −2y + z

)
X2

)

(e) On aB = Mate V =




1

−1

1


 et AB=




1

1

3


. Doncu (V) = 3X2 +X+1.

6. (a) u est linéaire car l’opération de transposition est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


 où e = (E11,E12,E21,E22) est la base canonique deM2 (R)

(c) rgu = rg A = 4.

(d) On vérifie sans peine queA−1 = A ce qui se vérifie par ailleurs en remarquant que la transposition est une
symétrie deM2 (R).

(e) On aB = Mate V =




1

−1

0

1


 et AB=




1

0

−1

1


. Doncu (V) =

(
1 0

−1 1

)

7. (a) On vérifie facilement queu est linéaire.

(b) A =Mate (u) =




1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1


 où e = (E11,E12,E21,E22) est la base canonique deM2 (R)

(c) rgu = rg A = 4.

(d) On vérifie queA−1 =




1 0 −1 0

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1


. On montre par ailleurs que :u−1 :

{
M2 (R) −→ M2 (R)

M 7−→ E−1M
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(e) On aB = Mate V =




0

1

1

0


 et AB=




1

1

1

0


. Doncu (V) =

(
1 1

1 0

)

Exercice 25.60 ♥
Soit l’endomorphismeϕ :

{
Rn [X] −→ Rn [X]

P 7−→ P′′ .

1. Montrer queϕ est linéaire.

2. Écrire la matrice deϕ dans la base canonique deRn [X].

Solution : 


0 0 2 0 . . . . . . . . . 0

0 0 0 6 0 . . . . . .
...

...
...

...
... 12

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . n(n−1)

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0




.

Exercice 25.61 ♥
Soitϕ : P 7→XP′+P où P est un polynôme.

1. Prouver queϕ ∈L (R3 [X]).

2. Calculer la matrice deϕ dans la base canonique deR3 [X].

3. Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse.

4. En déduire queϕ est bijective et calculer l’image réciproque de chacun des éléments de la base canonique de
R3 [X] parϕ.

Solution :

1. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation et de la multiplication parX. Reste à démontrer queXP′+P

est un polynôme et quedeg(XP′+P) É 3 ce qui ne pose pas de difficulté.

2. On a ϕ
(
Xk

)
= XkXk−1 +Xk = (k +1)Xk . D’où la matrice :M =




1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4


 .

3. M−1 =




1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 1
3

0

0 0 0 1
4


 .

4. On a ϕ−1
(
Xk

)
= 1

k +1
Xk .

Exercice 25.62 ♥
On considère l’espace vectorielE =C ∞ (R) et les vecteursf1, f2, f3, f4 ∈ E donnés par :

f1 : x 7→ ch x, f2 : x 7→ sh x, f3 : x 7→ x ch x et f4 : x 7→ x sh x

1. Déterminer la dimension du sous-espace vectorielF deE engendré par la famillef =
(

f1, f2, f3, f4

)
.

2. Soitϕ : f 7→ f ′′′−2 f ′′+ f ′− f . Montrer queϕ ∈L (E).

3. Déterminer la matrice deϕ dans la basef .

4. ϕ est-elle un automorphisme deF dansF ? Si oui, déterminer la matrice deϕ−1 dans la basef .

5. Trouver une solution particulière de l’équation différentielle : f ′′′−2 f ′′+ f ′− f = sh x + x ch x.
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Solution :

1. dimF = 4 car la famillef est libre. En effet supposons∀x ∈R, a ch x +b sh x +cx ch x +d x sh x = 0, en regardant
en0, on aa = 0 on a doncd x sh x =−(b sh x+cx ch x) qui est donc une fonction impaire : d’oùd = 0. Comme en
+∞, b sh x = o(x sh x) on en déduit qued , puisc sont nuls.

2. La linéarité est claire.ϕ( f1) = f2 − 2 f1 + f2 − f1 = 2 f2 − 3 f1,ϕ( f2) = 2 f1 − 3 f2,ϕ( f3) = 2 f4 − 3 f3 + 4 f1 − 4 f2 et
ϕ( f4) = 2 f3 −3 f4 +4 f2 −4 f1.

3. M =




−2 1 4 −4

1 −2 −4 4

0 0 −3 2

0 0 2 −3


 .

4. M−1 =−
1

15




10 5 4 −4

5 10 −4 4

0 0 9 6

0 0 6 9


 . CommeM−1 existe,ϕ est un automorphisme deF.

5. On cherche une solutionu ∈ F, vérifiantϕ(u) = f2 + f3 = v . Il suffit de prendreu = ϕ−1(u) pour cela on calcule

− 1

15




10 5 4 −4

5 10 −4 4

0 0 9 6

0 0 6 9







0

1

1

0


=− 1

15




−9

−6

9

6


 D’où u =−1

5
(−3ch x −2sh x +3x ch x +2x sh x).

Exercice 25.63 ♥♥
On considère unC-espace vectorielE de dimension3 et f un endomorphisme non nul deE. Montrez quef 2 = 0 si et
seulement s’il existe une basee deE telle que

Mate ( f ) =




0 1 0

0 0 0

0 0 0




Solution : Si f 2 = 0, Im f ⊂ Ker f . D’après le théorème du rang,

dimIm f +dim Ker f = 3

CommedimIm f É dim Ker f , il vient que3 É 2dim Ker f et donc quedim Ker f Ê 2. Comme f n’est pas l’endo-
morphisme nul,dim Ker f = 2 et dimIm f = 1. Donc il existe un vecteure1 ∈ E non-nul tel queIm f = Vect(e1). On
complète en une base(e1,e3) de Ker f que l’on complète ensuite en une base(e1,e2,e3) deE. Commef (e2) ∈ Im f , il

existeλ ∈ R tel que f (e2) = λe1. Maisλ n’est pas nul (sinonf = 0) ; on pose alorsε2 = 1

λ
e2. La matrice def dans la

basee = (e1,ε2,e3) est de la forme souhaitée. La réciproque est évidente.

Exercice 25.64 ♥♥
On considère la matriceA =

(
ai j

)
∈Mn+1 (R) donnée par :∀

(
i , j

)
�1,n+1� , ai j =

(j−1
i−1

)
. On suppose queA est la

matrice d’un endomorphismeθ ∈L (Rn [X]) dans la base canoniquee = (1,X, . . . ,Xn ) deRn [X].

1. SoitP ∈Rn [X]. Expliciterθ (P).

2. En déduire queA est inversible et calculerA−1.

3. CalculerAm pour toutm ∈N.

Solution :

1. SoientP = a0 +a1X+ . . .+anXn ∈Rn [X] et V = Mate (P) =




a0

...
an


. On a :

Mate (θ (P)) = AV =




(0
0

) (1
0

)
. . .

(n
0

)

0
(1

1

)
. . .

(n
1

)

... · · ·
...

...
0 0 0

(n
n

)







a0

...

an



=




∑n
k=0

(k
0

)
ak∑n

k=1

(k
1

)
ak

...(n−1
n−1

)
an−1 +

( n
n−1

)
an(n

n

)
an



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et doncθ (P) =
(∑n

k=0

(k
0

)
ak

)
+

(∑n
k=1

(k
1

)
ak

)
X + . . .+

((n−1
n−1

)
an−1 +

( n
n−1

)
an

)
Xn−1 +

(n
n

)
anXn , ce qui amène, en re-

groupant par coefficients et en utilisant la formule du binôme :

θ (P) = an

n∑

k=0

(
n

k

)
Xk +an−1

n−1∑

k=0

(
n−1

k

)
Xk + . . .+a1 (X+1)+a0

= an (X+1)n +an−1(X+1)n−1 + . . .+a1(X+1)+a0

= P (X+1)

On a alors montré queθ (P) = P (X+1) .

2. θ est un automorphisme deRn [X] et , pour toutP ∈Rn [X], θ−1 (P) = P (X−1). On déduit de la question précédente

queA est inversible et que :A−1 = Mate

(
θ−1

)
=

(
bi j

)
avec pour touti , j ∈ �0,n�, bi j = (−1) j−i

(
j −1

i −1

)

3. De la même façon que précédemment,Am = Mate (θm) et, pour toutP ∈Rn [X], θm (P) = P (X+m) doncAm =
(
ci j

)

avec pour touti , j ∈ �0,n�, ci j = m j−i

(
j −1

i −1

)
.

Exercice 25.65 ♥♥
Soit A ∈M2(R). On définit l’application

fA :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ AX

1. Vérifier quefA est un endomorphisme deM2(R), et déterminer sa matrice dans la base canonique deM2(R).

2. Comparerrg fA et rguA où uA est l’unique endomorphisme de matriceA dans la base canonique deR2.

Solution :

1. Si A =
(

a b

c d

)
, on trouveM =




a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d


.

2. En général on arg fA = 2rguA. Si A est inversible, alorsfA est inversible, etf −1
A est définie par

f −1
A :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ A−1X
. Doncrg fA = 4 = 2rguA.

Si A est nulle, il en est de même pourfA.
Si A est de rang1, alors il existe une relation de dépendance linéaire entre les deux colonnes. On retrouve cette
relation entre la premières et troisième colonne deM d’une part et entre la deuxième et la quatrième d’autre part.
Donc l’espace engendré par les colonnes deM est de dimension inférieure ou égale à2. Par ailleurs la première
et la deuxième colonne sont linéairement indépendantes. D’où le résultat.

Exercice 25.66 ♥♥♥
Soit A ∈Mn(R) définie parai j = (−1)i .

(
n− j −1

i

)
(0É i , j É n−1).

1. Démontrer queA3 = (−1)n−1In .

Indication 25.24 :On pourra considérerL :

{
Rn−1 [X] −→ Rn−1 [X]

P(X) 7−→ (1−X)n−1.P
(

1
1−X

) .

2. En déduire que
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

(−1)i+k+ℓ
(

n−k −1

i

)(
n−ℓ−1

j

)(
n− j −1

ℓ

)
= (−1)n−1δi j

pour tout(n, i , j ) ∈ (N∗)3, i , j É n.

Solution :
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1. Remarquons queL est bien linéaire, et queL(Xk ) = (1−X)n−1.
1

(1−X)k
= (1−X)n−k−1 ∈Rn−1 [X]. L est donc bien

un endomorphisme.L2(Xk ) = (1−X)n−1

(
1− 1

1−X

)n−k−1

= (1−X)n−1

( −X

1−X

)n−k−1

= (−X)n−k−1(1−X)k .

L2(Xk ) = (1−X)n−1

(
− 1

1−X

)n−k−1 (
1− 1

1−X

)k

= (1−X)n−1

(
− 1

1−X

)n−k−1 ( −X

1−X

)k

= (−1)n−1Xk .

DoncL3 = (−1)n−1 idRn−1[X].
Enfin La matrice deL dans la base naturelle deRn−1 [X] est donnée par ses vecteurs colonnes. Laj èmeest donnée

parL(X j )= (1−X)n− j−1 =
n− j−1∑

i=0

(−1)i

(
n− j −1

i

)
Xi =

n−1∑

i=0

(−1)i

(
n− j −1

i

)
Xi . On retrouve donc bien la matriceA.

On a donc bienA3 = (−1)n−1In .

2. Le calcul deB = A3 s’obtient par

bi j =
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

aik akℓaℓ j =
n−1∑

k=0

n−1∑

ℓ=0

(−1)i

(
n−k −1

i

)
(−1)k

(
n−ℓ−1

k

)
(−1)ℓ

(
n− j −1

ℓ

)
. D’où le résultat.

25.12.8 Structure formée de matrices

Exercice 25.67 ♥
Soit l’ensemble

J =
{(

x x

x x

)
∈M2 (R) | x ∈R\ {0}

}
.

Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, J est un groupe abélien.

Solution : Soit J(x) =
(

x x

x x

)
et J = J(1) . On aJ2 = 2J et J(x)J(y)= 2x yJ = J(2x y). On a donc la stabilité et la commuta-

tivité. On a aussiJ(x)J( 1
2

) = J(x) doncJ( 1
2

) est élément neutre etJ(x)J(y)= J( 1
2

) lorsque2x y = 1
2

soit y = 1
4x

. Tout élément
admet bien un symétrique.

Exercice 25.68 ♥
Pour la multiplication usuelles des matrices carrées, les ensembles suivants sont-ils des groupes :

GL(2,R)∩M2 (Z) , {M ∈M2 (Z) | detM = 1} ?

Solution : Le premier ensemble n’est pas un groupe car, par exemple, la matrice
(
2 0

0 2

)
ne peut avoir pour inverse que

( 1
2 0

0 1
2

)
qui n’appartient pas à l’ensemble.

NotonsG = {M ∈M2 (Z) | detM = 1} et montrons queG est un sous-groupe deGL2 (R).
– la matrice identité appartient àG.
– si A,B ∈ G alorsAB∈M2 (Z) et det AB= det A×detB= 1×1 = 1, et doncAB∈ G.

– Si A =
(

a b

c d

)
(a,b,c,d ∈Z) alors 1

det A

(
d −b

−c a

)
=

(
d −b

−c a

)
appartient àG et est l’inverse deA.

Exercice 25.69 ♥
1. L’ensembleE =

{(
a 0
0 0

)
: a ∈R\ {0}

}
muni de la loi de multiplication usuelle des matrices deM2 (R) est-il un

groupe?

2. L’ensembleS2(R) des matrices symétriques réelles d’ordre2 muni de la loi de multiplication usuelle des matri-
ces deM2 (R) est-il un groupe?

Solution :

1. Oui.
(

a 0

0 0

)
×

(
b 0

0 0

)
=

(
ab 0

0 0

)
. On a un groupe abélien.

2. Non. Le produit de deux matrices symétriques n’a aucune raison d’être symétrique :
(
1 1

1 0

)
×

(
0 0

0 1

)
=

(
0 1

0 0

)
.

La loi n’est pas interne.
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Exercice 25.70 ♥

1. L’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈ R tels quead −bc 6= 0 et a2 −b2 − c2 −d2 É 1 est il un sous-

groupe deGl2(R) ?

2. L’ensemble des matrices
(

a b

0 a−1

)
aveca ∈R∗ et b ∈R est-il un sous groupe deGl2(R) ?

3. Existe-t-il une valeurM ∈ R telle que l’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead −bc 6= 0 et

a É M forme un sous-groupe deGl2(R) ?

Solution :

1. L’ensembleG des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead−bc 6= 0 et a2−b2−c2−d2 É 1 n’est pas un sous-

groupe deGl2(R). En effet les deux matrices
(
1 1

0 1/2

)
et

(
1 0

1 1/2

)
appartiennent àG et leur produit

(
2 1/2

1/2 1/4

)

n’appartient pas àG.

2. L’ensembleH des matrices
(

a b

0 a−1

)
aveca ∈R∗ et b ∈R est un sous groupe deGl2(R). En effet,

- I2 élément neutre deGl2(R) appartient àH.

- SoientM =
(

a b

0 a−1

)
et M′ =

(
c d

0 c−1

)
deux éléments deH alorsMM′ =

(
ac ad +bc−1

0 (ac)−1

)
donc le produit de

deux éléments deH appartient àH.

- Soit M =
(

a b

0 a−1

)
. Alors M−1 =

(
a−1 −b

0 a

)
appartient àH.

3. SoitKM l’ensemble des matrices
(

a c

b d

)
aveca,b,c,d ∈R tels quead −bc 6= 0 et a É M. Nous allons montrer, en

raisonnant par l’absurde, qu’il n’existe pas de valeurM ∈R telle queKM forme un sous-groupe deGl2(R).
Soit M ∈R tel queKM forme un sous-groupe deGl2(R). Alors I2 appartient àKM doncM Ê 1. Ainsi, les matrices

A =
(
1 1

0 1

)
et, pour toutn ∈ N, An =

(
1 1

n 1

)
appartiennent àKn donc le produitAAn =

(
1+n 2

n 1

)
appartient à

Kn . En conséquence, pour toutn ∈N, on a :1+n É M, ce qui est absurde.

Exercice 25.71 ♥
Soient les ensembles

L =
{(

x 0

0 0

)
∈M2 (R) | x ∈R

}
et M =

{(
x x

−x −x

)
∈M2 (R) | x ∈R

}
.

Étudier si, munis des lois usuelles,L et M sont des anneaux, des corps.

Solution : Soit A(x) =
(

x 0

0 0

)
. On aA(x)+A(y)= A(x + y) et A(x)+A(y)= A(x + y). On vérifie ainsi queM est un

anneau et même un corps. De fait,A : x ∈R 7−→ A(x) est un morphisme d’anneaux.

Soit B(x) =
(

x x

−x −x

)
= xA(1). On aA(1)2 = 0. On en déduit queA(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est donc

associative, commutative, distributive par rapport à l’addition. En revanche il n’y a pas d’élément neutre. Bien entendu,
M n’est pas un corps.

Exercice 25.72 ♥
Soit la matriceA =

(
1 1

−1 1

)
. On noteC l’ensemble des matrices qui commutent avecA.

Montrer queC est un sous-espace vectoriel deM2(R) et déterminer sa dimension.

Solution : C est le noyau defA :

{
M2(R) −→ M2(R)

X 7−→ AX−XA
et en tant que tel est un sous-espace vectoriel deM2(R).

On a clairementA ∈C et I2 ∈C . Remarquons aussi que les matrices deC commutent aussi avecS = A− I2 =
(

0 1

−1 0

)
.

Soit M =
(

a b

c d

)
∈ C , on a SM =

(
c d

−a −b

)
et MS =

(
−b a

−d c

)
. On a donc−b = c et a = d . Donc C est bien le

sous-espace vectoriel deM2(R) engendré parA et I2 (ou parS et I2.)
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Exercice 25.73 ♥
Posons :

I=
(

1 0

0 1

)
et J =

(
0 −1

1 0

)

et E =
{

xI+ yJ |
(
x, y

)
∈R2

}
. Vérifier queJ2 = −I et montrer que l’applicationθ :

{
C −→ E

x + i y 7−→ xI+ yJ
est un

isomorphisme de corps.

Solution : θ est linéaire, etθ(x + i y)= xI+ yJ = 0 n’est vérifié que pourx = y = 0. θ est donc un isomorphisme linéaire
entreE etC.
Une fois établiJ2 = −I, on en déduit queθ((xI+ yJ)(x′I+ y ′J)) = θ((xx′− y y ′)I+ (x y ′+ y x′)J) = θ(xI+ yJ)θ(x′I+ y ′J).
Comme on aθ(I)= 1, on a bien un isomorphisme de corps.

Exercice 25.74 ♥♥
Soit c > 0.

M(x) = 1√
1− x2

c2




1
x

c
x

c
1


 ; x ∈]−c;c[.

Démontrer que cet ensemble de matrices est un sous-groupe.(de quoi ?)

Solution : On poseϕ=argth
(

x
c

)
; Soit x = c.thϕ. Or 1− th2ϕ= 1

ch2ϕ
. Donc

1√
1− x2

c2

= chϕ, et
x
c√

1− x2

c2

= shϕ. Donc

M(x) =
(

chϕ shϕ
shϕ chϕ

)
. En posantϑ=argth

( y
c

)
,

on aM(x).M(y) =
(

ch(ϕ+ϑ) sh(ϕ+ϑ)

sh(ϕ+ϑ) ch(ϕ+ϑ)

)
. On obtient bien un sous-groupe du groupe des matrices inversibles. On

l’appelle le groupe de Lorentz.

Exercice 25.75 ♥♥
On considère le sous-espace vectorielV deM3(R) engendré par les matrices

A =



−1 0 1

1 −1 0

0 1 −1


 et B=



−1 1 0

0 −1 1

1 0 −1




Montrez qu’aucun élément deV n’est inversible. Montrez que(V,+,×) est un corps isomorphe àC.

Solution : Soit M =λA+µB et X =




1

1

1


. On aMX = 0. DoncM n’est pas inversible.

Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisants :AB = BA = −(A+B); A2 = B− 2A; B2 = A− 2B. On en
déduit queV est stable par multiplication. On remarque ensuite que(λA+µB)(λ′A+µ′B) =

[
(λ−µ)(λ′−µ′)−3λλ′]A+[

(λ−µ)(λ′−µ′)−3µµ′]B. On en déduit que la multiplication est commutative dansV. On cherche l’élément neutre de
V sous la formeλ′A+µ′B. On doit avoir(λA+µB)(λ′A+µ′B) = λA+µB pour tousλ etµ, donc en particulier lorsque
λ−µ= 0, ce qui donneλ′ =µ′ =− 1

3 . On pose alorsE =− 1
3 (A+B). Ensuite on vérifie queA(A+B)+3A =B(A+B)+3B= 0

ce qui veut bien dire queAE = A etBE = B. On en déduit par linéarité queE est élément neutre deV pour la multiplication.
Enfin (A−B)2 = A2 +B2 −2AB=−(A+B)+2(A+B) =−3E. Donc en posantJ = 1p

3
(A−B), on aJ2 =−E.

Maintenant on a tout reconstitué :(E,J) est une base deV et ϕ :

{
C −→ V

z = a +bi 7−→ aE+bJ
est un isomorphisme

d’anneaux qui transporte la structure de corps deC surV.

Exercice 25.76 ♥♥♥

Pour tout∀ϑ ∈R, on poseΓϑ =




cos2ϑ −sin 2ϑ sin2ϑ

cosϑ.sinϑ cos2ϑ −sinϑ.cosϑ

sin2ϑ sin 2ϑ cos2ϑ




1. Démontrer queΓ= {Γϑ,ϑ ∈R} est un groupe.

2. CalculerdetΓϑ.
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Solution :

1. SoitA =Γϑ.Γϕ = (ai , j )1Éi , jÉ3. On a

a1,1 = cos2ϑ.cos2 ϕ− sin2ϑ.cosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.sin2ϕ

= cos2ϑ.cos2 ϕ−2sinϑ.sinϕcosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.sin2ϕ

=
(
cosϑ.cosϕ− sinϑ.sinϕ

)2 = cos2(ϑ+ϕ).

a1,2 = −cos2 ϑ.sin 2ϕ− sin 2ϑ.cos 2ϕ+ sin2ϑ.sin 2ϕ

= −sin 2ϕ.(cos2ϑ− sin2ϑ)− sin 2ϑ.cos 2ϕ=−(cos2ϑsin 2ϕ+ sin 2ϑ.cos 2ϕ)

= −sin 2(ϑ+ϕ).

a1,3 = cos2ϑ.sin2ϕ+ sin 2ϑ.cosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.cos2ϕ

= cos2ϑ.sin2ϕ+2sinϑ.sinϕcosϕ.sinϕ+ sin2ϑ.cos2ϕ

=
(
cosϑ.sinϕ+ sinϑ.cosϕ

)2 = sin2(ϑ+ϕ).

a2,1 = cosϑ.sinϑ.cos2ϕ+cos2ϑ.cosϕ.sinϕ− sinϑ.cosϑsin2ϕ

= sinϑ.cosϑ.(cos2ϕ− sin2 ϕ)+cos2ϑ.cosϕ.sinϕ

= 1
2

(sin 2ϑ.cos 2ϕ+cos 2ϑ.sin 2ϕ) = 1
2

sin(2ϑ+2ϕ)

= sin(ϑ+ϕ).cos(ϑ+ϕ).

a2,2 = −cosϑ.sinϑ.sin 2ϕ+cos 2ϑ.cos 2ϕ− sinϑ.cosϑsin 2ϕ

= cos 2ϑ.cos 2ϕ−2cosϑ.sinϑ.sin 2ϕ= cos 2ϑ.cos 2ϕ− sin 2ϑ.sin 2ϕ

= cos 2(ϑ+ϕ).

a2,3 = cosϑ.sinϑ.sin2ϕ−cos2ϑ.cosϕ.sinϕ− sinϑ.cosϑ.cos2ϕ

= −a2,1 =−sin(ϑ+ϕ).cos(ϑ+ϕ).

a3,1 = sin2ϑ.cos2ϕ+ sin 2ϑ.cosϕ.sinϕ+cos2ϑ.sin2ϕ

= a1,3 = sin2(ϑ+ϕ).

a3,2 = −sin2ϑ.sin 2ϕ+ sin 2ϑ.cos 2ϕ+cos2ϑ.sin 2ϕ

= −a1,2 = sin 2(ϑ+ϕ).

a3,3 = sin2ϑ.sin2ϕ− sin2ϑ.sinϕ.cosϕ+cos2ϑ.cos2ϕ

= a1,1 = cos2(ϑ+ϕ).

FinalementΓϑ.Γϕ = Γϑ+ϕ. On a donc un morphisme deR surΓ, qui fait donc deΓ un groupe.

2. Un calcul avec la règle de Sarrus n’est jamais méprisable :
detΓϑ = cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+ sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ.sin2ϑ+cosϑ.sinϑ.sin 2ϑ.sin2ϑ

−sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ.+ sin 2ϑ.cosϑ.sinϑ.cos2ϑ+cos2ϑ.sinϑ.cosϑ.sin 2ϑ

= cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+ sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ+cosϑ.sinϑ.sin 2ϑ− sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ

= cos2ϑ.cos 2ϑ.cos2ϑ+2.sin 2ϑ.sinϑ.cosϑ− sin2ϑ.cos 2ϑ.sin2ϑ

= cos 2ϑ.(cos4ϑ− sin4ϑ)+ sin 2ϑ.sin 2ϑ.

= cos 2ϑ.(cos2ϑ− sin2ϑ).(cos2ϑ+ sin2ϑ)+ sin 2ϑ.sin 2ϑ.

= cos 2ϑ.cos 2ϑ+ sin 2ϑ.sin 2ϑ= cos2(2ϑ)+ sin2(2ϑ) = 1.

.

Si on utilise le fait queΓ = {Γϑ,ϑ ∈ R} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’aboutir au même
résultat :
Tous les éléments deΓϑ sont en valeur absolue inférieurs á1. Donc|detΓϑ| É

∑

σ∈S3

1 É 6.

Or ϑ−→ detΓϑ est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous-groupe borné deR. Il est donc inclus
dans{−1;1}. De plus,ϑ −→ detΓϑ est une application continue deR dansR, son image est donc un intervalle.
C’est donc{1}. Donc,∀ϑ ∈R, detΓϑ = 1.

Exercice 25.77 ♥
Pour chacun des sous-ensembles suivants :

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel deE =M3 (E).

2. En donner une base et la dimension.

F1 =








a −b a

b −a b

a −b a


 | a,b ∈R



 et F2 =








2a c −b a

3b +c a −b a +2c

a +3c b −a −c


 | a,b,c ∈R





Solution :

1. F1 = Vect






1 0 1

0 −1 0

1 0 1


 ,




0 −1 0

1 0 1

0 −1 0






2. F2 = Vect






2 0 1

0 1 1

1 0 −1


 ,




0 −1 0

3 −1 0

0 1 0


 ,




0 1 0

1 0 2

3 0 −1





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Exercice 25.78 ♥
Soit E l’ensemble des matrices deM2 (K) de la forme :A =

(
a +b b

−b a −b

)
avec(a,b) ∈K2.

1. Montrer queE est un sous-espace vectoriel deM2 (K). Donner une base deE.
2. Montrer queE est un sous-anneau commutatif deM2 (K).

3. Déterminer les éléments inversibles deE.
4. Déterminer les diviseurs de zéro deE.

Solution :

1. L’applicationϕ :





R2 −→ E

(a,b) 7−→
(

a +b b

−b a −b

)
est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au

vecteur nul.ϕ est donc bijective. Une base deE est donc, par exemple,(ϕ(1,0),ϕ(0,1)).

2. ϕ(a,b).ϕ(a′,b′) =
(

a +b b

−b a −b

)(
a′+b′ b′

−b′ a′−b′

)
=

(
aa′+ab′+ba′ ab′+ba′

−ba′−ab′ aa′−ab′−ba′

)
=

ϕ(aa′, ab′+ba′). E est donc stable par multiplication. Comme il contientI2 = ϕ(1,0), c’est un sous-anneau de
M2 (K).

3. Les éléments inversibles deE sont ceux pour lesquelsa 6= 0. On a alorsϕ(a,b)−1 =ϕ
(

1
a

,− b
a2

)
.

4. En résolvant le système
{

aa′ = 0

ab′+ba′ = 0
On obtient par exemplea = 0 ce qui interditb = 0 et implique

a′ = 0. Donc les diviseurs de zéro sont les(ϕ(0,b).ϕ(0,b′)) avecbb′ 6= 0.

Exercice 25.79 ♥♥
Une matriceA =

(
ai , j

)
deM3 (R) est dite magique si elles vérifie les4 conditions suivantes :

1 Pour toutj ∈ {1,2,3}, on a :
3∑

i=1

ai j = 0.

2 Pour touti ∈ {1,2,3}, on a :
3∑

j=1

ai j = 0.

3 On a :
3∑

i=1

ai i = 0.

4 a13 +a22 +a31 = 0.

On noteraM l’ensemble des matrices magiques.

1. Montrer que l’ensemble des matrices magiques possède unestructure deR-espace vectoriel.
2. Montrer que siM ∈M alorstM ∈M .

3. Caractériser les matrices magiques antisymétriques et les matrices symétriques. On noteraA l’ensemble des
matrices magiques antisymétriques etS l’ensemble des matrices magiques symétriques.

4. Prouver queA ⊕S =M .
5. Interpréter le résultat obtenu.

Solution :
1. M est l’intersection des noyaux de huit formes linéaires. C’est donc un sous-espace vectoriel deM3 (R) comme

intersection de sous-espaces vectoriels.

2. C’est clair, les rôles des formes linéairesA 7−→
3∑

i=1

aik et A 7−→
3∑

i=1

aki étant échangés.

3. SoitA ∈A . On aa11 = a22 = a33 = 0. En posanta = a13 on obtientA =




0 −a a

a 0 −a

−a a 0


 et

A =








0 −a a

a 0 −a

−a a 0


 | a ∈R



.

Soit A ∈S . En posanta = a13 on obtienta31 = a et a22 =−2a. On poseb = a12 d’où a21 = b, a11 =−a−b, a33 =

b +3a, a23 = a32 = 2a −b. La somme de la3èmecolonne donne6a = 0. DoncS =







−b b 0

b 0 −b

0 −b b


 | b ∈R



.
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4. M3 (R) est la somme directe de l’espace des matrices symétriques etde l’espace des matrices symétriques. Donc
a fortiori A ⊕S =M . (A = 1

2
(A+ tA)+ 1

2
(A− tA)).

5. On en déduit queM =








−b b −a a

a +b 0 −a −b

−a a −b b


 | (a,b) ∈R2



.

Exercice 25.80 ♥
(Extrait des petites Mines 2006)
I-Étude de deux ensembles de matrices

Soit
(
x, y

)
un élément quelconque deR2. On noteMx,y la matrice

(
x − y y

2 x + y

)

SoitΣ le sous-ensemble deM2 (R) tel queΣ=
{
Mx,y |

(
x, y

)
∈R2

}
.

1. Quelle relation doivent vérifierx et y pour que la matriceMx,y ne soit pas inversible? Calculer le produit
Mx,y ×M−x,y . En déduire l’inverse deMx,y lorsqu’il existe.

2. Σ est-il un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .) ? On justifiera sa réponse.

Soit A =
(

0 0

−2 0

)
∈M2 (R) et J =

{
A+Mx,y |

(
x, y

)
∈R2

}
.

3. Montrer queJ est un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .).

4. Quelle est la dimension deJ ? Déterminer une base deJ.

5. Montrer que la loi× est interne dansJ.

II - Étude d’une application deM2 (R)

Soit B une matrice quelconque deM2 (R). SoitϕB l’application deM2 (R) dansM2 (R) qui à la matriceX associe la
matriceϕB (X) = B×X.

1. Montrer queϕB est un endomorphisme de l’espace vectoriel(M2 (R) ,+, .).

2. On suppose dans cette question queB= M2,1 =
(
1 1

2 3

)
.

(a) ϕB est elle surjective ? Bijective ?

(b) Déterminer la matrice deϕB dans la base canonique deM2 (R).
On rappelle que la base canonique deM2 (R) est constituée des matrices

(
E1,1,E1,2,E2,1,E2,2

)
où

E1,1 =
(
1 0

0 0

)
E1,2 =

(
0 1

0 0

)
E2,1 =

(
0 0

1 0

)
et E2,2 =

(
0 0

0 1

)

3. On prend dans cette questionB= M0,−2 =
(
2 −2

2 −2

)
. ϕB est-elle surjective ? Bijective ?

Solution : I.

1. Mx,y n’est pas inversible lorsquex2 − y2 − 2y = 0. Dans les autres cas,Mx,y est inversible dansM2 (R), mais
peut-être pas dansΣ.
Mx,y ×M−x,y = (y2 − x2 +2y)I2. Donc, lorsquex2 − y2 −2y 6= 0, M−1

x,y = M
(
− x

y2−x2+2y
,

y

y2−x2+2y

)
qui appartient

bien àΣ.

2. La matrice nulle n’appartient pas àΣ. DoncΣ n’est pas un sous-espace vectoriel de(M2 (R) ,+, .).

3. L’applicationϕ :

{
R2 −→ E

(x, y) 7−→ A+Mx,y
est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au vecteur

nul.ϕ est donc bijective.

4. Une base deE est donc, par exemple,(ϕ(1,0),ϕ(0,1)). J est de dimension2.

5. ϕ(x, y).ϕ(x′, y ′) =
(

x − y y

0 x + y

)(
x′− y ′ y ′

0 x′+ y ′

)
=

(
xx′− x y ′− y x′+ y y ′ x y ′+ y x′

0 xx′+ x y ′+ y x′+ y y ′

)

=ϕ(xx′+ y y ′, x y ′+ y x′). C’est bien dire que la loi× est interne dansJ.

II.
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1. On aB(λX+µY) = λBX+µBY. De plusBX ∈M2 (R). ϕB est donc un endomorphisme de(M2 (R) ,+, .).

2. (a) On aB−1 =
(

3 −1

−2 1

)
. On aϕB−1

(
ϕB (X)

)
= B−1.ϕB (X) = B−1BX = X. On a doncϕB−1 =

(
ϕB

)−1.

(b) On aBE1,1 =
(
1 1

2 3

)(
1 0

0 0

)
=

(
1 0

2 0

)
= E1,1+2E2,1. On obtient ainsi la première colonne de la matrice deϕB

dans la base canonique deM2 (R) :




1

0

2

0


. On trouve de la même façon les autres colonnes :




1 0 1 0

0 1 0 1

2 0 3 0

0 2 0 3


.

3. Cette foisB n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solution àϕB (X) = I2, ϕB n’est pas
surjective et donc pas bijective.

Exercice 25.81 ♥♥
Soit une sous-algèbreA de l’algèbreL(E). On suppose que∀ f ∈ L(E), f 2 ∈A =⇒ f ∈A . Montrer queA = L(E).

Solution : Raisonnons de façon équivalente sur les matrices carrées. Supposons queA soit une sous-algèbre deMn(K)

vérifiant∀M ∈Mn(K), M2 ∈A =⇒ M ∈A . Il suffit de montrer que toute matriceEi j de la base canonique appartient
à A . CommeA est une sous-algèbre deL(E), 0L(E) ∈ A . Or si (i , j ) ∈ [[1,n]]2 , E2

i j
= Ei j Ei j = δi j Ei j . Par conséquent,

si i 6= j , E2
i j

∈ A et doncEi j ∈ A . Soit maintenanti ∈ [[1,n]]. Soit j 6= i . On sait queEi j ,E j i ∈ A et commeA est
une sous-algèbre deL(E), le produitEi j E j i = Ei i est encore dansA . CommeA contient toutes les matrices de la base
canonique et que c’est un sous-espace vectoriel deMn(K), A =Mn (K).

25.12.9 Changement de base

Exercice 25.82 ♥
On considère l’espace vectorielR2 muni de sa base canoniquee = (e1,e2). On considère l’endomorphismef deR2

donné par :
f (e1) = e1 +e2 et f (e2) =−e1 +2e2

1. Déterminer la matriceA de f dans la base canoniquee.

2. Soitv = xe1 + ye2 ∈R2. Calculer les composantesx′ et y ′ de f (v) dans la base canoniquee.

3. On pose :ε1 = e2 et ε2 = e1 +e2. Prouver queε= (ε1,ε2) est une base deE.

4. DéterminerPe→ε ainsi quePε→e .

5. En déduire la matriceB de f dans la baseε et en déduire les expressions def (ε1) et f (ε2) en fonction deε1 et
ε2.

Solution :

1. A =
(

1 −1

1 2

)

2. Par linéarité def : f (v) =
(
x − y, x +2y

)

3. CommeMate (ε) =
(
0 1

1 1

)
et que cette matrice est inversible, la familleε est une base deR2.

4. CommePe→ε = Mate (ε) alorsPε→e = (Pe→ε)−1 =
(

−1 1

1 0

)

5. La formule de changement de base amèneB = Matε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε. Après calcul, on trouve :B =(
3 3

−1 0

)

Exercice 25.83 ♥
Soit (e1,e2,e3) la base canonique deR3. On pose :

f1 = e1 −e2 +2e3, f2 = e2+e3, e1 +2e3

1. Prouver que
(

f1, f2, f3

)
forme une base deR3.
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2. Écrire la matrice de passage de la basee à la basef .

3. Déterminer la matrice de passage de la basef à la basee.

4. On considère le vecteuru de coordonnées(−1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnées dans
la basef ?

5. On considère l’endomorphismeθ :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y −2z,−x − z,−x +2y

) . Déterminer la matrice deθ

dans la basef .

Solution :

1. On a :Mate

(
f
)
=




1 0 1

−1 1 0

2 1 2


. Le déterminant de cette matrice est−1. On en déduit que la famillef est libre

et comme elle est de cardinal égal à la dimension deR3, que c’est une base deR3.

2. Par définition :Pe→ f = Mate

(
f
)
.

3. De mêmeP f →e =
(
Pe→ f

)−1 =




−2 −1 1

−2 0 1

3 1 −1




4. D’après la formule de changement de baseMat f u = P f →e Mate (u) =




4

4

−5


.

5. On a :Mate (θ)=




1 1 −2

−1 0 −1

−1 2 0


. En utilisant la formule de changement de baseMat f (θ) = P f →e Mate (θ)Pe→ f ,

on trouveMat f (θ)=




8 5 8

5 4 5

−12 −6 −11




Exercice 25.84 ♥
Soient :

P1 = X2 +1, P2 = X+1 et P3 = 2X2 −X

On noteB =
(
1,X,X2

)
la base canonique deR2 [X].

1. Montrer queB′ = (P1,P2,P3) forme une base deR2 [X].
2. Écrire la matrice de passage deB àB′, puis celle deB′ àB.

3. SoitP (X) = X2 −X+2. Donner les composantes deP dans la baseB′.

4. On considère l’endomorphisme deR2 [X] donné parθ :

{
R2 [X] −→ R2 [X]

P 7−→ XP′ . Déterminer la matrice deθ

dans la baseB′.

Solution :

1. On aMatB
(
B′)=




1 1 0

0 1 −1

1 0 2


 et det MatB

(
B′)= 1 donc la familleB′ est libre. Cette famille est de plus de

cardinal égal à la dimension deR2 [X] ce qui prouve que c’est une base deR2 [X].

2. On aPB→B′ = MatB
(
B′) et PB′→B =

(
PB→B′

)−1 =




2 −2 −1

−1 2 1

−1 1 1




3. On aMatB′ (P) = PB′→B MatB (P) =




2 −2 −1

−1 2 1

−1 1 1


×




2

−1

1


=




5

−3

−2


.
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4. On aMatB (θ)=




0 0 0

0 1 0

0 0 2


 et MatB′ (θ) = PB′→B MatB (θ)PB→B′ =




−2 −2 −2

2 2 2

2 1 3




Exercice 25.85 ♥
On considèreE = R3 et F = R2 tous deux munis de leurs bases canoniques respectives qu’onnoterae = (e1,e2,e3) et

f =
(

f1, f2

)
. Soitu :

{
R3 −→ R2

(
x, y, z

)
7−→

(
x + y, y − z

) .

1. Prouver queu ∈L (E,F) et écrire la matrice deu relativement aux basese et f .

2. On considère les familles de vecteurse ′ =
(
e ′1,e ′2,e ′3

)
avece ′1 = (0,1,−1), e ′2 = (1,0,2),e ′3 = (1,1,0) et f ′ =

(
f ′

1, f ′
2

)

avecf ′
1 = (1,0), f ′

2 = (1,1). Montrer quee ′ et f ′ sont des bases de respectivementE et F et écrire les matrices de
changement de base dee verse ′ et def vers f ′.

3. En déduire la matrice deu relativement aux basese ′ et f ′.

Solution :

1. On vérifie facilement queu est linéaire. De plusMat f ←e (u) =
(

1 1 0

0 1 −1

)
.

2. On écritMate e ′ =




0 1 1

1 0 1

−1 2 0


 et commedet

(
Mate e ′

)
= 1 on en déduit quee ′ est une base deE. De même

Mat f

(
f ′) =

(
1 1

0 1

)
et det

(
Mat f

(
f ′)) = 1. La famille f ′ est donc une base deF. De plusPe→e′ = Mate e ′ et

P f → f ′ = Mat f f ′.

3. La formule de changement de bases estMat f ′←e′ (u) = P f ′→ f Mat f ←e (u) Pe→e′ et commeP f ′→ f =
(
P f → f ′

)−1 =(
1 −1

0 1

)
on aMat f ′←e′ (u) =

(
−1 3 1

2 −2 1

)
.

Exercice 25.86 ♥
Dans leR-espace vectorielE = R3 muni de sa base canoniquee, on considère la famille de vecteursε = (ε1,ε2,ε3)

donnés parε1 = (1,0,2), ε2 = (0,1,1), ε3 = (1,0,1). PosonsF = Vect (ε1,ε2) et G = Vect (ε3).

1. Montrer queF etG sont supplémentaires dansE. Donner une base deE adaptée à la supplémentarité de ces deux
sous-espaces vectoriels.

2. Écrire, dans la basee, la matrice de la projectionp deE surF parallèlement àG.

3. En déduire les matrices, dans la basee de :

(a) la projectionp ′ deE surG parallèlement àF.

(b) la symétries par rapport àF parallèlement àG.

Solution :

1. On aMate (ε) =




1 0 1

0 1 0

2 1 1


 et det A =−1. La familleε est donc une base deE. On en déduit que(ε1,ε2) forme

une base deF et que(ε3) forme une base deG. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplémentaires et
la baseε est adaptée à cette supplémentarité.

2. On a :Matε
(
p

)
=




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 et, en utilisant les formules de changement de baseMate

(
p

)
= Pe→ε Matε

(
p

)
Pε→e

avecPe→ε = Mate (ε) et Pε→e = (Pe→ε)−1. Après calculs, on trouveMate

(
p

)
=




−1 −1 1

0 1 0

−2 −1 2



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3. (a) On sait quep +p ′ = idE. DoncMate

(
p ′)= I3 −Mate

(
p

)
=




2 1 −1

0 0 0

2 1 −1




(b) On sait aussi ques = 2p − idE. DoncMate (s) = 2Mate

(
p

)
− I3 =




−3 −2 2

0 1 0

−4 −2 3


.

Exercice 25.87 ♥
Soit E =R3, ε1 = (0,0,1), ε2 = (1,1,1) et ε3 = (0,1,1). On pose :F = Vect (ε1,ε2) et G = Vect (ε3).

1. Prouver queε= (ε1,ε2,ε3) est une base deE et en déduire queE = F⊕G.
2. Déterminer la matrice dans la base canoniquee deE de la projectionp surF parallèlement àG.

3. En déduire, dans la base canonique deE, la matrice de la symétries par rapport àF parallèlement àG et la
matrice de la projectionp ′ surG parallèlement àF.

Solution :

1. Comme la matriceMate (ε) =




0 1 0

0 1 1

1 1 1


 est inversible, la familleε est une base deR3. Comme(ε1,ε2) est une

base deF et que(ε3) est une base deG, on en déduit queE = F⊕G.

2. On sait queMatε
(
p

)
=




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 donc grâce aux formules de changement de baseMate

(
p

)
=

Pe→ε Matε
(
p

)
Pε→e avecPe→ε = Mate (ε) etPε→e = (Pe→ε)−1 =




0 −1 1

1 0 0

−1 1 0


. On effectue les calculs et on trouve

Mate

(
p

)
=




1 0 0

1 0 0

1 −1 1




3. On sait ques = 2p − idE et quep +p ′ = idE doncMate (s) =




1 0 0

2 −1 0

2 −2 1


 et Mate

(
p ′)=




0 0 0

−1 1 0

−1 1 0


.

Exercice 25.88 ♥

SoientA =




2 1 −2

0 1 0

4 1 −4


 et e = (e1,e2,e3) la base canonique deR3. Soit f l’endomorphisme deR3 représenté parA

dans la basee. On poseε1 = (1,0,1) , ε2 = (0,1,0) , ε3 = (1,0,2) et ε= (ε1,ε2,ε3).

1. Montrer queε est une base deR3.
2. Écrire la matrice def dans cette base.

3. Déterminer une base deKer f et deIm f .

Solution :

1. On vérifie queMate (ε) =




1 0 1

0 1 0

1 0 2


 est inversible doncε est une base deR3.

2. D’après la formule de changement de baseMatε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε avec Pe→ε = Mate (ε) et Pε→e =

(Pe→ε)−1 =




2 0 −1

0 1 0

−1 0 1


. Il vient Matε

(
f
)
=




0 1 0

0 1 0

0 0 −2


.

3. Les deux derniers vecteurs colonnes deMatε
(

f
)

sont non colinéaires et le premier est nul doncrg f = 2 et
dimIm f = 2. Les vecteursf (ε2) = (1,1,0) et f (ε3) = (0,0,−2) sont non colinéaires et dans l’image def . Il
forment donc une base deIm f . La formule du rang permet d’affirmer quedim Ker f = 1. Commef (ε1) = 0, une
base deKer f est(ε1).
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Exercice 25.89 ♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1,e2,e3). On considèref l’endomorphisme deE dont la matrice

dans la basee estA =




3 −2 −4

1 0 −2

1 −1 −1




1. CalculerA2. Que peut-on en déduire au sujet def ?

2. Déterminer une base deIm f et deKer f .

3. Prouver de deux façons différentes queIm f et Ker f sont supplémentaires dansE.

4. Quelle est la matrice def relativement à une base adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f .

Solution :

1. On vérifie facilement queA2 = A. On a alorsf 2 = f et f est donc un projecteur deE.

2. SoitX =




x

y

z


. On a :AX = 0 si et seulement si





3x −2y −4z = 0

x −2z = 0

x − y − z = 0

c’est-à-dire si et seulement siX ∈ Vect




2

1

1


.

On en déduit queKer f = Vect (ε1) où ε1 = 2e1 +e2 +e3. Par ailleurs, posonsε2 = f (e1) et ε3 = f (e2). On vérifie,
par un calcul matriciel facile queε2 = 3e1+e2+e3 et queε3 =−2e1+e3. Les vecteursε2 etε3 sont dansIm f et sont
non colinéaires. Ils forment donc une famille libre. En appliquant la formule du rang, on montre quedimIm f = 2.
Il s’ensuit que cette famille est une base deIm f .

3. Commef est un projecteur,Im f et Ker f sont nécessairement supplémentaires dansE.

4. Utilisant la question précédente, la familleε est adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f . On obtient

facilement :Matε
(

f
)
=




0 0 0

0 1 0

0 0 1


.

Exercice 25.90 ♥

Soit e = (e1,e2,e3) la base canonique deR3 et soit A =




2 4 4

0 4 2

0 −4 −2


. Notons f l’endomorphisme deR3 dont la

matrice dans la basee estA.

1. DéterminerKer f et Im f . Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires dansR3.

2. Déterminer une base à la supplémentarité deIm f et deKer f et écrire la matrice def dans cette base.

3. Écriref comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Solution :

1. Pour tout
(
x, y, z

)
∈ R3, on vérifie facilement quef

(
x, y, z

)
=

(
2x +4y +4z,4y +2z,−4y −2z

)
. On en déduit que

Ker f = Vect (ε1) oùε1 = (2,1,−2)et queIm f = Vect (ε2,ε3) oùε2 = (1,0,0) etε3 = (0,1,−1). On vérifie facilement
que la familleε = (ε1,ε2,ε3) est une base deE. Comme(ε1) est une base deKer f et que(ε2,ε3) est une base de
Im f , on sait queIm f et Ker f sont supplémentaires dansE.

2. La familleε est adaptée à la supplémentarité deIm f et deKer f . Utilisant la formule de changement de base :

Matε
(

f
)
= Pε→e Mate

(
f
)

Pe→ε où Pe→ε =




2 1 0

1 0 1

−2 0 −1


 et oùPε→e = Pe→ε

−1 =




0 −1 −1

1 2 2

0 2 1


, on obtient

Matε
(

f
)
=




0 −1 −1

1 2 2

0 2 1


×




2 4 4

0 4 2

0 −4 −2


×




2 1 0

1 0 1

−2 0 −1


=




0 0 0

0 2 0

0 0 2




3. f est alors la composée de l’homothétie vectorielle de rapport 2 et de la projection deR3 sur le planIm f paral-
lèlement au planKer f .
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Exercice 25.91 ♥
Soit E unK-espace vectoriel muni d’une basee = (e1,e2,e3). On considèreu ∈L (E) représenté dans la basee par la

matriceA =




1 0 0

1 2 0

−1 0 2


.

1. Montrer que la familleε= (ε1,ε2,ε3) avecε1 = (−1,1,−1), ε2 = (0,1,0) et ε3 = (0,1,1) est une base deE. Écrire
la matrice de passage de la basee à la baseε.

2. Calculer la matrice deu dans la baseε.

3. En déduire la matrice deun dans la basee.

Solution :

1. CommeMate (ε) =




−1 0 0

1 1 1

−1 0 1


 et quedet(Mate (ε)) = 1, la famille f est de rang3 et forme donc une base de

E. De plusPe→ε = Mate (ε).

2. Appliquant les formules de changement de bases :Matε (u) = Pε→e Mate (u)Pe→ε avec Pε→e = (Pe→ε)−1 =


−1 0 0

2 1 −1

−1 0 1


 et Mate (u) = A. On en déduit queMatε (u) =




1 0 0

0 2 0

0 0 2


.

3. NotonsP = Pe→ε et A0 = Matε (u). On a donc :Mate (un) = An =
(
PA0P−1

)n = PAn
0 P−1 =




1 0 0

−1+2n 2n 0

1−2n 0 2n




Exercice 25.92 ♥
On considère leK-espace vectorielE = R3 muni de sa base canoniquee = (e1,e2,e3). Soit u l’endomorphisme deE

représenté dans la basee par la matriceA =




0 −2 1

−3 −1 3

−2 −2 3


. Le but de cet exercice est de trouver une baseε deE tel

que dans cette base la matrice deu est diagonale. On dira alors qu’on a diagonaliséu.

1. Développer le polynômeP (λ) = det(A−λI3). P est appelépolynôme caractéristiquedeu.

2. Calculer les racines deP. Les trois réels trouvés sont appeléesvaleurs propresdeu.

3. Déterminer des vecteursε1,ε2,ε3 deE en sorte que(ε1) forme une base deKer (u− i d), (ε2) forme une base de
Ker (u−2i d) et (ε3) forme une base deKer(u+ i d). Ces trois vecteurs sont desvecteurs propresdeu.

4. Montrer queε= (ε1,ε2,ε3) est une base deE.

5. Vérifier que la matrice deu dans la baseε est diagonale.

Solution :

1. On a :P (λ) = det(A−λI3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ −2 1

−3 −1−λ 3

−2 −2 3−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
. En effectuant les opérations élémentairesC1 ← C1+C3 puis

L3 ← L3 −L1, on aP (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ+1 −2 1

0 −1−λ 3

0 0 2−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−λ+1) (−1−λ) (2−λ).

2. Les valeurs propres deu sont1, −1 et 2.

3. Soit
(
x, y, z

)
∈ R3. PosonsX =




x

y

z


. On a :u (x) − x = 0 si et seulement siAX −X = 0 qui est équivalent au

système





−2 y + z − x = 0

−3 x −2 y +3 z = 0

−2 x −2 y +2 z = 0

On vérifie que l’ensemble des solution de ce système est donnéparVect (ε1) avec
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ε1 = (1,0,1). DoncKer (u− i d) = Vect (ε1) On montre de même queKer (u−2i d) = Vect (ε2) avecε2 = (−1,1,0)

et queKer (u+ i d) = Vect (ε3) avecε3 = (1,1,1).

4. CommeP = Mate (ε) =




1 −1 1

0 1 1

1 0 1


 et quedet (P) =1, la familleε est de rang3 et forme une base deE.

5. On a :Matε (u) = Pε→e Mate (u)Pe→ε avecPε→e = (Mate (ε))−1 =




−1 −1 2

−1 0 1

1 1 −1


 et donc :

Matε (u) =




1 0 0

0 2 0

0 0 −1


.

Exercice 25.93 ♥♥
Soit E =R2. Déterminer tous les endomorphismesu ∈ L(E) tels que :

Ker(u) = Vect(1,2), et Imu = Vect(1,1)

Solution : Posonsf1 = (1,2) et f2 = (0,1). Commef1 et f2 ne sont pas colinéaires,u
(

f2

)
est non nul et élément de

Imu. Il existe doncα 6= 0 tel queu
(

f2

)
= (α,α)αe1 +αe2 = α f1 −α f2 =. On vérifie facilement quef =

(
f1, f2

)
forme

une base deR2. Il est clair queMatf (u) =
(
0 α

0 −α

)
. De plus,Pe→ f =

(
1 0

2 1

)
et P f →e = P−1

e→ f
=

(
1 0

−2 1

)
. On en déduit

queMate (u) = Pe→ f Matf (u)P f →e =
(
−2α α

−2α α

)
. On en déduit queu

(
x, y

)
= α

(
−2x + y,−2x + y

)
. Réciproquement, on

vérifie facilement que tous les endomorphismes de cette forme satisfont l’hypothèse.

Exercice 25.94 ♥♥
1. Soit unK-espace vectorielE de dimension finie et un endomorphismeu ∈ L(E) de rang1. Montrer qu’il existe

λ ∈K tel queu2 = λu.
2. SoitA ∈Mn(K). Montrer que

(
rg(A)= 1

)
(i)

⇐⇒
(
∃(X,Y) ∈Mn1(K)∗2 A =Xt Y

)
(i i)

.

Solution :
1. Commerg(u) = 1, d’après la formule du rang,Keru est de dimensionn−1 oùn = dimE. Soite ′ une base deKeru.

On applique le théorème de base incomplète pour compléter par un vecteuren ∈ E en une basee de E. Comme
Vect(en) = Imu, il existeλ ∈ K∗ tel queu (en) = λen . Soit x = ∑n

i=1
xi ei ∈ E alorsu (x) = xn u (en) = xnλen et

u2 (x) = xnλ
2en =λu (x) et la propriété est prouvée.

2. (i ) =⇒ (i i ) Supposons querg(A) = 1. Soit b la base canonique deKn . Il existeu ∈ L(Kn) tel queMatb (u) = A.
Commerg(u) = rg(A) = 1, d’après la question1, on sait qu’il existe une basee deKn tel queu (ei ) = 0 pour
tout i ∈ �1,n−1� et u (en) =λen oùλ ∈K∗. Donc

Mate (u) =




0 . . . 0 0
...

...
...

...
... 0

0 . . . 0 λ



=λX0

t X0

avecX0 = t (0, . . . ,0,1) ∈ Mn1(K). Si P = Pb→e alors A = PX0
t X0P−1 = Xt Y avecX = λPX0 ∈Mn1(K) et Y =

t
P−1X0 ∈Mn1(K). Remarquons queX et Y sont non nuls car c’est le cas deX0 et queP est inversible.

(i i ) =⇒ (i ) Réciproquement, siA =Xt Y avecX = t (x1, . . . , xn ) ∈Mn1(K)∗ et Y = t (
y1, . . . , yn

)
∈Mn1(K)∗ alors

A =




x1 y1 . . . x1 yn

...
...

xn y1 . . . xn yn


 .

Toutes les colonnes deA sont colinéaires doncrg(A)= rg




x1 0 . . . 0
...

...
...

xn 0 . . . 0


= 1 carX est non nul.
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25.12.10 Matrices semblables, équivalentes

Exercice 25.95 ♥
Trouver les matricesEi j de la base canonique deMn(R) semblables à une matrice diagonale.

Solution : Ce sont celles qui sont déjà des matrices diagonales, c’est-à-dire celles pour lesquellesi = j . En effet
supposons l’espace d’un instant qu’une matriceEi j soit semblable à une matrice diagonaleD aveci 6= j . On en déduit
que0 = E2

i j
est semblable àD2, doncD2 = 0 doncD = 0 puisqueD est diagonale. Donc le rang deD égale0, alors que

celui deEi j égale1. Comme deux matrices semblables ont même rang, on a une contradiction.

Exercice 25.96 ♥
Montrer que la matriceA =

(
0 1

1 0

)
est semblable à la matriceD =

(
−1 0

0 1

)

Solution : Soit P =
(

1 1

−1 1

)
, on aP−1 = 1

2
t P et P−1AP = D.

Exercice 25.97 ♥

Les matricesA =



−1 0 0

0 0 0

0 0 1


 et B=




0 0 0

1 0 0

0 1 0


 sont-elles semblables ?

Solution : En regardant l’action de ces matrices sur les vecteurs colonnes de la base naturelle, on voit queB3 = 0 et
A3 = A. A et B ne peuvent pas être semblables.

Exercice 25.98 ♥
Soient deux matricesA,B ∈Mn (R) , avecA inversible.

1. Montrer queAB et BA sont semblables.

2. Montrer que le résultat est faux siA n’est pas inversible.

Solution :

1. Si A est inversible, il suffit d’écrireAB= A(BA)A−1

2. Soit A =
(
0 1

0 0

)
et B =

(
1 0

0 0

)
. Les matricesAB =

(
0 0

0 0

)
et BA =

(
0 1

0 0

)
n’ont pas même rang et n’ont donc

aucune chance d’être semblables.

Exercice 25.99 ♥
On considère une matriceA ∈Mn(R) qui s’écrit :

A =
(

B C
t D a

)

où B ∈ Mn−1(R), C,D ∈ Mn−1,1(R) et a ∈ R. On suppose queB est inversible. Montrer queA est inversible si et
seulement si

a 6=t DB−1C

Solution : Si A n’était pas inversible, il existeraitX tel queAX = 0 avecX 6= 0. De plus,xn 6= 0 (carB inversible). En
notantX̃ = (x1, . . . , xn−1), on obtiendrait queBX̃+ xn C = 0 et t DX̃+axn = 0, d’où la relation.
Réciproquement, sia =t DB−1C, alors on construit un vecteurX =−

(
B−1C,−1

)
, on aAX = 0 avec bien sûrX 6= 0.

Exercice 25.100 ♥♥

On considère la matriceP =




0 1

ր
1 0


.

1. Montrer que la matriceP est inversible et calculer son inverseP−1.

2. Pour une matriceA ∈Mn(K), calculer la matricePAP.

3. En déduire qu’une matrice triangulaire inférieure est semblable à une matrice triangulaire supérieure.
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Solution :

1. SoitE =Rn et e = (e1, . . . ,en ) la base canonique deE. Alors il existe un uniqueu ∈ L(E) tel queMate (u) = P. On
a pour touti ∈ �1,n�, u(ei ) = en−i+1 et u2(ei ) = ei , doncP2 = In. Par conséquent,P ∈GLn (R) et P−1 = P.

2. PuisqueP =∑n
k=1

Ek ,n−k+1,

PAP =
∑

1Éi , j ,k ,lÉn

ai j Ek ,n−k+1Ei j En−l+1,l =
∑

i , j ,k ,l

δn+1−k ,iδ j ,n+1−l Ek ,l =
∑

k ,l

an+1−k ,n+1−l Ekl

La matricePAP s’obtient en faisant deux symétries deA par rapport aux deux diagonales.

3. PuisqueP−1 = P, PAP−1 est une matrice triangulaire supérieure lorsqueA est une matrice triangulaire inférieure.

Exercice 25.101 ♥♥
Á quelle condition deux matricesEpq et Ekl de la base canonique deMn(R) sont-elles semblables ?

Solution : Considérons l’espace vectorielE =Kn muni de sa base canonique.

1. Une condition nécessaire est que les matrices aient même trace. Donc sip = q et k 6= l , (ou bienp 6= q et k = l),
les deux matrices ne sont pas semblables.

2. Montrons que deux matricesEpp et Eqq (p 6= q) sont semblables. Soitu l’unique endomorphisme deE tel que
Mate (u) = Epp . Considérons la basee ′ obtenue en permutant les deux vecteursep eteq . Dans la basee ′, la matrice
deu estEqq . Par conséquent, les deux matricesEpp etEqq représentent le même endomorphisme dans deux bases
différentes : elles sont semblables. Complément : écrivez la matrice de passage de la basee vers la basee ′, et son
inverse.

3. Soient quatre indices(p, q) ∈ [[1,n]]2 avecp 6= q et (k, l) ∈ [[1,n]]2 aveck 6= l . Notonsu l’unique endomorphisme
ayant pour matriceEpq dans la basee. Considérons la basee ′ obtenue en échangeant les vecteurseq ↔ el et
ep ↔ ek . Alors la matrice de l’endomorphismeu dans la basee ′ est la matriceEkl (faire un dessin et vérifier
ce résultat même lorsquep = q ou k = l). Donc les matricesEpq et Ekl sont semblables. Pouvez-vous écrire la
matrice de passagePe→e′ correspondante? Quel est son inverse ?

Exercice 25.102 ♥♥
Soit une matriceA ∈M2(R) vérifiantA2 = I et telle queA n’est pas une matrice scalaire. Montrer queA est semblable

à la matrice
(
0 1

1 0

)

Solution : SoitE =R2 ete = (e1,e2) la base canonique deE. Il existe un unique endomorphismeu deE ayantA comme
matrice dans la basee. PuisqueA2 = I, u2 = id et doncu est une symétrie vectorielle. On a

E = Ker(u− id)⊕Ker(u+ id).

En effet, on peut toujours écrirex = 1

2
(x +u(x)) +

1

2
(x −u(x)) avecx +u(x) ∈ Ker(u − id) et x −u(x) ∈ Ker(u + id).

L’intersection deKer(u− id) et Ker(u+ id) étant bien sûr réduite au vecteur nul.
CommeA n’est pas scalaire,u 6= id et u 6= − id. Par conséquent, aucun des deux noyaux n’estR2 tout entier. Les noyaux
Ker(u − id) et Ker(u + id) sont donc des droites vectorielles. Considéronsf1 6= 0 un vecteur deKer(u − id) et f2 6= 0 un
vecteur deKer(u + id). D’après le théorème sur les bases adaptées à une somme directe, f = ( f1, f2) est une base deE.
Dans cette base,

D = Mat f (u) =
(
1 0

0 −1

)

De la même façon, il existe un unique endomorphismev ayantB =
(
0 1

1 0

)
comme matrice dans la base canonique.

CommeB2 = id, le même raisonnement montre quev est une symétrie vectorielle et permet de construire une base g

dans laquelleMatg (v)= D.
Par conséquent, puisqueA etD sont semblables et queB etD sont semblables, on en déduit queA et B sont semblables.

Exercice 25.103 ♥♥
Soit unK-espace vectoriel de dimension finien et un endomorphismef ∈ L(E) de rang1.
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1. Si l’on suppose queKer f ∩ Im f = {0E}, montrer qu’il existe une baseε deE et un scalaireλ ∈K tels que

Matε( f ) =




λ 0 . . . 0

0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0




2. En déduire que pour tout endomorphismef de rang1, il existe un scalaireα ∈K tel quef 2 =α f .

3. Soit une basee quelconque deE, et un endomorphismef ∈ L(E) quelconque. On noteB = Mate ( f ) la matrice de
l’endomorphismef dans la basee. Montrer l’équivalence

(
rg( f ) = 1

)
(i)

⇐⇒
(
∃(X,Y) ∈Mn1(K)2 non nuls tels queB = Xt Y

)
(i i)

(On se contentera de la démonstration dans le cas oùKer f ∩ Im f = {0E}). voir exercice 25.94 p.1025.

Solution :

1. D’après la formule du rang,
n = dim Ker f + rg f

doncKer f est un hyperplan deE de dimension(n−1). Commerg( f ) = dimIm f = 1, il existe un vecteura 6= 0 tel
queIm f = Vect(a). Puisque l’on a supposé queIm f ∩Ker f = {0E}, et quedimIm f +dim Ker f = n, on sait que

E = Vect(a)⊕Ker f

le système(a) est une base deIm f , et si l’on supposen Ê 2, puisqueKer f 6= {0E}, il existe une base deKer f

de la forme(ε2 . . . ,εn). Le théorème de la base adaptée à une somme directe nous dit alors que le systèmeε =
(a,ε2, . . . ,εn ) est une base deE. Commef (a) ∈ Im f = Vect(a), il existeλ ∈K tel quef (a) =λa. La matrice def

dans la baseε est donc bien de la forme souhaitée.

2. Dans le cas oùa ∈ Ker f , on aIm f ⊂ Ker f et doncf 2 = 0. Le résultat est montré avecα= 0K .
On peut donc supposer queIm f 6⊂ Ker f et alorsIm f ∩Ker f = {0}. D’après a), on a construit une baseε dans
laquelle la matrice def était simple :A =Matε( f ) = λE11. On calcule alorsA2 = λ2E11E11 = λ2E11 = λA et on en
déduit quef 2 =λ f .

3. Supposons querg f = 1. LorsqueIm f ∩ Ker f = {0}, on a construit une baseε dans laquelle la matrice def
s’écrivaitA =λE11. PosonsX′ la matrice colonne avec unλ sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes,
et Y′ la matrice colonne avec un1 sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes. Un calcul direct montre
que

A =X′t Y′

Mais puisque les matricesA etB représentent le même endomorphismef dans deux bases différentesε et e, elles
sont semblables. En notantP la matrice de passage de la baseε vers la basee, on a

A =PBP−1 = (PX′)t
Y′P−1 = (PX′)

t
(

t
P−1Y′)

et il suffit de poserX = PX′ ∈Mn1(K) et Y = t
P−1Y′ ∈Mn1(K) pour avoirB = Xt Y.

Si l’on suppose maintenant queB= Xt Y, en notantX = (xi )1ÉiÉn et Y = (yi )1ÉiÉn , la matriceB s’écrit :

B = ((xi y j ))1Éi , jÉn =




x1 y1 x1 y2 . . . x1 yn

x2 y1 x2 y2 . . . x2 yn

...
...

...
...

xn y1 xn y2 . . . xn yn




On s’aperçoit que toutes les colonnes de cette matrice sont proportionnelles à la matrice colonneX. En utilisant
l’algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de rang1 (la colonneX est non-nulle).

25.12.11 Systèmes linéaires

Exercice 25.104 ♥
Résoudre dansR3 les systèmes :
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1.

{x − y + z = 1

3y − z = 2

2z = 8

2.

{ x − y +2z = 1

2x −3y + z = 4

x −3y −4z = 5

3.

{ x +2y +3z = 1

− x −3y +5z = 2

x + y + z = −1

4.

{ y +3z = 0

x +2y +6z = 2

7x +3y +9z = 14

5.

{ x +2y + z = 2

2x + y + z = −1

x −3y +2z = −1

6.

{2x − y +3z = 1

x + y − z = 2

x −2y +4z = 1

7.
{

2x − y +3z = 0

x + y +2z = 0

8.

{ x + y − z = 1

2x +2y −2z = 2

− x − y + z = −1

Solution :

1. En remontant, on trouve successivement :z = 4; y = 2; x =−1.

2.





x − y + 2z = 1

2x − 3y + z = 4

x − 3y − 4z = 5

L2 ←− L2 −2L1

L3 ←− L3 −L1





x − y + 2z = 1

− y − 3z = 2

− 2y − 6z = 4

.

Les deux dernières équations sont équivalentes. Le systèmeest de rang2 et compatible. En prenantz comme
paramètre, l’ensemble des solutions est{(−5z −1,−3z −2, z) | z ∈K}.

3. Système de Cramer :
{(
− 5

2 ,1, 1
2

)}
.

4. Système de rang2 et compatible.{(2,−3z, z) | z ∈K}.

5. Système de Cramer :{(−2,1,2)}.

6. Système de rang2 mais pas compatible. Pas de solution.

7.
{

2x − y +3z = 0

x + y +2z = 0
soit

{
2x − y +3z = 0

3x +5z = 0
. Le système est de rang2, donc compatible. En prenantz comme paramètre,

l’ensemble des solutions est
{(
− 5

3
z,− 1

3
z, z

)
| z ∈K

}
.

8. Le système est clairement de rang1 et compatible (on a trois fois la même équation). L’ensembledes solutions
est le plan d’équationx + y − z = 1.

Exercice 25.105 ♥
Sans chercher à résoudre les systèmes suivants, discuter lanature de leur ensemble solution :





x +y −z = 0

x −y = 0

x +y +z = 0





x +3y +2z = 1

2x −2y = 2

x + y + z = 2





x +3y +2z = 1

2x −2y = 2

x + y + z = 3

Solution : Premier système : Matrice de rang3 (inversible) donc une unique solution(0,0,0).
Deuxième système : Matrice de rang2, système non compatible, pas de solution.
Troisième système : Matrice de rang2, système non compatible, pas de solution.

Exercice 25.106 ♥
Discuter, suivant la valeur dem, la dimension de l’espace des solutions des systèmes suivants :

1.
{

x +my + z = 0

mx + y +mz = 0 2.

{ x + y +mz = 0

x +my + z = 0

mx + y + z = 0

Solution :

1. Si m = 1 ou m =−1, alors le système est de rang1. L’espace des solutions est de dimension2. Sinon le système
est de rang2 et l’espace des solutions est de dimension1. Dans ce dernier cas, l’ensemble des solutions est
{(x,0,−x), x ∈R}.

2. Si m = 1, alors le système est de rang1. L’espace des solutions est de dimension2. Si m =−2, alors le système
est de rang2. L’espace des solutions est de dimension1. Sinon le système est de Cramer. L’espace des solutions
est de dimension0.

Exercice 25.107 ♥
On considère, pour un paramètre réelm, les sous-espaces vectoriels deR3 :

F =
{(

x, y, z
)
∈R

3 | x +my + z = 0 et mx + y −mz = 0
}

et G =
{(

x, y, z
)
∈R

3 | x −my + z = 0
}

1. Déterminer la dimension deF et deG.

2. Discuter suivant les valeurs dem la dimension du sous-espace vectorielF∩G.
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Solution :

1. Quem soit égal à1 ou non,dimF= 1 car le rang de
(

1 m 1

m 1 −m

)
égale2. dimG = 2.

2.

∣∣∣∣∣∣

1 m 1

m 1 −m

1 −m 1

∣∣∣∣∣∣
=−4m2. Si m = 0, alorsF∩G est de dimension1, et de dimension0 sinon.

Exercice 25.108 ♥
Résoudre et discuter suivant les valeurs deb1, b2, b3 et b4 :

(S1)





x +3y +4z +7t = b1

x +3y +4z +5t = b2

x +3y +3z +2t = b3

x + y + z + t = b4

(S2)





x +3y +5z +3t = b1

x +4y +7z +3t = b2

y +2z = b3

x +2y +3z +2t = b4

(S3)





x + y +2z − t = b1

−x +3y + t = b2

2x −2y +2z −2t = b3

2y + z = b4

(S4)





x +2y + z +2t = b1

−2x −4y −2z −4t = b2

−x −2y − z −2t = b3

3x +6y +3z +6t = b4

Solution :
(S1) : solution unique quels que soientb1,b2,b3,b4.
(S2) : solutions sib2 = b1 +b3.
(S3) : solutions sib1 +b2 −2b4 = 0 et 2b1 −b3 −2b4 = 0.
(S4) : solutions sib2 =−2b1 et b3 =−b1 et b4 = 3b1.

Exercice 25.109 ♥
Résoudre les systèmes suivants à l’aide du déterminant :





x + y − z = 0

x +3y + z = 0

2x + y −3z = 0

− x +2y +4z = 0

et

{ x + y +2z = 1

2x + y + z = 2

− x −2y −5z = −1

Solution : Premier système :

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1

1 3 1

2 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= 0 et

∣∣∣∣∣∣

1 3 1

2 1 −3

−1 2 4

∣∣∣∣∣∣
= 0 donc le système est de rangÉ 2. Comme

∣∣∣∣
1 1

1 3

∣∣∣∣ 6= 0 le

système est de rang2. On a une droite de solution, l’intersection des deux plansx+ y −z = 0 et x+3y +z = 0, autrement
dit la droite vectorielle engendrée par(−2,1,−1).

Deuxième système :

∣∣∣∣∣∣

1 1 2

2 1 1

−1 −2 −5

∣∣∣∣∣∣
= 0 donc le système est de rangÉ 2. Comme

∣∣∣∣
1 2

1 1

∣∣∣∣ 6= 0 le système est de rang2 et

on peut choisirx comme paramètre. On résout alors eny et z le système des deux premières équations en fonction de
x. Soit y = 3−3x et z = x −1. On vérifie enfin avec la troisième équation :−x −6+6x −5x +5 =−1.

Exercice 25.110 ♥♥
Soit f l’application linéaire qui fait correspondre au vecteur

(
x, y, z

)
le vecteur(a,b,c,d) dont les coordonnées sont

définies par le système suivant : 



− x − y +mz = a

−mx + y +mz = b

x − y −mz = c

mx + y + z = d

Déterminer suivant les valeurs du paramètre réelm, le rang def . En déduire le nombre de solutions du système
précédent puis le résoudre en fonction du second membre.

Solution : Après permutation des deuxièmes et troisièmes lignes, on effectue des oel sur le tableau :

−1 −1 m a −1 −1 m a

1 −1 −m c L2 ← L2 +L1 0 −2 0 a +c

−m 1 m b L3 ← L3 −mL1 0 1+m m −m2 b −ma

m 1 1 d L4 ← L4 +mL1 0 1−m 1+m2 d +ma
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−1 −1 m a

0 −2 0 a +c

L3 ← L3 + 1+m
2

L2 0 0 m −m2 b −ma + 1+m
2

(a +c)

L4 ← L4 + 1−m
2

L2 0 0 1+m2 d +ma + 1−m
2

(a +c)

En prenant les lignesL1, L2 et L4 on voit que le rang du système égale3. Donc s’il existe une solution, alors elle est
unique.
On résout donc le système (triangulaire) enx, y et z grâce aux lignesL1, L2 et L4. La ligneL3 sert de vérification : Si

(
m −m2

)
z = m −m2

1+m2

(
d +ma + 1−m

2
(a +c)

)
= b −ma + 1+m

2
(a +c),

alors le système est compatible et admet une solution unique. Sinon il n’admet pas de solution.

Exercice 25.111 ♥♥
Déterminer suivant les valeurs des réelsm, a,b,c les solutions du système :

{mx +my +mz = a

x +my + z = b

x + y +mz = c

Solution : La matrice de ce système linéaire estA =




m m m

1 m 1

1 1 m


 et rg(A)=





2 si m = 0

1 si m = 1

3 sinon

.

– Sim = 0 le système devient :

{ 0 = a

x + z = b

x + y = c

. Il n’est compatible que sia = 0. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions

est :(b,c −b,0)+Vect (−1,1,1).

– Si m = 1 le système est :

{x + y + z = a

x + y + z = b

x + y + z = c
. Il n’est compatible que sia = b = c. Dans ce cas, l’ensemble solution est

(a,0,0)+Vect ((−1,1,0) ,(0,1,−1))

– Le système est de Cramer sim 6= 0 et m 6= 1. Il admet une et une seule solution donnée par :
(

(m+1)a−cm−mb

m(m−1)
,− −mb+a

m(m−1)
,− a−cm

m(m−1)

)

Exercice 25.112 ♥♥
Déterminer suivant les valeurs des réelsm, a,b,c les solutions du système :





x − y − mz = a

x + 2y + z = b

x + y − z = c

Solution : La matrice de ce système linéaires estA =




1 −1 −m

1 2 1

1 1 −1


 et rg(A)=

{
2 si m = 5

3 sinon
.

– Si m = 5 le système devient :

{x − y −5z = a

x +2y + z = b

x + y − z = c

qui est équivalent à :





x − y −5z = a

y + 2z = b −a

3

y +2z =
c −a

2

. Il n’est compatible que si

b −a

3
= c −a

2
. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions est :

(
2a +b

3
,

b −a

3
,0

)
+Vect (3,−2,1).

– Le système est de Cramer sim 6= 5. Il admet une et une seule solution donnée par :

(
− 3 a+(m+1)b+(1−2m)c

m−5
,

2 a−(m+1)c+(m−1)b

m−5
,− a+2b−3c

m−5

)

Exercice 25.113 ♥♥
Résoudre le système : 




ax +by + z = 1

x +by + z = b

x +by +az = 1
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Solution : Le déterminant de la matrice vaut(a −1)2b.

1. a 6= 1,b 6= 0, S =
{(

1−b

a −1
,

ab +b −2

(a −1)b
,

1−b

a −1

)}
.

2. a = 1, le système est compatible si et seulement sib = 1 et dans ce cas,S = (1,0,0)+Vect((−1,1,0),(−1,0,1)).

3. b = 0, a 6= 1 : le système est incompatible.

Exercice 25.114 ♥♥
Résoudre le système : 




ax +by + z = 1

x +aby + z = b

x +by +az = 1

Solution : Le déterminant du système égaleb(a +2)(a −1)2.
Si b = 0, le système est toujours incompatible. Sinon,

1. a 6= −2,1 : (
a −b

(a −1)(a +2)
,

ab +b −2

(a −1)(a +2)b
,

a −b

(a −1)(a +2)

)

2. a =−2,b 6= −2, ∅.

3. a = 1,b 6= 1, ∅.

4. a =−2 et b =−2, (−1−2y, y,−1− x − y).

5. a = 1 et b = 1, (x, y, x − y).

Exercice 25.115 ♥♥
Résoudre le système : {

x +ay +bz = a

x −2ay +bz = b

Solution : On soustrait les deux lignes pour obtenir
{

x +ay +bz = a

−3ay = b −a
.

Si a = 0, deux cas se présentent : Sib = 0 alors le système est de rang1 et les solutions sont(0, y, z). Si b 6= 0 alors le
système n’est pas compatible.
Si a 6= 0, alorsy = a−b

3a et x +bz = 2a+b
3 qui est une équation de droite dans le plany = a−b

3a .

Exercice 25.116 ♥

Résoudre





10x + 7y + 8z + 7t = 32

7x + 5y + 6z + 5t = 23

8x + 6y + 10z + 9t = 33

7x + 5y + 9z + 10t = 31

et





10x + 7y + 8z + 7t = 32,1

7x + 5y + 6z + 5t = 22,9

8x + 6y + 10z + 9t = 33,1

7x + 5y + 9z + 10t = 30,9

.

Commentaire.

Solution : (1,1,1,1) est la solution du premier système.(9,2;−12,6;4,5;−1, 1) est la solution du deuxième système.
Dans cet exemple, une petite perturbation(0,1;−0,1;0,1;−0,1) du vecteur de données entraîne une grosse perturbation
du vecteur de solutions.
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Chapitre 26
Groupe symétrique, déterminant

Pour bien aborder ce chapitre

Ce chapitre est réservé aux élèves de MPSI. On va y définir le déterminant en toute généralité. Il va nous falloir au
préalable étudier le groupe symétriqueSn . Il est formé de toutes les permutations d’un ensembleE àn éléments et admet
comme loi interne la composition. Ce groupe est très important en mathématiques. Ainsi, c’est en étudiant le groupe des
permutations des racines d’un polynôme que Galois est parvenu à prouver la non résolubilité par radicaux des équations
polynomiales de degréÊ 5. Le mathématicien Arthur Cayley a par ailleurs prouvé que tout groupe fini de cardinaln est
isomorphe à un sous-groupe deSn (son résultat est en fait plus général car il s’étend aux groupes de cardinal infini).
La construction du déterminant est basée sur les notions quenous allons introduire quant au groupe symétrique. On
explicitera ensuite, comme dans le cas des déterminants de taille 2 et 3 traités dans le chapitre précédent, ce qu’est le
déterminant d’un endomorphisme et d’une famille de vecteurs.
Le développement de la notion de déterminant est fortement lié aux tentatives effectuées par les mathématiciens pour
résoudre les systèmes linéaires àn équations etn inconnues. En1545, Cardan introduit des déterminants de taille2 pour
résoudre des systèmes linéaires de deux équations à deux inconnues. En 1678, Leibnitz fait de même mais pourn = 3

et en 1748, MacLaurin résout le problème quandn = 4. En 1750, Cramer établit des formules pour le cas général mais
ne sait pas les démontrer (voir le théorème 26.19 page 1044).En 1764, Bézout reprend les travaux de Cramer et met en
place les formules de développement suivant une rangée (voir le théorème 26.24 page 1047). Elles permettent de formuler
des relations de récurrence pour le calcul des déterminants. Dans les `̀Disquisitiones arithmeticae´́ , Gauss donne au
déterminant sa dénomination actuelle. Lagrange comprend le lien du déterminant avec la notion de volume. C’est au19e

siècle que Cauchy utilise pour la première fois le mot déterminant dans le sens qu’on lui donne maintenant. Il fait, dans un
long article, la synthèse des connaissances à son sujet et jette les bases de la réduction des endomorphismes. Grâce à trois
articles dans le journal de Crelle, Jacobi popularise la notion et construit des algorithmes permettant de le calculer.Il faut
attendre le milieu du19e siècle pour que les déterminants soient utilisés, par Sylvester et Cayley dans le cadre matriciel.
Ce dernier est à l’origine de la notation utilisée pour les écrire avec des grandes barres verticales.

26.1 Le groupe symétrique

DÉFINITION 26.1 Groupe des permutations
Soit un ensembleE. On appellepermutationdeE, une bijectionσ : E 7→ E. On noteSE l’ensemble des permutations de
l’ensembleE. PuisqueSE =B(E), on sait que

(
SE,◦

)
est un groupe, appelégroupe des permutationsde l’ensembleE.

Dans la suite, on considèrera un ensemble finiE de cardinaln, et en particulierE = [[1,n]].

DÉFINITION 26.2 ♥♥ Groupe symétrique
Lorsque l’ensembleE = [[1,n]], on noteSn le groupe des permutations deE qui est un groupe fini de cardinaln!. Ce
groupe s’appelle legroupe symétriqued’ordren. Une permutationσ ∈Sn se note

σ=
(

1 ... n
σ(1) ... σ(n)

)
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DÉFINITION 26.3 Orbite d’un élément
Soit une permutationσ ∈SE et un élémentx ∈ E. On appelleorbite de l’élémentx selon la permutationσ, l’ensemble
O(x) = {σk (x) ; k ∈Z}. On vérifie facilement que siy ∈O(x), alorsO(x) =O(y).

Exemple 26.1Si E = {1,2,3,4,5,6}, etσ=
(

1 2 3 4 5 6
2 1 5 3 6 4

)
, O(1) =O(2) = {1,2} etO(3) =O(4) =O(5) =O(6) = {3,4,5,6}.

1

2

4

3

6

5

DÉFINITION 26.4 Permutation circulaire
Soit une permutationσ ∈SE. On dit que c’est unepermutation circulaires’il existe un élémentx ∈E tel queO(x) = E.

Exemple 26.2Si E = {1,2,3,4}, σ=
(

1 2 3 4
3 4 2 1

)
est une permutation circulaire :

4

1

2

3

Remarque 26.1 Il y a (n−1)! permutations circulaires dans le groupe symétriqueSn .

DÉFINITION 26.5 Cycle
Soit une permutationσ ∈SE. On dit queσ est uncycles’il y a au plus une orbite qui n’est pas réduite à un élément.
Cette orbite s’appelle lesupportdu cycle, et le cardinal de cette orbite s’appelle lalongueurdu cycle.

Exemple 26.3 E = {1,2,3,4,5,6}, σ =
(

1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

)
, est un cycle de support{1,2,3} et de longueur3. On note plus

simplement
(
1 2 3

)
un tel cycle.

1

2

3 6

4 5

LEMME 26.1 Deux cycles de supports disjoints commutent
Soient deux cyclesσ1 etσ2 deSE de supports disjoints. Alorsσ1 ◦σ2 =σ2 ◦σ1.

Démonstration Soientc1 et c2 deux cycles de supports disjoints. Montrons quec1 ◦ c2 = c2 ◦ c1. Soit x ∈ E, étudions trois cas :
si x est dans le support dec1, il n’est pas dans le support dec2 doncc2(x) = x. Par conséquent,c1 ◦ c2(x) = c1(x) et puisquec1(x)

est dans le support dec1, il n’est pas dans le support dec2 et doncc2(c1(x)) = c1(x). De même, six est dans le support dec2,
c1 ◦c2(x) = c2 ◦c1(x) = c2(x). Si enfinx n’est ni dans le support dec1, ni dans le support dec2, il est invariant à la fois parc1 et c2

d’où c1 ◦c2(x) = c2 ◦c1(x) = x.

THÉORÈME 26.2 ♥♥ Décomposition d’une permutation en produit de cycles à supports disjoints
Soit une permutationσ∈SE. Elle se décompose en un produit fini de cycles de supports disjoints qui commutent deux
à deux.

On obtient en pratique la décomposition en dessinant les orbites de la permutationσ :

Exemple 26.4Considérons la permutationσ=
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 9 1 2 4 6 7 5 8 3

)
. On représente graphiquement ses orbites :

1

2

3

4

5

6 7

8

910
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Définissons alors les cyclesc1 =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 2 1 4 5 6 7 8 9 3

)
=

(
1 10 3

)
de support{1,10,3} et c2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 9 3 2 4 6 7 5 8 10

)
=(

2 9 8 5 4
)

de support{2,4,5,8,9}. On a bienσ= c1 ◦c2 = c2 ◦c1. La décomposition en cycles permet de calculer
facilement les puissances d’une permutation dans le groupesymétrique. Puisque les cycles commutent,σk = ck

1 ◦ ck
2 . Si

l est la longueur d’un cyclec, puisquecl = id, ck = cp où p est le reste de la division dek par l . Sur notre exemple,
σ11 = c11

1 ◦c11
2 = c2

1 ◦c2 =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 9 10 2 4 6 7 5 8 1

)
.

DÉFINITION 26.6 ♥♥♥ Transposition
Une transpositiondeSE est un cycle de longueur2. Une transposition échange deux élémentsa, b et laisse les autres
invariants. On noteτab une telle transposition.

Remarque 26.2 Se donner une transposition dans le groupe symétriqueSn revient à se donner une paire d’éléments

{i , j } distincts. Il y a donc

(
n

2

)
= n(n−1)

2
transpositions dansSn . On calcule facilement la composée de transpositions :

σ= τ23◦τ12◦τ13 = τ12 : tous lesi 6∈ {1,2,3} sont invariants par ces trois transpositions doncσ(i )= i etσ(1) = τ23◦τ12(3) =
τ23(3) = 2, σ(2) = τ23 ◦τ12(2) = τ23(1) = 1, σ(3) = τ23 ◦τ12(1) = τ23(2) = 3.

THÉORÈME 26.3 ♥♥♥ Décomposition en transpositions
Toute permutationσ ∈Sn se décompose en un produit fini de transpositions :

σ= τ1 ◦ · · · ◦τk

Il n’y a pas unicité d’une telle décomposition.

Exemple 26.5 On dispose d’un algorithme simple qui permet de trouver une telle décomposition. Si par exemple
σ=

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 2 6 4

)
,

– On commence par regarderσ(6) = 4 6= 6. Formons donc la permutationσ1 = τ46 ◦σ=
(

1 2 3 4 5 6
3 5 1 2 4 6

)
. Le 6 est maintenant

à sa place.
– Commeσ1(5) = 4, on formeσ2 = τ45 ◦σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 2 5 6

)
et maintenant5 et 6 sont à leur place.

– Commeσ2(4) = 2, on formeσ3 = τ42 ◦σ2 =
(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 4 5 6

)

– Commeσ3(3) = 1, on formeσ4 = τ13 ◦σ3 =
(

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
= id.

Au bout d’au plusn étapes, on trouve l’identité. Il suffit alors d’écrire

τ13 ◦τ42 ◦τ45 ◦τ46 ◦σ= id

et comme pour toute transpositionτ−1 = τ, on en déduit la décomposition deσ :

σ= (τ13 ◦τ42 ◦τ45 ◦τ46)−1 = τ46 ◦τ45 ◦τ42 ◦τ13

Cet algorithme montre que toute permutation deSn s’écrit comme un produit d’au plusn transpositions.

Pour terminer ce paragraphe, dressons la table du groupeS3 : à chaque ligne on place un élémentσi et à chaque colonne
un élémentσ j . À l’intersection de la lignei et de la colonnej , on place l’élémentσi ◦σ j . Il y a 3! = 6 permutations :
S3 = {id,τ12,τ13,τ23,σ,σ2} oùσ=

(
1 2 3
2 3 1

)
est une permutation circulaire avecσ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

S3 id τ12 τ13 τ23 σ σ2

id id τ12 τ13 τ23 σ σ2

τ12 τ12 id σ2 σ τ23 τ13

τ13 τ13 σ id σ2 τ12 τ23

τ23 τ23 σ2 σ id τ13 τ12

σ σ τ13 τ23 τ12 σ2 id

σ2 σ2 τ23 τ12 τ13 id σ

On voit que le groupeS3 n’est pas commutatif : par exempleτ12 ◦τ13 6= τ13 ◦τ12. Plus généralement, le groupeSn n’est
jamais commutatif puisque sii , j ,k sont distincts,τi j ◦τ j k 6= τ j k ◦τi j . On peut montrer que les groupes finis de moins de
5 éléments sont tous commutatifs doncS3 donne le premier exemple de groupe non commutatif à6 éléments.

26.1.1 Signature d’une permutation
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DÉFINITION 26.7 ♥ Signature d’une permutation
Soit une permutationσ ∈Sn . On dit qu’un couple(i , j )∈ [[1,n]]2 est uninversiondeσ lorsque

i < j etσ(i )>σ( j )

On noteI(σ) le nombre d’inversions de la permutationσ, et on définit lasignaturede la permutationσ par

ε(σ)= (−1)I(σ)

On dit qu’une permutationσ estpairesi ε(σ) =+1 et impaire lorsqueε(σ)=−1.

Exemple 26.6Considérons la permutationσ=
(

1 2 3 4 5 6 7
3 5 7 2 1 4 6

)
. Écrivons son tableau d’inversions :

i 1 2 3 4 5 6 7
Card{ j > i |σ( j )<σ(i )} 2 3 4 1 0 0 0

On trouve queI(σ)= 10 et ε(σ)= 1 ;

LEMME 26.4 Expression algébrique de la signature
Soit une permutationσ ∈Sn . On a les expressions suivantes pour sa signature :

ε(σ)=
∏

1Éi< jÉn

σ( j )−σ(i )

j − i
=

∏

{i , j }⊂[[1,n]]
i 6= j

σ( j )−σ(i )

j − i

Démonstration Considérons une paire{i , j } ∈ [[1,n]] aveci 6= j . Puisque
σ(i )−σ( j )

i − j
=

σ( j )−σ(i )

j − i
on peut supposer quei < j et

doncP =
∏

i< j
σ( j )−σ(i )

j − i
=

∏
{i , j }

σ( j )−σ(i )

j − i
.

– Si (i , j ) est une inversion deσ, i < j etσ(i ) >σ( j ) donc
σ( j )−σ(i )

j − i
=−

|σ( j )−σ(i )|
| j − i |

.

– Si (i , j ) n’est pas une inversion deσ,
σ( j )−σ(i )

j − i
=

|σ( j )−σ(i )|
| j − i |

.

On peut donc écrire

P = (−1)I(σ)

∏
{i , j } |σ( j )−σ(i )|
∏

{i , j }| j − i |
On remarque également que ∏

{i , j }

|σ( j )−σ(i )| =
∏

{k ,l }

|k − l |

En effet, puisqueσ est bijective, pour toute paire{k, l } il existe une unique paire{i , j } telle que{k, l } = {σ(i ),σ( j )}. Finalement,
P = (−1)I(σ) = ε(σ) ;

THÉORÈME 26.5 ♥♥♥ La signature est un morphisme de groupes
L’application

ε :

{ (
Sn ,◦

)
−→

(
{−1,1},×

)

σ 7−→ ε(σ)

est un morphisme de groupes.

Démonstration Soient deux permutationsσ1, σ2 deSn . Montrons queε(σ1◦σ2) = ε(σ1)×ε(σ2). En utilisant la forme algébrique
de la signature,

P = ε(σ1 ◦σ2) =
∏

{i , j }

σ1(σ2( j ))−σ1(σ2(i ))

j − i

P =
∏

{i , j }

σ1(σ2( j ))−σ1(σ2(i ))

σ2( j )−σ2(i )

∏

{i , j }

σ2( j )−σ2(i )

j − i

Mais comme toute paire{k, l } s’écrit de façon unique{σ2( j ),σ2(i )} où {i , j } est une paire,

P =
∏

{k ,l }

σ1(k)−σ1(l )

k − l

∏

{i , j }

σ2( j )−σ2(i )

j − i
= ε(σ1)×ε(σ2)
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DÉFINITION 26.8 ♥ Groupe alterné
La signature étant un morphisme de groupes, son noyau

Kerε= {σ ∈Sn | ε(σ) =+1}

est un sous-groupe du groupe symétrique, appelégroupe alterné. On le noteAn .

LEMME 26.6 ♥♥ Signature d’une transposition
Soitτ une transposition deSn . C’est une permutation impaire :ε(τ) =−1.

Démonstration Soit i ∈ [[2,n]]. La transpositionτ1i s’écrit :

τ1i =
(1 2 ... (i−1) i (i+1) ... n

i 2 ... (i−1) 1 (i+1) ... n

)

Le tableau d’inversions deτ1i s’écrit donc :

i 1 2 .. . i −1 i . . . n

(i −1) 1 . . . 1 0 . . . 0

Par conséquent,I(τ1i ) = (i−1)+(i−2) = 2i−3 d’où l’on tire ε(τ1i ) = (−1)2i−3 =−1. Il suffit ensuite de remarquer que sii , j ∈ [[1,n]]

sont distincts et différents de1,
τi j = τ1i ◦τ1 j ◦τ1i

et par conséquent,
ε(τi j ) = ε(τ1i )ε(τ1 j )ε(τ1i ) =−1

Remarque 26.3 Puisque l’application

ϕ :

{
An −→ Sn \An

σ 7−→ τ◦σ

est une bijection, on en déduit que le cardinal du groupe alterné vautn!/2.

COROLLAIRE 26.7 ♥♥ Autre caractérisation de la signature
Si une permutationσ s’écrit comme produit dep transpositions,

σ= τ1 ◦ · · · ◦τp

alorsε(σ)= (−1)p .

Démonstration Comme la signature est un morphisme de groupes,ε(σ) = ε(τ1)×·· · ×ε(τp ) = (−1)p .

Remarque 26.4 La décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique, mais laparité du
nombre de transpositions est la même pour toute décomposition.

Exemple 26.7 Dans les années1870, Sam Loyd a offert une prime de1000 dollars à la personne qui trouverait la
solution du jeu de taquin suivant : la case16 est vide, et les pièces peuvent glisser sur cette case vide. Lors du premier
coup, on peut faire glisser la case15 ou la case12 sur la case vide, et ainsi de suite. Le défi consiste à obtenir la même
configuration que la configuration initiale où les cases14 et 15 sont inversées.

13 14 15

9 10 11 12

5 6 7 8

1 2 3 4

13 15 14

9 10 11 12

5 6 7 8

1 2 3 4

Toute configuration du taquin peut être représentée par une permutationσ ∈S16 : σ(i ) représente le numéro de pièce qui
se trouve sur la casei . La position initiale correspond à la transpositionid et la position finale à la transpositionτ14,15.
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Pour passer d’une configurationσ à une configurationσ′, on échange une plaque avec la case vide doncσ′ = τ◦σ oùτ

est une transposition. Si l’on arrive à résoudre le puzzle enn coups, on a donc

τn ◦ · · · ◦τ1 ◦ id = τ14,15

En prenant la signature,(−1)n =−1 et il faut donc un nombre impair de coups. Colorions maintenant les cases du taquin
alternativement en noir et blanc comme sur un échiquier. On s’aperçoit qu’a chaque mouvement, la case vide change de
couleur. Comme dans la configuration initiale et finale la case vide est de la même couleur, le nombre de coups doit être
pair. On aboutit donc à une contradiction et le problème est impossible à résoudre.

BIO 23 Arthur Cayley, né le 16 août 1821 à Richmond, mort le 26 janvier 1895 à Cambridge

Mathématicien anglais. Arthur Cayley montre très tôt de fortes aptitudes pour les
mathématiques. À14 ans, il rentre au King’s College School. Ses professeurs in-
vitent ses parents à pousser leur fils vers l’université. Il entre à Cambridge à l’âge
exceptionnel de 17 ans. Pour ses 20 ans, il a déjà versé trois contributions au Cam-
bridge Mathematical Journal. Celles-ci portent sur des lectures des œuvres de La-
grange et Laplace. À la fin du premier cycle, il reçoit le Smith’s Prize.
Mais à 25 ans, il choisit d’embrasser la profession d’avocat. Métier qu’il exercera
pendant 14 ans. Il côtoie alors le mathématicien Sylvester,lui aussi avocat et avec
lequel il aura de nombreuses discussions mathématiques. Cayley publiera pendant
cette période entre 200 et 300 articles mathématiques.
Alors qu’il est âgé de 42 ans, on lui propose une chaire à Cambridge. Il renonce alors
à son travail lucratif d’avocat pour se consacrer entièrement aux mathématiques.
L’œuvre mathématique de Cayley est immense et est réunie dans une collection de
13 volumes intitulée `̀Collected Mathematical Papers´́ . Il a en particulier et paral-
lèlement à Grassmann découvert les notions d’espace vectoriel et de dimension. Il
est le premier, avec Sylvester, a introduire la notion de matrice. Il s’est beaucoup
intéressé à la théorie des invariants qui vise à étudier les propriétés algébriques in-
variantes par l’action d’une application linéaire. Vous étudierez en seconde année le
théorème de Hamilton-Cayley qui est une de ses contributions fondamentales à l’algèbre linéaire et qui dit que toute
matrice carrée annule son polynôme caractéristique.

26.2 Construction du déterminant

Étant donnée une famille den vecteurs(x1, . . . , xn ) d’un espace vectoriel de dimensionn, nous voulons développer un
outil qui permet de détecter si cette famille est liée ou libre. Dans la suite,E désigne unK-espace vectoriel de dimension
finie n.

26.2.1 Formesn-linéaires alternées

DÉFINITION 26.9 Forme n-linéaire
SoitE unK-espace vectoriel. On dit qu’une applicationϕ : En 7→K estn-linéaire si elle est linéaire par rapport à chaque
variable, les autres étant fixées :∀i ∈ [[1,n]], ∀(x1, . . . , xi−1 , xi+1 , . . . , xn ) ∈En , ∀(x, y) ∈ E2, ∀(λ,µ) ∈K2,

ϕ(x1, . . . , xi−1 ,λx +µy, xi+1 , . . . , xn ) =λϕ(x1, . . . , xi−1 , x, xi+1 , . . . , xn )+µϕ(x1, . . . , xi−1 , y, xi+1 , . . . , xn )

Nous noteronsL n (E) l’ensemble des formesn-linéaires sur l’espaceE.

Remarque 26.5 On vérifie facilement queL n (E) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de
En versE.

PROPOSITION26.8 Opération deSn sur L n (E)

Soitϕ∈L n (E) une formen-linéaire etσ ∈Sn une permutation. On définit une nouvelle formen-linéaire :

σ⋆ϕ :

{
En −→ K

(x1, . . . , xn ) 7−→ ϕ(xσ(1), . . . , xσ(n))

et siσ1,σ2 ∈Sn , σ1 ⋆ (σ2 ⋆ϕ)= (σ1 ◦σ2)⋆ϕ.
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Démonstration On vérifie facilement queσ⋆ϕ est encore une formen-linéaire. Notons pouri ∈ [[1,n]], yi = xσ(i) et calculons,
σ1 ⋆ (σ2 ⋆ϕ)(x1 , . . . , xn ) = (σ2 ⋆ϕ)(xσ1 (1), . . . , xσ1 (n)) =ϕ(yσ2(1), . . . , yσ2(n)). Mais yσ2(i) = xσ1(σ2(i)) = xσ1◦σ2(i) d’où le résultat.

DÉFINITION 26.10 Forme n-linéaire antisymétrique
On dit qu’une formen-linéaireϕ ∈ L n (E) est antisymétrique lorsque∀σ ∈ Sn , σ⋆ϕ = ε(σ)ϕ où ε(σ) désigne la
signature de la permutationσ.

LEMME 26.9
Une formen-linéaireϕ est antisymétrique si et seulement si∀(x1, . . . , xn ) ∈ En , ∀i , j ∈ [[1,n]], i < j ,

ϕ(x1, . . . , xi−1 , x j , xi+1 , . . . , xn ) =−ϕ(x1, . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn )

Démonstration
– Siϕ est antisymétrique, en notantτi j la transposition qui échangei et j , on obtient immédiatement le résultat.
– Réciproquement, toute permutationσ s’écrit comme un produit de transpositions :

σ= τ1 ◦ . . .τk

et ε(σ) = (−1)k . Il suffit d’utiliser la proposition précédente :σ⋆ϕ= τ1 ⋆ . . .τk ⋆ϕ= (−1)kϕ= ε(σ)ϕ.
Nous voulons trouver des formesn-linéaires qui s’annulent sur les systèmes liés. En particulier, lorsque deux vecteurs
d’une famille sont égaux, notre forme doit s’annuler. C’estce qui motive la définition suivante :

DÉFINITION 26.11 ♥♥
On dit qu’une formen-linéaireϕ : En 7→ K est alternée si elle s’annule sur tout système comportant deux vecteurs
égaux :∀(x1, . . . , xn ) ∈En , ∀i , j ∈ [[1,n]], i < j , si xi = x j , alors

ϕ(x1, . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn ) = 0K

Les deux notions de formen-linéaire antisymétrique et alternée sont identiques comme le montre le théorème suivant :

THÉORÈME 26.10 ♥♥ Alternée = Antisymétrique
Une formen-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est alternée.

Démonstration
– Supposonsϕ antisymétrique et considéronsn vecteurs(x1 , . . . , xn ) avecxi = x j = x. Pour la permutationτi j qui échangei et j ,

on doit avoir
ϕ(x1, . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn ) =−ϕ(x1, . . . , x j , . . . , xi , . . . , xn )

d’où 2ϕ(x1, . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn )= 0K . Comme nous travaillons avec un corpsK =Q,R,C, il vient queϕ(x1 , . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn ) =
0K .

– Réciproquement, soienti < j deux indices, puisqueϕ est alternée,

ϕ(x1 , . . . , xi +x j , . . . , xi +x j , . . . , xn ) = OK

Mais en développant, en utilisant la bilinéarité et le fait queϕ est alternée, on trouve que

ϕ(x1 , . . . , xi , . . . , x j , . . . , xn )+ϕ(x1 , . . . , x j , . . . , xi , . . . , xn ) = 0K

Nous avons donc montré que pour toute transpositionτi j , τi j ⋆ϕ=−ϕ. Il suffit de conclure en utilisant le lemme 26.9.

Remarque 26.6 On noteA n(E) l’ensemble des formesn-linéaires antisymétriques (ou alternées) et on vérifie facile-
ment que c’est un sous espace vectoriel deL n (E).

PROPOSITION26.11 Une forme n-linéaire antisymétrique détecte les systèmes liés
Soitϕ une formen-linéaire antisymétrique. Si la famille(x1, . . . , xn ) est liée, alorsϕ(x1, . . . , xn )= 0K .

Démonstration Si la famille est liée, l’un des vecteurs de cette famille estcombinaison linéaire des autres : il existei ∈ [[1,n]] tel
que

xi =
∑

j 6=i

λ j x j

Mais commeϕ est alternée,

ϕ(x1, . . . , xi , . . . , xn ) =
∑

j 6=i

λ j ϕ(x1, . . . , x j , . . . , x j , . . . , xn ) = 0K
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26.2.2 Déterminant den vecteurs dans une base

Pour comprendre ce paragraphe, nous allons commencer par uncalcul simple en dimension2. SoitE unK-espace vectoriel
de dimension2 et e = (e1,e2) une base deE. Considérons une famille de deux vecteurs(x1, x2) que nous décomposons
dans la basee : {

x1 = x11e1 + x21e2

x2 = x12e1 + x22e2

Soitϕ une forme2-linéaire alternée surE. En utilisant la bilinéarité,

ϕ(x1, x2) = x11ϕ(e1, x12e1 + x22e2)+ x21ϕ(e2, x12e1 + x22e2)

= x11x12ϕ(e1,e1)+ x11x22ϕ(e1,e2)+ x21x12ϕ(e2,e1)+ x21x22ϕ(e2,e2)

Puisqueϕ est alternée,ϕ(e1,e1) =ϕ(e2,e2) = 0K etϕ(e2,e1) =−ϕ(e1,e2). Finalement,

ϕ(x1, x2) =
[
x11x22 − x21x22

]
ϕ(e1,e2)

Définissons une application que nous appelleronsdéterminant dans la basee :

det
e

:

{
E2 −→ K

(x1, x2) 7−→ x11x22 − x21x12

On vérifie facilement que cette applicationdete est bien une forme2-linéaire alternée. Alors, en notantλ=ϕ(e1,e2), nous
avons montré queϕ= λdete . En d’autres termes, l’espace des formes2-linéaires alternées sur un espace de dimension2

est une droite vectorielle engendrée pardete : A 2(E) = Vect(dete ). Ce résultat se généralise en dimensionn quelconque :
c’est le théorème principal de ce paragraphe.

THÉORÈME 26.12 ♥♥♥ Les formesn-linéaires alternées forment une droite vectorielle
Soit e = (e1, . . . ,en) une base d’un espaceE de dimensionn. Pour une famille(x1, . . . , xn ) de n vecteurs deE, on note
xi j les composantes des vecteursx j dans la basee :

∀ j ∈ [[1,n]], x j =
n∑

i=1

xi j ei

1. L’application

det
e

:





En −→ K

(x1, . . . , xn ) 7−→
∑

σ∈Sn

ε(σ)xσ(1),1 . . . xσ(n),n

est une formen-linéaire alternée appeléedéterminantdans la basee.

2. Toute formen-linéaire alternée surE est proportionnelle au déterminant et l’espaceA n(E) est une droite vecto-
rielle :

A n (E)= Vect(det
e

), dimA n(E) = 1

3. dete (e1, . . . ,en) = 1K .

Démonstration Soitϕ ∈A n (E) une formen-linéaire alternée et(x1 , . . . , xn ) ∈ En n vecteurs que l’on décompose dans la basee.
Calculons en utilisant lan-linéarité deϕ,

ϕ(x1, . . . , xn ) =ϕ(
n∑

i1=1

xi1 ,1ei1
, . . . ,

n∑

in=1

xin ,nein
)

=
n∑

i1=1

. . .
n∑

in=1

xi1 ,1xi2 ,2 . . . xin ,nϕ(ei1
, . . . ,ein

)

Puisqueϕ est alternée, lorsqueip = iq , ϕ(ei1
, . . . ,eip

, . . . ,eiq
, . . . ,ein

) = 0K . Par conséquent, ne restent dans la somme que les

termes correspondant auxn-uplets(i1, . . . , in ) où lesik sont tous distincts. L’applicationσ :

{
[[1,n]] −→ [[1,n]]

k 7−→ ik
est donc une

permutation de[[1,n]]. Nous pouvons alors écrire

ϕ(x1, . . . , xn ) =
∑

σ∈Sn

xσ(1),1 . . . xσ(n),nϕ(eσ(1), . . . eσ(n))

Mais puisqueϕ est alternée,ϕ(eσ(1), . . . ,eσ(n)) = ε(σ)ϕ(e1, . . . ,en ). En notantλ=ϕ(e1, . . . ,en ), on obtient finalement que

ϕ(x1, . . . , xn ) =λ
∑

σ∈Sn

ε(σ)xσ(1),1 . . . xσ(n),n
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Nous avons donc montré qu’il existait une constanteλ ∈ K telle queϕ = λdete . La vérification quedete est bien une formen-
linéaire alternée est technique et moins intéressante, nous ne la ferons pas. Vérifions enfin quedete (e1, . . . ,en) = 1. Puisque le
vecteure j se décompose dans la basee avec les coordonnéesxi j = δi j ,

det
e

(e1, . . . ,en ) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)δσ(1),1 . . .δσ(n),n

Mais siσ 6= id, il existei ∈ [[1,n]] tel queσ(i ) 6= i et alorsδσ(i),i = 0 et le terme correspondant de la somme est nul. Il ne reste donc
que le terme correspondant àσ= id qui vaut1.

Remarque 26.7 Considérons un espace vectoriel de dimension3 et une basee = (e1,e2,e3). Trois vecteurs(x1, x2, x3)

se décomposent dans cette base : 



x1 = x11e1 + x21e2 + x31e3

x2 = x12e1 + x22e2 + x32e3

x3 = x13e1 + x23e2 + x33e3

DansS3, il y a trois permutations paires :

id =
(

1 2 3
1 2 3

)
, σ=

(
1 2 3
2 3 1

)
, ,σ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)

ainsi que trois permutations impaires :

τ12 =
(

1 2 3
2 1 3

)
, τ13 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, τ23 =

(
1 2 3
1 3 2

)

Le déterminant des trois vecteurs dans la basee s’écrit donc :

det
e

(x1, x2, x3) = x11x22x33 + x21x32x13 + x31x12x23 − x21x12x33 − x31x32x13 − x11x32x23

Si l’on considère la matrice des trois vecteurs dans la basee,




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


, on dispose d’un moyen mnémotechnique

pour calculer le déterminant des trois vecteurs, laRègle de Sarrus. Il suffit de recopier en bas de la matrice ses deux
premières lignes et de tracer les trois diagonales descendantes, de prendre le produit des coefficients sur chacune des
diagonales affectés du signe+ et de tracer les trois diagonales montantes en prenant le produit des coefficients sur
chaque diagonale affecté du signe− :

x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

x11 x12 x13

x21 x22 x23

THÉORÈME 26.13 ♥♥ Formule de changement de base
Soiente et e ′ deux bases de l’espaceE et (x1, . . . , xn ) ∈ En . On a la relation suivante entre le déterminant des vecteurs
dans les deux bases :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en )×det
e

(x1, . . . , xn )

Démonstration La preuve est typique et utilise le théorème de structure deA n(E). Puisquedete′ ∈A n(E), il existe une constante
λ ∈K telle quedete′ =λdete . En particulier,

det
e′

(e1, . . . ,en) =λdet
e

(e1, . . . ,en ) =λ

Alors,
det
e′

(x1 , . . . , xn ) =λdet
e

(x1 , . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en )det
e

(x1, . . . , xn )
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THÉORÈME 26.14 ♥♥♥ Le déterminant détecte exactement les familles liées
Une famille(x1, . . . , xn ) est liée si et seulement sidete (x1, . . . , xn ) = 0K .

Démonstration
– Nous avons déjà vérifié que si la famille est liée, son déterminant est nul.
– Supposons donc que(x1, . . . , xn ) est une famille de déterminant nul. Par l’absurde, si elle était libre, elle définirait une basee′ de

E, mais d’après la formule de changement de base, on aurait

1K = det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en)×det
e

(x1, . . . , xn ) = 0K

ce qui est impossible.

26.2.3 Déterminant d’un endomorphisme

Dans ce paragraphe,E désigne unK-espace vectoriel de dimension finien et u ∈ L(E) un endomorphisme. Nous allons
attacher àu un scalairedet(u) appelédéterminant de l’endomorphisme.

PROPOSITION26.15 ♥♥ Déterminant d’un endomorphisme
Si e = (e1, . . . ,en ) est une base deE, le scalaire

det(u) = det
e

(u(e1), . . . ,u(en ))

est indépendant de la basee, on l’appelle déterminant de l’endomorphismeu.

Démonstration Définissons l’application

ϕ :

{
En −→ K

(x1 , . . . , xn ) 7−→ dete (u(x1), . . . ,u(xn ))

Il est clair queϕ est une formen-linéaire alternée. PuisqueA n(E) est une droite vectorielle, il existe une constanteλ ∈K telle que
ϕ = λdete , c’est-à-dire∀(x1 , . . . , xn ), dete (u(x1 ), . . . ,u(xn )) = λdete (x1 , . . . , xn ). En prenant(x1 , . . . , xn ) = (e1, . . . ,en), on trouve
que

λ= det
e

(u(e1), . . . ,u(en ))

Considérons maintenant une autre basee′ = (e′1, . . . ,e′n ) deE. En prenant(x1, . . . , xn ) = (u(e′1), . . . ,u(e′n )), on a :

det
e

(u(e′1), . . . ,u(e′n )) = det
e

(u(e1), . . . ,u(en ))det
e

(e′1, . . . ,e′n )

En utilisant la formule du changement de base pour le déterminant, on a également :

det
e

(u(e′1), . . . ,u(e′n )) = det
e

(e′1, . . . ,e′n )det
e′

(u(e′1), . . . ,u(e′n ))

Puisque(e′1, . . . ,e′n ) est libre,dete (e′1, . . . ,e′n ) 6= 0K et en simplifiant, on trouve finalement que

det
e

(u(e′1), . . . ,u(e′n )) = det
e

(u(e1), . . . ,u(en ))

ce qui montre que l’expressiondet(u) ne dépend pas de la basee.

Remarque 26.8 det(idE) = dete (e1, . . . ,en ) = 1K et det(0L(E)) = 0K . Siλ ∈K,

det(λu) =λn det(u)

En effet, en utilisant la multilinéarité du déterminant den vecteurs, det(λu) = dete (λu(e1), . . . ,λu(en )) =
λn dete (u(e1), . . . ,u(en)).

THÉORÈME 26.16 ♥♥♥ Le déterminant est multiplicatif
Si u et v sont deux endomorphismes deE,

det(u ◦ v) = det(u)×det(v)
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Démonstration Soit e = (e1, . . . ,en ) une base deE, définissons l’application

ϕ :

{
En −→ K

(x1 , . . . , xn ) 7−→ dete (u(x1), . . . ,u(xn ))

On vérifie aisément queϕ est une formen-linéaire alternée et puisqueA n(E) est une droite vectorielle, il existe une constante
λ ∈K telle queϕ= λdete . En prenant(x1, . . . , xn ) = (e1, . . . ,en ), on tire queλ= det(u). Par conséquent,∀(x1 , . . . , xn ) ∈En ,

det
e

(u(x1 ), . . . ,u(xn )) = det(u)det
e

(x1, . . . , xn )

En prenant ensuite(x1 , . . . , xn ) = (v(e1), . . . , v(en )), on en déduit

det
e

(u ◦v(e1), . . . ,u ◦v(en )) = det(u)det
e

(v(e1), . . . , v(en ))

c’est-à-diredet(u ◦v) = det(u)×det(v).

PROPOSITION26.17 ♥♥♥ Un endomorphisme est inversible si et seulement si son déterminant est non nul

1. u ∈GL(E)⇐⇒ det(u) 6= 0K .

2. Siu ∈ GL(E), det(u−1) = 1

det(u)
.

Démonstration Si u est inversible,u◦u−1 = idE d’où det(u)×det(u−1) = 1K ce qui montre quedet(u) 6= 0K etdet(u−1) =
1

det(u)
.

Réciproquement, sidet(u) = dete (u(e1), . . . ,u(en )) 6= 0K , la famille (u(e1), . . . ,u(en )) est libre et on sait qu’alorsu est inversible.

Remarque 26.9 L’application

det :

{
(GL(E),◦) −→ (K⋆,×)

u 7−→ det(u)

est un morphisme de groupes. Par contre, le déterminant n’est pas linéaire et en général,det(u+ v) 6= det(u)+det(v).

26.2.4 Déterminant d’une matrice carrée

DÉFINITION 26.12 ♥♥♥ Déterminant d’une matrice carrée

Soit A = ((ai j ))=




a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann


 ∈Mn(K) une matrice carrée. On définit son déterminant par la formule:

det(A)=
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n

On notera entre deux barres le déterminant d’une matrice :

det(A)=

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣

Remarque 26.10 Si E =Kn et e désigne la base canonique deKn , il existe un unique endomorphismeu ∈L(E) ayant
pour matriceA dans la base canonique :A =Mate (u) et alors

det(A)= det(u)

En effet, laj -ème colonne deA correspond aux coordonnées du vecteuru(e j ) dans la baseE :

u(e j ) =
n∑

i=1

ai j ei

et alors
det(u) = det

e
(u(e1), . . . ,u(en))

et il suffit d’utiliser la formule du déterminant den vecteurs. On en déduit les propriétés suivantes en utilisant les résultats
sur le déterminant d’un endomorphisme :
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1. A,B ∈Mn(K), det(AB)= det(A)det(B) .

2. A ∈GLn(K) ⇐⇒det(A) 6= 0K et siA est inversible,det(A−1) =
1

det(A)
.

3. det(λA)= λn det(A).

4. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont même déterminant. En effet, s’il existeP ∈ GLn (K) telle

queA =PBP−1, det(A)= det(P)det(B)det(P−1) = det(P)
1

det(P)
det(B) = det(B).

Le résultat suivant est à la base du calcul pratique des déterminants :

THÉORÈME 26.18 ♥♥♥ Opérations élémentaires sur les colonnes

1. On ne modifie pas le déterminant d’une matrice si l’on retranche à une de ses colonnesC j une combinaison
linéaire des autres colonnes :

det(C1, . . . ,C j−1,C j −
∑

k 6= j

λk Ck ,C j+1, . . . ,Cn ) = det(C1, . . . ,C j , . . . ,Cn)

Lors du calcul d’un déterminant, pour expliquer les calculs, on code cette opération élémentaire sur les colonnes

de façon algorithmique :C j ← C j −
∑

k 6= j

λk Ck .

2. Si l’on inverse deux colonnes d’une matrice, on change sondéterminant en son opposé :

det(C1, . . . ,Ck , . . . ,Cl , . . . ,Cn ) =−det(C1, . . . ,Cl , . . . ,Ck , . . . ,Cn)

On désigne cette opération élémentaire par :Ck ↔ Cl .

Démonstration

1. Il suffit d’utiliser la multilinéarité du déterminant :det(C1, . . . ,C j −
∑

k 6= j λk Ck , . . . ,Cn ) = det(C1, . . . ,C j , . . . ,Cn)−∑
k 6= j λk det(C1, . . . ,Ck , . . . ,C

On utilise ensuite que le déterminant est une formen-linéaire alternée : lorsque deux colonnes sont égales dansun détermi-
nant, il est nul.

2. Le déterminant est une formen-linéaire antisymétrique et le résultat est immédiat.

THÉORÈME 26.19 ♥♥♥ Formules de Cramer
Soit A ∈ GLn(K) une matrice inversible. NotonsC1, . . . ,Cn les vecteurs colonnes deA. Le système de CramerAX = B

possède une unique solutionX =




x1

...
xn


 et on sait exprimerxi à l’aide de déterminants :

∀i ∈ [[1,n]], xi =
det(Ai )

det(A)

où Ai est la matrice obtenue en remplaçant lai -ème colonne deA par le second membreB.

Démonstration CommeAX = B, en notantC1, . . . ,Cn les vecteurs colonnes deA,

x1C1 +·· · +xi Ci +·· · +xn Cn = B

Calculons alors le déterminant de la matriceAi :

det(Ai )= det(C1, . . . ,
n∑

k=1

xk Ck , . . . ,Cn)

Par multilinéarité,

det(Ai ) =
n∑

k=1

xi det(C1, . . . ,Ck , . . . ,Cn )

mais tous ces déterminants sont nuls (deux colonnes sont égales), sauf celui oùCk = Ci et doncdet(Ai )= xi det(C1, . . . ,Ci , . . . ,Cn ) =
det(A).
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Remarque 26.11 Cette formule est utile pour résoudre rapidement un systèmede deux équations à deux inconnues :

{
ax +by =α

cx +d y = β

qui possède une unique solution lorsquead −bc 6= 0 :





x =

∣∣∣∣∣
α b

β d

∣∣∣∣∣
ad −bc

y =

∣∣∣∣∣
a α

c β

∣∣∣∣∣
ad −bc

Dans le cas général, pourn Ê 3 cette formule n’est pas utilisée : elle impose de calculer(n +1) déterminants de taille
n×n ce qui est trop coûteux. La méthode du pivot de Gauss est préférable.

PROPOSITION26.20 ♥♥♥ Déterminant d’une matrice triangulaire

Si A =




a11 . . . a1n

...
...

O ann


 est une matrice triangulaire supérieure, son déterminant est le produit de ses coefficients diag-

onaux :
det(A)= a11 ×·· ·×ann

Démonstration Utilisons la formule du déterminant :

det(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n

Pour queaσ(1),1 . . . aσ(n),n soit non nul, il faut queσ(1) É 1, σ(2) É 2, . . ., σ(n) É n et doncσ(1) = 1, σ(2) = 2, . . ., σ(n) = n,
c’est-à-direσ= idE. Il n’y a qu’un terme non nul dans la somme qui vauta1,1 . . . an,n .

PROPOSITION26.21 ♥♥♥ Déterminant d’une transposée
Une matrice et sa transposée ont même déterminant :

det(t A) = det(A)

Démonstration La formule du déterminant donne

det(t A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)a1,σ(1) . . . an,σ(n)

Puisque l’application

T :

{
Sn −→ Sn

σ 7−→ σ−1

est bijective, on peut effectuer dans la somme le changementd’indicesσ′ = σ−1. Il existek ∈ [[1,n]] tel que1 =σ′(k), c’est-à-dire
k =σ(1) et alorsa1,σ(1) = aσ(k),k . Quitte à réordonner les termes du produit,

a1,σ(1) . . . an,σ(n) = aσ′(1),1 . . . aσ′(n),n

Remarquons ensuite queε(σ′) = ε(σ) car1 = ε(σ◦σ−1) = ε(σ)ε(σ−1). On peut donc écrire

det(t A) =
∑

σ′∈Sn

aσ′(1),1 . . . aσ′(n),n = det(A)

Remarque 26.12 Les opérations élémentaires du théorème 26.18 page précédente sont donc également valables sur les
lignes d’une matrice puisqu’en transposant une matrice, onéchange lignes et colonnes.
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DÉFINITION 26.13 ♥♥♥ Mineurs, cofacteurs
Soit un déterminant d’une matricen×n.

∆=

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣

1. On notemi j le déterminant(n − 1)× (n − 1) obtenu en barrant lai -ème ligne et laj -ème colonne de∆. mi j

s’appelle lemineurrelatif àai j

2. On appellecofacteurde∆ relatif àai j , le scalaire∆i j = (−1)i+ j mi j

i

j

an,1

ai+1,1

ai ,1

ai−1,1

a1,1 a1, j−1

ai+1, j−1

ai−1, j−1

an, j−1

. . .

an, j

ai+1, j

ai , j

ai−1, j

a1, j

...

...

an, j+1

ai+1, j+1

. . .

ai−1, j+1

a1, j+1

an,n

ai+1,n

ai ,n

ai−1,n

a1,n

LEMME 26.22

∆=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,n−1 0
...

...
...

an−1,1 . . . an−1,n−1 0

an,1 . . . an,n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,n−1

...
...

an−1,1 . . . an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣
= mn,n

Le premier déterminant est de taillen×n et le deuxième est le mineurmn,n de taille(n−1)× (n−1).

Démonstration Avec la formule du déterminant,

∆=
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n−1),n−1aσ(n),n

Mais comme la dernière colonne est remplie de zéros sauf à la dernière ligne,aσ(n),n 6= 0 ⇐⇒σ(n) = n. Il ne reste dans la somme
que les termes correspondant aux permutations telles queσ(n) = n. La restrictionσ′ d’une telle permutation à[[1,n−1]] définit une
permutation deSn−1 et on peut écrire

∆=
∑

σ′∈Sn−1

ε(σ)aσ′(1),1 . . . aσ′(n−1),n−1

Il suffit alors de remarquer queσ etσ′ ont le même nombre d’inversions, donc queε(σ) = ε(σ′).

LEMME 26.23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1, j−1 0 a1, j+1 . . . a1,n

...
...

...
...

...
0

ai ,1 . . . ai , j−1 1 ai , j+1 . . . ai ,n

0
...

...
...

...
...

an,1 . . . an, j−1 0 an, j+1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=∆i j
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Démonstration L’idée consiste à effectuer des échanges de deux colonnes successives pour placer la colonneC j en dernière
position sans modifier l’ordre des autres colonnes :C j ↔ C j+1, . . . ,Cn−1 ↔ Cn . Chaque échange de colonnes modifie le signe du
déterminant (la formen-linéaire est antisymétrique) et il y a(n − j ) échanges. On obtient donc que notre déterminant vaut :

(−1)n− j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1, j−1 a1, j+1 . . . a1n 0

...
...

...

ai ,1 . . . ai , j−1 ai , j+1

... 1

...
...

...
an,1 . . . an, j−1 an, j+1 . . . an,n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Une fois la colonne en dernière position, on amène la lignei en dernière position en effectuant(n−i ) échangesLi ↔ Li+1 . . . Ln−1 ↔
Ln . Au total, on a fait(2n − i − j ) échanges et comme(−1)2n−i− j = (−1)i+ j , notre déterminant vaut :

(−1)i+ j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1, j−1 a1, j+1 . . . a1,n 0

...
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1, j−1 ai−1, j+1 . . . ai−1,n 0

ai+1,1 . . . ai+1, j−1 ai+1, j+1 . . . ai+1,n 0

...
...

...
...

...
an,1 . . . an, j−1 an, j+1 . . . an,n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

En utilisant le lemme 26.22, notre déterminant vaut donc :∆= (−1)i+ j mi j =∆i j .

THÉORÈME 26.24 ♥♥♥ Développement d’un déterminant par rapport à une ligne-colonne
Soit une matrice carréeA = ((ai j ))i , j∈[[1,n]] ∈Mn(K),

det(A)=
n∑

i=1

ai j ∆i j =
n∑

j=1

ai j ∆i j

Démonstration NotonsC1, . . . ,C j , . . . ,Cn les vecteurs colonnes de notre matrice. Décomposons le vecteurC j sur la base canon-
ique deKn :

C j =
n∑

i=1

ai , j Ki

où Ki = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, . . . ,0) est lei -ème vecteur de la base canonique deKn . Puisque le déterminant est une formen-linéaire, en

développant par rapport à laj -ème colonne,

det(A) = det(C1, . . . ,
n∑

i=1

ai , j K j , . . . ,Cn )=
n∑

i=1

ai , j δi , j

Le déterminantδi , j est le déterminant calculé au lemme 26.23. On a donc

det(A) =
n∑

i=1

ai , j ∆i , j

Pour l’autre formule, il suffit d’échanger le rôle des lignes-colonnes, c’est-à-dire considérer la matricet A qui a même déterminant
queA.

Exemple 26.8Développons un déterminant3×3 selon la deuxième colonne :

∆=

∣∣∣∣∣∣

a d g

b e h

c f i

∣∣∣∣∣∣
=−d

∣∣∣∣
b h

c i

∣∣∣∣+e

∣∣∣∣
a g

c i

∣∣∣∣− f

∣∣∣∣
a g

b h

∣∣∣∣

Développons ce même déterminant selon la troisième ligne :

∆= c

∣∣∣∣
d g

e h

∣∣∣∣− f

∣∣∣∣
a g

b h

∣∣∣∣+ i

∣∣∣∣
a d

b e

∣∣∣∣

On dispose d’une méthode typique pour calculer un déterminant n×n.
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1. À l’aide d’opérations élémentaires sur les lignes-colonnes, faire apparaître le maximum de zéros dans une colonne
(ligne).

2. Développer alors le déterminant selon cette colonne (ligne) et se ramener au calcul de déterminants de taille in-
férieure :(n−1)× (n−1).

Cette méthode ainsi que d’autres sont développées dans l’appendice sur les techniques d’algèbre, B, paragraphe B.5.3,p.
1181.

Exemple 26.9Calcul de

Vn (x1, x2, . . . , xn )=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1
1 x2 x2

2 . . . xn−1
2

...
...

...
...

1 xn−1 x2
n−1 . . . xn−1

n−1
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(déterminant de Vandermonde)
Il suffit d’exécuter l’opération sur les colonnesCi ←− Ci −(xn ×Ci−1) , en partant dei = n et en remontant jusqu’ài = 2.
et devient :

Vn (x1, x2, . . . , xn ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 − xn x1(x1 − xn ) . . . xn−2
1 (x1 − xn )

1 x2 − xn x2(x2 − xn ) . . . xn−2
2 (x2 − xn )

...
...

...
...

1 xn−1 − xn xn−1(xn−1 − xn) . . . xn−2
n−1(xn−1 − xn )

1 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

En développant selon la dernière ligne, il vient :

Vn(x1, x2, . . . , xn ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − xn x1(x3 − xn ) . . . xn−2
1 (x1 − xn )

x2 − xn x2(x2 − xn ) . . . xn−2
2 (x2 − xn )

...
...

...
xn−1 − xn xn−1(xn−1 − xn ) . . . xn−2

n−1 (xn−1 − xn )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Soit

Vn (x1, x2, . . . , xn ) = (x1 − xn )(x2 − xn ) . . . (xn−1 −αn )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−2

1
1 x2 x2

2 . . . xn−2
2

1 x3 x2
3 . . . xn−2

3
...

...
...

...
1 xn−1 x2

n−1 . . . xn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Par récurrence immédiate,
Vn(x1, x2, . . . , xn ) =

∏

1Éi< jÉn

(x j − xi ).

PROPOSITION26.25 Condition d’alignement de trois points dans le plan

On se place dans le plan rapporté à un repèreR et on considère trois pointsM1

∣∣∣∣
x1

y1

R

, M2

∣∣∣∣
x2

y2

R

, M3

∣∣∣∣
x3

y3

R

. Ces trois points sont

alignés si et seulement si
∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
= 0

Démonstration En utilisant les opérations élémentairesC2 ← C2−C1 etC3 ← C3−C1,∆=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0

x1 (x2 −x1) (x3 −x1)

y1 (y2 − y1) (y3 − y1)

∣∣∣∣∣∣

et en développant par rapport à la première ligne,∆=
∣∣∣∣
(x2 −x1) (x3 −x1)

(y2 − y1) (y3 − y1)

∣∣∣∣= dete (
−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3). Les trois points sont alignés si

et seulement si les vecteurs
−−−−→
M1M2 et

−−−−→
M1M3 sont colinéaires, c’est-à-dire∆= det(

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3) = 0,
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DÉFINITION 26.14 ♥♥♥ Comatrice
Soit A ∈Mn (K) une matrice carrée. On définit sacomatricecomme étant la matrice des cofacteurs :

com(A)= ((∆i j ))1Éi , jÉn ∈Mn(K)

On dispose de la relation fondamentale entre une matrice et sa comatrice :

THÉORÈME 26.26 ♥♥♥ Relation entre matrice et comatrice

A× t com(A)= det(A).In

Démonstration Calculons les coefficients de la matriceB = A× t com(A), C = ((ci j )) où

ci j =
n∑

k=1

aik∆ j k

– Si i = j , ci i =
n∑

k=1

aik∆ik = det(A), on reconnaît le développement dedet(A) selon la lignei .

– Si i 6= j , considérons la matricẽA obtenue en remplaçant la jème ligne deA par la lignei . En développantdet(Ã) selon la ligne

L j , on trouve quedet(Ã) =
n∑

k=1

aik∆ j k = ci j et puisque deux lignes dẽA sont identiques,det(Ã) = 0.

Les coefficients diagonaux deC valentdet(A) et les autres sont nuls et doncC = det(A)In .

COROLLAIRE 26.27 ♥♥ Expression de l’inverse d’une matrice
Si A ∈GLn (K) est une matrice inversible, on dispose d’une formule (théorique) qui donne son inverse :

A−1 = 1

det(A)
t com(A)

Démonstration Puisquedet(A) 6= 0, on peut diviser la relation fondamentale pardet(A) : A×
[ 1

det(A)
t com(A)

]
= In ce qui donne

l’expression deA−1.

Remarque 26.13 Cette formule est surtout d’un intérêt théorique pourn Ê 3 car elle demande de calculern2 détermi-
nants(n−1)× (n−1) (les cofacteurs) et un déterminantn×n. Par contre, il est bon de connaître par coeur l’expression

de l’inverse d’une matrice2×2. Si A =
(

a b

c d

)
est une matrice inversible,det(A) = ad −bc 6= 0 et com(A) =

(
d −c

−b a

)

d’où

A−1 = 1

ad −bc

(
d −b

−c a

)

On retient qu’il suffit d’inverser les éléments diagonaux, de changer le signe des autres coefficients et de diviser par
det(A).

Exemple 26.10Exprimons le déterminant decom(A) en fonction du déterminant deA. En prenant le déterminant de la
relation fondamentale, on trouve que :

det(A)det(com(A))= (det A)n

– Si A est inversible, on peut diviser pardet(A) d’où det(com(A))= det(A)n−1.
– Si A n’est pas inversible, notonsu l’endomorphisme ayantA comme matrice dans la base canonique deKn et v

l’endomorphisme ayantcom(A) dans la base canonique. Puisqueu ◦ v = 0, Im v ⊂ Ker u. Si A 6= 0, dim Ker u < n

ce qui montre quev n’est pas inversible donc quedet(com(A)) = 0. Si A = 0, tous ses cofacteurs sont nuls et alors
com(A)= 0 et on a encoredet(com(A))= 0.

Dans tous les cas, on a vérifié quedet(com(A))= (det(A))n−1.
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PROPOSITION26.28 ♥♥♥ Formule du déterminant par blocs
Soit A ∈ Mp (K) et C ∈ Mn−p (K) deux matrices carrées etB ∈ Mp,n−p (K) une matrice rectangulaire. On définit la
matrice carrée par blocs :

M =
(

A B

0n−p,p C

)
∈Mn(K)

On sait calculer un déterminant avec un bloc de zéros en bas à gauche :

det(M) = det(A)det(C)

Démonstration En utilisant la formule du déterminant,

det(M) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)mσ(1),1 . . . mσ(p),p mσ(p+1),p+1 . . . mσ(n),n

Puisque dans lesp premières colonnes, il y a des zéros dans les lignes d’indicesupérieur àp+1, pour que le produitmσ(1),1 . . . mσ(p),p

soit non nul, il est nécessaire queσ(1), . . . ,σ(p) ∈ [[1, p]] et alorsmσ(1),1 . . . mσ(p),p = aσ(1),1 . . . aσ(p),p . Ne reste donc dans cette
somme que les termes correspondant à des permutationsσ vérifiant si gma([[1, p]]) ⊂ [[1, p]] et σ([[p + 1,n, )]] ⊂ [[p + 1,n]]. On
peut décomposer ces permutations sous la formeσ = σ1 ◦σ2 où σ1 laisse invariant[[p +1,n]] et σ2 laisse invariant[[1, p]]. On a
ε(σ) = ε(σ1)ε(σ2). De plus, la restriction deσ1 à [[1, p]] définit une permuatation deS[[1,p]], et la restriction deσ2 à [[p +1,n]]

définit une permutation deS[[p+1,n]]. Alors, det(M) =
∑

(σ1 ,σ2)

ε(σ1)ε(σ2)aσ1(1),1 . . . aσ1(p),p cσ2(p+1),p+1 . . . cσ2(n),n que l’on peut

écrire
[ ∑

σ1∈S[[1,p]]

ε(σ1)aσ1(1),1 . . . aσ1(p),p

]
×

[ ∑

σ2∈S[[p+1,n]]

ε(σ2)cσ2(p+1),p+1 . . . cσ2(n),n

]
= det(A)×det(C).

On peut prouver la formule de façon plus simple en effectuantle produit par blocs suivant :
(

Ip 0p,n−p

0n−p,p C

)(
A B

0n−p,p In−p

)
=

(
A B

0n−p,p C

)

En développant successivement selon les colonnesC1, . . . ,Cp , on calcule facilement

det

(
Ip 0p,n−p

0n−p,p C

)
= det(C)

et en développant successivement selon les lignesLn , . . .Lp+1, on calcule facilement

det

(
A B

0n−p,p In−p

)
= det(A)

Il suffit ensuite d’utiliser que le déterminant du produit dedeux matrices carrées est le produit de leurs déterminants.

Remarque 26.14 Attention à ne pas utiliser d’autres formules que celle du théorème. Par exemple, siA,B,C,D ∈Mn(K),

en généraldet

(
A B

C D

)
6= det(A)det(D)−det(B)det(C) . . .

Exemple 26.11Soient(a,b,c,d) ∈K4, Formons la matrice

M =
(

aIn bIn

cIn dIn

)
∈M2n(K)

Pour calculer son déterminant, essayons de faire apparaître un bloc de zéros en bas à gauche.

1. Si d 6= 0, en effectuant les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes :C1 ← C1 −
c

d
Cn+1, . . ., Cn ←

Cn −
c

d
C2n , on obtient

det(M) = det

((
a − c

d

)
In bIn

0n,n dIn

)
=

(
a −

c

d

)n
dn = (ad −bc)n

2. Sid = 0, le déterminant à calculer s’écrit

det(M) = det

(
aIn bIn

cIn 0n,n

)

Amenons le bloc de zéros à gauche en effectuant les opérations suivantes sur les colonnes :C1 ↔ Cn+1, . . .,
Cn ↔ C2n . On obtient

det(M) = (−1)n det

(
bIn aIn

0n,n cIn

)
= (−1)nbncn

Dans les deux cas, on obtient quedet(M) = (ad −bc)n .
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26.3 Exercices

26.3.1 Groupe symétrique

Exercice 26.1 ♥
On considère la permutation deS2n définie par

σ(p)=
{

2p −1 si 1É p É n

2(p −n) si n < p É 2n

Déterminer sa signature.

Solution : Pourn = 2, on trouveε(σ)=−1. Pourn = 3, σ=
(

1 2 3 4 5 6
1 3 5 2 4 6

)
et sa signature vaut−1. Pourn quelconque,

σ=
(

1 2 3 ... n (n+1) (n+2) ... 2n
1 3 5... (2n−1) 2 4 ... 2n

)

Soit i ∈ [[1,2n]], on compte facilement♯{ j > i |σ( j )<σ(i )}= i −1 lorsquei É n et 0 si i > n. Par conséquent, le nombre

d’inversions deσ vaut1+2+·· ·+ (n−1) = (n−1)×n/2 et la signature vaut(−1)
n(n−1)

2 .

Exercice 26.2 ♥

1. Montrer que toute permutation peut s’écrire comme produit de transpositions de la formeτ1,i aveci ∈ [[2,n]].

2. Montrer que toute permutation paire peut s’écrire comme produit de cycles de longueur3.

Solution :

1. On sait d’après le cours que toute permutationσ peut s’écrire comme produit de transpositionsτi j . Il suffit donc
de montrer qu’une transpositionτi j avec1 6= i , 1 6= j peut s’écrire comme produit de transpositionsτ1k . Le calcul
suivant montre que c’est le cas :

τ1i ◦τ1 j ◦τ1i = τi j

2. Soitσ ∈An une permutation paire. D’après [a ], elle s’écrit comme produit d’un nombre pair de transpositions de
la formeτ1i . Mais si l’on calcule le produit de deux telles transpositions, on trouve un3-cycle :

τ1i ◦τ1 j = (1, j , a)

Par conséquent, notre permutation paireσ s’écrit comme produit de tels3-cycles.

Exercice 26.3 ♥
Déterminer les permutationsσ qui commutent avec une transpositionτi j .

Solution : Montrons queτi j ◦σ=σ◦τi j si et seulement si{i , j } est stable parσ.
– (i ) =⇒ (i i ) : Calculonsσ(i ) = σ ◦ τi j ◦σ( j ). Si σ( j ) 6∈ {i , j }, on auraitσ( j ) = σ(i ) ce qui est impossible. Donc

σ( j )∈ {i , j }. De même,σ(i )∈ {i , j }.
– (i i ) =⇒ (i ) : Seuls deux cas sont possibles :σ(i )= i etσ( j )= j ou bienσ(i )= j etσ( j )= i et dans les deux cas, on

vérifie facilement queσ commute avecτi j .

Exercice 26.4 ♥♥
On définit lecentred’un groupe(G, .) comme étant les éléments du groupe qui commutent avec tous les éléments du
groupe :

Z(G)= {g ∈ G | ∀h ∈G, g .h = h.g }

1. Montrer queZ(G) est un sous-groupe du groupe(G, .).

2. Déterminer le centre du groupe symétriqueSn lorsquen Ê 3.

Solution :

1. – eG ∈ Z(G) puisque l’élément neutre commute avec tous les éléments.
– Soient(x, y) ∈ Z(G)2. Montrons quex.y ∈ Z(G) : soit g ∈ G, en utilisant l’associativité de la loi et le fait quex, y

commutent avecg : (x.y).h = x.(y.h) = x.(h.y) = (x.h).y = (h.x).y = h.(x.y).
– Soit x ∈ Z(G). Montrons quex−1 ∈ Z(G). Soit g ∈ G. Puisquex commute avec tous les éléments du groupe,

x.g−1 = g−1.x. En prenant l’inverse d’un produit, on obtient queg .x = x.g .
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2. Considérons une permutationσ qui commute avec toutes les permutations. Elle doit en particulier commuter avec
toutes les transpositionsτi j . D’après l’exercice précédent,{i , j } doit être stable parσ. Considérons maintenant
k ∈ [[1,n]]. Puisquen Ê 3, on peut trouver trois entiers distincts{i , j ,k} dans[[1,n]]. En considérant la transposition
τik , σ(k) ∈ {i ,k} et en considérant la transpositionτ j k , σ(k) ∈ { j ,k} et par conséquent,σ(k) = k. Nous avons
montré queσ= id et queZ(Sn) = {id}.

Exercice 26.5
Trouver le nombre de permutations deSn qui ont exactement une inversion.

Solution :

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
i j1

1

n

nσ(i )σ( j )

Une inversion c’est une paire de flèches (rouges) qui se coupent. On veut donc qu’il n’y ait que ces deux flèches qui se
coupent pour n’avoir qu’une seule inversion.
Pour l’image de1 on doit avoir1 sinon on aurait1 qui serait l’image d’unk et la flèche1 → σ(1) couperait la flèche
k → 1.
De même∀p ∈ �1, i −1�, on aσ(p)= p.
Maintenant on aσ(i )> i . Donc nécessairementi est l’image d’unk > i , dont la flèchek → i va couper la flèchei →σ(i ).
Comme il n’y en a qu’une seule qui coupe cette flèchei → σ(i ), à savoir la flèchej → σ( j ), on en déduit quek = j et
σ( j )= i . De mêmeσ(i +1), l’image dei +1 est plus grande quei +1 (toutes les places1,2, . . . , i sont déjà prises pour les
images). Donc supposons l’espace d’un instant quei +1 6= j , on aurait une flèchei +1 →σ(i +1) différente dei →σ(i )

qui couperaitj → i , ce qui n’est pas possible par hypothèse. Donci +1 = j .
Par la suite, toujours pour éviter que d’autres flèches se coupent, pourp > i +1 (s’il en existe) on aσ(p)= p.
On a doncn−1 possibilités pouri et doncn−1 permutations deSn qui ont exactement une inversion.

Exercice 26.6 ♥♥
Dans un groupeG, étant donné un élémentg ∈G, on considère laconjugaison:

ϕg :

{
G −→ G

x 7−→ g xg−1

1. Montrer que∀g ∈G, l’applicationϕg est un automorphisme deG et que l’application

θ :

{
(G, .) −→ (Aut(G) ,◦)

g 7−→ ϕg

est un morphisme de groupes.

2. Dans le groupe symétriqueSn , on considère une transpositionτ = τi j et une permutationσ. Calculer le con-
juguéσ′ =σ◦τ◦σ−1 =ϕσ(τ).

3. Calculer le conjugué d’un cyclec = (i1 . . . ik ) par une permutationσ : σ′ =σ◦cσ−1.

Solution :

1. Vérification sans problème.

2. Notonsk = σ(i ) et l = σ( j ). On calculeσ′(k) = σ( j ) = l etσ′(l) = σ(i ) = k. Si p 6∈ {k, l}, σ′(p) = σ(σ−1(p)) = p.
Par conséquent,σ′ = τσ(i)σ( j ).

3. Décomposons le cycle en produit de transpositions :

c = τi1i2 ◦τi2i3 ◦ · · · ◦τik−1 ik

Puisqueθ est un morphisme, on a
ϕc =ϕτi1i2

◦ · · · ◦ϕτik−1ik

et donc pourσ ∈Sn , ϕc(σ) = τσ(i1)σ(i2 ) . . .τσik−1 ik
= (σ(i1) . . .σik ). Le conjugué d’un cycle par une permutation

est encore un cycle.
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Exercice 26.7 ♥♥♥
Montrer que la signature est le seul morphisme de groupes nontrivial de (Sn ,◦) vers(R⋆,×).

Solution : Soitϕ un tel morphisme. On doit avoir

∀(σ1,σ2) ∈S2
n , ϕ(σ1 ◦σ2) =ϕ(σ1)×ϕ(σ2)

Soit une transpositionτ. Commeτ2 = id, on doit avoirϕ(τ)2 = 1 et doncϕ(τ) = ±1. Par conséquent, puisque toute
permutation se décompose comme produit de transpositions,on en déduit queImϕ⊂ {−1,1}.
Supposons queϕ n’est pas triviale. Il existe alors une permutationσ ∈Sn telle queϕ(σ)=−1, et commeσ se décompose
en produit de transpositions de la formeτ1i , il existei ∈ [[1,n]] telle queϕ(τ1i ) =−1. Mais alors pourj ∈ [[1,n]], j 6= i ,
τ1 j ◦τ1i =

(
i j 1

)
= c, mais puisquec3 = id, 1 =ϕ(c)3 =ϕ(τ1i )3ϕ(τ1 j )3 =−1, une absurdité.

Soit alors une permutation quelconque. Elle se décompose comme un produit de transpositions de la formeτ1i :

σ= τ1 ◦ · · · ◦τk

et alorsϕ(σ)= (−1)k = ε(σ).

Exercice 26.8 ♥♥
Montrer que pour toute permutationσ ∈S5, il existek ∈ [[1,6]] tel queσk = id.

Solution : Décomposons une permutationσ en produit de cycles à supports disjoints. Les cycles possibles sont de
longueur2,3,4,5. Puisque les supports des cycles sont disjoints dans[[1,5]], il n’y a que les possibilités suivantes :
σ= id, σ= c2, σ= c3, σ= c4, σ= c5, σ= c2 ◦c ′2, σ= c2 ◦c3, oùcl désigne un cycle de longueurl pour lequelcl

l
= id. On

vérifie que dans tous les cas,σk = id pourk ∈ {1,2,3,4,5,6}.

26.3.2 Déterminants

Exercice 26.9 ♥♥

1. Calculer le déterminant de la matrice

A =




0 1 . . . 1

1 0
...

...
...

...
... 1

1 . . . 1 0




2. On dit qu’une permutationσ ∈Sn est undérangementlorsque∀i ∈ [[1,n]], σ(i ) 6= i . Y a-t-il plus de dérange-
ments de signature+1 que de dérangements de signature−1 ?

Solution :

1. Avec l’opérationC1 ← C1 +C2 +·· · +Cn , on factorise(n −1) dans la première colonne. Ensuite pouri ∈ [[2,n]],
Ci ← Ci −C1 fait apparaître des zéros et on trouve quedet(A)= (−1)n−1(n−1).

2. Avec la formule du déterminant,
det(A)=

∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n

si σ n’est pas un dérangement, il existei ∈ [[1,n]] tel queσ(i )= i et alorsaσ(i),i = 0. En notantDn l’ensemble des
dérangements,d+

n le nombre de dérangements pairs etd−
n le nombre de dérangements impairs,

det(A)=
∑

σ∈Dn

ε(σ)= d+
n −d−

n

Lorsquen est impair, commedet(A) > 0, il y a plus de dérangements pairs que d’impairs et lorsquen est pair,
c’est le contraire.

Exercice 26.10 ♥♥
Trouver les matricesA ∈Mn (R) telles que

∀X ∈Mn(R), det(A+X)= det(A)+det(X)
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Solution : Soit A une telle matrice. En prenantX = A, on obtient quedet(2A)= 2det(A) d’où 2n−1 det(A) = 0. Lorsque
n Ê 2, il est nécessaire quedet(A)= 0. On a donc :

∀X ∈Mn(R), det(A+X)= det(X)

Notonsr le rang deA. La matriceA est équivalente à la matriceJr donc il existe deux matrices inversiblesP,Q ∈Mn(R)

telles queA =PJr Q. Si l’on suppose quer > 0, en prenantX = P(Yn−r )Q oùYn−r désigne la matriceDiag(0, . . . ,0,1, . . . ,1)

avec(n − r ) 1 sur la diagonale, on trouve quedet(PQ) = det(P)det(Yn−r )det(Q) ce qui est absurde puisque la matrice
Yn−r n’est pas inversible. Nécessairement,r = 0 et doncA =0. Réciproquement, la matrice nulle convient.

Exercice 26.11 ♥
Calculer les déterminants

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1

1 −1
... 0

... 0

1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x +1) 1 . . . 1

2 (x +2) 2 . . . 2

3 3 (x +3)
... 3

...
...

...
n . . . (x +n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : Pour∆1, ajouter toutes les colonnes à la première :

C1 ← C1 +·· ·+Cn

On trouve alors un déterminant triangulaire :∆1 = (−1)n−1(n−1).
Pour∆2, retrancher la première colonne à toutes les autres :

C2 ← C2 −C1, . . . Cn ← Cn −C1

On remarque ensuite que dans lesn−1 dernières colonnes, la somme de tous les éléments vaut0. Ajouter donc toutes

les lignes à la première. On se ramène à un déterminant triangulaire :∆2 = xn−1

(
x + n(n+1)

2

)
.

Exercice 26.12 ♥♥
Calculer le déterminant tridiagonal

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1+ x2 x 0 . . . 0

x 1+ x2 x
...

...

0
...

...
... 0

...
... x 1+ x2 x

0 . . . 0 x 1+ x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : Adopter la méthode classique pour les déterminants tridiagonaux : développer par rapport à la dernière
colonne, puis développer le deuxième déterminant par rapport à la dernière ligne. On trouve la relation de récurrence

∀n Ê 2, ∆n − (1+ x2)∆n−1 + x2∆n−2 = 0

avec∆1 = (1+ x2) et ∆2 = (1+ x2)2 − x2, et la relation de récurrence est vérifiée en posant artificiellement∆0 = 1.
l’équation caractéristique est(r −1)(r − x2) = 0. On distingue donc deux cas :

1. Si x = 1, 1 est racine double de l’équation caractéristique, donc∃λ,µ ∈R2 tq ∀n ∈N,∆n = λ+µn. En utilisant les
conditions initiales∆0, ∆1, on trouve que∆n = 1+n .

2. Si x 6= 1, ∃λ,µ ∈R tels que∀n ∈N, ∆n =λ+µx2n . Avec les conditions initiales, on trouve que

∆n = 1

x2 −1

(
−1+ x2n+2

)
= 1+ x2 +·· ·+ x2n

Exercice 26.13
Soit A ∈Mn(R) une matrice antisymétrique avecn impair. Montrer qu’elle n’est pas inversible.
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Solution : Calculons

det(A)= det(t A)= det(−A)= (−1)n det(A)=−det(A) =⇒ det(A)= 0

Exercice 26.14 ♥
Calculer les déterminants suivants en utilisant un déterminant de Vandermonde :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

bcd acd abd abc

∣∣∣∣∣∣∣∣
∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 a4

1 b b2 b4

1 c c2 c4

1 d d2 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : Supposons dans un premier temps queabcd 6= 0. Alors

∆1 =
1

abcd
det(aC1,bC2,cC3,dC4) = 1

abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

abcd abcd abcd abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣

c’est un Vandermonde et∆1 =−(d −a)(d −b)(d −c)(c −a)(c −b)(b −a).
Si on suppose queabcd = 0, considéronsf (ε) =∆1(a +ε,b +ε,c +ε,d +ε) avecε 6= 0. On utilise la formule précédente
qui est une fonction continue enε. Lorsqueε→ 0, on retrouve l’expression de∆1. C’est une astuce classique à retenir.
On calcule le Vandermonde

P(x) = V(x, a,b,c,d) = (d − x)(d −a)(d −b)(d −c) . . . (a − x)

et en développantP(x) par rapport à la première ligne, on s’aperçoit que∆2 est le coefficient enx3 deP(x). On obtient
donc ∆2 =−(a +b +c +d)(d −a)(d −b)(d −c)(c −a)(c −b)(b −a) .

Indication 26.11 :Pour le deuxième, introduire

P(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3 x4

1 a a2 a3 a4

1 b b2 b3 b4

1 c c2 c3 c4

1 d d2 d3 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Exercice 26.15 ♥

Calculer le déterminantD=

∣∣∣∣∣∣

a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3

∣∣∣∣∣∣
.

Solution :

1. SoitA =




a

a2

a3


, B=




b

b2

b3


 et C =




c

c2

c3


. En développant,

D =
∣∣A+B B+C C+A

∣∣ =
∣∣A B C

∣∣+
∣∣A B A

∣∣+
∣∣A C C

∣∣+
∣∣A C A

∣∣+
∣∣B B C

∣∣+
∣∣B B A

∣∣+∣∣B C C
∣∣+

∣∣B C A
∣∣=

∣∣A B C
∣∣+

∣∣B C A
∣∣= 2

∣∣A B C
∣∣.

En mettantabc en facteur, on trouve un déterminant de Vandermonde, et doncD= 2abc(c −a)(c −b)(b −a).

2. On écrit 


a +b b +c c +a

a2 +b2 b2 +c2 c2 +a2

a3 +b3 b3 +c3 c3 +a3


=




a b c

a2 b2 c2

a3 b3 c3


×




1 0 1

1 1 0

0 1 1


 .

On a ∣∣∣∣∣∣

a b c

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= abc

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣
= abc(c −a)(c −b)(b −a)

toujours grâce au déterminant de Vandermonde, et
∣∣∣∣∣∣

1 0 1

1 1 0

0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 2.
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D’où le résultat.

Exercice 26.16 ♥
On considère une matriceA = ((ai j )) ∈Mn (R) telle que

∀(i , j ) ∈ [[1,n]]2 , i + j > n+1 =⇒ ai j = 0

Calculerdet(A). Si on suppose de plus queai j > 0 lorsquei + j É n+1, déterminer le signe dedet(A).

Solution : Étudier deux cas :

1. n pair : n = 2p. En effectuant les échanges de colonnesC1 ↔ Cn , . . ., Cp ↔ Cp+1, on trouve une matrice triangu-
laire supérieure et le déterminant vaut

(−1)p a1,n a2,n−1 . . . an,1

2. n impair : n = 2p +1. En effectuant les échanges de colonnesC1 ↔ Cn , . . ., Cp ↔ Cp+2 on trouve également que
det(A)= (−1)p a1,n . . . an,1.

Le signe dedet(A) dépend den modulo4 (parité dep).

Exercice 26.17 ♥
On considère une matriceA = ((ai j )) ∈ Mn(R) et on définit la matriceA′ = (( (−1)i+ j ai j )). Exprimerdet(A′) en
fonction dedet(A).

Solution : En utilisant la formule du déterminant,

det(A′) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)(−1)1+σ(1) . . . (−1)n+σ(n)a1σ(1) . . . anσ(n)

Mais (−1)1+σ(1) . . . (−1)n+σ(n) = (−1)n(n+1) = 1 et doncdet(A′) = det(A).

Exercice 26.18 ♥
Soit une matriceA ∈M2(K) et l’applicationf :

{
M2(K) −→ M2(K)

M 7−→ AM
. Exprimerdet( f ) en fonction dedet(A).

Solution : Dans la base canoniquec deM2(K), la matrice def s’écrit

Matc f =




a11 0 a12 0

0 a11 0 a12

a21 0 a22 0

0 a21 0 a22




On calcule son déterminant (faire apparaître un bloc de0 en bas à gauche en étudiant deux cas,a22 6= 0 et a22 = 0) et on
trouvedet( f ) = det(A)2.

Exercice 26.19 ♥♥
On considère2n scalairesa1,b1, . . . , an ,bn tels que tous lesai sont distincts et∀i ∈ [[1,n]], ai +bi 6= 0. On veut calculer
le déterminant de Cauchysuivant :

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1+b1

. . . 1
a1+bn

...
...

1
an+b1

. . . 1
an+bn

∣∣∣∣∣∣∣∣

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

R(X) =
(b1 −X). . . (bn−1 −X)

(X+a1) . . . (X+an)

2. Exprimer∆n en fonction de∆n−1.

3. Calculer∆n .

Solution :
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1. PuisquedegR(X) =−1, et tous les pôlesai sont simples, la décomposition s’écrit :

R(X) =
n∑

k=1

λk

X+ak
oùλk =

∏n−1
j=1

(b j +ak )
∏

j 6=k(a j −ak )
6= 0

2. En effectuant l’opérationLn ←∑n
i=1

λi Li , on obtient

∆n = 1

λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L1

...
Ln−1∑n

i=1
λi Li

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 +b1
. . .

1

a1 +bn
...

...
1

an−1 +b1
. . .

1

an−1 +bn
R(b1) . . . R(bn )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Mais commeR(b1) = ·· · = R(bn−1) = 0,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 +b1
. . .

1

a1 +bn−1

1

a1 +bn
...

...
...

1

an−1 +b1
. . .

1

an−1 +bn−1

1

an−1 +bn
0 . . . 0 R(bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

En développant par rapport à la dernière ligne, on tire

∆n = R(bn)

λn
=

∏n−1
i=1

(bn −bi )
∏n−1

i=1
(ai −an)

∏n
i=1

(bn +ai )
∏n−1

i=1
(an +bi )

∆n−1

3. Puisque∆1 =
1

a1 +b1
, la relation de récurrence précédente donne

∆n =
∏

i< j (a j −ai )
∏

i< j (b j −bi )
∏

1Éi , jÉn (ai +b j )

Exercice 26.20 ♥
Calculer le déterminant de la matriceA = ((ai j )) ∈Mn(R) où ai i = 1, a1,i = 1, ai1 = 1 et 0 sinon.

Solution : FaireC1 ← C1 −C2 −·· ·−Cn . On trouve une matrice triangulaire supérieure et le déterminant vaut(1−n)

pourn Ê 3. Il est nul sin = 2.

Exercice 26.21 ♥
Calculer le déterminant de la matriceA = ((ai j )) ∈Mn(R) avecai j =α pouri É j et ai j = 1 pouri > j .

Solution : Faire les opérationsC2 ← C2−C1, . . .,Cn −C1 ←, factoriser(α−1) dans la dernière colonne etC1 ←C1−Cn .
On trouvedet(A)=α(α−1)n−1.

Exercice 26.22 ♥♥
Calculer le déterminant tridiagonal avecα+β sur la diagonale principale,1 en dessous etαβ au dessus.

Solution : En appelantDn le déterminant de taillen. On aD0 = 1 etD1 =α+β. En développant par rapport à la première

colonne :Dn = (α+β)Dn−1 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αβ 0 . . . . . . . . . 0

1 α+β αβ 0 . . . 0

0 1 α+β αβ
...

...
...

... 1
...

... 0
...

...
...

... αβ

0 . . . . . . 0 1 α+β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

En développant ce dernier déterminant par rapport à la première ligne, on obtient alorsDn = (α+β)Dn−1 −αβDn−2.
La suiteDn est solution d’une récurrence linéaire, dont l’équation caractéristique a pour racinesα et β. Donc Dn =
λαn +µβn . Les conditions initiales donnentDn =

α

α−β
αn +

β

β−α
βn .
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Exercice 26.23 ♥
Calculer le déterminant de la matriceA = ((ai j )) ∈Mn(R) où ai i = i et sinonai j = 2.

Solution : Cn ← Cn +C1 +·· · +Cn−1, factoriser2n −1 dans la dernière colonne et retrancher2Cn à toutes les autres
colonnes. On trouvedet(A)= (−1)n−1(2n−1).

Exercice 26.24 ♥
Calculer le déterminant(2p)× (2p) suivant :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

... ր
a b

b a

ր
...

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : Faire apparaître un bloc de0 en bas à gauche avec les opérationsC1 ← C1 −
b

a
Cp+1 . . .On trouvedet(A) =

(a2 −b2)p . Ce résultat est encore valable sia = 0.

Exercice 26.25 ♥
Calculer le déterminant de la matriceA = ((ai j )) ∈Mn(R) où ai j = (−1)i+ j .

Solution : Deux lignes sont égales sin Ê 3. Il est nul.

Exercice 26.26 ♥
Soit la matriceA = ((inf(i , j )))∈Mn(R). Calculer son déterminant.

Solution : On considère la matrice triangulaire inférieureL comprenant des1 sous la diagonale (incluse) et des0

au-dessus. On aA =Lt L et doncdet A = (detL)2 = 1.

Exercice 26.27 ♥

CalulerD= detmax(i , j ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n

2 2 3 . . . n

3 3 3 . . . n
...

...
...

...
n n . . . . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Solution : On soustrait la première ligne à chacune des autres :D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n

1 0 0 . . . 0

2 1 0 . . . 0
...

...
...

...
n−1 n−2 . . . . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

On développe par rapport à la première ligne :D =
n∑

k=1

(−1)k+1kDk . Tous les déterminants extraits ont une dernière

colonne nulle et sont donc nuls, saufDn qui est un déterminant triangulaire inférieur avec des1 sur la diagonale.Dn = 1

et D= (−1)n+1n.

Exercice 26.28 ♥
SoientA ∈Mnp (R) et B ∈Mpn (R) avecn > p. Montrer quedet(AB)= 0.

Solution : Soit considérer les applications linéaires associées et lethéorème du rang, soit travailler par blocs :

∣∣A 0
∣∣
∣∣∣∣
B

0

∣∣∣∣= AB

Exercice 26.29 ♥
Calculer le déterminant tridiagonal avec des1 partout.
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Solution : Développer pour trouver la relation∆n =∆n−1 −∆n−2. Les racines de l’équation caractéristique sont− j et
− j 2. Solution :

cos
(

nπ

3

)
+ 1

p
3

sin
(

nπ

3

)
.

Exercice 26.30 ♥
Calculer le déterminant : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n . . . n

n 2 n . . . n

n n 3 . . . n
...

...
...

...
...

n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : C j −C j−1 pour j = 2. . . n puis développer par rapport à la dernière ligne :(−1)n+1n!

Exercice 26.31 ♥
Calculerdet(i a + j b) où a,b ∈R.

Solution : Colle FaireC j −C j−1 pour j = 2. . . n. Si n Ê 3 on trouve0.

Exercice 26.32
Calculerdet(1+ai a j ) où a1, . . . an ∈R.

Solution : RemplacerC j parC j −C1 pour j = 2. . . n et mettre(a2 −a1) . . . (an −a1) en facteur. Faire ensuiteC j −C j−1

pour j = 3. . . n. On trouve0 si n Ê 3.

Exercice 26.33 ♥
Calculerdet(

∣∣i − j
∣∣).

Solution : C j −C j−1 puis ensuiteC j −C j−1 pour j = 3. . . n. et développer la première ligne. On trouve(−1)n+1(n −
1)2n−2

Exercice 26.34 ♥♥♥
Démontrer que la matrice

A =




167 72 152 396 82 670 742 160

54 315 116 262 764 128 808 784

338 146 83 418 804 468 504 312

658 268 114 203 622 98 580 566

290 590 258 110 805 58 512 346

226 994 294 572 744 93 288 8

392 698 594 372 416 340 343 702

968 274 110 674 260 646 608 217




est inversible.

Solution : Soit A = (ai j )1ÉiÉ8
1É jÉ8

et I8 = (a′
i j

)1ÉiÉ8
1É jÉ8

.

On a∀1 É i , j É 8, ai j ≡ a′
i j

(mod 2)

det(A)=
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . aσ(n),n ≡
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 . . . a′
σ(n),n ≡ det(I8) ≡ 1 (mod 2).

Doncdet(A) est impair, et donc non nul. Par suite,A est inversible.
Les amateurs de calcul à la main doivent savoir quedet(A)=−3060949331422362741897 avant de s’engager dans cette
voie.

Exercice 26.35 ♥♥♥
Démontrer que les matricesA = (ai j )1ÉiÉ8

1É jÉ8
et A′ = (a′

i j
)1ÉiÉ8

1É jÉ8
aveca′

i j
= (−1)i+ j ai j ont le même déterminant.

Solution : On multiplie la colonneCi par (−1)i puis la ligneL j par (−1) j . Il y a autant de changement de signe du
determinant en lignes qu’en colonnes, donc un nombre pair dechangement de signe.

1059



26.3.3 Exercices théoriques sur les déterminants

Exercice 26.36 ♥
Considérons pourn Ê 2, l’application

det :

{
Mn (R) −→ R

A 7−→ det(A)

Est-elle injective ? Surjective ?

Solution : Surjective, pas injective.

Exercice 26.37 ♥
SoientA,B ∈Mn(R). Montrer quedet(A2 +B2) Ê 0.

Solution : det(A2 +B2) = det(A+ i B)det(A− i B)= |det(A+ i B)|2.

Exercice 26.38 ♥
Soit f : M2(R) 7→R une fonction vérifiantf 6= 0 f (0) = 0 et

∀(A,B) ∈Mn(R) f (AB) = f (A) f (B)

Montrer que
f (A)= 0 ⇐⇒ det(A)= 0

Solution : Montrer quef (I) 6= 0. Une implication est simple, pour l’autre utiliser les matrices équivalentes.

Exercice 26.39 ♥♥
Déterminer toutes les formesp-linéaires alternées surRn où p > n.

Solution : Soit f une telle formep-linéaire alternée. Soit(ei )1ÉiÉn la base naturelle deRn . Soit ϕ une application
de {1, . . . , p} dans{1, . . . ,n}. On calculef (eϕ(1), . . . ,eϕ(p)). D’après le principe des tiroirs, il existe deux indicesi et j

distincts tels queϕ(i ) = ϕ( j ) On en déduit quef (eϕ(1), . . . ,eϕ(p)) = 0, et ce pour toute applicationϕ de {1, . . . , p} dans
{1, . . . ,n}. Par linéarité,f est nulle.

Exercice 26.40 ♥
DansR5, déterminer tous les endomorphismesf vérifiant f 2 + id = 0.

Solution : On aurait alorsf 2 =− id et (det f )2 = det(− id) =−1 car5 est impair. Ceci n’est pas possible dansR.

Exercice 26.41 ♥
Déterminer le rang de la comatricẽA en fonction du rang deA. (Penser à la caractérisation du rang par les matrices
extraites.)

Solution : Soit n la taille de la matriceA. Si A est de rangn, alors elle est inversible et̃A l’est aussi, donc elle est aussi
de rangn.
Si A est de rang< n−1, alors tous les déterminants extraits d’ordren−1 sont nuls, donc a fortiori tous les mineurs sont
nuls et donc̃A est nulle et donc de rang nul.
Reste à voir le cas où le rang deA estn −1. Cela entraine queD = {X ∈ Rn | AX = 0} est de dimension1. Comme on a
A

t
Ã = 0, on en déduit que∀X ∈ Rn ,

t
ÃX ∈ D. Ceci signifie que

t
Ã est de rang inférieur ou égal à1. Il en est de même

pour sa transposéẽA. Enfin commeA est de rangn−1, ele admet au moins un déterminant extrait d’ordren−1 non nul.
Mais un déterminant extrait d’ordren−1 est nécessairement un mineur. DoncÃ admet au moins un élément non nul et
est donc de rangÊ 1. Finalement, si le rang deA estn−1, alors le rang dẽA est1.

Exercice 26.42 ♥♥
On considère une matriceA ∈Mn (R) de colonnes(Ai )1ÉiÉn . On définit à partir des colonnes deA, la matriceB ∈
Mn(R) de vecteurs colonnes(Bi )1ÉiÉn où :

Bi =
∑

j 6=i

Ai

Exprimez le déterminant de la matriceB en fonction du déterminant de la matriceA.
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Solution : Qui dit opérations sur les colonnes dit multiplication à droite par une matrice. Quelle matrice ? Il suffit pour
cela de prendreA = In. On voit ainsi queB = AC avecC = J − In où J est la matrice qui ne comporte que des1.Pour
calculerdetC le plus simple est de calculerP(λ) = det(C −λIn) = (−1)nλn−1(λ−n) puis de faireλ = 1. C’est cette
méthode qui sera employée l’an prochain lorsqu’on saura calculer les polynômes caractéristiques. En attendant on va
utiliser le même principe : "Plus une expression comporte devariables et plus elle est facile à évaluer". Ici on calcule
le déterminant de la matriceMh qui comporte des zéros sur la diagonale,1 au-dessus et1+h au-dessous. On prendra
alors la valeur enh = 0 de ce polynôme enh. Enfin on calculeF(x) = det(Mh − xJ) (on soustraitx à tous les éléments).
D’abord F est un polynôme de degré inférieur ou égal àn. Maintenant on soustrait la première colonne à toutes les
autres. Lesx disparaissent desn − 1 dernières colonnes. De ce faitF est un polynôme de degré inférieur ou égal à
1. F est donc déterminé par deux valeurs,1 et 1+h. C’est ça l’idée d’introduire ce1+h. DoncF(1) = (−1)n comme

déterminant d’une matrice triangulaire. De mêmeF(1+h) = (−1−h)n . Enfin
F(1)−F(0)

1
=

F(1+h)−F(1)

h
, d’où F(0) =

(−1)n

(
1− (1+h)n −1

h

)
. On fait ensuite tendreh vers0, soit en dérivant soit par la formule du binôme, pour trouver

F(0) = (−1)n(1−n) comme annoncé.

Exercice 26.43 ♥♥
Soit une matriceA ∈Mn (R) à coefficients entiers relatifs. Montrer l’équivalence

(
A inversible etA−1 a ses coefficients dansZ

)
(i)

⇐⇒
(
det(A)=±1

)
(i i)

Démontrer queGln (Z)= {M ∈ Mn(Z) ;det(M) ∈ {−1,1}} est un sous-groupe deGln (R).

Solution :

1. (i ) =⇒ (i i ). Commedet(A),det(A−1) ∈Z, et quedet(A)= 1

det(A)
∈Z, on doit avoir quedet(A)=±1.

2. (i i ) =⇒ (i ). En utilisant la formule

A−1 = 1

det(A)

t
Ã

comme tous les cofacteurs∆i j de A sont des entiers, et quedet(A) =±1, on voit que les coefficients deA−1 sont
entiers.

Exercice 26.44 ♥♥
Soient deux matrices à coefficients réels(A,B) ∈Mn(R)2. On suppose qu’elles sont semblables dansMn (C). Montrer
qu’elles sont semblables dansMn(R).

Solution : Par hypothèse, il existe une matriceP ∈ GLn(C) telle queB = PAP−1. NotonsP = P1 + i P2 avec(P1,P2) ∈
Mn(R)2. PuisqueBP = PA, on en tire queBP1 + i BP2 = P1A+ i P2B d’où en identifiant partie réelle et partie imaginaire
de chaque coefficient,BP1 = P1A et BP2 = P2B. Soitλ ∈ R. PosonsQ = P1 +λP2. On a∀λ ∈ R, BQ = QA. Il suffit donc
de trouver un réelλ ∈R tel queQ = P1 +λP2 soit une matrice inversible. Considérons le polynôme

π(λ)= det(P1 +λP2)

Si l’on avait∀λ ∈ R, π(λ) = 0, le polynôme complexeπ(λ) serait nul et alorsπ(i ) = 0, ce qui est faux puisqueP est
une matrice inversible dansMn(C). Par conséquent, il existeλ ∈ R tel queQ = P1 +λP2 soit une matrice inversible de
GLn (R) et alorsB = QAQ−1.

Exercice 26.45 ♥♥
On considère un système( f1, . . . , fn ) de fonctions deR 7→ R qui est libre dansF (R,R). Montrer qu’il existen réels
(x1, . . . , xn ) ∈Rn tels que la matriceA = (( fi (x j )))∈Mn(R) soit inversible.

Solution : Par récurrence. Sin = 1, le résultat est clair. Supposons la propriété vraie pour unsystème den−1 fonctions.
Puisque( f1, . . . , fn−1) est libre, d’après l’hypothèse de récurrence, il existen −1 réels(x1, . . . , xn−1) tels que la matrice
An−1 = (( fi (x j )))1Éi , jÉn−1 soit inversible. Par l’absurde, supposons que∀x ∈R, la matrice

A(x)=




f1(x1) . . . f1(xn−1) f1(x)
...

...
...

...
fn (x1) . . . fn (xn−1) fn (x)




ne soit pas inversible. En développantdet(A) par rapport à la dernière colonne, on trouve alors que

∀x ∈R, ∆1n f1(x)+·· ·+∆nn fn (x) = 0

Mais comme( f1, . . . , fn ) est libre, on aurait en particulier∆nn = 0, mais∆nn = det(An−1) 6= 0 ce qui est absurde.
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Chapitre 27
Produit scalaire, groupe orthogonal

Dans tout ce chapitre,E désigne unR-espace vectoriel.

Pour bien aborder ce chapitre

On va généraliser dans ce chapitre la notion de produit scalaire étudiée dans les chapitres 2 et 3 aux espaces vectoriels.Cela
permettra d’étendre la notion de vecteurs orthogonaux et les notions afférentes (norme, base orthonormale, théorème de
Pythagore, projections et symétries orthogonales...) à certains espaces vectoriels de fonctions ou de matrices par exemple.
Un des prolongements importants de ce chapitre sera celui consacré aux séries de Fourier en seconde année et qui formera
un magnifique exemple d’illustration de la puissance de l’algèbre mise au service de l’analyse.
Nous étudierons dans la seconde moitié de ce chapitre les endomorphismes d’un espace euclidien qui préservent le produit
scalaire, ou autrement dit les isométries. Nous verrons queles isométries d’un espace euclidienE donné forment un groupe
appelé groupe orthogonal et nous étudierons complètement ce groupe dans le cas oùE =R2 et E =R3. Nous ferons le lien
entre les matrices et ces endomorphismes remarquables et nous introduirons la notion de matrice orthogonale.

27.1 Définitions et règles de calcul

27.1.1 Produit scalaire

DÉFINITION 27.1 ♥♥♥ produit scalaire
Soit E unR-espace vectoriel. On appelleproduit scalairesurE, une application :ϕ : E×E →R vérifiant :

1 ϕ est uneforme bilinéaire: ∀(x, y, z) ∈ E3,∀(λ,µ) ∈R2

ϕ(λx +µy, z) =λϕ(x, z)+µϕ(y, z)

ϕ(x,λy +µz) =λϕ(x, y)+µϕ(y, z)

2 ϕ estsymétrique:
∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =ϕ(y, x)

3 ϕ estdéfinie:
∀x ∈E, (ϕ(x, x) = 0) ⇐⇒ (x = 0)

4 ϕ estpositive:
∀x ∈ E, ϕ(x, x) Ê 0

✎ Notation 27.1 On note
(
x | y

)
=ϕ(x, y) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la notation−→x .

−→
y .

DÉFINITION 27.2 ♥♥♥ Espace préhilbertien, Espace euclidien
UnR-espace vectorielE muni d’un produit scalaire est appelé unespace préhilbertien réel. Si de plusE est de dimension
finie, on dit queE est unespace euclidien.
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27.1.2 Norme

DÉFINITION 27.3 ♥♥♥ Norme euclidienne associée à un produit scalaire
On définit lanorme euclidienneassociée à un produit scalaire(· | ·) par :

∀x ∈E, ‖x‖ =
√

(x | x)

Remarque 27.1 ‖·‖ est bien définie car(· | ·) est une forme bilinéaire positive et donc pour tout vecteurx ∈E, (x | x) Ê 0..

THÉORÈME 27.1 ♥ Règles de calcul
Pour tout vecteursx, y ∈E, et tout réelλ ∈R :

1 ‖λ.x‖ = |λ| ‖x‖ ;

2 ‖x + y‖2 = ‖x‖2 +2
(
x | y

)
+‖y‖2 ;

3 ‖x − y‖2 = ‖x‖2 −2
(
x | y

)
+‖y‖2 ;

4 ‖x+y‖2+‖x−y‖2 = 2(‖x‖2+‖y‖2) (égalité du par-

allélogramme) ;

5
(
x | y

)
= 1

4

(
‖x + y‖2 −‖x − y‖2

)
(identité de polar-

isation).

Pour des vecteursx1, . . . , xn , y1, . . . , ym ∈E et des scalairesλ1, . . . ,λn ,µ1, . . . ,µm ∈R,
(

n∑

i=1

λi xi |
m∑

j=1

µ j y j

)
=

n∑

i=1

m∑

j=1

λiµ j

(
xi | y j

)

∥∥∥
n∑

i=1

λi xi

∥∥∥
2
=

n∑

i=1

λ2
i ‖xi ‖2 +2

∑

1Éi< jÉn

λiλ j

(
xi | x j

)

Démonstration Soientx, y ∈E etλ ∈R. En utilisant le fait que(· | ·) est une forme bilinéaire symétrique :

1 ‖λx‖ =
√

(λx | λx) =
√

λ2 (x | x) = |λ|‖x‖.

2 ‖x + y‖2 =
(
x + y | x + y

)
= (x | x)+2

(
x | y

)
+

(
y | y

)
=‖x‖2 +2

(
x | y

)
+‖y‖2.

3 ‖x − y‖2 =
(
x − y | x − y

)
= (x | x)−2

(
x | y

)
+

(
y | y

)
=‖x‖2 −2

(
x | y

)
+‖y‖2 ;

4 En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient l’égalité du parallélogramme.

5 Enfin, par soustraction de ces deux mêmes égalités, on obtient l’identité de polarisation.

Les deux dernières formules sont aussi une conséquence de labilinéarité du produit scalaire.

THÉORÈME 27.2 ♥♥♥ Inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour tous vecteursx, y ∈E, on al’inégalité de Cauchy-Schwarz

∣∣(x | y
)∣∣É ‖x‖‖y‖

et on a égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires :
∣∣(x | y

)∣∣= ‖x‖‖y‖ ⇐⇒∃λ ∈R : y = λx( ou x =
λy).

Démonstration Soientx, y ∈E. Pour toutλ ∈R , considérons :

P (λ) =
(
x +λy | x +λy

)

D’après les règles de calcul précédentes, on obtient :

P (λ) =
(

y | y
)
λ2 +2

(
x | y

)
λ+ (x | x) =

∥∥y
∥∥2

λ2 +2λ
(
x | y

)
+‖x‖2

et P est un trinôme du second degré enλ. Par ailleurs∀λ ∈R, P (λ) Ê 0. DoncP admet au plus une racine réel et son discriminant
réduit est négatif ou nul, ce qui s’écrit :

((
x | y

))2 −
∥∥y

∥∥2 ‖x‖2 É 0, c’est à dire
∣∣(x | y

)∣∣É‖x‖ ‖y‖.
Si x et y sont colinéaires, on vérifie facilement que

∣∣(x | y
)∣∣ = ‖x‖‖y‖. Réciproquement, si cette égalité est vraie, alors le dis-

criminant deP est nul et doncP admet une racine doubleλ0 ∈ R. On a donc :
(
x +λ0 y | x +λ0 y

)
= 0 ce qui n’est possible que si

x +λ0 y = 0 c’est à dire que six =λ0 y.
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THÉORÈME 27.3 ♥♥♥ Inégalité de Minkowski
Pour tous vecteursx, y ∈E, on al’inégalité de Minkowski

∣∣∣‖x‖ −‖y‖
∣∣∣É ‖x + y‖ É ‖x‖ +‖y‖

et on a égalité dans la majoration de droite si et seulement siles deux vecteursx et y se trouvent sur une même
demi-droite issue de l’origine :∃λÊ 0 : y =λx.

Démonstration Soientx, y ∈E.
• On applique les régles de calcul avec le produit scalaire 27.1 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz 27.2 :

∥∥x + y
∥∥2 = ‖x‖2 +2

(
x | y

)
+

∥∥y
∥∥2

É ‖x‖2 +2‖x‖
∥∥y

∥∥+
∥∥y

∥∥2

É
(
‖x‖+

∥∥y
∥∥)2

On a donc :
∥∥x + y

∥∥ É‖x‖+
∥∥y

∥∥.
• Si x et y se trouvent sur une même demi-droite issue de l’origine, on vérifie facilement que cette dernière inégalité est une égalité.

Réciproquement, supposons que
∥∥x + y

∥∥ =‖x‖+
∥∥y

∥∥. Alors, en reprenant le calcul précédent, on obtient :
(
x | y

)
=‖x‖

∥∥y
∥∥ et on

est dans le cas d’égalité de la la formule de Cauchy-Schwarz.Donc x et y sont colinéaires :∃α ∈ R, y = αx. On injecte cette
égalité dans celle de départ, on trouve :(1+α) x = ‖x‖+‖αx‖ c’est à dire :(1+α) x = (1+|α|)‖x‖. Si le vecteurx est nul alors
il en est de même dey et la propriété est prouvée. Six est non nul alors :α= |α| etα est bien positif.

• Par ailleurs :

‖x‖ =
∥∥x − y + y

∥∥ É
∥∥x − y

∥∥+
∥∥y

∥∥

et ∥∥y
∥∥=

∥∥y −x +x
∥∥ É

∥∥y −x
∥∥+‖x‖

et comme
∥∥y −x

∥∥ =
∥∥x − y

∥∥, on obtient :
∥∥x − y

∥∥Ê ‖x‖−
∥∥y

∥∥ et
∥∥x − y

∥∥ Ê
∥∥y

∥∥−‖x‖, ce qui s’écrit aussi :
∥∥x − y

∥∥ Ê
∣∣∣‖x‖−

∥∥y
∥∥
∣∣∣.

De manière plus générale :

DÉFINITION 27.4 ♥♥♥ Norme
On appelle norme surE une application :‖·‖ : E →R vérifiant :

1 ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0.

2 ∀x ∈ E, ∀λ ∈R, ‖λx‖ = |λ|‖x‖.
3 ∀x, y ∈ E,

∥∥x + y
∥∥É ‖x‖+

∥∥y
∥∥ (Inégalité triangulaire).

PROPOSITION27.4 ♥ Norme associée au produit scalaire
La norme euclidienne‖·‖ associée à un produit scalaire(· | ·) surE est une norme surE.

Démonstration Les propriétés2 et 3 ont déjà été prouvées dans les théorèmes 27.1 et 27.3. Démontrons la seconde. Soitx ∈ E

tel que‖x‖ = 0 alors(x | x) = 0 mais comme(· | ·) est une forme bilinéaire définie,x = 0.

Exemple 27.2Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associée (à retenir) :
• Produit scalaire usuel surRn : Si X = (x1, . . . , xn ),Y = (y1, . . . , yn ) ∈Rn,

(X | Y) = x1 y1 + . . . xn yn =
n∑

i=1

xi yi

‖X‖ =
√

x2
1 +·· ·+ x2

n =
√

n∑

i=1

x2
i

• Sur l’espace des fonctions continues sur[a,b], E =C ([a,b],R), f , g ∈ E

(
f | g

)
=

∫b

a
f (t)g (t)d t

‖ f ‖ =

√∫b

a
f 2(t)d t
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• Sur l’espace des fonctionsf : R 7→R continues et2π-périodiques,E =C2π(R), f , g ∈E

(
f | g

)
=

∫2π

0
f (t)g (t)d t

‖ f ‖ =

√∫2π

0
f 2(t)d t

• Sur l’espace des matrices carréesMn(R), A,B ∈Mn (R)

< A,B>= Tr(At B)

‖A‖=
√
< A, A >=

√
Tr(At A).

Voir l’exercice 25.18 page 989.

DÉFINITION 27.5 ♥ Vecteur unitaire
Soit x un vecteur d’unR-espace vectorielE muni d’une norme‖·‖. On dit quex estunitairesi et seulement si‖x‖ = 1.

27.2 Orthogonalité

On considère dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel (E,(. | .)).

DÉFINITION 27.6 ♥ Vecteurs orthogonaux
Deux vecteursx et y deE sont ditsorthogonauxlorsque

(
x | y

)
= 0.

THÉORÈME 27.5 ♥ Identité de Pythagore
Soientx et y deux vecteurs deE. Alors

(
x | y

)
= 0 ⇐⇒‖x + y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2

Démonstration Utilisant la formule 27.1 :
∥∥x + y

∥∥2 = ‖x‖2 +2
(
x | y

)
+

∥∥y
∥∥2

,

et il vient immédiatement :
(
x | y

)
= 0 ⇐⇒‖x + y‖2 =‖x‖2 +‖y‖2

THÉORÈME 27.6 ♥ Des vecteurs orthogonaux2 à 2 forment un système libre
Soit S = (x1, . . . , xn ) un système de vecteurs non-nuls deux à deux orthogonaux :

∀(i , j )∈ [[1,n]]2 , i 6= j =⇒
(
xi | x j

)
= 0

Alors le systèmeS est libre.

Démonstration Soientα1, . . . ,αn ∈R tels queα1x1 + . . .+αn xn = 0. Soit i ∈ �1,n�. Du fait de la bilinéarité du produit scalaire et
que les vecteurs de ce système sont deux à deux orthogonaux :

0 =
(

xi |
n∑

j=1

αi xi

)
=

n∑

j=1

αi

(
xi | x j

)
= αi

(
xi | xi

)

Commexi 6= 0,
(
xi | xi

)
6= 0 et il vient queαi = 0. Cette égalité est vraie pour touti ∈ �1,n�. On montre ainsi que le systèmeS est

libre.

DÉFINITION 27.7 ♥ Sous-espaces orthogonaux
SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE. On dit qu’ils sont orthogonaux ssi

∀x ∈ F,∀y ∈G,
(
x | y

)
= 0
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DÉFINITION 27.8 ♥ Orthogonal d’une partie
Soit A ⊂E une partie deE. On définit l’orthogonal deA comme étant le sous-ensemble deE notéA⊥ et donné par :

A⊥ = {x ∈E | ∀a ∈ A,(x | a) = 0}

THÉORÈME 27.7 ♥ Propriétés de l’orthogonal
SoientA,B⊂ E deux parties deE.

1 A⊥ est un sous-espace vectoriel deE.

2 A ⊂B =⇒ B⊥ ⊂ A⊥
3 A⊥ = (Vect(A))⊥

4 A ⊂
(
A⊥)⊥

Démonstration

1 Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs deA donc0 ∈ A⊥. Soientα,β ∈R, x, y ∈ A⊥ et a ∈ A. Alors :
(
αx +βy | a

)
=

α(x | a)+β
(

y | a
)
= 0 doncαx +βy ∈ A⊥. A⊥ est donc bien un sous-espace vectoriel deE.

2 Supposons queA⊂ B. Soitx ∈ B⊥. Montrons quex ∈ A⊥. Soita ∈ A. CommeA⊂ B, a ∈B et (x | a) = 0. Doncx ∈ A⊥.

3 On a A ⊂ Vect (A) donc d’après la propriété précédente :(Vect(A))⊥ ⊂ A⊥. Réciproquement, six ∈ A⊥ et si y ∈ Vect (A)

montrons que
(
x | y

)
= 0. Il existen ∈N∗, α1, . . . ,αn ∈R et a1, . . . , an ∈ A tels que :y =∑n

i=1
αi ai . Et :

(
x | y

)
=

n∑

i=1

αi

(
x | ai

)
= 0

carx ∈ A⊥. Voilà qui termine la démonstration du troisième point.

4 Enfin, sia ∈ A et six ∈ A⊥ alors il est clair que :(a | x) = 0 et donc :x ∈
(
A⊥)⊥

ce qui prouve la dernière inclusion.

27.3 Espaces euclidiens

On considère dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté(. | .) et‖.‖ la norme
euclidienne associée. On noten la dimension deE.

27.3.1 Bases orthogonales, orthonormales

DÉFINITION 27.9 ♥ bases orthogonales, orthonormales
Soit e = (e1, . . . ,en) une base deE. On dit quee est une base

1. orthogonalesi et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux,c’est à dire si et seulement si :

∀(i , j ) ∈ [[1,n]]2 , i 6= j =⇒
(
ei | e j

)
= 0.

2. orthonormalesi et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux et unitaires, c’est à dire si et seulement
si :

∀(i , j )∈ [[1,n]]2 ,
(
ei | e j

)
= δi j .

Remarque 27.2 Si on se donne un système(e1, . . . ,en ) de vecteurs deux à deux orthogonaux d’un espace vectoriel
euclidien de dimensionn alors d’après la proposition 27.6, ce système est libre. Comme il est libre de rang maximal
c’est une base (orthogonale) deE.

Remarque 27.3 La base canonique deRn est orthonormale pour le produit scalaire usuel.

THÉORÈME 27.8 ♥ Calculs dans une base orthonormale
Soit e = (e1, . . . ,en ) une base orthonormale deE.

1. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont donnés par les produits scalaires :

x =
n∑

i=1

(x | ei )ei
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2. Si x = x1e1 +·· ·+ xn en et y = y1e1 +·· ·+ yn en , alors

(
x | y

)
=

n∑

i=1

xi yi = x1 y1 +·· ·+ xn yn

3. Si x = x1e1 +·· ·+ xn en ,

‖x‖2 =
n∑

i=1

x2
i = x2

1 +·· ·+ x2
n

Démonstration Ces formules se prouvent facilement en utilisant les règlesde calcul avec le produit scalaire 27.1 et le fait que :
∀(i , j ) ∈ [[1,n]]2,

(
ei | e j

)
= δi j .

27.3.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

BIO 24 Erhard Schmidt, né le 13 janvier 1876 à Dorpat (Estonie), mort le 06 décembre 1959 à Berlin)

Mathématicien allemand. Il fait ses études, comme c’est souvent le cas à
l’époque, dans différentes universités allemandes et les termine à Berlin. Il sou-
tient sa thèse en 1905 sous la direction de David Hilbert. Elle porte sur les
équations intégrales. Après avoir enseigné successivement dans les universités
de Bonn, Zurich, Erlangen et Breslau, il est nommé en 1917 comme professeur
à l’Université de Berlin où il occupe le poste laissé vacant par Schwarz. Dans
les années 1930, il subit la montée du nazisme et alors que sescollègues juifs
(Schur , von Mises) doivent quitter l’Université, il est sommé de prendre des
résolutions contre les juifs ce dont. Il s’acquitte de cettetâche avec si peu de
zèle que les nazis diront de lui à l’époque qu’« il ne comprendpas le problème
juif »et qu’il ne sera pas critiqué par la suite.
Erhard Schmidt est un des fondateurs de l’analyse fonctionnelle. Il a beaucoup
contribué à la théorie des espaces de Hilbert que vous découvrirez en spé et a
simplifié et généralisé un certain nombre de résultats d’Hilbert. C’est dans un
article de 1907 sur les équations intégrales qu’il expose leprocédé d’orthonor-
malisation. Notons que ce procédé avait été découvert au préalable par Laplace
mais c’est Schmidt qui su en donner le premier un exposé clair.

THÉORÈME 27.9 ♥ Théorème de Schmidt
Soit E un espace euclidien de dimensionn et e = (e1, . . . ,en) une base quelconque deE. Alors il existe une
base orthonormaleε= (ε1, . . . ,εn) deE vérifiant :

1 ∀i ∈ [[1,n]], εi ∈ Vect(e1, . . . ,ei ) ; 2 ∀i ∈ [[1,n]], (ei | εi ) > 0.

−→ε1

−→ε2

−→
e1

−→
e2

−→
e3

λ−→ε1 +µ−→ε2−→
f3
−→ε3

FIGURE 27.1 – Algorithme de Schmidt : redressement dee3

Démonstration On va mettre en place un algorithme permettant de construirela baseε.

• Au rang1 : Commee est une base,e1 est non nul et le vecteurε1 = e1

‖e1‖
est unitaire et vérifieVect (e1) = Vect (ε1) ainsi que

(e1 | ε1) =‖e1‖ > 0.
• Au rangk Soit k ∈ �1,n −1�. Supposons les vecteursε1, . . . ,εk construits tels que :
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– La famille
(
ε1, . . . ,εk

)
est orthonormale.

– ∀i ∈ [[1,k]], εi ∈ Vect(e1, . . . ,ei ) ;
– ∀i ∈ [[1,k]],

(
ei | εi

)
> 0.

• Au rangk +1 Construisons un vecteurεk+1 répondant au problème. Les conditions qu’il doit remplir (voir la figure 27.1) nous
invitent à le chercher sous la formeεk+1 = α1ε1 + . . .+αk εk + ek+1 où : ∀i ∈ �1,k� , αi ∈ R. Pour touti ∈ �1,k�, on a la série
d’équivalences :

εi ⊥ εk+1 ⇐⇒
(
εi | εk+1

)
= 0

⇐⇒
k∑

j=1

α j

(
εi | ε j

)
+

(
εi | ek+1

)
= 0

⇐⇒ αi

∥∥εi

∥∥2 +
(
εi | ek+1

)
= 0

⇐⇒ αi =−
(
εi | ek+1

)

car
∥∥εi

∥∥= 1. On considère alors le vecteurε̃k+1 donné par

ε̃k+1 = ek+1 −
n∑

i=1

(
εi | ek+1

)
εi .

et soitεk+1 =
ε̃k+1∥∥ε̃k+1

∥∥ Par construction, les vecteurs du système
(
ε1, . . . ,εk+1

)
sont deux à deux orthogonaux et unitaires. Cette

famille est donc orthonormale. De plus, pour touti ∈ �1,k� , Vect
(
ε1, . . . ,εi

)
= Vect

(
e1, . . . ,ei

)
et il est clair queVect

(
ε1, . . . ,εk+1

)
=

Vect
(
e1, . . . ,ek+1

)
. Enfin, quitte à considérer−εk+1 plutôt queεk+1, on peut supposer que

(
ek+1 | εk+1

)
> 0.

• Au rangn En appliquant cet algorithme jusqu’au rangn, on construit la familleε proposée.

Remarque 27.4 L’algorithme de construction de la base orthonormale est aussi important que l’énoncé du théorème.

Remarque 27.5 La matrice de passage dee versε est triangulaire supérieure.

PLAN 27.1 : Pour orthonormaliser une famille de vecteurs

On souhaite appliquer l’algorithme de Schmidt à la base(e1, . . . ,en) deE. Pour ce faire :

1 On poseε1 =
e1

‖e1‖
.

2 On supposeε1, . . . ,εk construits. On calcule le vecteur :̃εk+1 = ek+1−
∑n

i=1 (εi | ek+1)εi et on pose :

εk+1 =
ε̃k+1

‖ε̃k+1‖
.

3 Si (ek+1 | εk+1) < 0 alors on remplaceεk+1 par−εk+1.

Remarque 27.6
– La troisième étape du procédé d’orthonormalisation est facultative. Si on ne l’effectue pas, la base construite est encore

orthonormale.
– On peut aussi ne pas normaliser le vecteurε̃i dans la deuxième étape de l’algorithme. Dans ce cas la base construire

n’est pas orthonormale mais orthogonale et la formule donnant εk+1 en fonction deek+1, ε1,...,εk est légérement
changée (exercice !).

Remarque 27.7 La matrice de passage dee versε est triangulaire supérieure.

Exemple 27.3 Soit l’espaceE = R3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurse1 = (2,0,0), e2 = (1,1,1) et
e3 = (0,1,2). Construisons une base orthonormale à partir dee = (e1,e2,e3). D’après l’algorithme d’orthonormalisation
de Schmidt :

1 On poseε1 = (1,0,0) .

2 On aε̃2 = e2 − (ε1 | e2)ε1 = (0,1,1) donc ε2 =
p

2

2
(1,0,0) .

3 De mêmẽε3 = e3 − (ε1 | e3)ε1 − (ε2 | e3)ε2 =
(
0,−1

2
,

1

2

)
donc ε3 =

p
2

2
(0,−1,1) .

La famille (ε1,ε2,ε3) est une base orthonormale deE.
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MAPLE

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefi ned and
unprotected
> e1 := vector([1,0,0]);

e1 := [1, 0, 0]
> e2 := vector([1,1,1]);

e2 := [1, 1, 1]
> e3 := vector([0,1,2]);

e3 := [0, 1, 2]
> GramSchmidt([e1,e2,e3],normalized);
[ [ 1 (1/2) 1 (1/2)] [ 1 (1/2) 1 (1/2)]]
[[1, 0, 0], [0, - 2 , - 2 ], [0, - - 2 , - 2 ]]
[ [ 2 2 ] [ 2 2 ]]

27.3.3 Conséquences

COROLLAIRE 27.10 Théorème de la base orthonormale incomplète
Toute famille orthonormale

(
ε1, . . . ,εp

)
d’un espace euclidienE 6= {0E} de dimensionn (p É n) peut être complétée par

des vecteursεp+1, . . . ,εn deE en sorte que la famille(ε1, . . . ,εn ) soit une base orthonormale deE.

Démonstration En appliquant le théorème de la base incomplète, on peut compléter la famille orthonormale (et donc libre)(
ε1, . . . ,εp

)
par des vecteursek+1, . . . ,en en une basee =

(
ε1, . . . ,εk ,ek+1, . . . ,en

)
deE. On applique le procédé d’orthonormalisation

de Schmidt à cette base , on peut construire des vecteursεk+1, . . . ,εn deE tels que la famille(ε1, . . . ,εn ) soit orthonormale et tel que
Vect (ε1, . . . ,εn ) = Vect

(
ε1, . . . ,εk ,ek+1, . . . ,en

)
= E. Cette famille est donc libre et génératrice et forme une base orthonormale de

E.

COROLLAIRE 27.11 Existence d’une base orthonormale
Tout espace euclidienE 6= {0E} possède une base orthonormale.

Démonstration Soit e une base deE. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidtà cette famille, on construit une
famille orthonormaleε telle queVect (ε) = Vect (e) = E. Cette famille est donc libre et génératrice. Elle forme unebase orthonormale
deE.

THÉORÈME 27.12 ♥ Propriétés de l’orthogonal en dimension finie
Soit F un sous-espace vectoriel de dimensionp deE. Alors

1 E = F⊕F⊥

2 dimF⊥ = n−p

3 (F⊥)
⊥ = F

Démonstration Montrons queF et F⊥ sont supplémentaires dansE.
• On a :F∩F⊥ = {0}. En effet, si un vecteurx est à la fois dansF et dans l’orthognal deF, il vérifie : (x | x) = 0 et doncx = 0.
• Montrons maitenant queE = F+F⊥. CommeF est de dimensionp, par application du théorème précédent, on peut trouver une

base orthonormale
(
e1, . . . ,ep

)
de F. Soit x ∈ E et soitx′ = ∑p

k=1

(
x | ek

)
ek . On vérifie facilement quex′ ∈ F et quex −x′ ∈ F⊥.

Doncx = x +
(
x −x′

)
∈ F+F⊥ et on a bienE = F+F⊥.

Ainsi : E = F⊕F⊥. D’après le théorème 24.17, on obtient :dimF+dimF⊥ = n d’où vient la première égalité dans le théorème.

Enfin, on a prouvé dans la proposition 27.7 queF ⊂
(
F⊥

)⊥
. Mais commedim

(
F⊥

)⊥ = n −dim F⊥ = n − (n −dim F) = dimF, on

peut affirmer que :(F⊥)
⊥ = F.

Remarque 27.8 Un sous-espace vectorielF d’un espaceE de dimension finie possède, en général, une infinité de
supplémentaires. SiE est un espace euclidien,F n’admet qu’un et un seul supplémentaire orthogonal :F⊥. Pour cette
raison, on dira queF⊥ est le supplémentaire orthogonal deF dansE.

THÉORÈME 27.13 ♥♥♥ Théorème de Riesz
Soit E un espace euclidien et soitf ∈E⋆ une forme linéaire. Alors il existe un unique vecteurz f ∈E tel que

∀x ∈ E, f (x) =
(
z f | x

)
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Démonstration Pour toutz ∈E, posons :

ϕz :

{
E −→ R

x 7−→ (z | x)
.

Pour toutz ∈ E, ϕz est une forme linéaire. En effet, fixonsz ∈ E : pour toutα,β ∈ R et pour toutx, y ∈ E : ϕz
(
αx +βy

)
=(

z | αx +βy
)
=α(z | x)+β

(
z | y

)
=αϕz (x)+βϕz

(
y
)

. L’applicationΦ donnée par :

Φ :

{
E −→ E∗

z 7−→ ϕz

est alors bien définie. Montrons que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

• Φ est linéaire : siα,β ∈R etx, y ∈E alorsΦ
(
αx +βy

)
=ϕαx+βy =

(
αx +βy | ·

)
=α(x | ·)+β

(
y | ·

)
= αϕx+βϕy =αΦ (x)+βΦ

(
y
)
.

• Φ est injective : soit x ∈ E tel queΦ (x) = 0. Alors : ∀y ∈ E,
(
x | y

)
= 0, et en particulier(x | x) = 0 ce qui n’est possible, par

définition du produit scalaire que six = 0.
• Φ est surjective :commedimE = dimE∗, d’après le théorème de caractérisation des isomorphismes24.28, sachant queΦ est

injective, il vient queΦ est aussi surjective.

Toute forme linéairef ∈ E∗ surE est donc image d’un vecteurz deE parΦ. Posonsz f = z. On a alors :f =Φ
(
z f

)
=

(
z f | ·

)
et le

théorème est prouvé.

Remarque 27.9 DansRn muni du produit scalaire usuel, si l’on considère un hyperplanH d’équation :

α1x1 +·· ·+αn xn = 0

Alors cet hyperplan est orthogonal au vecteurn = (α1, . . . ,αn ) : H = {n}⊥.

27.4 Projecteurs et symétries orthogonaux

27.4.1 Projecteurs orthogonaux

DÉFINITION 27.10 ♥ Projecteur orthogonal
Soit p ∈ L(E) un projecteur (c’est à dire une endomorphismep deE vérifiantp ◦p = p). On dit quep est unprojecteur
orthogonalsi et seulement siKer p et Im p sont deux sous-espaces orthogonaux deE :

∀x ∈ Ker p, ∀y ∈ Im p,
(
x | y

)
= 0

Remarque 27.10

Soit p un projecteur orthogonal et soitx ∈ E. Alors
(
p (x) | x −p (x)

)
= 0. En effetx −p (x) ∈ Ker p = Im f ⊥

ε,
Soit

F

p(x)

x

0

x −p(x)

FIGURE 27.2 – Projecteur orthogonal

THÉORÈME 27.14 ♥ Calcul du projeté orthogonal
Soit F un sous-espace vectoriel deE et soitx ∈E. On suppose que :

H1 (ε1, . . . ,εp ) est une base orthonormale deF
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alors le projeté orthogonalp(x) du vecteurx sur le sous-espaceF vaut :

p(x) =
p∑

i=1

(x | εi ) .εi

Démonstration D’après le théorème 27.8 appliqué àp (x) ∈ F et à la base orthonormaleε deF donnée :

p (x) =
p∑

i=1

(
p (x) | εi

)
εi

=
p∑

i=1

(
x | εi

)
εi −

p∑

i=1

(
x −p (x) | εi

)
εi

=
p∑

i=1

(
x | εi

)
εi

carx −p (x) ∈ Ker p = F⊥ et donc :
∀i ∈

�
1, p

�
,

(
x −p (x) | εi

)
= 0.

THÉORÈME 27.15 ♥ Le projeté p(x) réalise la meilleure approximation dex par des vecteurs deF
Soit F un sous-espace vectoriel deE. Pour toutx ∈ E, on définit :

d(x,F) = inf
f ∈F

‖x − f ‖

Alors :

1 d(x,F) est bien défini ;

2 d(x,F) = ‖x −p(x)‖ où p(x) est la projection orthogonale dex surF ;

3 Si f ∈ F, ‖x − f ‖ Ê ‖x −p(x)‖ avec égalité si et seulement sif = p(x).

F f p(x)− f

x − f

p(x)

x

0

x −p(x)

FIGURE 27.3 – Meilleure approximation

Démonstration

1 Soit x ∈ F. NotonsF =
{∥∥x − f

∥∥ | f ∈ F
}
. F est une partie non vide deR minorée par0. Elle possède donc une borne

inférieure etd(x,F) est bien défini.

2 D’après le théorème de Pythagore 27.5, pour toutf ∈ F :

‖x − f ‖2 =‖x −p(x)‖2 +‖p(x)− f ‖2 Ê‖x −p(x)‖2 .

Donc
∥∥x −p (x)

∥∥ est un minorant deF . Mais commep (x) ∈ F,
∥∥x −p (x)

∥∥ ∈ F et est donc la borne inférieure deF . Il
vient alors :d(x,F) =‖x −p(x)‖.

3 On a de plus montré que sif ∈ F, alors‖x − f ‖ Ê ‖x −p(x)‖ et on a égalité si et seulement sif = p(x).

27.4.2 Symétries orthogonales, réflexions

DÉFINITION 27.11 ♥ Symétrie orthogonale, réflexion
Soit s ∈ L(E) une symétrie vectorielle (C’est-à-dire un endomorphisme de E tel ques ◦ s = id).
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• On dit ques est une symétrie orthogonale si et seulement si les deux sous-espaces vectorielsKer(s− id) et Ker(s+ id)

sont orthogonaux.

• On dit de plus ques est uneréflexionsi l’ensemble des vecteurs invariants des, Ker(s − id) est un hyperplan deE.

Ker(s − id)

Ker(s + id)

x

0

s(x)

FIGURE 27.4 – Symétrie vectorielle orthogonale

27.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales

27.5.1 Endomorphismes orthogonaux

On considère dans toute la suite un espace euclidienE muni d’un produit scalaire noté(. | .) et ‖.‖ la norme euclidienne
associée. On noten la dimension deE.

DÉFINITION 27.12 ♥ Endomorphismes orthogonaux
Soit u ∈ L(E). On dit queu est unendomorphisme orthogonal(ouune isométrie) si

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖

On noteO(E) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux deE.

THÉORÈME 27.16 ♥ Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire
On a l’équivalence :

u ∈O(E) ⇐⇒∀(x, y) ∈E2,
(
u(x) |u(y)

)
=

(
x | y

)

Démonstration
⇒ Supposons queu est un endomorphisme orthogonal deE. D’après l’identité de polarisation 27.1, pour tout

(
x, y

)
∈ E2 :

(
u (x) | u

(
y
))

= 1

4

(
‖u

(
x + y

)
‖2 −‖u

(
x − y

)
‖2

)

= 1

4

(
‖x + y‖2 −‖x − y‖2

)

=
(
x | y

)

⇐ Supposons queu préserve le produit scalaire alors :

‖u(x)‖ =
√

(u (x) | u (x)) =
√

(x | x) =‖x‖

et doncu ∈ O(E)

PROPOSITION27.17 Les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes
Soit u ∈ O(E) un endomorphisme orthogonal deE alorsu est un automorphisme deE et u−1 ∈ O(E) .
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Démonstration Soit x ∈ Ker u alors
‖x‖ = ‖u (x)‖ = 0

et d’après les propriétés de la norme 27.4, on peut affirmer que x = 0. DoncKer u = {0} et u est injectif.

D’après la caractérisation des automorphismes d’un espacevectoriel??, u est un automorphisme deE. Enfin, considéronsx ∈ E

et notonsy = u (x). u étant un endomorphisme orthogonal deE, on a‖x‖ =
∥∥y

∥∥. Donc, comme :u−1
(

y
)
= x, il vient que :∥∥u−1

(
y
)∥∥=‖x‖ =

∥∥y
∥∥ et u−1 est bien lui aussi un endomorphisme orthonal deE.

THÉORÈME 27.18 ♥ Groupe orthogonal
(O(E),◦) est un sous-groupe du groupe linéaire(GL (E),◦). On l’appelle legroupe orthogonaldeE.

Démonstration O(E) est un sous-ensemble non vide deGL (E) car il contientidE. D’après le théorème 19.6, il suffit de prouver
que pour toutu, v ∈ O(E), u ◦ v−1 ∈ O(E). Mais d’après la proposition précédente,v−1 est aussi une isométrie deE et pour tout
x ∈ E, on a : ∥∥∥u ◦v−1 (x)

∥∥∥=
∥∥∥u

(
v−1 (x)

)∥∥∥=
∥∥∥v−1 (x)

∥∥∥=‖x‖

ce qui prouve queu ◦v−1 ∈O(E). (O(E),◦) est donc un sous-groupe de(GL (E),◦).

PROPOSITION27.19 Une caractérisation pratique des automorphismes orthogonaux
Soit u ∈L (E) et soite = (e1, . . . ,en) une base orthonormale deE. On a équivalence entre :

1 u ∈O(E)

2 (u (e1) , . . . ,u (en)) est encore une base orthonormale deE.

Démonstration
⇒ Si u ∈ O(E), d’après la proposition 27.16, pour touti , j ∈ �1,n� :

(
u

(
ei

)
| u

(
e j

))
=

(
ei | e j

)
=

{
0 si i 6= j

1 si i = j

ce qui prouve que la famille(u (e1) , . . . ,u (en)) est une base orthonormale deE.
⇐ Si l’image paru de la base orthonormalee = (e1, . . . ,en ) est encore orthonomale alors pourx =∑n

i=1
xi ei ∈ E et par bilinéarité

du produit scalaire :

‖u (x)‖2 = (u (x) | u (x))

=
∑

i , j∈�1,n�
xi x j

(
u

(
ei

)
| u

(
e j

))

=
∑

i∈�1,n�
x2

i

(
u

(
ei

)
| u

(
ei

))

=
∑

i∈�1,n�
x2

i

= ‖x‖2.

Doncu ∈ O(E).

27.5.2 Matrices orthogonales

DÉFINITION 27.13 ♥ Matrices orthogonales
On dit qu’une matriceA ∈Mn (R) estorthogonalesi et seulement si :

t AA = In

On noteOn(R) l’ensemble des matrices orthogonales.

Remarque 27.11 Une matrice orthogonale est inversible et

A−1 = t A

Ce qui montre qu’elle vérifie également
At A = In
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THÉORÈME 27.20 ♥ Caractérisation pratique des matrices orthogonales
Soit A = (ai j ) ∈ Mn(R). Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes(C1, . . . ,Cn )

forment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel deRn, c’est à dire :

∀(p, q) ∈ [[1,n]]2 , p 6= q =⇒
n∑

i=1

ai p ai q = 0 et ∀ j ∈ [[1,n]],
n∑

i=1

a2
i j = 1

Démonstration Ces formules sont une conséquence directe de la définition duproduit matriciel et de l’égalité :At A= In

THÉORÈME 27.21 ♥ La matrice d’une isométrie dans une base orthonormale est orthogonale
On considère unebase orthonormalee = (e1, . . . ,en ) d’un espace euclidienE, et un endomorphismeu ∈ L(E). Notons

A =Mate (u). On a équivalence entre :

1 u est un automorphisme orthogonal.

2 A est une matrice orthogonale.

Démonstration NotonsA=
(
ai j

)
(i , j )∈�1,n�2

. Par bilinéarité du produit scalaire, il vient, pour touti , j ∈ �1,n� :

(
u

(
ei

)
|u

(
e j

))
=

n∑

k=1

aki ak j

(
ei | e j

)
(⋆)

⇒ Supposons queu ∈ L(E) est une isométrie deE. Alors, comme les isométries conservent le produit scalaire, l’égalité (⋆)

devient, pour touti , j ∈ �1,n� :

δi , j =
(
ei | e j

)
=

n∑

k=1

aki ak j

(
ei | e j

)

et donc, d’après 27.20,A est orthogonale.
⇐ Réciproquement, siA est orthogonale alors en utilisant à nouveau(⋆) et la proposition 27.20, on trouve, pour touti , j ∈ �1,n� :

(
u

(
ei

)
| u

(
e j

))
=

(
ei | e j

)

et donc la famille(u (e1) , . . . ,u (en)) est une base orthonormale deE. On applique alors la proposition 27.19, et il vient queu est
un automorphisme orthogonal.

Remarque 27.12 Le résultat précédent est faux si la baseε n’est pas orthonormale.

THÉORÈME 27.22 ♥ Caractérisation des matrices de passage entre bases orthonormales
Soit e une base orthonormale deE et f une base. SoitP = Pe→ f la matrice de passage entre ces deux bases. On a
équivalence entre :

1 f est une base orthonormale.

2 P est une matrice orthogonale.

Démonstration
⇒ Supposons quef est orthonormale. Soitu l’endomorphisme deE donné par :

∀i ∈ �1,n� , u
(
ei

)
= fi .

D’après la proposition 27.19,u est un automorphisme orthogonal deE. Mais Pe→ f = Me
(

f
)
= Me (u) et donc, d’après la

dernière proposition,P = Pe→ f est orthogonale.
⇒ De la même façon, siP est orthogonale, alors il en est de même deu et comme l’image d’une base orthonormale par un

élément deO(E) est orthonormale,f est orthonormale.

27.6 Etude du groupe orthogonal

Remarque 27.13 Soit A ∈ Matn (R) une matrice orthogonale. CommeA.tA = In et quedet(A) = det
(

tA
)
, il vient que :

det(A)=±1.
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DÉFINITION 27.14 ♥ Groupe spécial orthogonalO+
n (R)

Soit une matrice orthogonaleA ∈On(R). Alors det(A)=±1. On définit les sous-ensembles deOn(R) suivants :

O+
n (R)= {A ∈On (R) | det A =+1} O−

n (R)= {A ∈On (R) | det A =−1}

Les matrices deO+
n (R) sont appeléesspéciales orthogonales. L’ensembleO+

n (R) est un sous-groupe du groupe orthog-
onal(On(R),×).

Démonstration SoientA,B ∈ O+
n (R) alorsA.B−1 est encore élement deOn (R) car ce dernier est un groupe. De plus, avec les

propriétés du déterminantdet
(
A.B−1

)
= 1 doncA.B−1 ∈O+

n (R) et O+
n (R) est bien un sous-groupe deOn(R).

PROPOSITION27.23 Critère pour reconnaître les matrices deO+
n (R)

Soit une matrice orthogonaleA ∈On (R). Soit un coefficientai j 6= 0 de la matriceA et∆i j le cofacteur associé.

1. Si A ∈O+
n (R), alorsai j =∆i j ;

2. si A ∈O−
n (R), alorsai j =−∆i j .

Démonstration Soit A =
(
ai j

)
∈ On(R). L’inverse de la matriceA est tA. Cet inverse est aussi donné part(ComA)/det A où

ComA est la comatrice deA (voir section 25.10.2 page 979). Alors par identification des coefficients dans ces deux matrices, pour
tout

(
i , j

)
∈ �1,n�2, on a :ai j =∆i j /det A. Si A ∈ O+

n (R), alorsdet A= 1 et ai j =∆i j . Si A ∈ O−
n (R), alorsdet A=−1 et ai j =−∆i j .

Remarque 27.14 En pratique, pour vérifier qu’une matriceA ∈On(R) est spéciale orthogonale, on calcule le déterminant
∆11 = m11 et on compare son signe avec celui du coefficienta11.

DÉFINITION 27.15 ♥ Isométries directes et indirectes
Soit une isométrieu ∈ O(E) d’un espace euclidien orientéE. Alors det(u) =±1. On dit queu est uneisométrie directe
deE lorsquedet(u) =+1, et une isométrie indirecte lorsquedet(u) =−1. On noteE l’ensemble des isométries directes,

et O−(E) l’ensemble des isométries indirectes deE. L’ensembleE est un sous-groupe du groupe orthogonal(O(E),◦).

Remarque 27.15 Si ε est une base orthonormale deE, et siU est la matrice de l’isométrieu dans la baseε, alors

(
u isométrie directe

)
(i)

⇐⇒
(
U ∈ O+

n (R)
)

(i i)

Remarque 27.16 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, une isométrie directe transforme une base orthonormée
directe en une base orthonormée directe. (et une isométrie directe transforme une base orthonormée directe en une base
orthonormée indirecte.)

Remarque 27.17 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, tout endomorphisme qui transforme une base orthonormée
directe en une base orthonormée directe est une isométrie directe.

27.6.1 Etude du groupe orthogonal en dimension2.

On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orientéE de dimension2.

THÉORÈME 27.24 ♥ Etude deO+
2 (R)

1 Les matrices deO+
2 (R) sont de la forme

Rθ =
(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

oùθ ∈R.

2

Rθ×Rθ′ = Rθ+θ′

3

R−1
θ = R−θ

4 L’application

ϕ :

{
(R,+) −→ (O+

2 (R),×)

θ 7−→ Rθ

est un morphisme de groupes de noyau2πZ.

Démonstration
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1 Soit A=
(

a b

c d

)
∈ Mat2 (R). On a les équivalences :

A ∈ O+
2 (R)

⇐⇒ AtA = 1 et det A= 1

⇐⇒





a2 +b2 = 1

c2 +d2 = 1

ac +bd = 0

ad −bc = 1

Des deux premières équations, on tire l’existence deθ et θ′ ∈ R tels que :a = cosθ, b = sinθ, c = cosθ′ et d = sinθ′. La
troisième équation devient alors :cosθsinθ′−sinθcosθ′ = 1 c’est à diresin

(
θ′−θ

)
= 1 et la quatrième devient :cosθcosθ′+

sinθsinθ′ = 0 c’est à direcos
(
θ′−θ

)
= 0. Il vient alors :θ′ = θ+

π

2
[2π] et on obtient :

A ∈ O+
2 (R) ⇐⇒ A=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)
oùθ ∈R

2 Cette formule est une conséquence directe du premier point et des formules d’addition pour le cosinus et le sinus.

3 D’après la formule précédente, on a :RθR−θ = Rθ−θ = R0 = I2 doncR−1
θ

= R−θ.

4 Soientθ,θ′ ∈R. On a :
ϕ

(
θ+θ′

)
= Rθ+θ′ = Rθ×Rθ′ =ϕ(θ)ϕ

(
θ′

)

doncϕ est bien un morphisme de groupe. On a par ailleurs les équivalences :

ϕ
(
Rθ

)
= I2 ⇐⇒

{
cosθ = 1

sinθ = 0
⇐⇒ θ= 0 [2π]

doncKerϕ= 2πZ.

THÉORÈME 27.25 ♥ Rotations vectorielles
Soit E un espace euclidien de dimension2 orienté etu ∈E une isométrie directe. Alors il existe un uniqueθ ∈ [0,2π[ tel

que pourtoute base orthonormale directeε deE,

Matε(u) =
(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)

On dit queu est la rotation vectorielle d’angleθ et on noteu = rθ.

Démonstration C’est une conséquence directe du théorème précédent et du théorème 27.21.

THÉORÈME 27.26 ♥ Angle de deux vecteurs
Soit E un espace euclidien orienté de dimension2 et (U,V) ∈ E2 deux vecteurs non-nuls. On définit

u =
U

‖U‖
, v =

V

‖V‖

Alors il existe une unique rotationr ∈O+
2 (R) telle quev = r (u). Si θ est l’angle de la rotationθ ∈ [0,2π[, on note

�(U,V) = θ

l’angle orienté des vecteurs(U,V). On a alors :

Det(U,V) = ‖U‖‖V‖ sinθ et (U | V) = ‖U‖‖V‖ cosθ

Démonstration
Existence On applique le procédé d’ortonormalisation de Schmidt 27.9et on complète les vecteursu et v en deux bases

e =
(
u,u′) et e′ =

(
v, v ′) orthonormales directes du plan. D’après la proposition 27.22, la matrice de passageA de e à e′ est

orthogonale. Comme les bases sont directes, on a de plusdet A= 1. En résumé :A ∈ O+
2

(R). Considérons alors l’endomorphisme
ϕ deE tel queMate′←e (u) = A. D’après la propriété précédente,ϕ est une rotation du plan. On a de plusϕ(u) = v .

Unicité Si ϕ et ϕ′ sont deux rotations du plan envoyantu sur v , alors, avec les notations précédentes,ϕ(u) = ϕ′ (u) et comme
les rotations conservent le produit scalaire et l’orientation, ϕ

(
u′)=ϕ′ (u′). Comme les endomorphismesϕ etϕ′ sont égaux sur

les vecteurs d’une base deE, ils sont égaux surE : ϕ=ϕ′.
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Enfin, siθ ∈ [0,2π[ est l’angle de la rotationϕ, dans la basee les coordonnées deu sont
(

1

0

)
et celles dev =ϕ(u) :

(
cosθ

sinθ

)
=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
1

0

)

On vérifie alors facilement que
Det(U,V) =‖U‖‖V‖Det (u, v) =‖U‖‖V‖ sinθ

et que
(U | V)=‖U‖‖V‖ (u | v) =‖U‖‖V‖ cosθ.

Remarque 27.18 On utilise ces formules pour déterminer l’angle entre deux vecteurs. Par exemple dansR2 euclidien
orienté usuel, quel est l’angle entre les vecteursU = (1,1) et V = (0,1) ?

THÉORÈME 27.27 ♥ Etude deO−
2 (R)

Considérons la matriceP =
(
1 0

0 −1

)
∈ O−

2 (R). L’application

∆ :

{
O+

2 (R) −→ O−
2 (R)

A 7−→ AP

est une bijection. Toute matrice deO−
2 (R) est de la forme

B=
(
cosθ sinθ

sinθ −cosθ

)

Démonstration Laissée en exercice au lecteur.

THÉORÈME 27.28 ♥ Isométries indirectes et réflexion
Une isométrie indirecte d’un espace euclidien orienté de dimension2 est une symétrie orthogonale par rapport à une

droite, c’est à dire uneréflexion.

Démonstration La matrice d’une isométrie indirecteu dans une base orthonormalee = (e1,e2) étant de la formeA=
(
cosα sinα

sinα −cosα

)

et cette matrice vérifiantA2 = A, on en déduit queu est une symétrie par rapport àKer (u − id) parallèlement àIm(u + id). Déter-
minonsKer (u − id). On a, dans la basee :

U = xe1 + ye2 ∈ Ker (u − id)

⇐⇒
{

(cosα−1) x +sinα y = 0

sinα x − (cosα+1) y = 0

⇐⇒





sin
α

2

(
sin

α

2
x −cos

α

2
y
)
= 0

cos
α

2

(
sin

α

2
x −cos

α

2
y
)
= 0

⇐⇒ sin
α

2
x −cos

α

2
y = 0

car on ne peut avoir en même tempssin
α

2
= 0 etcos

α

2
= 0. On en déduit queKer (u − id) est la droite vectorielle d’équation polaire

θ= α

2
.

On montrerait de même queU = xe1 + ye2 ∈ Im(u − id) si et seulement sisin
α

2
x + cos

α

2
y = 0. Les deux droites vectorielles :

Ker (u − id) et Im(u − id) sont bien orthogonales etu est une réflexion du plan.

THÉORÈME 27.29 ♥ Décomposition des rotations
Soit E un espace euclidien orienté de dimension2.

1 Toute rotation deE s’écrit comme composée de deux réflexions.

2 Réciproquement, tout produit de réflexion est une rotation.

Démonstration

1 Soit r une rotation ets une réflexion deE. Posonst = s−1 ◦r . t est une isométrie deE et det t = det
(
s−1

)
det u =−1, donct

est indirecte. En vertu de la proposition 27.28,t est une réflexion etr = s ◦ t est bien la composée de deux réflexions.

2 Réciproquement, sis et t sont deux réflexions deE alorss ◦ t est une isométrie directe deE, c’est à dire une rotation.
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Remarque 27.19 Les réflexions engendrent le groupe orthogonalO(E2). Toute isométrie deE2 s’écrit comme un
produit de1 ou 2 réflexions.

27.6.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3

On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orientéE de dimension3.

Produit mixte, produit vectoriel

PROPOSITION27.30 Déterminant dans une base orthonormée directe
Soit u, v, w trois vecteurs. Le déterminant de ces trois vecteurs exprimé dans une base orthonormée directe ne dépend
pas de la base orthonormée directe chosie.

Démonstration On utilise la formule de changement de base :

det
e′

(x1, . . . , xn ) = det
e′

(e1, . . . ,en )×det
e

(x1, . . . , xn )

La matrice de passagePe′←e dee verse′ est donc aussi la matrice dans la basee de l’endomorphisme qui transformee ene′, donc
qui transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe. C’est donc une matrice deO+(E). Elle a donc un
déterminant égal à1. Doncdete′ (x1, . . . , xn ) = dete (x1 , . . . , xn ). Ce qu’il fallait vérifier.

La propriété précédente permet d’énoncer la

DÉFINITION 27.16 ♥ Produit mixte
Soit u, v, w trois vecteurs. On appelle produit mixte de(u, v, w) le déterminant de(u, v, w) exprimé dans une base
orthonormée directe. On le note[u, v, w].

Les propriétés du determinant permettent d’énoncer :

PROPOSITION27.31
Soit (u, v, w) ∈ E3.

1 [u, v, w] 6= 0 si et seulement si(u, v, w) est une base deE.

2 [u, v, w] =−[v,u, w].

3 w 7→ [u, v, w] est une forme linéaire.

D’après le théorème de Riesz, il existe un unique vecteurx ∈E tel que∀w ∈ E, [u, v, w] = (x | w). D’où la définition :

DÉFINITION 27.17 ♥ Produit vectoriel
Soitu et v deux vecteurs. On appelle produit vectoriel deu et v l’unique vecteur notéu∧v vérifiant∀w ∈ E, [u, v, w] =
(u∧ v | w).

Les propriétés du produit mixte permettent d’établir

PROPOSITION27.32
Soit (u, v, w) ∈ E3.

1 u∧ v =−v ∧u et u∧u = 0.

2 (u+ v)∧w = u∧w + v ∧w .

3 u∧ v si et seulement si(u, v) est liée.

ainsi que

PROPOSITION27.33
Soit (i , j ,k) une base orthonorméedirectedeE. on a
• i ∧ j = k, j ∧k = i , k ∧ i = j ,
et siu(x1, y1, z1) et v(x2, y2, z2), alorsu∧ v(L,M,N) avec

L =
∣∣∣∣
y1 y2

z1 z2

∣∣∣∣ , M =
∣∣∣∣
z1 z2

x1 x2

∣∣∣∣ , N =
∣∣∣∣
x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ .
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Sous-espaces stables

LEMME 27.34
Soit u une isométrie deE. Il existe un vecteur non nulε ∈ E tel que soitu (ε) = ε, soitu (ε) =−ε.

Démonstration Intéressons nous au polynômeP (X) = det(u −X id) = 0 et montrons que1 ou −1 est une de ses racines.P est
un polynôme à coefficients réels de degré3 et de coefficient du terme dominant−1. Il vérifie donc lim

X→−∞
P = +∞ et lim

X→+∞
P =

−∞. P est de plus continue surR. D’après le théorème des valeurs intermédiaires,P admet une racine réelleα ∈ R. On a alors
det(u −α id) = 0 et Ker (u −α id) n’est pas réduit au vecteur nul. Il existe donc un vecteur nonnul ε ∈ E tel queu (ε) = αε. Mais u

étant une isométrie, il vient :‖u (ε)‖ = |α|‖ε‖ = ‖ε‖ et doncα=±1. On a ainsi prouvé l’existence d’un vecteurε ∈ E tel queu (ε) = ε

ou u (ε) =−ε.

LEMME 27.35
Soit u une isométrie deE et soitε ∈ E un vecteur non nul tel queu (ε) = ±ε. ConsidéronsD = Vect (ε) et soitH un
supplémentaire orthogonale àD. Alors :

1 H est un plan vectoriel.

2 u (H) ⊂ H.

3 La restriction du produit scalaire deE à H est un produit scalaire surH et pour ce produit scalaire,u|H est une
isométrie deH.

Démonstration

1 CommedimE = 3, quedimD = 1 et queH et D sont supplémentaires dansE, il est clair quedimH = 2.

2 u étant une isométrie, elle préserve le produit scalaire et six ∈H alors

(u (x) | ε) =±(u (x) | u (ε)) =±(x | ε) = 0

carH et D sont des sous-espaces orthogonaux etu (H)⊂ H.

3 Il est clair que la restriction du produit scalaire deE à H est un produit scalaire surH. Notons(· | ·)|H ce produit scalaire sur
H. Pour toutx, y ∈ H, on a : (

u|H (x) |u|H
(

y
))
|H =

(
u (x) | u

(
y
))
=

(
x | y

)
=

(
x | y

)
|H

et u est bien une isométrie deH.
Application 27.4 Avec les notations des deux lemmes précédents, considéronsε3 =

ε

‖ε‖
. On fixe ainsi une orientation de

D et on a encoreu (ε3) =±ε3. Le vecteurε3 induit une orientation du planH. Considérons(ε1,ε2) une base orthonormale
directe deH. La famille (ε1,ε2,ε3) est une base orthonormale directe de l’espaceE. Commeu|H est une isométrie deH,
d’après le travail effectué dans le paragraphe 27.6.1, on a deux possibilités pouru|H :
– soit c’une réflexion deH par rapport à la droite vectorielleD1 = Ker

(
u|H − idH

)
⊂ H dont un suplémentaire orhogonal

dansH est donné parD2 = Im
(
u|H − idH

)
⊂ H. On peut prendre dans ce cas pourε1 un vecteur unitaire qui engendreD1

et pourε2 un vecteur unitaire qui engendreD2 en sorte que(ε1,ε2) soit directe.
– soit c’est une rotation deH d’angleθ ∈R

On noteraA la matrice deu dans la base(ε1,ε2,ε3) et E(1) = Ker(u − id) le sous-espace vectoriel deE des vecteurs
invariants paru.

1 Cas1 : u (ε3) = ε3 et u|H est une rotationA est de la forme

A =




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




où θ ∈ R est l’angle de la rotationu|H du plan orientéH. On dit queu est une rotation d’angleθ et d’axe orienté
D. Si θ 6= 0[π], on a :E (1) = D et sinonu = id et E (1) = E.

2 Cas2 : u (ε3) = ε3 et u|H est une réflexionAvec les vecteursε2 et ε3 précédemment construits, on a

A =




1 0 0

0 −1 0

0 0 1


 .

u est alors une réflexion par rapport au planVect (ε1,ε3). De plusE (1) = Vect (ε1,ε3).

3 Cas3 : u (ε3) =−ε3 et u|H est une rotation

A =




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 −1


=




1 0 0

0 1 0

0 0 −1







cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




et u est la composée de la reflexion par rapport au planVect (ε1,ε2) et d’une rotation. Dans ce casE (1) = {0}
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4 Cas4 : u (ε3) =−ε3 et u|H est une réflexionComme dans le second cas, quitte à bien choisir les vecteursε1 etε2,
la matriceA est de la forme :

A =




1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


 .

u est alors une symétrie orthogonale par rapport à la droiteVect(ε1). Remarquons queu est aussi une rotation
d’axeVect (ε1) et d’angleπ. Comme dans le premier cas,E (1) = D.

Remarque 27.20 Au regard des4 formes précédentes pour la matriceA, u est une isométrie directe dans les cas1 et 4

et indirecte dans les cas2 et 3.

Isométries directes

THÉORÈME 27.36 ♥ Isométries directes en dimension3 : rotations vectorielles
Soit une isométrie directeu ∈ E3. On noteE(1) = Ker(u− id) le sous espace vectoriel formé des vecteurs invariants par

u. On a montré que :

1. Siu 6= idE, E(1) est une droite vectorielleD = Vect(ε3) où ε3 est un vecteur de norme1 ;

2. Pour toute base orthonormée directeε= (ε1,ε2,ε3) (le troisième vecteurε3 dirigeant l’axe et fixé), la matrice de
u dans la baseε s’écrit :

Mate (u) =




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




On dit queu est larotationd’axeVect(e3) et d’angleθ.

Remarque 27.21 L’angle de la rotation dépend du choix du vecteurd . Si l’on choisitd ′ =−d pour diriger l’axe, l’angle
θ est transformé en son opposé.

Remarque 27.22 Ne pas confondre l’angleθ de la rotation avec l’angle entre les vecteursx et r (x) !

PROPOSITION27.37 Détermination de l’angle d’une rotation
SoientE un espace euclidien orienté de dimension3, r une rotation etε un vecteur unitaire qui dirige l’axe de cette
rotation. Ce vecteurε définit une orientation du planH = Vect d⊥ et donc de l’angleθ der . Soit x ∈H :

r (x) = cosθ.x + sinθ.ε∧ x

Démonstration Si x = 0 le résultat est évident. Supposons quex 6= 0. On peut, sans perdre en généralité, supposer de plus que
x est unitaire. Posonsy = ε∧ x. y est un vecteur orthogonal àε et est donc élément deH. La famille

(
x, y,ε

)
forme une base

orthonormale directe deE et la matrice der dans cette base est



cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1


 .

L’image dex parr est donc le vecteur :

r (x) = cosθ.x +sinθ.y = cosθ.x +sinθ.ε∧x.

Remarque 27.23Cette proposition donne un moyen pratique de déterminer leséléments caractéristiques d’une rotation :

PLAN 27.2 : Pour déterminer les éléments caractéristiques d’unerotation

1 Déterminer l’axeD de la rotation : c’est l’ensemble des vecteurs invariants.

2 Chercher un vecteurd ∈ D unitaire. Il définit une orientation sur le planP = Vect(d)⊥.

3 Déterminer un vecteurε1 ∈ P, vérifiant(d | ε1) = 0.

4 Poserε2 = d ∧ε1. Alors (ε1,ε2,d) est une base orthonormale directe de l’espace.

5 Calculerr (ε1) et le décomposer surε1 et ε2 :

r (ε1) = cosθε1 + sinθε2

On en tirecosθ et sinθ et donc l’angle de la rotation.
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ε1 u(ε1)

= cosθε1 + sinθε2

ε2

d

θ

FIGURE 27.5 – Détermination de l’angleθ d’une rotation

Remarque 27.24 On peut également utiliser les remarques suivantes pour étudier une rotationu donnée par sa matrice
A dans une base quelconque :

PLAN 27.3 : pour étudier une rotationu donnée par sa matriceA

1 On vérifie queA ∈ O+
3 (R) en montrant que la matriceA est orthogonale et en montrant quedet(A) = +1 (il

suffit de comparera11 et∆11).

2 On sait que dans toute base orthogonale directe de la formeε= (ε1,ε2,d),

Matε(u) = U =




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




Alors les matricesA et U sont semblables et par conséquent,Tr(A)= Tr(U) d’où l’on tire

2cosθ+1= Tr(A)

3 On détermine l’axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants :Vect(d) où d est un vecteur unitaire.
Cela revient à résoudre un système homogène3×3.

4 On détermine un vecteurε1 unitaire orthogonal àd et on calcule

Det
(
ε1,u(ε1),d

)

Comme ce produit mixte est indépendant de la base orthonormale directe choisie pour le calculer, en intro-
duisant (sans le calculer)ε2 tel queε= (ε1,ε2,d) soit une base orthonormale directe,

Det
(
ε1,u(ε1),d

)
=

∣∣∣∣∣∣

1 cosθ 0

0 sinθ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= sinθ

5 On obtient donc :

cosθ= Tr(A)−1

2
, sinθ= Det

(
ε1,u(ε1),d

)

et l’on en tire l’angleθ de la rotation.

Exemple 27.5Dans l’espaceR3 orienté euclidien usuel, on considère l’endomorphisme de matrice

A = 1

2
p

2




1+
p

2 −
p

2
p

2−1p
2 2 −

p
2p

2−1
p

2 1+
p

2




dans la base canonique. On va reconnaître cet endomorphismeet préciser ses éléments caractéristiques. On flaire une
isométrie : On calcule la norme du premier vecteur colonne

1

(2
p

2)2
(1+ 2

p
2 + 2 + 2+ 2 − 2

p
2+ 1) = 1. Itou pour le deuxième

1

(2
p

2)2
(2 + 4+ 2) = 1. Le produit scalaire de ces

deux vecteurs colonnes égale
1

(2
p

2)2
(−

p
2−2+2

p
2+2−

p
2) = 0. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs colonnes

a pour coordonnées
2−2(

p
2−1)

(2
p

2)2
= 1

2
p

2

4−2
p

2

2
p

2
=

p
2−1

2
p

2

−(
p

2−1)
p

2−
p

2(1+
p

2)

(2
p

2)2
= 1

2
p

2

−2+
p

2−
p

2−2

2
p

2
=
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−
p

2

2
p

2

2(1+
p

2)+ (
p

2)2

(2
p

2)2
=

1

2
p

2

2+2
p

2+2

2
p

2
=

p
2+1

2
p

2
.

On retrouve bien le troisième vecteur colonne. On a donc une isométrie positive. C’est donc une rotation d’angleθ.

Comme la trace égale
4+2

p
2

2
p

2
=
p

2+1 = 1+2cosθ. Donccosθ=
p

2

2
.

Pour trouver l’axe, on résout le système





(1+
p

2) x −
p

2 y +(
p

2−1) z = 2
p

2 xp
2 x +2 y −

p
2 z = 2

p
2 y

(
p

2−1) x +
p

2 y (1+
p

2) z = 2
p

2 z

Soit





(1−
p

2) x −
p

2 y +(
p

2−1) z = 0p
2 x +(2−2

p
2) y −

p
2 z = 0

(
p

2−1) x +
p

2 y (1−
p

2) z = 0

. On prend, par exemple,d =
(p

2
2 ,0,

p
2

2

)
.

Le vecteurj (0,1,0) lui est orthogonal et appartient donc au plan de rotation. Son image estr ( j ) =
(
− 1

2
,
p

2
2

, 1
2

)
. Enfin

j ∧ r ( j )= ( 1
2 ,0, 1

2 ) =
p

2
2 d . Doncsinθd =

p
2

2 d .

Remarque 27.25 Il n’est pas compliqué de comprendre pourquoi c’estsinθd qui est un invariant de la rotation (et
passinθ). Le vecteurd oriente le plan de rotation. Pour faire simple, il donne la direction du "haut". En changeantd en
−d , on intervertit le "haut" et le "bas", on regarde le plan de l’autre côté, et donc on voit la rotation tourner "dans l’autre
sens". Ceci a pour effet de changersinθ en son opposé.

Résumons l’étude précédente :

THÉORÈME 27.38 ♥ Classification des isométries en dimension3
Soit un endomorphisme orthogonalu ∈ O(E). On noteE(1) = Ker(u− id) le sous-espace formé des vecteurs invariants.
Selon la dimension deE(1), on a la classification suivante :

dimE(1) det(u) u ∈ Nature deu

3 1 O+(E) id

2 −1 O−(E) RéflexionsH

1 1 O+(E) Rotation autour d’un axer (dont les demi-tours)
0 −1 O−(E) Composée d’une rotation et d’une réflexion

Dans le dernier cas,u = r ◦ sH, où le planH invariant par la réflexion est orthogonal à l’axe de la rotation r .

Remarque 27.26 Si A ∈ O−
3 (R), alorsdet(−A) = −det(A) = 1. Donc la matrice−A est spéciale orthogonale. On se

ramène à l’étude précédente. On peut également résumer la classification des isométries deE3 de la façon suivante :
– Isométries directes : ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symétries orthogonales par rapport à une

droite sont des rotations d’angleπ, et on convient queidE est une rotation d’angle0) ;
– Isométries indirectes : elles sont de la forme−rD,θ où rD,θ est une rotation par rapport à une droite vectorielleD (avec

l’identité). On a alorsu =−rD,θ = rD,θ+π ◦ sD⊥ .

H = D⊥

D
x

rθ(x)rθ+π(x)

u(x) =−rθ(x) = sH ◦ rθ+π(x)

FIGURE 27.6 – Isométrie indirecte avecE(1) = {0E}
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Remarque 27.27 On montre qu’une rotation vectoriellerD,θ s’écrit comme produit de deux réflexionssH et sH′ avec
H∩H′ = D. Alors toute isométrie deE3 se décompose comme un produit de réflexions. Par conséquent,les réflexions
engendrent le groupe orthogonalO(E3).

En résumé

Les différentes définitions données dans ce chapitre doivent être connues avec précision. Il ne faut être préçis et rigoureux
quand on vérifie qu’une forme bilinéaire est un produit scalaire et il ne faut bien entendu omettre aucun axiome. Il faut de
plus parfaitement connaître :

1 Les inégalités de Schwarz et de Minkowski.

2 Le théorème de Pythagore.

3 La notion de base orthogo(nor)nale et Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

4 Les notions de sous-espaces orthogonaux, de projections etde symétries orthogonales.
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27.7 Exercices

27.7.1 Espaces préhilbertiens réels

Exercice 27.1 ♥
Soit l’espaceE =R1[X] muni du produit scalaire

(P |Q) =
∫1

0
P(t)Q(t)d t

1. Montrer que(. | .) définit un produit scalaire surE

2. Trouver une base orthonormaleε deE

3. Trouver les coordonnées du vecteurP = X+1 dansε.

Solution :

1. On vérifie facilement les axiomes définissant un produit scalaire. De plus, siP = aX+b et si Q = a′X+b′ alors
(P |Q) = aa‘′+ab′+a′b.

2. On notee0 = 1 et e1 = X les deux vecteurs de la base canonique. On redresse cette base à l’aide du procédé de
Schmidt. Il vient tout d’abordε0 = e0 puis on calculẽε1 = e1 − (ε0 | e1)ε0 = X−1/2 etε1 = ε̃1/‖ε̃1‖= 2/5(2X−1).

3. Comme la baseε est orthonormale, on calcule(P | ε0)= 1 et (P | ε1) = 1/15 donc les coordonnées deP dansε sont
(1,1/15).

Exercice 27.2 ♥
Dans l’expace vectorielR4 muni de son produit scalaire usuel, on considère les vecteurs v1 = (0,3,1,−1) et v2 =
(1,2,−1,1). SoitF le sous-espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs. Déterminer un système d’équations deF⊥

puis une bon deF⊥.

Solution : Soit un vecteurX = (x, y, z, t) ∈R4. Alors

X ∈ F⊥ ⇐⇒ (X | v1) = (X | v2) = 0 ⇐⇒ (3y + z − t = 0 et x +2y − z + t = 0)

On a donc trouvé un système d’équations deF⊥. On calcule ensuite une base deF⊥ : e1 = (0,0,1,1), e2 = (−5,1,0,3). On
redresse cette base en utilisant l’algorithme de Schmidt :ε1 = (1/

p
2)(0,0,1,1), ε2 = (

p
2/
p

61)(−5,1,3/2,3/2) et alors
(ε1,ε2) est une bon deF⊥.

Exercice 27.3 ♥
Soit E un espace préhilbertien réel, etB = (e1, . . . ,en) un système de vecteurs deE de norme1 tels que :

∀x ∈ E, x =
n∑

k=1

(x | ek ) .ek

1. Montrer que sii 6= j , alors
(
ei | e j

)
= 0

2. Montrer queB est une base orthonormale deE.

Solution : Soit i ∈ [1,n]. On écrit

ei =
n∑

k=1

(ei | ek ) .ek =⇒ (ei | ei ) =
∑

k 6=i

(ei | ek )2 + (ei | ei )2 =⇒
∑

k 6=i

(ei | ek )2 = 0

(car‖ei‖ = 1 ). Donc∀i 6= k, (ei | ek ) = 0. Le système est donc formé de vecteurs orthogonaux deux à deux. Il est donc
libre d’après le cours. Par définition, il est générateur, c’est donc une base orthonormale.

Exercice 27.4 ♥
SoientE un espace préhilbertien réel et une applicationf : E 7→ E vérifiant f (0) = 0 et

∀(x, y) ∈E2, ‖ f (x)− f (y)‖ = ‖x − y‖

1. Montrer que∀(x, y) ∈ E2, ‖ f (x)‖ = ‖x‖ et
(

f (x) | f (y)
)
=

(
x | y

)
.

2. Calculer‖ f (λx +µy)−λ f (x)−µ f (y)‖2 et en déduire que l’applicationf est linéaire.

1084



Solution :

1. Fairex = 0 et utiliser l’identité de polarisation.

2. En développant et en utilisant 1. , on trouve que cette quantité est nulle.

Exercice 27.5 ♥
Pour deux matricesA,B ∈Mn(R) on définit :

(A |B) = Tr(At B)

1. Montrer que(. | .) est un produit scalaire sur l’espace des matrices carréesE =Mn (R).

2. Montrer que l’ensemble des matrices symétriques et l’ensemble des matrices antisymétriques forment deux
sous-espaces orthogonaux pour ce produit scalaire.

3. Déterminer la projection orthogonale d’une matriceA sur l’espace des matrices antisymétriques.

Solution :

1. Si A = ((ai j )) et B= ((bi j )), on calcule

(A |B) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j bi j

Donc (A | A) =
∑

1Éi , jÉn a2
i j

. On en déduit que(. | .) est positive et définie. La bilinéarité et la symétrie ne posent
pas de problèmes.

2. (A |B) = Tr(At B) = Tr(AB) = Tr(
t
(At B)) = Tr(Bt A) = Tr(t AB) = −Tr(AB) et on en tire que(A |B) = 0. Par con-

séquent, les sous-espaces formés des matrices symétriqueset antisymétriques sont orthogonaux :

Mn(R) =An(R)
⊥
⊕Sn(R)

3. On reprend la décomposition d’une matrice quelconque en une somme d’une matrice antisymétrique et d’une
matrice symétrique vue en cours :

A = 1

2
(A− t A)+ 1

2
(A+ t A)

Alors le projeté orthogonal de la matriceA est la composante antisymétrique :p(A)= 1

2
(A− t A).

Exercice 27.6 ♥
Soit M ∈Mn(R). Montrer que

(∀X ∈Mn1(R), t XMX = 0) ⇐⇒ (t M =−M)

Solution : Transposer, et calculert (X+Y)M(X+Y).

Exercice 27.7 ♥
Soit E un espace euclidien etS = (e1, . . . ,en ) un système de vecteurs unitaires tels que :

∀x ∈ E
n∑

k=1

(x | ek )2 = ‖x‖2

Montrer queS est une base deE.

Solution : Soit x ∈Vect(e1, . . . ,en)⊥. On a
n∑

k=1

(x | ek )2 = ‖x‖2. Comme tous les(x | ek ) sont nuls, on a‖x‖2 = 0 et donc

x = 0. DoncVect(e1, . . . ,en)⊥ = {0} et doncVect(e1, . . . ,en) = E. S est donc une famille génératrice deE.

D’autre part, soiti ∈ {1, . . . ,n}. On a
n∑

k=1

(ei | ek )2 = ‖ei ‖2, donc
∑

k 6=i

(ei | ek )2 = 0, donc pourk 6= i , (ei | ek )2 = 0. S est

donc orthogonale. A fortiori elle est libre.

Exercice 27.8 ♥
Soit E un espace euclidien, etF,G deux sev deE. Montrer que

1. (F+G)⊥ = F⊥∩G⊥
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2. (F∩G)⊥ = F⊥+G⊥

3. E = F⊕G ⇐⇒ E = F⊥⊕G⊥

Solution :

1. Soitx ∈ (F+G)⊥. On a∀y ∈ F,∀z ∈ G,(x, y + z) = 0. En particulier pourz = 0, ce qui donnex ∈ F⊥ et poury = 0,
ce qui donnex ∈ G⊥. Doncx ∈ F⊥∩G⊥. On a donc(F+G)⊥ ⊂ F⊥∩G⊥.
Dans l’autre sens, Soitx ∈ F⊥ ∩ G⊥. Soit (x, y) ∈ F× G. Commex ∈ F⊥, on a (x, y) = 0, commex ∈ G⊥, on
a (x, z) = 0. En additionnant on a, grâce à la linéarité par rapport à la deuxième variable,(x, y + z) = 0. Donc
x ∈ (F+G)⊥. On a doncF⊥∩G⊥ ⊂ (F+G)⊥.

2. On poseF′ = F⊥ et G′ = G⊥. D’après la propriété précédente, on a(F′+G′)⊥ = F′⊥∩G′⊥. Or F′⊥ = F et G′⊥ = G.
Donc(F′+G′)⊥ = F∩G. En prenant l’orthogonal de cette égalité :F′+G′ = (F∩G)⊥, soitF⊥+G⊥ = (F∩G)⊥.

3. SupposonsE = F⊕G. D’après la première question, en écrivantE = F+G, on aF⊥∩G⊥ = (F+G)⊥ = E⊥ = {0}.
D’après la deuxième question, en écrivant(F∩G) = {0}, F⊥+G⊥ = (F∩G)⊥ = {0}⊥ = E.
Dans l’autre sens, on applique l’implication précédente pour F′ = F⊥ et G′ = G⊥.

Exercice 27.9 ♥
Soitϕ une forme linéaire surMn(R). Montrer qu’il existe une matriceB ∈Mn(R) telle que :

∀A ∈Mn(R) ϕ(A)= Tr (BA)

Solution : On sait que la forme bilinéaire définie pour toutA,B ∈Mn(R) par (A,B) 7→ (A |B) = Tr
(
At B

)
= Tr

(
t BA

)
est

un produit scalaire. Soitϕ une forme linéaire surMn (R). D’après le théorème de Riesz, il existeB̃ ∈Mn(R) tel que
∀A ∈ Mn(R) ϕ(A) = Tr (

t
B̃A). Il existe donc bien un matriceB ∈ Mn(R) vérifiant la propriété indiquée, il s’agit de

B = t
B̃.

Exercice 27.10 ♥♥
Soit‖•‖ une norme euclidienne surE.

1. (Re)démontrer l’égalité de la médiane :
∀x, y ∈ E,‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2).

2. En déduire que∀x, y, z ∈ E,‖x + y + z‖2 +‖x‖2 +‖y‖2 +‖z‖2 = ‖y + z‖2 +‖z + x‖2 +‖x + y‖2

Solution : On a‖x + y‖2 = ‖x‖2 +2x.y +‖y‖2

et ‖x − y‖2 = ‖x‖2 −2x.y +‖y‖2, d’où
‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2). (1)
Soit x, y, z ∈ E, On applique (1) pourx + y et z : ‖x + y + z‖2 +‖x + y − z‖2 = 2‖x + y‖2 +2‖z‖2

De même, en appliquant (1) poury + z et x, ‖x + y + z‖2 +‖− x + y + z‖2 = 2‖y + z‖2 +2‖x‖2

De même, en appliquant (1) pourz + x et y ‖x + y + z‖2 +‖x − y + z‖2 = 2‖z + x‖2 +2‖y‖2

On additionne les six égalités membre à membre,
3‖x+ y +z‖2 +‖x+ y −z‖2+‖−x+ y +z‖2+‖x− y +z‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2+2‖z‖2+2‖x+ y‖2 +2‖y +z‖2+2‖z+x‖2 (2)

De même, en appliquant (1) pourx − y et z : ‖x − y + z‖2 +‖x − y − z‖2 = 2‖x − y‖2 +2‖z‖2.
De même, en appliquant (1) poury − z et x : ‖x + y − z‖2 +‖− x + y − z‖2 = 2‖y − z‖2 +2‖x‖2.
De même, en appliquant (1) pourz − x et y : ‖− x + y + z‖2 +‖− x − y + z‖2 = 2‖z − x‖2 +2‖y‖2.
On additionne les six égalités membre à membre, en remarquant que
‖x + y − z‖2 = ‖− x − y + z‖2 , que
‖x − y − z‖2 = ‖− x + y + z‖2 et que
‖x − y + z‖2 = ‖− x + y − z‖2, on obtient,
2‖x + y − z‖2 +2‖− x + y + z‖2 +2‖x − y + z‖2 = 2‖x‖2 +2‖y‖2 +2‖z‖2 +2‖x − y‖2 +2‖y − z‖2 +2‖z − x‖2

Soit
‖x + y − z‖2 +‖− x + y + z‖2 +‖x − y + z‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2 +‖z‖2 +‖x − y‖2 +‖y − z‖2 +‖z − x‖2

Soit, en reportant dans (2)
3‖x+y+z‖2+‖x‖2+‖y‖2+‖z‖2+‖x−y‖2+‖y−z‖2+‖z−x‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2+2‖z‖2+2‖x+y‖2+2‖y+z‖2+2‖z+x‖2

Soit
3‖x + y + z‖2 +‖x − y‖2 +‖y − z‖2 +‖z − x‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2 +‖z‖2 +2‖x + y‖2 +2‖y + z‖2 +2‖z + x‖2

En additionnant‖x + y‖2 +‖y + z‖2 +‖z + x‖2 à chaque membre :
3‖x+ y +z‖2+‖x− y‖2+‖x+ y‖2+‖y −z‖2+‖y +z‖2+‖z−x‖2+‖z+x‖2 = ‖x‖2+‖y‖2+‖z‖2+3‖x+ y‖2+
3‖y + z‖2 +3‖z + x‖2

En appliquant trois fois l’égalité (1) dans le membre de gauche :
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3‖x + y + z‖2 +4‖x‖2 +4‖y‖2 +4‖z‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2 +‖z‖2 +3‖x + y‖2 +3‖y + z‖2 +3‖z + x‖2

Soit 3‖x + y + z‖2 +3‖x‖2 +3‖y‖2 +3‖z‖2 = 3‖x + y‖2 +3‖y + z‖2 +3‖z + x‖2.
D’où le résultat en divisant par3.

Exercice 27.11 ♥♥
Soit un espace préhilbertien réelE et deux vecteursx, y ∈E.

1. Développer l’expression ∥∥∥‖y‖2.x −
(
x | y

)
.y

∥∥∥
2

2. Retrouver l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le casd’égalité.

Solution : En développant, on trouve

‖y‖4‖x‖2 −2
(
x | y

)2 ‖y‖2 +
(
x | y

)2 ‖y‖2 Ê 0

Donc siy 6= 0, en divisant par‖y‖2, on retrouve Cauchy-Schwarz :

(
x | y

)2 É ‖x‖2‖y‖2

avec le cas d’égalité qui correspond à‖y‖2x =
(
x | y

)
y , ce qui implique que(x, y) est un système lié.

Exercice 27.12 ♥♥
Soit E un espace préhilbertien réel etf , g : E 7→E deux applications telles que :

∀(x, y) ∈ E2
(
x | f (y)

)
=

(
g (x) | y

)

Montrer quef et g sont linéaires.

Solution : Soit x, x′, y ∈ E,λ,µ ∈R2, on a
(
g (λx +µx′) | y

)
=

(
λx +µx′ | f (y)

)
=λ

(
x | f (y)

)
+µ

(
x′ | f (y)

)
= λ

(
g (x) | y

)
+

µ
(
g (x′) | y

)
=

(
λg (x)+µg (x′) | y

)
. On en déduit donc que

(
g (λx +µx′)− (λg (x)+µg (x′)) | y

)
ceci pour touty ∈E. Donc

g (λx+µx′)−(λg (x)+µg (x′)) est orthogonal à tout l’espaceE, c’est donc le vecteur nul, ceci pour tousx, x′ ∈ E,λ,µ ∈R2.
C’est bien dire queg est linéaire. Idem pourf .

Exercice 27.13 ♥♥
1. SoitE un espace euclidien etf ∈ L(E) tel que

∀(x, y) ∈E2
(
x | y

)
= 0 =⇒

(
f (x) | f (y)

)
= 0

Montrer qu’il existeα> 0 tel que
∀x, y ∈ E

(
f (x) | f (y)

)
= α

(
x | y

)

2. Si f ∈ GL(E) vérifie :

∀(x, y) ∈ E2 non-nuls

(
f (x) | f (y)

)

‖ f (x)‖‖ f (y)‖
=

(
x | y

)

‖x‖‖y‖
montrer qu’il existeα> 0 tel que :

∀x ∈E, ‖ f (x)‖ =α‖x‖

Solution : Soit u et v deux vecteurs unitaires. On a(u+ v |u− v) = ‖u‖2 − ‖v‖2 = 0. On en déduit que(
f (u+ v) | f (u− v)

)
= 0 et donc‖ f (u)‖2 = ‖ f (v)‖2. Donc tous les vecteurs unitairesu ont des images qui ont la même

norme. Appelonsβ cette norme commune. Soitx 6= 0, on poseu = x

‖x‖
on a‖u‖ = 1, doncβ= ‖ f (u)‖ =

∥∥∥∥ f

(
x

‖x‖

)∥∥∥∥ =
1

‖x‖
‖ f (x)‖. D’où ‖ f (x)‖ = β‖x‖ égalité qui reste vraie pourx = 0. Avec la formule de polarisation, on en déduit que

(
f (x) | f (y)

)
= 1

2

(
‖ f (x + y)‖2 −‖ f (x)‖2 −‖ f (y)‖2

)
= 1

2

(
β2‖x + y‖2 −β2‖x‖2 −β2‖y‖2

)
= β2

(
x | y

)
. D’où le résultat en

prenantα=
√

β.

Exercice 27.14 ♥♥
Sur l’espace des polynômes à coefficients réels de degré inférieur à2, E =R2[X], on définit

(P |Q) = P(1)Q(1)+P(0)Q(0)+P(−1)Q(−1)

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire, et trouver une base orthogonale pour ce produit scalaire.
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Solution : La seule difficulté consiste à montrer que(. | .) est défini. Si un polynômeP ∈ R2[X] vérifie (P | P) = 0,
alorsP(1) = P(0) = P(−1) = 0, et donc le polynômeP admet trois racines distinctes. Commedeg(P) É 2, P = 0. Pour
trouver une base orthonormale, on utilise l’algorithme de Schmidt en redressant la base canonique(1,X,X2) deR2[X].
On calcule‖1‖ =

p
3 et doncε1 = 1/

p
3. Ensuite, on cherchef2 sous la formef2 = X−λε1 avec la condition

(
ε1 | f2

)
= 0.

On trouve queλ = (X | ε1) = 1+ 0− 1 = 0, d’où f2 = X et puisque‖X‖ =
p

2, ε2 = X/
p

2. Ensuite, on cherchef3 =
X2 −λε1 −µε2 avec les conditionsλ=

(
X2 | ε1

)
= 2/

p
3 etµ=

(
X2 | ε2

)
= 0 d’où f2 = X2 −2/3. En normalisant, on trouve

ε3 = (
p

3/
p

2)(X2 −2/3).

Exercice 27.15 ♥♥
Soit (. | .) un produit scalaire surRn, e la base canonique deRn et A la matrice de ce produit scalaire dans la base
canonique.

1. Lorsquen = 2, montrer queTr(A)> 0 et det(A)> 0.

2. Lorsquen Ê 3, montrer queTr(A)> 0 et det(A)> 0.

3. Montrer que∀p Ê 2, Ap est une matrice symétrique définie positive (et donc qu’elledéfinit également un produit
scalaire surRn). On distinguera les casp pair et impair.

Solution :

1. A =
(
(e1 | e1) (e1 | e2)

(e2 | e1) (e2 | e2)

)
. Par conséquent

Tr (A)= ‖e1‖2 +‖e2‖2 > 0 det(A)= ‖e1‖2‖e2‖2 − (e1 | e2)2 > 0

En effet, par Cauchy-Schwarz on obtientdet(A)Ê 0 et sidet(A)= 0, les vecteurse1,e2 seraient liés ce qui est faux.

2. Utilisons le théorème de Schmidt : il existe une baseε orthonormale. Alors la matrice du produit scalaire dans
cette base vautIn . D’après les formules de changement de bases pour les matrices de produits scalaires, en notant
la matrice de passageP = Pε7→e , on a

A = t PInP = t PP

et alorsdet(A)= det(P)2 > 0 (carP est inversible). D’autre part,

Tr(A)=
n∑

i=1

‖ei ‖2 > 0

3. La matriceAn est symétrique et inversible : siX ∈Mn1(R) vérifie AX = 0, alorst XAX = 0 et doncX = 0 puisqueA

est définie. Doncdet(An) = det(A)n 6= 0 et doncAn est aussi inversible.

(a) p = 2k : Soit X ∈Mn1(R).
α= t XA2kX = t

(AkX)In(AkX)

et donc puisque(Ak X) ∈Mn1(R) et queIn est définie positive,α = 0. De plus, sit XA2kX = 0, il vient alors
queAkX = 0 et puisque on a vu queAk était inversible,X = 0. DoncA2k est définie positive.

(b) p = 2k +1 : soit X ∈Mn1(R).
α= t XA2k+1X = t

(AkX)A(AkX)

et par le même raisonnement, puisqueA est définie positive, on trouve queαÊ 0 donc queA2k+1 est positive
et que sit XA2k+1X = 0, alorsAk X = 0 et queX = 0 (carAk est inversible). DoncA2k+1 est également définie.

Exercice 27.16 ♥♥
Dans un espace euclidien de dimensionn, on dit qu’une famille(xi )1ÉiÉn de vecteurs normés estµ-presque orthogo-
nale(µ> 0) si et seulement si pour tous réels(a1, . . . , an ) ∈Rn , on a

1

µ

n∑

i=1

(ai )2 É
∥∥∥

n∑

i=1

ai xi

∥∥∥
2
Éµ

n∑

i=1

(ai )2

1. Montrer que la famille(xi )1ÉiÉn est une base orthonormale si et seulement si c’est une suite1-presque orthog-
onale.

2. Montrer qu’une familleµ-presque orthogonale est libre.

Solution :

1088



a. Si(xi )1ÉiÉn est une base orthonormale, alors on a

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ai xi

∥∥∥∥∥

2

=∑n
i=1

(ai )2 et donc(xi )1ÉiÉn est1-presque orthog-

onale.

Dans l’autre sens, on suppose que(xi )1ÉiÉn est 1-presque orthogonale. On a donc

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ai xi

∥∥∥∥∥

2

=
n∑

i=1

(ai )2. En

écrivant4(x, y) =
∥∥xi + x j

∥∥2 −
∥∥xi − x j

∥∥2 = 12 +12 − (12 + (−1)2) = 0. Cette famille est donc orthogonale.

b. On considère une combinaison linéaire nulle des(xi )1ÉiÉn :
n∑

i=1

ai = 0. On en déduit que
n∑

i=1

(ai )2 Éµ

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ai xi

∥∥∥∥∥

2

=

0, donc∀i ∈ {1, . . . ,n}, ai = 0. La famille (xi )1ÉiÉn est donc libre.

Exercice 27.17 ♥♥
Dans un espace euclidienE, montrez qu’il existe une basee = (e1, . . . ,en ) formée de vecteurs unitaires vérifiant :

∀(i , j )∈ [1,n]2, i 6= j =⇒ ‖ei −e j ‖ = 1

Solution : On remarque que1 =
∥∥ei −e j

∥∥2 = 1+1−2
(
ei | e j

)
, donc on doit avoir nécessairement

(
ei | e j

)
= 1

2
pour

i 6= j .
On considère une base orthonormale(ui )1ÉiÉn . On cherche lesei sous la formebei +

∑

j 6=i

ae j . Pouri 6= j , on a
(
ei | e j

)
=

(n−2)a2+2ab et‖ei‖2 = (n−1)a2+b2. On cherche donc à résoudre en nombres réels
{

(n−2)a2 + 2ab = 1
2

(n−1)a2 + b2 = 1

Par soustraction on en déduitb2 + a2 −2ab = 1
2
, donc on peut prendre par exempleb = a +

p
2

2
, puisna2 + a

p
2+ 1

2
= 1

donc on peut prendrea = −
p

2+
p

2n+2

2
et a =

p
2n+2

2
. Reste à vérifier que ces nombres conviennent.

Exercice 27.18 ♥♥
Soit E un espace euclidien, etx1, xn ∈ E, α1, . . . ,αn ∈R. Montrer que

‖α1x1 +·· ·+αn xn‖2 É
(

n∑

i=1

|αi |2
)(

n∑

i=1

‖xi ‖2

)

Solution : On développe :

‖α1x1 +·· ·+αn xn‖2 =
(

n∑

i=1

αi xi

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

α j x j

)
=

n∑

i , j=1

αiα j

(
xi | x j

)
É

n∑

i , j=1

∣∣αiα j

∣∣(xi | x j

)
É

n∑

i , j=1

∣∣αiα j

∣∣‖xi ‖‖x j ‖,

grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Maintenant, soitS = {1, . . . ,n}2, on a
n∑

i , j=1

∣∣αiα j

∣∣‖xi ‖‖x j ‖ =
∑

σ∈S

uσvσ en posant,

pourσ= (i , j )∈ S, uσ = |αi |‖x j ‖ et vσ =
∣∣α j

∣∣‖xi ‖. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, cette fois dansRn2
, on a

∑

σ∈S

uσvσ É
(
∑

σ∈S

u2
σ

)1/2 (
∑

σ∈S

v2
σ

)1/2

. Or
∑

σ∈S

u2
σ =

∑

σ∈S

v2
σ =

n∑

i=1

n∑

j=1

|αi |2 ‖x j ‖2. D’où l’inégalité demandée.

Exercice 27.19 ♥♥
SoitΦ une injection deN∗dansN∗. Démontrer que∀n ∈N,

n∑

k=1

Φ(k)

k2
Ê

n∑

k=1

1

k
.

En déduire que

lim
n→∞

n∑

k=1

Φ(k)

k2
=+∞.

Solution : On commence par écrire l’inégalité de Cauchy-Schwarz :
n∑

k=1

p
Φ(k)

k

1
p
Φ(k)

É
(

n∑

k=1

Φ(k)

k2

)1/2

×
(

n∑

k=1

1

Φ(k)

)1/2

. Or
n∑

k=1

1

Φ(k)
É

n∑
p=1

1

p
. En effet lesΦ(k),1 É k É n sont plus grands

que lesp,1 É p É n. On en déduit
n∑

k=1

1

k
É

(
n∑

k=1

Φ(k)

k2

)1/2

×
(

n∑
p=1

1

p

)1/2

, après simplification par

(
n∑

p=1

1

p

)1/2

et en élevant
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au carré, on obtient le résultat.

La suite
n∑

k=1

Φ(k)

k2
est croissante. De plus, commeln

(
1+ 1

k

)
É 1

k
, on en déduit :

n∑

k=1

Φ(k)

k2
Ê

n∑

k=1

ln
(
1+ 1

k

)
= ln(n+1)− ln 1 = ln(n+1). D’où le résultat.

Exercice 27.20 ♥♥
Soit a1, . . . , am m nombres réels strictement positifs. Démontrer que

m∑
n=1

na2
n

( m∑
n=1

an

)2
> 1

2
p

m
.

Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

( m∑
n=1

an

)2

=
( m∑

n=1

an

p
n

1
p

n

)2

É
m∑

n=1

na2
n

m∑
n=1

1

n
.

Ensuite

m∑
n=1

1

n
É 1+

∫m

1

dx

x
É 1+

∫m

1

dx
p

x

= 1+2
(p

m −1
)
= 2

p
m −1 < 2

p
m.

Exercice 27.21 ♥♥♥
Soit f une fonction[0;1] →R continue,n > 0 un entier naturel fixé tel que

∫1
0 (1− xn ) f (x)dx = 0 Montrer que :

(2n+2)
(∫1

0
f (x)dx

)2
É

∫1

0
( f (x))2 dx.

Solution : SurE =C 0([0,1],R) on définit un produit scalaire par
(

f | g
)
=

∫1
0 f (x)g (x)dx.

On veut donc montrer que, sif satisfait
(
1− xn | f

)
= 0, alors(2n+2)

(
1 | f

)2 É
(

f | f
)
.

On noteV = Vect(1, xn ). Si f appartient àV⊥, alors le résultat est immédiat. Sif appartient àV, alors f (x) = a +bxn .
La condition

(
1 | f

)
= 0 se traduit par

∫1
0 (1−xn)(a+bxn)dx = 0, soita+ b

n+1 −
a

n+1 −
b

2n+1 = 0 donca n
n+1 = b n+1−2n−1

(n+1)(2n+1)
d’où b =−(2n+1)a.

Sous cette condition,(2n+2)
(
1 | f

)2 = (2n+2)
(

a − (2n+1)a
n+1

)2
= 2a2n

n+1
((n+1)− (2n+1))2 = 2a2n2

n+1
et

(
f | f

)
= a2

(
1−2 (2n+1)

n+1
+ (2n+1)

)
= a2

n+1
((2n +2)(n +1)−2(2n +1)) = 2a2n2

n+1
. Là encore l’inégalité(2n +2)

(
1 | f

)2 É(
f | f

)
est vérifiée.

MaintenantE = V ⊕V⊥, donc si f vérifie
(
1− xn | f

)
= 0, alors f = g +h avecg ∈ V et h ∈ V⊥. On a encore

(
1 | f

)
=(

1 | g
)
+ (1 |h) =

(
1 | g

)
puisqueh ∈ V⊥.

Donc(2n+2)
(
1 | f

)2 = (2n+2)
(
1 | g

)2 É
(
g | g

)
É

(
g | g

)
+ (h | h) É

(
f | f

)
d’après la relation de Pythagore.

27.7.2 Projections orthogonales

Exercice 27.22 ♥
Trouver le réela qui minimise

∫2
1 (ln x −ax)2 dx.

Solution : Le plus simple est de développer :f (a) = Aa2 + 2Ba +C, avecA =
∫2

1 x2 dx = 7
3
, B = −

∫2
1 x ln x dx =

[
− x2

2 ln x + x2

4

]2

1
= 3

4 −2ln 2 et C =
∫2

1 (ln x)2 dx. CommeA > 0, f présente un minimum poura = −
B

A
= −

3
4
−2ln 2

7
3

=

24ln 2−9

28
.
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Exercice 27.23 ♥
Soit (E,(. | .)) un espace préhilbertien réel, etp, q deux projecteurs orthogonaux. Montrer les équivalences :
(i) p +q est un projecteur orthogonal
(ii) ∀x ∈E,

(
p(x) | q(x)

)
= 0

(iii) poq = qop = 0

(iv) Im p ⊥ Im q

Solution : (p +q)2 = (p +q) =⇒ poq +qop = 0. On compose parp à gauche, etpoq = qop = 0, d’où (i ) =⇒ (i i i ).
(i i i ) =⇒ (i i ) : p(x) ∈ Im p ⊂ Ker q, et q(x) ∈ Im q. CommeKer q ⊥ Im q,

(
p(x) | q(x)

)
= 0. (i i ) =⇒ (i v) : évident.

(i v) =⇒ (i ) :
(
pq(x) | pq(x)

)
=

(
q(x) | ppq(x)

)
= 0, de même pourqop(x). Donc poq = qop = 0, et p + q est un

projecteur. Comme
(
(p +q)(x) | y

)
=

(
x | (p +q)(y)

)
, c’est un proj. orthogonal.

Exercice 27.24 ♥
Sur l’espaceE =Rn[X], on définit pour deux polynômes(P,Q)∈ E2,

(P | Q) =
∫1

0
tP(t)Q(t) dt

1. Vérifier que c’est un produit scalaire.

2. Déterminer une base orthonormale du sous-espaceF =R2[X] pour ce produit scalaire.

3. Déterminer le projeté orthogonal du polynômeP = X3 sur le sous-espaceF.

Solution : Utilisons l’algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique deF. e0 = 1, e1 = X, e2 = X2. On
trouve‖e0‖ = 1/

p
2 doncε0 =

p
2. Ensuite on trouveε1 = 6(X−2/3) puisε2 = 10

p
6(X2 −6/5X+9/30). On détermine

alors p(P) = a2ε2 + a1ε1 + a0ε0 et les conditions d’orthogonalité donnent :a0 = (P | ε0) = (
p

2/5), a1 = (P | ε1) = 1/5,
a2 = (P | ε2) =

p
6/35 et alors le projeté orthogonal vaut

p(P)= 4

35
− 6

7
t + 12

7
t 2

Exercice 27.25 ♥
Soit (E,n, (. | .)) un espace euclidien et un vecteurx ∈ E. Soit un vecteur non-nula ∈ E. On définit la droite vectorielle
D = Vect(a) et son orthogonalH = D⊥. Exprimer les distancesd(x,H) et d(x,D) en fonction de la norme du vecteur
x et du produit scalaire(x | a).

Solution : Notons p(x) le projeté orthogonal du vecteurx sur le sous-espaceH. Alors d(x,H) = ‖x − p(x)‖ et

d(x,D) = ‖p(x)‖. Ecrivons quex = λ.a + p(x). Alors (x | a) = λ‖a‖2 +
(
p(x) | a

)
= λ‖a‖2. On tire doncλ = (x | a)

‖a‖2

puis successivement

p(x) = x − (x | a)

‖a‖2
.a, d(x,D) = |(x | a)|

‖a‖
, d(x,H) =

√
‖x‖2‖a‖2 − (x | a)2

‖a‖

(la quantité sous la racine est positive d’après Cauchy-Schwarz).

Exercice 27.26 ♥
Soit E un espace préhilbertien réel et(en)n∈N une famille orthonormale. Soitx ∈ E. Montrer que

∀n ∈N
n∑

i=1

(x | ei )2 É ‖x‖2

Solution : On posex = u+
n∑

k=1

αk ek avecu ∈Vect(e1, . . . ,en)⊥. On a‖x‖2 = ‖u‖2+
n∑

k=1

α2
k et

(
u+

n∑

k=1

αk ek | ei

)
= 0+αi .

Donc
n∑

i=1

(x | ei )2 =
n∑

k=1

α2
k É ‖x‖2.

Exercice 27.27 ♥♥
Soit E un espace euclidien etp un projecteur. Montrer quep est un projecteur orthogonal ssi

∀x ∈E, ‖p(x)‖ É ‖x‖
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Solution : Si p est un projecteur orthogonal, alors on peut écrirex = x1 + x2 avecx1 ∈ Im(p), x2 ∈ Ker(p) et donc
(x1 | x2) = 0. On a alors‖x‖2 = ‖x1‖2 +‖x2‖2 = ‖p(x)‖2 +‖x2‖2 Ê ‖p(x)‖2.
Pour la réciproque, on considèrex ∈ Imp, y ∈ Ker p, y 6= 0, et z = x + t y . Alors ‖p(z)‖2 = ‖x‖2, et ‖z‖2 = ‖x‖2 +
t(2

(
x | y

)
+ t‖y‖2). On a donc, par hypothèse,‖p(z)‖2 É ‖z‖2 soit 0 É t(2

(
x | y

)
+ t‖y‖2).

Supposons
(
x | y

)
> 0. On a pourt = −

(
x | y

)

‖y‖2
, 2

(
x | y

)
+ t‖y‖2 =

(
x | y

)
et donct(2

(
x | y

)
+ t‖y‖2) = −

(
x | y

)2

‖y‖2
É 0.

Contradiction.

Supposons
(
x | y

)
> 0, on a aussi une contradiction avect =

(
x | y

)

‖y‖2
. Reste une seule possibilité :

(
x | y

)
= 0, ceci pour

tousx ∈ Im p, y ∈Ker p. Doncp est un projecteur orthogonal.

27.7.3 Symétrie orthogonales

Exercice 27.28 ♥
Dans l’espaceE = R3 muni du produit scalaire usuel, on considère le vecteurn = (1,1,1) et le sous-espaceF = {n}⊥.
Ecrire la matrice du projecteur orthogonal surF dans la base canonique. Six = (3,2,1), déterminerd(x,F).

Solution : On a M = 1

3




2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2


. On ax′ = Mx = (1,0,−1), x − x′ = (2,2,2) et d(x,F) = ‖x − x′‖= 2

p
3.

Exercice 27.29 ♥
Soit E =C ([−π,π],R). Trouver(a,b,c) ∈R3 tels que la quantité

1

π

∫π

−π

(
e t − (a +b sin t +c cos t)

)2
d t

soit minimale.

Solution : On se place dansC 0[−π,π], muni du produit scalaire< f , g >=
∫π

−π
f (t)g (t) dt et on considère le sous-

espace engendré paru = e t ,e1 = 1,e2 = cos t et e3 sin t . Il est bon de remarquer que la famillee1,e2,e3 est une famille
orthogonale avec‖e1‖2 = 2π, ‖e2‖2 = Ver te3‖2 = π. On cherche à minimiser‖u − (ae1 + be2 + ce3)‖2. Autrement
dit, ae1 +be2 + ce3 doit être la projection orthogonale deu sur le sous-espace engendré pare1,e2,e3. Autrement dit,
u− (ae1 +be2 +ce3) doit être orthogonal à chacun desek , 1 É k É 3. Ce qui donne :

< u − (ae1 + be2 + ce3),e1 >=< u,e1 > −a‖e1‖2 = 0 d’où a = eπ−e−π

2π
. De même< u,e1 > −b‖e1‖2 = 0. Or

∫π

−π
e(1+i)t dt = 1

1+ i

[
e(1+i)t

]π
−π

=−1− i

2

(
eπ−e−π

)
. d’où b =−eπ−e−π

2π
et c = eπ−e−π

2π
.

Exercice 27.30 ♥
Soit E un espace préhilbertien réel, ets ∈ L(E) une symétrie vectorielle. Montrer ques est une symétrie orthogonale
ssi∀x ∈ E,‖s(x)‖ = ‖x‖.

Solution : Sens direct : décomposerx sur Ker(s − i d) et Ker(s + i d). Pour la réciproque, Six ∈ Ker (s − id) et y ∈
Ker(s + id), Exprimer

(
x | y

)
et fonction de‖x + y‖ et ‖x − y‖ (identité de polarisation) . On obtient2

(
x | y

)
= 0.

Exercice 27.31 ♥
Soit E =R4 muni du produit scalaire usuel etF le plan d’équationsx+2y + z = 0, x− z +2t = 0. Déterminer une b.o.n.
deF, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal surF, et de la symétrie orhogonale par rapport àF dans la base
canonique.

Solution : e1 = (2,−1,0,−1), e2 = (0,−1,2,1) est une b.o.n. deF. La projection orthogonale surF est caractérisée par(
x −p(x) | e1

)
=

(
x −p(x) | e2

)
= 0, et doncp(x) = (x | e1) .e1 + (x | e2) .e2.

Exercice 27.32 ♥
Soit E un espace préhilbertien réel. Soitf : E 7→ E une application.

1. Montrer l’équivalence :
(
∀x, y ∈ E,

(
f (x) | y

)
=−

(
x | f (y)

))
⇐⇒

(
f est linéaire et∀x ∈ E,

(
f (x) | x

)
= 0

)
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2. Que peut-on dire de la matrice def dans une basee orthonormale?

3. Montrer queKer f et Im f sont orthogonaux.

4. Montrer queKer f = Ker f o f .

Solution : Pour 4., calculer‖ f (x)‖2 =−
(
x | f o f (x)

)
.

Exercice 27.33 ♥
Soit E =R4 muni du produit scalaire usuel etF le plan d’équationsx+2y + z = 0, x− z +2t = 0. Déterminer une b.o.n.
deF, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal surF, et de la symétrie orhogonale par rapport àF dans la base
canonique.

Solution : e1 = (2,−1,0,−1), e2 = (0,−1,2,1) est une b.o.n. deF. La projection orthogonale surF est caractérisée par(
x −p(x) | e1

)
=

(
x −p(x) | e2

)
= 0, et doncp(x) = (x | e1) .e1 + (x | e2) .e2.

27.7.4 Groupe orthogonal

Exercice 27.34 ♥
SoitE euclidien de dimensionn. Soit f une isométrie symétrique etg un endomorphisme antisymétrique deE vérifiant
f og = g o f . Calculer

(
f (x) | g (x)

)
et montrer quef + g et f − g sont des isomorphismes.

Solution : On utilise la symétrie et l’antisymétrie pour
(

f (x) | g (x)
)
= 0. Ensuite,‖( f + g )(x)‖2 = ‖x‖2 +‖g (x)‖2, d’où

f + g est injective.

Exercice 27.35 ♥
Soit E un espace préhilbertien réel. Soitf : E 7→ E une application.

1. Montrer l’équivalence :∀x, y ∈E,
(

f (x) | y
)
=−

(
x | f (y)

)
f est linéaire et∀x ∈E,

(
f (x) | x

)
= 0

2. Que peut-on dire de la matrice def dans une basee ?

3. Montrer queKer f et Im f sont orthogonaux.

4. Montrer queKer f = Ker f o f .

Solution : Pour 4., calculer‖ f (x)‖2 =−
(
x | f o f (x)

)
.

Exercice 27.36 ♥
Soit M la matrice d’un produit scalaire dans la base canonique deRn . Montrer queMn définit également un produit
scalaire.

Solution : Mn est symétrique. Sin = 2p, t XM2p X =t (Mp X)(Mp X) et sin = 2p+1, t XMnX =t (Mp X)M(Mp X). Comme
M est inversible,Mp l’est aussi.

Exercice 27.37 ♥
Soit A = ((ai j )) ∈On (R) une matrice orthogonale. Montrer que

n∑

i=1

n∑

j=1

∣∣ai j

∣∣É n
p

n

Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
n∑

j=1

∣∣ai j

∣∣ =
n∑

j=1

∣∣1.ai j

∣∣ É
(

n∑

j=1

12

)1/2

×
(

n∑

j=1

a2
i j

)1/2

É
p

n puisque

n∑

j=1

a2
i j = 1. En sommant,

n∑

i=1

n∑

j=1

∣∣ai j

∣∣É
n∑

i=1

p
n É n

p
n .

27.7.5 Produit vectoriel

Exercice 27.38 ♥
Soit E un espace euclidien de dimension3, et (u, v) un système libre deE. On définit l’application :

f :

{
E −→ E

x 7−→ (v | x) .u+ (u | x) .v

Montrer quef est un endomorphisme et déterminer son noyau et son image.
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Solution : Ker f = Vect(u∧ v), Imu = Vect(u, v).

Exercice 27.39 ♥
Soit u, v, w trois vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension3. Démontrer :

1. (u∧ v)∧w = (u | w) v − (v | w)u. (double produit vectoriel)

2. (w ∧u)∧ (u∧ v) = [u, v, w]u.

3. [v ∧w, w ∧u,u∧ v] = [u, v, w]2.

Solution :

1. On choisit une base othonormée directe(i , j ,k) telle queu = ai , v = bi +c j , w = di +e j + f k. On trouve(u∧v) =
ack puis(u∧v)∧w = acd j −acei . D’autre part :(u | w) v −(v | w)u = ad(bi +c j )−(bd +ce)ai = acd j −acei .
Ce qu’il fallait vérifier.

2. D’après le double produit vectoriel,(w ∧ u) ∧ (u ∧ v) = −(u ∧ v) ∧ (w ∧ u) = − (u | w ∧u) v − (v | w ∧u)u =
− [w,u,u]︸ ︷︷ ︸

=0

v + [w,u, v]u = [u, v, w]u.

3. [v ∧w, w ∧u,u∧ v] = (v ∧w | (w ∧u)∧ (u∧ v))= (v ∧w | [u, v, w]u) = [u, v, w] (v ∧w | u) = [u, v, w]2.

Exercice 27.40 ♥
Soit u, v, w, t quatre vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension3. Démontrer :

1. (u∧ v | w ∧ t)= (u | w) (v | t)− (u | t) (v | w)

2. (u∧ v)∧ (w ∧ t)=−[u, v, w]t + [u, v, t ]w

3. [t , v, w]u+ [u, t , w]v + [u, v, t ]w = [u, v, w]t .

Solution :

1. On utilise la formule du double produit vectoriel :

(u∧ v | w ∧ t) = [u, v, w ∧ t ]= [w ∧ t ,u, v]= ((w ∧ t)∧u | v) = ((w | u) t − (t |u) w | v) = (u | w) (v | t)− (u | t) (v | w)

2. A nouveau avec la formule du double produit vectoriel :

(u∧ v)∧ (w ∧ t) =−(w ∧ t)∧ (u∧ v)=−(w | u∧ v) t + (t |u∧ v) w =−[u, v, w]t + [u, v, t ]w

3.

Exercice 27.41 ♥♥
Soit (x, y, z) une base d’un ev euclidien orientéE de dimension3. Détermineru, v, w ∈ E tels que

v ∧w = x, w ∧u = y, u∧ v = z.

Solution : D’après l’exercice précédent,[x, y, z] = [v ∧w, w ∧u,u∧ v] = [u, v, w]2. Donc si[x, y, z] < 0 autrement dit
si (x, y, z) est une base indirecte, le problème n’admet pas de solution.Et si [x, y, z] > 0 autrement dit si(x, y, z) est une
base directe, on a[u, v, w] = ε

√
[x, y, z] avecε ∈ {−1,1}.

On a (w ∧u)∧ (u ∧ v) = [u, v, w]u = y ∧ z, d’où u = ε
1√

[x, y, z]
y ∧ z, et ainsi de suite :v = ε

1√
[x, y, z]

z ∧ x et w =

ε
1√

[x, y, z]
x ∧ y . Lorsqueε= 1 la base(u, v, w) est directe, et indirecte sinon.

27.7.6 Étude d’endomorphismes orthogonaux

Exercice 27.42 ♥
Montrer que

A = 1
p

5

(
1 −2

2 1

)

est orthogonale et calculerA−1.
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Solution : Il est clair queAt A = In . Utilisant la remarque précédente, on obtient :A−1 = 1
p

5

(
1 2

−2 1

)

Exercice 27.43 ♥
Soit u = (u1, . . . ,un ) un vecteur unitaire deRn . On définit la matrice

A = In −2ut u

1. Montrer queA ∈On (R).

2. ReconnaîtreA.

Solution : Si on remarque quet uv = (u | v), on voit queAu = u − 2‖u‖2u = −u et que siv ∈ u⊥ alors Av = v −
2(u | v) v = v . A est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport àu⊥ dans la base naturelle deRn .

Exercice 27.44 ♥

Etudier l’endomorphismeu deR3 euclidien de matriceM =
1

7



−2 6 −3

6 3 2

−3 2 6


 dans la base canonique.

Solution : M est symétrique et orthogonale. Par conséquent,M2 = I : u est une symétrie vectorielle orthogonale
(Commet M = M, u est auto-adjoint). Il suffit de déterminer l’ensembleF des vecteurs invariants paru : on trouve que
F est le plan vectoriel d’équation

F : 3x −2y + z = 0

Par conséquent,u est uneréflexion.

Exercice 27.45 ♥

Soit A =
1

9



−7 −4 4

4 −8 −1

−4 −1 −8


. Quel endomorphismeu deR3 euclidien représente-t-elle?

Montrer queu est la composée d’une rotation et d’une réflexion.

Solution : On vérifie queA est orthogonale. Puisque∆11 =
7

9
=−a11, det(A)=−1. Par conséquentA ∈O−

3 (R). Consid-

éronsB =−A. Alors B ∈ 3R et doncB est la matrice d’une rotationr d’axeVect(d) et d’angleθ. Cherchons un vecteur

directeur de l’axe normalisé :d = (d1,d2,d3). En disant qued est invariant par−u et en traduisant matriciellement cette
condition, on trouve par exemple

d =
1
p

2
(0,1,1)

On sait qu’il existe une bon directeε= (ε1,ε2,ε3) telle que la matrice der dans cette base soit

C = Matε(r )=




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




Alors commeB et C sont semblables,Tr(B) = Tr(C) d’où l’on tire :

cosθ=
7

9

Cherchons alors un vecteurε1 unitaire et orthogonal àd . Par exemple

ε1 = (1,0,0)

Alors si l’on considère une bon directeε= (ε1,ε2,d), on sait que la matrice der dans cette base s’écrit




cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1




et donc
Det(ε1,u(ε1),d) = det

ε
(ε1,u(ε1),d) = sinθ
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mais également, puisque la base canonique est une bon directe,

Det(ε1,u(ε1),d) = 1

9
p

2

∣∣∣∣∣∣

1 7 0

0 −4 1

0 4 1

∣∣∣∣∣∣
=−4

p
2

9

(on peut vérifier que l’on a biencos2θ+ sin2θ= 1) Par conséquent,θ=−arcsin( 4
p

2
9 )

u est alors la composée de la rotation d’axeD = Vect(d) et d’angleθ+π avec la réflexion d’hyperplanD⊥ (faire un
dessin).

Exercice 27.46 ♥
DansR3 euclidien usuel,e = (i , j ,k) la base canonique, on considère la rotationr d’axe Vect(i + j +k) d’angle

π

2
.

Déterminer la matrice der dans la base canonique.

Solution : On trouve finalement :

M = 1

3




1 1−
p

3 1−
p

3

1+
p

3 1 1+
p

3

1−
p

3 1+
p

3 1


 .

Vérification sommaire :n = i + j +k vérifie bienAn = n et la trace fournit bien un cosinus égal à0.

Exercice 27.47 ♥♥
DansR2 euclidien usuel, trouver une basei , j telle que dans cette base, la transformationu = xi + y j 7→ (2x − y)i +
(3x − y) j soit une rotation.

Solution : Supposons le problème résolu : Nous sommes en présence d’unematriceM =
(
2 −1

3 −1

)
. Quel est son

déterminant?1 bon, ça, ça va. Quelle est sa trace ?1. Donc le cosinus égal1
2

ce qui donne un angleθ = ±π
3
. On

aurait pu remarquer queM6 = I2... PosonsI = ‖i‖2, J = ‖ j‖2 et S =
(
i | j

)
. En écrivant le carré de la norme du premier

vecteur colonne, du deuxième et le produit scalaire des deuxon obtient





I = 4I + 9J + 12S

J = I + J + 2S

S = −2I − 3J − 5S

Ce qui

donneI = −2S = 3J. Maintenant construisons la solution. Soit(e1,e2) la base naturelle deR2. On prendi = e1 et donc
I = 1. Grâce àS = − 1

2
, on a j = − 1

2
e1 + ae2. CommeJ = 1

3
= 1

4
+ a2 on en déduita = ± 1

2
p

3
. En prenanta = − 1

2
p

3
,

j =− 1
2 e1 − 1

2
p

3
e2, on ar (i )= 1

2 e1 −
p

3
2 e2, et r ( j )=−i − j =− 1

2 e1 + 1

2
p

3
e2. On a‖i‖ = ‖r (i )‖ = 1 et ‖ j‖ = ‖r ( j )‖ = 1p

3
.

On calculei ∧r (i )=−
p

3
2

e3 = ‖i‖.‖r (i )‖ sin
(
−π

3

)
et j ∧r ( j ) =−

p
3

6
e3 = ‖ j‖.‖r ( j )‖ sin

(
−π

3

)
. C’est bien dire quer est la

rotation d’angle−π
3 .

Exercice 27.48 ♥♥
On considère un espace euclidienE de dimensionn et e une base de cet espace. On noteA la matrice du produit
scalaire dans cette base. Trouver une CNS sur la basee pour que la matriceA soit orthogonale.

Solution : Si A est orthogonale,t AA = In , mais commeA est la matrice d’un produit scalaire, elle est symétrique. Donc
A2 = In . L’endomorphismeu représenté par la matriceA dans la basee est donc une symétrie vectorielle. On sait alors
queE = Ker(u − id)⊕Ker(u + id). Si l’on avaitKer(u + id) 6= {0E}, il existerait un vecteurx ∈ E tel queu(x) =−x, et en
notantX la matrice dex dans la basee, on auraitAX =−X. En multipliant à gauche part X, on auraitt XAX =−t XX < 0,
ce qui est impossible puisque la matriceA est positive. Par conséquent,Ker(u − id) = E et doncA = In et la basee est
donc orthonormale. Réciproquement, sie est orthonormale, la matrice du produit scalaire dans la base e estIn qui est
une matrice orthogonale.

Exercice 27.49 ♥♥
Soit

A =




a b b

b a b

b b a




Trouver une CNS pour queA soit orthogonale. Caractériser alors l’endomorphisme associé àA dans la base canonique.
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Solution : Le carré de la norme des vecteurs colonnes égalea2+2b2. On a donca2+2b2 = 1. Le produit scalaire égale
b(2a+c). Doncb(2a+c) = 0. A part le casb = 0 qui donne±I3. Sinon, on ab =−2a ce qui donne9a2 = 1 donca =± 1

3

et b =∓ 2
3 . En effectuant le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes, on trouve bien que l’endomorphisme

associé àA dans la base canonique appartient àO±(R3). Poura =− 1
3
, on aA = 1

3



−1 2 2

2 −1 2

2 2 −1


. Soitn = (1,1,1) on a

An = n doncn dirige l’axe de la rotation. On trouve l’angle de la rotationà la trace : c’estπ.
Poura = 1

3
, on obtient l’opposé de la matrice précédente ce qui donne lasymétrie orthogonale par rapport àn⊥ c’est-à-

dire le plan d’équationx + y + z = 0.

Exercice 27.50 ♥♥
Etudier l’endomorphisme deR3 euclidien usuel ayant pour matrice

A =
1

4




3 1
p

6

1 3 −
p

6

−
p

6
p

6 2




dans la base canonique.

Solution : Les deux premiers vecteurs colonnes sont normés, leur produit scalaire est nul. Leur produit vectoriel est
égal au troisième vecteur colonne. L’endomorphisme associé àA est donc une rotation. Soitd = (1,1,0). On aAd = d

doncd dirige l’axe. Le vecteuru = (−1,1,0) ∈ d⊥ et v = Au =
(
− 1

2
, 1

2

p
6

2

)
. On au∧v =

p
6

2
d . Commeu est de norme

p
2

on asinθd =
p

3
2

d .

Exercice 27.51 ♥♥
Etude dansR3 de l’endomorphisme ayant pour matriceA dans la base canonique, où

A = 1

a2 +b2 +c2 +d2




a2 +b2 −c2 −d2 2(bc +d a) 2(bd −ca)

2(bc −d a) a2 −b2 +c2 −d2 2(cd +ba)

2(bd +ca) 2(cd −ba) a2 −b2 −c2 +d2




Solution : Bien entendu, on prend(a,b,c,d) 6= (0,0,0,0). On calcule le carré de la norme du premier vecteur colonne : Or
(a2+b2+c2+d2)2 = (a2+b2−c2−d2)2+4(c2+d2)2+4(c2+d2)(a2+b2−c2−d2) = (a2+b2−c2−d2)2+4(c2+d2)(a2+b2) =
(a2 +b2 −c2 −d2)2 +4((bc −d a)2 + (bd +ca)2) grâce à l’égalité(c2 +d2)(a2 +b2) = (bc −d a)2 + (bd +ca)2 qui traduit
l’égalité |(ac + bd)+ (bc − ad)i |2 = |a + bi |2|c −di |2. On en déduit que la première colonne est normée. Un calcul
analogue montre que la deuxième colonne est elle aussi normée.
Le produit scalaire de ces deux premières colonne égale (à uncoefficient(a2+b2−c2−d2)2 près)2(bc+d a)(a2+b2−c2−
d2)+2(bc−d a)(a2−b2+c2−d2)+4(bd+ca)(cd−ba) = 4bc(a2−d2)+4ad(b2−c2)+4(bcd2−b2ad+c2ad−bca2) = 0.

Reste à calculer le produit vectoriel




a2 +b2 −c2 −d2

2(bc −d a)

2(bd +ca)


∧




2(bc +d a)

a2 −b2 +c2 −d2

2(cd −ba)


 = (a2 +b2 + c2 +d2)




2(bd −ca)

2(cd +ba)

a2 −b2 −c2 +d2




après quelques calculs hilarants.
On est donc en présence de la matrice d’une rotation expriméedans la base canonique. Le vecteur(b,c,d) est fixe par
A. Il dirige donc l’axe de la rotation (si(b,c,d) = (0,0,0), alorsA = I3). On obtient ainsi tous les axes possibles. On a

Tr A = a2 −b2 −c2 −d2

a2 +b2 +c2 +d2
. Donc le cosinus de l’angle de la rotation égale− b2 +c2 +d2

a2 +b2 +c2 +d2
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Chapitre 28
Géométrie affine

Pour bien aborder ce chapitre

La boucle est bouclée, tout finit par se mettre en place. Souvenez-vous, au collège vous avez fait de la géométrie avec
des points, des droites des cercles, etc et des transformations. Plus tard, au lycée vous avez travaillé avec les vecteurs. Ce
n’était pas commode. Souvenez-vous : un vecteur−→

u était défini par son origineA et son extrémitéB ce qui vous permettait
d’écrire−→u =−→

AB. Mais vous pouviez avoir aussi−→u =−−→
CD. C’était un peu déroutant mais vous vous y êtes fait. Vous ne le

saviez pas , mais vous travailliez alors avec des représentants de classes d’équivalences de bipoints. C’était les fameux
bipoints équipollents qui semaient la terreur dans les classes de lycée dans les années 70/80.
L’inconvénient de cette démarche c’est que les axiomes n’apparaissaient pas clairement. Si l’on admettait clairement
l’existence de points, de droites, de plans etc., on admettait les propriétés de conservation des isométries. Et puis quoi
d’autre ? les axiomes d’incidence ? l’existence des milieux? et puis ? et puis ? Tout ça était un peu flou.
Cette année, vous avez suivi la démarche inverse. Vous avez défini les vecteurs. Ce sont des éléments d’un espace vectoriel.
Ils ne ressemblent pas toujours aux vecteurs d’antan, certains sont des polynômes, d’autres sont des fonctions, plus ou
moins dérivables, mais bon gré mal gré on peut calculer avec eux comme avec les bons vieux vecteurs d’autrefois.
Mais les points ? C’est quoi un point ?
Eh bien, un point, c’est un vecteur comme un autre !
Par exemple, siA et B sont deux points d’un espace vectoriel - c’est-à-dire formellement deux vecteurs - le vecteur

−→
AB

c’est la différence des deux points :B−A.
C’est un peu déroutant au départ, mais on retrouve toutes lespropriétés de la géométrie plane dans l’espace vectorielR2

par exemple.

28.1 Sous-espaces affines

Dans tout ce paragrapheE est unK-espace vectoriel.

28.1.1 Translations

DÉFINITION 28.1 ♥♥ Translation
Soit u ∈ E. On appelletranslation de vecteuru l’application deE dansE, notéetu , et donnée par :

tu :

{
E −→ E

x 7−→ tu (x) = u+ x
.

PROPOSITION28.1 ♥ Les translations sont des automorphismes deE

1 La composée de la translation de vecteuru ∈E par celle de vecteurv ∈ E est la translation de vecteuru+ v :

tu ◦ tv = tv ◦ tu = tu+v .

2 t0 = idE .

3 Les translations deE sont des automorphismes deE.
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Démonstration

1 Soit x ∈ E. tv ◦ tu (x) = tv (x +u) = x +u +v = tu+v (x). Donctv ◦ tu = tu+v . On montre de même quetu ◦ tv = tu+v .

2 Évident.

3 On vérifie facilement que les translations sont linéaires. De plus, siu ∈ E, en appliquant les deux points précédents, on
obtienttu ◦ t−u = t−u ◦ tu = idE et tu est bien bijective.

PROPOSITION28.2 ♥ L’ensemble des translations deE forme un sous-groupe deG l (E)

L’ensemble des translations deE forme un sous-groupe commutatif deG l (E).

Démonstration Soit tu et tv deux translations deE. Il est clair quetu ◦ (tv )−1 = tu ◦ t−v = tu−v est encore une translation deE.
Par application du théorème 19.6, on peut affirmer que l’ensemble des translations deE est un sous-groupe deE.

28.1.2 Sous espaces affines

DÉFINITION 28.2 ♥ Sous-espace affine
On appellesous-espace affinedeE l’imageF d’un sous-espace vectorielF deE par une translation deE.

F = tu (F) = {u+ x | x ∈ F}

On note alorsF = u+F. On dit que :
– le sous-espace vectorielF est ladirection du sous-espace affineF ;
– la dimension du sous-espace affineF est ladimensiondu sous-espace vectorielF ;
– une base deF sera appeléeensemble de vecteurs directeursdeF .

Exemple 28.1
• Soit u un vecteur deE. Le singleton{u} = t0 (u) est un sous-espace affine deE de direction{0} et de dimension0.
• Si E =R2, u = (1,2), F = Vect ((1,−1)) etF = tu (F) = {u+ t (1,−1) | t ∈R} = {(1+ t ,2− t) | t ∈ R} alorsF est ladroite

affine passant pas(1,2) et dirigée par(1,−1).
• Si E = R3, u = (1,2,3), F = Vect ((1,2,−4) ,(1,−1,1)) et F = tu (F) =

{
u+ t (1,2,−4)+ t ′ (1,−1,1) | t ∈R

}
=




(
x, y, z

)
∈ E |





x = 1+ t + t ′

y = 2+2t − t ′

z = 3−4t + t ′





alorsF est leplan affine passant pas(1,2,3) et de base((1,2,−4) ,(1,−1,1)).

• Avec E = C ∞ (R) et F =
{

f ∈E | ∀t ∈R, f ′′(t)+ f (t)= 1+ t + t 2
}
, F est un sous-espace affine deE de direction

F =
{

f ∈ E | f ′′+ f = 0
}

et siu :

{
R −→ R

t 7−→ −1+ t + t 2 ∈E alors

F = u+F =
{

t 7→ −1+ t + t 2 +αcos t +βsin t | α,β ∈R
}

.

✎ Notation 28.2 Ces exemples nous invitent à considérer :
• les éléments d’un sous-espace affine comme des points. On lesnotera avec deslettres majuscules. (Ex : A, M, ...)
• les éléments de la direction de cet espace affine comme des vecteurs. On les notera avec deslettres minuscules sur-

montées d’une flèche. (Ex :−→u ,
−→
x , ...)

– Si A et B sont deux points d’un sous-espace affine (c’est-à-dire des vecteursa et b deE), on leur fait correspondre le
vecteur

−→
AB donné par :

−→
AB= B−A (= b −a).

– Si A est un point d’un espace affine (c’est-à-dire un vecteura de E) et si −→x ∈ E est un vecteur deE , on leur fait
correspondre le point notéA+−→

x (= a +−→
x ).

A

A+−→
x

−→
x

A

B

−→
AB

FIGURE 28.1 – Points-vecteurs

On a alors les propriétés évidentes suivantes :
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PROPOSITION28.3 ♥ Règles de calcul en géométrie affine

1 ∀M ∈E, ∀−→x ,−→y ∈ E, M+(−→x +−→y )= (M+−→x )+−→y
2 ∀(M,P) ∈E2, ∃!

−→
x ∈ E : P = M+−→

x .
En fait :−→x = P−M

3 ∀(M,P) ∈E2, ∀(
−→
x ,

−→
y ) ∈ E2,

{
M+−→

x = M+−→
y =⇒ −→

x =−→
y

M+−→
x = P+−→

x =⇒ M = P

4 Relation de Chasles :

∀(A,B,C) ∈E3,
−→
AC =−→

AB+−→
BC .

Remarque 28.1 Avec ces nouvelles notations, le sous-espace affineF deE, image par la translation de vecteur−→
u ∈ E

du sous-espace vectorielF ⊂ E, est :
F = A+F

où A représente le vecteur−→u . CommeA ∈F , on dit queF est le sous-espace affine deE passant parA et dirigé parF.

Exemple 28.3
• DansE =R2, posonsA = (1,2) et−→u = (−1,1). La droite affine passant parA et dirigée par−→u est le sous-espace affine :

A+Vect (u).
• DansE = R3, considérons le pointA = (1,4,2) et les vecteurs−→u = (1,0,−1) et−→v = (1,1,0). Le plan affine passant par

A et de direction les vecteurs−→u et−→v est donné par :A+Vect
(−→

u ,
−→
v

)
.

LEMME 28.4 ♥
Si F est un sous-espace affine de directionF, alors pour tout pointA ∈F , on a :

F = A+F et F=
{−−→

AM | M ∈F
}

.

Démonstration Soit A ∈F .
• Il existe A0 ∈ E tel que :F = A0 +F. CommeA ∈ F , il existe−→

u ∈ F tel queA = A0 +−→
u . Soit M ∈ F . Il existe−→

v ∈ F tel que
M = A0 +−→

v . DoncM = A0 +−→
v = A−−→

u +−→
v ∈ A+F car−→v −−→

u ∈ F, ce qui montre queA0 +F ⊂ A+F. On montre de même que
A+F ⊂ A0 +F et donc queF = A+F.

• Utilisant le résultat précédent :F = A+F. Soit M ∈ F . Il existe−→
u ∈ F tel queM = A+−→

u . Autrement dit :
−−→
AM = −→

u ∈ F ce qui
prouve que

{−−→
AM | M ∈F

}
⊂ F. Réciproquement, si−→u ∈ F alors en notantM le point deF tel queM = A+−→

u , on obtient :−→u =−−→
AM

et l’inclusion réciproque est prouvée.

DÉFINITION 28.3 ♥ Sous-espaces affines parallèles
On dit que le sous-espace affineG de directionG estparallèleau sous-espace affineF de directionF lorsqueG ⊂ F.

F

G

F∩G

F

G
F ∩G

0E

(a) Sous-espaces affines parallèles

F
G

0E

G
F

MF

MG

Ω−−−−→
MFMG

−→
f

−→
g

(b) Sous-espaces affines supplémentaires
dans le plan

FIGURE 28.2 – Intersection de sous-espaces affines

Remarque 28.2 DansR3, une droite peut être parallèle à un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est parallèle
à une droite.
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PROPOSITION28.5 ♥ Intersection de deux sous-espaces affines
SoientF etG deux sous-espaces affines deE de direction respectiveF et G. On suppose que :

H1 F ∩G 6=∅

alorsF ∩G est un sous-espace affine deE de directionF∩G.

Démonstration CommeF ∩G 6=∅, on considère un pointA ∈F ∩G . Montrons queF ∩G = A+F∩G.
⊂ SoitM ∈F∩G . CommeM ∈F alors

−−→
AM ∈ F et commeM ∈G alors

−−→
AM∈ G. Donc

−−→
AM ∈ F∩G etM ∈ A+F∩G.vient :A+u ∈F

et A+u ∈G ce qui prouve queA+F∩G ⊂F ∩G .
⊃ Réciproquement, siM ∈ A+F∩G alors il existe−→u ∈ F∩G tel queM = A+−→

u . Il est alors clair queM ∈ F ∩G .existe−→u ∈ E

tel queB = A+−→
u . CommeA ∈ F ∩G , nécessairement−→u = −→

AB ∈ F et −→u ∈ G autrement dit−→u ∈ F∩G. On prouve ainsi que
F ∩G ⊂ A+F∩G.

En résumé :F ∩G = A+F∩G.

COROLLAIRE 28.6 ♥
SoientF etG deux sous-espaces affines deE de direction respectiveF et G. On suppose que :

H1 F et G sont supplémentaires dansE

alorsF ∩G est constitué d’un et un seul point deE.

Démonstration
Existence F ∩G est non vide. En effet, siA ∈F et B ∈G alors comme

−→
AB ∈ E et queE = F⊕G alors il existe un unique couple

(−→
u ,−→v

)
∈ F×G tel que :

−→
AB = u +v . Il vient alorsA+u = B−v et le pointM= A+−→

u = B−−→
v est donc élément deF ∩G .

Unicité Appliquant le résultat précédentF∩G est un sous-espace affine deE de directionF∩G maisF etG étant supplémentaires
dansE, on a :F∩G =∅ et doncF ∩G est réduit à un point.

28.1.3 Barycentres

THÉORÈME 28.7 ♥ Fonction de Leibniz, Barycentre
On considère un système de points(Ai )1ÉiÉn deE et n réels(αi )1ÉiÉn . On forme lesystème de points pondérés:

S =
(

A1 . . . An

α1 . . . αn

)

On appellepoids du système pondéré, le réelα=α1 +·· ·+αn . On considère alors la fonction vectorielle :

−→
F :

{
E −→ E

G 7−→ ∑n
i=1

αi
−−→
GAi

– Siα= 0, la fonction
−→
F est constante ;

– Si α 6= 0, il existe un unique pointG ∈ E tel que
−→
F (G) = 0. Cet unique point s’appelle lebarycentre du système

pondéré de pointsS. Pour un pointΩ ∈E quelconque, on a

G =Ω+ 1

α

n∑

i=1

αi
−−→
ΩAi

Démonstration Soit O ∈E. En utilisant les règles de calcul dans un espace affine, pourtout M ∈ E :

−→
F (M) =

n∑

i=1

αi
−−−→
MAi

=
n∑

i=1

αi

(−−→
MO+−−→

OAi

)

=
(

n∑

i=1

αi

)
−−→
MO+

n∑

i=1

αi
−−→
OAi

=
(

n∑

i=1

αi

)
−−→
MO+−→

F (O)

Donc :
• Si

∑n
i=1

αi = 0,
−→
F est constante.
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• Si
∑n

i=1
αi 6= 0,

−→
F est bijective. En effet, si on considère un vecteur−→

u ∈E, on a :

−→
F (M) =−→

u

⇐⇒
(

n∑

i=1

αi

)
−−→
MO+−→

F (O) =−→
u

⇐⇒ M = O+
−→
u −−→

F (O)∑n
i=1

αi

et il existe un et un seulM ∈ E (donné par la dernière égalité) tel que
−→
F (M) =−→

u . En particulier, il existe et un seul pointG ∈ E

tel que
−→
F (G) =−→

0 et on a bien :

G =Ω+
1

α

n∑

i=1

αi
−−→
ΩAi .

Remarque 28.3

G est le barycentre du système pondéré de pointsS =
(

A1 . . . An

α1 . . . αn

)
avec

∑n
i=1

αi 6= 0 si et seulement si

n∑

i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0 .

Remarque 28.4

Soit (
A1 . . . An

α1 . . . αn

)

une famille de point pondérés avec
∑n

i=1
αi 6= 0 et G le barycentre de cette famille. Alors,G est encore le barycentre de

la famille (
A1 . . . An

α′
1 . . . α′

n

)

avec, pour touti ∈ �1,n�,α′
i
= αi∑n

i=1
αi

. Compte tenu de cette remarque, on peut toujours supposer que la famille pondérée
(

A1 . . . An

α1 . . . αn

)
vérifie

∑n
i=1

αi = 1.

THÉORÈME 28.8 ♥ Associativité des barycentres
Soit (

A1 . . . Ap Ap+1 . . . An

α1 . . . αp αp+1 . . . αn

)

un système pondéré de points de barycentreG. On suppose que

β1 =α1 +·· ·+αp 6= 0 etβ2 =αp+1 +·· ·+αn 6= 0

Si G1 est le barycentre de
(

A1 . . . Ap

α1 . . . αp

)
et si G2 est le barycentre de

(
Ap+1 . . . An

αp+1 . . . αn

)
alorsG est le barycentre de

(
G1 G2

β1 β2

)
.

Démonstration Soit G ∈ E. On a les égalités :

β1
−−→
GG1 +β2

−−→
GG2 = α1

−−→
GG1 + . . .+αp

−−→
GG1 +αp+1

−−→
GG2 + . . .+αn

−−→
GG2

= α1

(−−→
GA1 +

−−−→
A1G1

)
+ . . .+αp

(−−−→
GAp +−−−−→

Ap G1

)
+αp+1

(−−−−−→
GAp+1 +

−−−−−−→
Ap+1G2

)
+ . . .+αn

(−−−→
GAn +−−−−→

An Gn

)

=
n∑

i=1

αi
−−→
GAi −

p∑

i=1

−−−→
G1Ai

︸ ︷︷ ︸
=−→0

−
p∑

i=1

−−−→
G2Ai

︸ ︷︷ ︸
=−→0

=
n∑

i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0

ce qui prouve le théorème.
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DÉFINITION 28.4 ♥ isobarycentre
On appelleisobarycentredes points(A1, . . . , An), le barycentre du système pondéré

(
A1 . . . An

1 . . . 1

)

DÉFINITION 28.5 ♥ Segment
On note[A,B] (segmentAB) l’ensemble des barycentres :

[A,B] = {Bar

(
A B

t (1− t)

)
; t ∈ [0,1]} = {t A+ (1− t) B | t ∈ [0,1]}

On définit lemilieu d’un segment[A,B] comme étant l’isobarycentre
(

A B
1 1

)
des pointsA et B.

Application 28.4 SoientA,B et C trois points deE distincts et non alignés. D’après la propriété d’associativité du
barycentre, l’isobarycentreG des trois pointsA, B et C est le barycentre du système pondéré

(
G1 C

2 1

)

où G1 est le milieu de[A,B]. C’est donc un point de la médiane issue deC. On effectue le même raisonnement avec les
deux autres médianes, on montre queG est à l’intersection des3 médianes.

DÉFINITION 28.6 ♥ Partie convexe
Soit une partieC de l’espaceE. On dit que cette partie estconvexesi et seulement si∀(A,B) ∈C 2, [A,B] ⊂C .

(a) Partie convexe (b) Partie non convexe

FIGURE 28.3 – Parties convexes

Remarque 28.5 On montre qu’une partieC est convexe si et seulement si :∀n Ê 1, ∀(λ1, . . . ,λn ) ∈R+, ∀(M1, . . . ,Mn ) ∈
C n, le barycentreG du système

(
M1 ... Mn

λ1 ... λn

)
est encore dansC .

28.1.4 Repère cartésien

DÉFINITION 28.7 ♥ Repère cartésien
On appellerepère cartésiendeE la donnée d’un coupleR = (O,e) formé par un pointO deE et une basee = (e1, . . . ,en)

deE.
• O est appelé l’origine du repèreR.
• e est appelée labase du repèreR.

PROPOSITION28.9 ♥ Coordonnées d’un point dans un repère
Soit (O,e) un repère deE. L’application :

θ :

{
E −→ Rn

M 7−→ (α1, . . . ,αn )

où
−−→
OM =∑n

k=1
αk ek est un isomorphisme d’espaces affines. Len−uplet(α1, . . . ,αn ) ∈Rn représente lescoordonnéesde

M dans le repère(O,e).

Démonstration Laissée en exercice au lecteur.
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28.2 Applications affines

28.2.1 Définitions et propriétés

DÉFINITION 28.8 ♥ Application affine
Si E et E′ sont deux espaces vectoriels,f : E → E′ est une application affine si et seulement si il existe une application
linéaireL f ∈L (E,E′) telle que

∀(A,
−→
x ) ∈E2, f (A+−→

x ) = f (A)+L f

(−→
x

)

L’application linéaireL f est appeléeapplication linéaire associéeà l’application affinef . Elle est unique. L’ensemble
des applications affines est notéA (E,E′), etA (E) lorsqueE = E′.

Remarque 28.6 Si f est une application affine, alors

∀(A,B) ∈E2,
−−−−−−−→
f (A) f (B) = L f (

−→
AB) .

Cette remarque permet de prouver l’unicité deL f carL f est entièrement déterminée par cette relation. Ainsi :

∀−→x ∈ E, L f (
−→
x ) = f (x)− f (0)

A

B

C

A′

B′

C′

f (A) f (B) f (C)

f (A′) f (B′) f (C′)

FIGURE 28.4 – Une application affine conserve l’alignement, le parallélisme et les barycentres

THÉORÈME 28.10 ♥ Une application affine conserve l’alignement et le parallélisme
Soit f : E 7→E′ une application affine.

1. SiF = MF +F est un sous-espace affine deE, alorsf (F )= f (MF)+L f (F) : c’est un sous-espace affine deE′.

2. SiF etG sont deux sous-espaces affines deE, F ∥G =⇒ f (F ) ∥ f (G ).

Démonstration
1. ⊂ Soit N ∈ f (F ). Il existe M = MF +−→

u ∈ F tel queN = f (M). On a de plus−→u ∈ F. Donc N = f
(
MF +−→

u
)
= f (MF)+

L f

(−→
u

)
∈ f (MF)+L f (F).

⊃ Réciproquement, siN ∈ f (MF)+L f (F) alors il existe−→u ∈ F tel queN= f (MF)+L f

(−→
u

)
= f

(
MF +−→

u
)

et N ∈ f (F ).

2. Supposons queF = MF +F etG = MG +G où MF,MG ∈ E et oùF et G sont les directions respectives deF etG . CommeF
est parallèle àG , on a :F ⊂ G. Avec la relation précédente, il vient :

f (F ) = f (MF)+L f (F) et f (G ) = f (MG)+L f (G)

mais commeF⊂ G et queL f est linéaire, on a :L f (F)⊂ L f (G) donc f (F ) est parallèle àf (G ).

THÉORÈME 28.11 ♥ Une application affine conserve les barycentres

Soit f : E 7→ E′ une application affine. SoitS =
(

A1 . . . An

α1 . . . αn

)
un système pondéré de points deE de poids non-

nul. Si G est le barycentre du système pondéréS, alors le pointf (G) est le barycentre du système pondéréS′ =(
f (A1) . . . f (An)

α1 . . . αn

)
. Autrement dit :

f

(
n∑

i=1

αi Ai

)
=

n∑

i=1

αi f (Ai )
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Démonstration : Cela revient à prouver, d’après la remarque 28.3, que
∑n

i=1
αi

−−−−−−−−→
f (G) f

(
Ai

)
=−→

0 . Mais :

G est le barycentre du système pondéréS

⇐⇒
n∑

i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0

⇐⇒
n∑

i=1

αi L f

(−−→
GAi

)
=−→

0 carL f est linéaire

⇐⇒
n∑

i=1

αi

−−−−−−−−→
f (G) f

(
Ai

)
=−→

0

d’où le résultat.

THÉORÈME 28.12 ♥ Expression matricielle d’une application affine.
Soient deux espaces vectoriels réelsE etE′. SoitR = (Ω,b) un repère cartésien deE etR′ = (Ω′,b′) un repère cartésien
deE′, et f : E 7→E′ une application affine de partie linéaireL f . Si X est la matrice des coordonnées d’un pointA dans le
repèreR et X′ la matrice des coordonnées du pointf (A) dans le repèreR′, si L est la matrice de l’application linéaire
L f dans les deux basesb et b′ et siT est la matrice des coordonnées du pointf (Ω) dans le repèreR′, alors :

X′ = Z+LX

Démonstration On a : f (A) = f (Ω)+L f

(−→
ΩA

)
ou encore :

−−−−−−−→
f (Ω) f (A) = L f

(−→
ΩA

)
. Les coordonnées du vecteur

−−−−−−−→
f (Ω) f (A) dans la

baseb′ sontX′−Z. Celle deL f

(−→
ΩA

)
dans la même base sont :LX d’où l’égalité.

Remarque 28.7 DansR2, si M

∣∣∣∣
x

y
et f (M)

∣∣∣∣
X

Y
, les formules d’une application affine sont de la forme :

{
X = α+ax +by

Y = β+cx +d y

THÉORÈME 28.13 ♥ Caractérisation des isomorphismes affines par leur partie linéaire
1. Si f : E 7→ E′ et g : E′ 7→ E′′ sont deux applications affines, alorsg ◦ f est une application affine de partie linéaire

Lg ◦L f ;

2. ( f est bijective) ⇐⇒ (L f est un isomorphisme) ;

3. Si f : E 7→ E′ est une application affine bijective, alorsf −1 est une application affine de partie linéaireL f −1 =
(L f )−1.

DÉFINITION 28.9 ♥ Isomorphisme affine, automorphisme affine
1. Si une application affinef ∈A (E,E′) est bijective, on dit que c’est un isomorphisme affine.

2. Si E = E′, on parlera d’automorphisme affine, l’ensemble des automorphismes affines est un groupe noté
(GA (E),◦), appelégroupe affinedeE.

28.2.2 Translations affines

DÉFINITION 28.10 ♥ Translations affines
Si −→u est un vecteur deE on définit latranslation τ−→u de vecteur−→u : c’est l’application

τ−→u :

{
E −→ E

M 7−→ M+−→
u

Une translation est une application affine de partie linéaire idE.
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THÉORÈME 28.14 ♥ Groupe des translations affines
1. Une application affine deE versE est une translation si et seulement si sa partie linéaire estl’identité.

2. τ−→
0
= idE.

3. Pour tout−→u ,−→v ∈E, τ−→u τ−→v = τ−→u +−→v .

4. Pour tout−→u ∈ E, τ−1−→u = τ−−→u .

5. L’ensembleT (E) des translations est un sous-groupe du groupe affine(GA (E),◦).

Démonstration

1. Le sens direct est clair. Réciproquement, sif est une transformation affine telle queL f = id alors, fixantA ∈ E et notant

B = f (A), −→u =−→
AB, on a, pour toutM = A+−→

v ∈E : f (M)= f (A)+−→
v = B+−→

v = A+−→
AB+−→

v = M+−→
u . f est donc la translation

de vecteur−→u .

2. Facile.

3. Pour toutM ∈E, on a :
τ−→u ◦τ−→v (M) = τ−→u

(
M+−→

v
)
= M+−→

u +−→
v = τ−→u +−→v (M)

4. Utilisant la relation précédente, on a :τ−→u ◦τ−−→u = τ−→
0
= idE. De mêmeτ−−→u ◦τ−→u = idE. Doncτ−→u est bijective de réciproque :

τ−1−→
u

= τ−−→u .

5. Soient−→u ,−→v ∈ E. On vérifie facilement que

τ−→u ◦τ−1−→
v

= τ−→u ◦τ−−→u = τ−→u −−→v ∈T (E)

ce qui prouve queT (E) est un sous-groupe de(GA (E),◦).

28.2.3 Homothéties

DÉFINITION 28.11 ♥ Homothétie
On dit qu’une application affine est unehomothétie affine de rapportα ∈R\{0,1} si et seulement sa partie linéaire est
égale àα id.

THÉORÈME 28.15 ♥ Groupe des homothéties-translations
1. Une homothétie affinef de rapportα ∈R\ {0,1} possède un unique point fixeΩ ∈E (centre de l’homothétie) et

∀M ∈ E,
−−−−−→
Ω f (M) =α

−−→
ΩM

2. L’ensemble des homothéties-translationsH T (E) est un sous-groupe du groupe affine(GA (E) ,◦).

Démonstration

1. SoitA ∈ E. PosonsB = f (A) et considéronsΩ= A+−→
u où−→

u ∈E. On a la série d’équivalence :

Ω est un point fixe def

⇐⇒ f (Ω) =Ω

⇐⇒ f
(
A+−→

u
)
= A+−→

u

⇐⇒ B+α−→u = A+−→
u

⇐⇒ −→
u =

1

1−α

−→
AB

Par suite,f admet un unique point fixe donné parΩ= A+
1

1−α

−→
AB.

2. Voir l’exercice 28.2 page 1114.

28.2.4 Projections et symétries affines

DÉFINITION 28.12 ♥ Projection affine
SoitF un sous-espace affine deE de directionF etG un supplémentaire deF dansE. SoitM ∈ E. D’après la proposition
28.6, il existe un unique pointM′ ∈ F ∩ (M+G). On appelle projection affine surF parallèlement àG l’application
p : E → E qui àM ∈ E associe le pointM′ ainsi construit.
De plus,p est une application affine et son application linéaire associée est la projection deE surF parallèlement àG.
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Ω

M

h(M)

M′ h(M′)

FIGURE 28.5 – Homothétie affine

Démonstration Montrons quep est une application affine. SoientM,N ∈ E et soit M′ = p (M) et N′ = p (N). Notons−→p la
projection deE surF parallèlement àG. On a :

−−→
MN=

−−−→
MM′+

−−−→
M′N′+

−−−→
N′M=

−−−→
M′N′
︸ ︷︷ ︸
∈F

+
−−−→
MM′+

−−−→
N′M︸ ︷︷ ︸

∈G

donc−→p
(−−→
MN

)
=
−−−→
MM′ =−−−−−−−−→

p (M) p (N) ce qui prouve le résultat.

DÉFINITION 28.13 ♥ Symétrie affine
Soit F un sous-espace affine deE de directionF et G un supplémentaire deF dansE. Soit M ∈ E et p la projection

affine deE surF parallèlement àG. Il existe un unique pointM′ ∈E tel quep (M) soit le milieu de
[
M,M′]. On appelle

symétrie affine par rapport àF parallèlement àG l’applications : E → E qui àM ∈ E associe le pointM′ ainsi construit.
De plus,s est une isométrie affine et son application linéaire associée est la symétrie deE par rapport àF parallèlement
à G.

Démonstration s est bien définie carM′ est caractérisée par
−−−→
MM′ = 2

−−−−−→
Mp (M). Montrons ques est affine : soientM,N ∈ E et soit

M′ = s (M) et N′ = s (N). Notons−→s la symétrie deE par rapport àF parallèlement àG. On a :
−−→
MN = −−−−−→

Mp (M)+−−−−−−−−→
p (M) p (N)+−−−−−→

p (N)N

= −−−−−−−−→
p (M) p (N)︸ ︷︷ ︸

∈F

+−−−−−→
Mp (M)+−−−−−→

p (N)N︸ ︷︷ ︸
∈G

donc

−→
s

(−−→
MN

)
= −−−−−−→Mp (M)+−−−−−−−−→

p (M) p (N)−−−−−−→
p (N)N

=
−−−−−−→
M′p (M)+−−−−−−−−→

p (M) p (N)+
−−−−−→
p (N)N′

=
−−−→
M′N′

= −−−−−−−→
s (M) s (N)

ce qui prouve le résultat.

28.2.5 Points fixes d’une homothétie affine

LEMME 28.16 Points fixes d’une application affine
Soit une application affinef : E 7→ E. On note

Fix( f ) = {M ∈ E | f (M) = M}

l’ensemble des points fixes def . Alors lorsqueFix( f ) n’est pas vide, c’est un sous-espace affine deE de direction
Ker(L f − id).

Démonstration SoitΩ ∈ Fix
(

f
)
. PosonsF =

{−−→
ΩM | M ∈ Fix

(
f
)}

. Montrons queF est un sous-espace vectoriel deE. Nous aurons

ainsi prouvé queFix
(

f
)
=Ω+F est un sous-espace affine deE.

– F 6=∅ car0 =−−→
ΩΩ ∈ F.

– Soientα,β ∈ R et soient−→u ,−→v ∈ F. Il existe alorsM,N ∈ Fix
(

f
)

tels que−→u = −−→
ΩM et −→v = −−→

ΩN. Remarquons queL f

(−→
u

)
=

L f

(−−→
ΩM

)
=−−→
ΩM =−→

u . De même :L f

(−→
v

)
=−→

v . On a :α−→u +β−→v ∈ F. En effet, posantP =Ω+α−→u +β−→v ,

f (P) = f (Ω)+L f

(
α−→u +β−→v

)
=Ω+α−→u +β−→v = P

doncα−→u +β−→v =−→
ΩP avecP ∈ Fix

(
f
)
.

1107



F est donc bien un sous-espace vectoriel deE.

THÉORÈME 28.17 ♥ Factorisation d’une application affine
Soit une application affinef : E 7→ E, et un pointΩ ∈ E. Alors il existe une translationt et une application affineg tels
que f = t ◦ g , avecΩ qui est un point fixe de l’application affineg : g (Ω) =Ω.

Démonstration Si f admet un point fixe alorsf est la composée d’elle même par la translation de vecteur nul. Si f n’admet pas
de point fixe alors en fixantA ∈ E et posantB = f (A), on a :A 6= B et u =−→

AB 6= 0. La composéeg = t−u ◦ f vérifie :

t−u ◦ f (A) = t−u (B) = B+−→
BA = A

donc elle admet un point fixe.g est de plus affine comme composée de fonction affine et on a :f = tu ◦g comme voulue.

28.3 Isométries affines

28.3.1 Définitions et propriétés

On considère un espace euclidien, muni d’un produit scalaire noté(. | .) et de la norme euclidienne associée notée‖.‖.
Étant donnés deux points(A,B) ∈E2, on définit ladistanceentre ces points par :

d(A,B) = ‖−→AB‖

DÉFINITION 28.14 ♥ Isométrie affine
Soit f : E 7→ E une application. On dit que c’est uneisométrie affinelorsqu’elle conserve les distances :

∀(A,B) ∈E2, d
(

f (A), f (B)
)
= d(A,B)

THÉORÈME 28.18 ♥ Caractérisation des isométries
Une applicationf est une isométrie si et seulement sif est affine et sa partie linéaireL f est un endomorphisme
orthogonal.

Démonstration FixonsA ∈ E. Pour toutM ∈ E, on a : f (M) = f (A)+L f

(−−→
AM

)
où L f est donnée par :L f

(−−→
AM

)
=
−−−−−−−−→
f (A) f (M). Du

fait que f conserve les distances, on tire :
∥∥∥L f

(−−→
AM

)∥∥∥=
∥∥∥−−−−−−−−→f (A) f (M)

∥∥∥= d
(

f (A) , f (M)
)
= d (A,M) =

∥∥∥−−→AM
∥∥∥ .

Montrons queL f est linéaire et qu’elle préserve le produit scalaire.

1 Soient−→u ,−→v ∈E. On peut supposer que−→u =−−→
AM et−→v =−→

AN avecM,N ∈E. On a donc :

L f

(−→u
)
−L f

(−→v
)
=−−−−−−−−→

f (A) f (M)−−−−−−−−→
f (A) f (N) =−−−−−−−−→

f (N) f (M)

Utilisant l’égalité de polarisation 27.1 :

(−→
u | −→v

)
= 1

2

(∥∥−→u
∥∥2 +

∥∥−→v
∥∥2 −

∥∥−→u −−→
v

∥∥2
)

,

on obtient :
(
L f

(−→
u

)
| L f

(−→
v

))
= 1

2

(∥∥∥L f

(−→
u

)∥∥∥
2
+

∥∥∥L f

(−→
v

)∥∥∥
2
−

∥∥∥L f

(−→
u

)
−L f

(−→
v

)∥∥∥
2
)

=
1

2

(∥∥−→u
∥∥+

∥∥−→v
∥∥−

∥∥∥−−−−−−−−→f (N) f (M)
∥∥∥
)

=
1

2

(∥∥−→u
∥∥+

∥∥−→v
∥∥−

∥∥∥−−→NM
∥∥∥
)

=
1

2

(∥∥−→u
∥∥+

∥∥−→v
∥∥−

∥∥−→u −−→
v

∥∥)

=
(−→

u | −→v
)

DoncL f préserve le produit scalaire.

2 Soite =
(−→

e 1, . . . ,−→e n
)
une base orthogonale deE et soit−→u ∈E. CommeL f préserve le produit scalaire, la famille

(
L f

(−→
e k

))
k=1,...,n

est encore orthogonale en vertu de la proposition 27.6. Soit: v =
∑n

k=1
−→
v k

−→−→ek avec pour toutk ∈ �1,n�, αk =
(−→

v | −→e k

)
.

Comme la famille
(
L f

(−→
e i

))
est une famille orthogonale :

L f

(−→
v

)
=

n∑

k=1

(
L f

(−→
v

)
| L f

(−→
e k

))
L f

(−→
e k

)

=
n∑

k=1

(−→
v | −→e k

)
L f

(−→
e k

)
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On a ainsi montré que :

L f

(
n∑

k=1

αk
−→
e k

)
=

n∑

k=1

αk L f

(−→
e k

)

On en déduit facilement queL f est linéaire.

3 En résuméf est une application affine et sa partie linéaireL f est un automorphisme orthogonal.

28.3.2 Projections et symétries orthogonales, réflexions

DÉFINITION 28.15 ♥ Projection, symétrie affine orthogonale, Réflexion
Soit F un sous-espace affine deE de directionF et G un supplémentaire deF dansE. Soit p et s la projection et la

symétrie affine deE surF parallèlement àG. Si G est le supplémentaire orthogonal deF dansE, on dit que :
– p est laprojection affine orthogonalesurF
– s est lasymétrie affine orthogonalepar rapport àF .
Si de plus,F est un hyperplan affine deE (c’est-à-dire une droite dans le plan ou plan dans l’espace)alors on appelle
réflexion la symétrie affine orthogonale par rapport àF .

PROPOSITION28.19
Une symétrie affine est une isométrie si et seulement si elle est orthogonale.

Démonstration Supposons ques est la symétrie affine par rapport àF de directionF parallèlement àG (E = F⊕G). On a la série
d’équivalence :

s est une isométrie

⇐⇒ L’application linéaire associée às : Ls est orthogonale

⇐⇒ F et G sont supplémentaires orthogonaux

⇐⇒ s est une symétrie orthogonale

Remarque 28.8 On en déduit que les réflexions sont des isométries.

DÉFINITION 28.16 ♥ Hyperplan médiateur d’un segment
SoientA,B ∈ E deux points distincts deE. L’ensemble :

H = {M ∈E | d (M, A) = d (M,B)}

est un hyperplan affine deE appeléehyperplan médiateur du segment[A,B].
De plus,H est orthogonal à[A,B] et passe par le milieuI de[A,B].

Démonstration Il est clair queI ∈H . NotonsH = Vect
−→
AB

⊥
. H est clairement un hyperplan deE. Montrons queH = I+H ce

qui prouvera la proposition.
Pour toutM ∈ E, on a :

∥∥∥−−→MA
∥∥∥

2
−

∥∥∥−−→MB
∥∥∥

2
= 0

⇐⇒
(−−→
MA−−−→

MB | −−→MA+−−→
MB

)
= 0

⇐⇒
(−→
AB | 2

−→
MI+−→

IA+−→
IB

)
= 0

⇐⇒
(−→
AB | −→IM

)
= 0

Donc :
⊂ Si M ∈ I+H alors

−→
IM ∈ H et

(−→
AB | −→IM

)
= 0 donc :d (M, A) = d (M,B) et M ∈H .

⊃ Si M ∈H alors
(−→
AB | −→IM

)
= 0 et M = I+−→

IM ∈ I+H.

PROPOSITION28.20
Etant donnés deux pointsA,B ∈E distincts ; il existe une unique réflexions telle ques(A)= B et s(B) = A.

Démonstration SoitH l’hyperplan médiateur du segment[A,B]. La réflexion associéer échangeA et B. Supposons quer ′ soit
une autre réflexion qui échangeA et B. NotonsH ′ son hyperplan. AlorsH ′ est orthogonal à

−→
AB. Par unicité du supplémentaire

orthogonal, la direction deH ′ estH = Vect
(−→

AB
)⊥

. De plus, le milieuI de [A,B] ∈H ′. DoncH ′ = I+H =H . On en déduit que

r = r ′.

1109



DÉFINITION 28.17 ♥ Déplacement
On dit qu’une isométrie affine est undéplacementlorsque sa partie linéaire est une isométrie vectorielle directe :

L f ∈ SO(E).

28.3.3 Déplacements du plan

DÉFINITION 28.18 ♥ Rotation affine dans l’espace
On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettantau moins un point fixe.

THÉORÈME 28.21 ♥ Classification des déplacements du plan
Soit f : E2 7→E2 un déplacement, alors

1. SiL f = id, f n’admet aucun point fixe etf est une translation ;

2. SiL f 6= id, f admet un et un seul point fixeΩ ∈E2 et f est une rotation :
• L f est une rotation vectoriellerθ.

• ∀M ∈ E2, f (M) =Ω+ rθ(
−−→
ΩM)

Démonstration Les translations et les rotations affines sont des déplacement du plan. Réciproquement, sif est un déplacement
du plan, par application du théorème??, L f est une rotation vectorielle du plan d’angleθ ∈ R. Si θ = 0 [2π] alors L f = id et
en appliquant le théorème 28.17,f est une translation. Sinon, alors montrons quef admet un point fixe. En fixant un repère
orthonormal direct dans le plan

(
O, i , j

)
et en notant dans ce repère :

•
(
x, y

)
les coordonnées deM ∈E2

•
(
x′, y ′

)
celles def (M)

•
(
α,β

)
celles def (O)

on a : (
x′

y ′

)
=

(
α

β

)
+

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x

y

)

M est un point fixe def si et seulement sif (M) = M c’est-à-dire si et seulement si, utilisant la relation matricielle précédente :

{
(1−cosθ) x +sinθy =α

−sinθx + (1−cosθ) y = β

mais ∣∣∣∣
1−cosθ sinθ

−sinθ 1−cosθ

∣∣∣∣= 2−2cosθ 6= 0

carθ 6= 0[2π]. Le système précédent admet donc une et une seule solution etf admet alors bien un point fixe notéA. f est donc de

la forme :∀M∈ E, f (M) = A+ rθ

(−−→
AM

)
et c’est bien une rotation du plan.

COROLLAIRE 28.22 ♥ Description des rotations affines dans le plan
f est une rotation affine du planE2 si et seulement si :

1 f admet un point fixeΩ∈ E2.

2 L f = rθ où rθ est la rotation vectorielle d’angleθ∈R.

Autrement dit, pour toutM ∈ E :

f (M) =Ω+ rθ

(−−→
ΩM

)

28.3.4 Déplacements de l’espace

DÉFINITION 28.19 ♥ Rotation affine dans l’espace
On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettantau moins un point fixe.

PROPOSITION28.23 ♥ Description des rotations affines dans l’espace
Soit f : E3 7→ E3 une rotation différente de l’identité. Alors :

1 L f = rθ où rθ est une rotation vectorielle de l’espace d’angleθ∈R et d’axeD.

2 D = Fix
(

f
)

est une droite affine de direction notéeD.

3 SoitH un plan affine de directionH = D⊥. D’après la proposition 28.6,H ∩D est un singleton. NotonsΩ son
élément. Alors :H est stable parf et f|H est une rotation affine du planH de centreΩ.
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Démonstration

1 NotonsA un point fixe def . f étant un déplacement de l’espace, pour toutM ∈E, on peut écrire :

f (M) = A+L f

(−−→
ΩM

)

avecL f ∈ O3(R). Par application du théorème 27.36, il existe un axe vectoriel D de l’espace tel queL f est une rotation
vectorielle d’axeD d’angleθ ∈R. Cet axeD est formé de vecteurs invariants pourL f .

2 Plus précisément, sif 6= id, on a :D = Ker(L f − id). D’après la proposition 28.16,Fix
(

f
)

est un sous-espace affine deE de
directionKer(L f − id), il vient alorsFix

(
f
)
= A+D =D .

3 Soit−→u un vecteur unitaire engendrantD. Les points deH sont caractérisées par :

M ∈H ⇐⇒
(−−→
ΩM | −→u

)
= 0.

On vérifie alors facilement quef (H ) ⊂H : Soit M ∈H . On a donc :
(
ΩM | −→u

)
= 0. Mais

(−−−−−→
Ω f (M) | −→u

)
=

(−−−−−−−−→
f (Ω) f (M) | −→u

)

=
(
L f

(−−→
ΩM

)
| L f

(−→
u

))

=
(−−→
ΩM | −→u

)

= 0

carL f ∈E3. Donc f (M)∈H etH est stable parf .

Il est clair que,f étant une isométrie deE3, f|H est une isométrie deH . Montrons qu’elle est directe. Soit−→u ∈ D un vecteur
unitaire orientantD. Ce vecteur étant normal àH il oriente ce plan. Complétons le vecteur−→

u en une base orthonormale
directe

(−→
u ,−→v ,−→w

)
deE3 en sorte que

(−→
v ,−→w

)
forme une base orthonormale directe deH . la matrice deL f dans cette base

est de la forme :R =
(
1 0

0 S

)
et oùS est la matrice deL f |H. On a donc,f préservant l’orientation :1 = detR = det S et f|H

est une isométrie directe du planH .D’après le théorème 28.21, on en déduit que :f|H est une rotation affine du planH
de centreΩ.

LEMME 28.24 ♥
Soit f une rotation d’axeD de directionD et soit−→u ∈ D⊥ alorst−→u ◦ f est encore une rotation d’axeD ′ de directionD.

Démonstration Il suffit pour prouver le lemme de montrer quet−→u ◦ f admet au moins un point fixe. ConsidéronsH un plan
affine de directionH = D⊥. Comme dit dans la proposition 28.23, siΩ est le point d’intersection deH etD , f|H est une rotation
affine du planH de centreΩ. Comme−→u ∈ D⊥, on vérifie facilement quet−→u ◦ f|H est une isométrie directe deH et que ce n’est
pas une translation deH . D’après le théorème de classification des déplacements 28.21 du plan, on en déduit quet−→u ◦ f|H est une
rotation affine du planH et donc qu’elle admet un point fixe dansH . Ce point fixe est aussi un point fixe det−→u ◦ f ce qui prouve
le résultat.

D

M

r (M)

f (M)

θ

−→u

FIGURE 28.6 – Vissage

DÉFINITION 28.20 ♥ Vissage
Soit f : E3 7→E3 une application affine,D une droite affine deE3 de directionD , θ∈R et u ∈D un vecteur deD. On dit
que f est un vissage d’axeD, d’angleθ et de vecteur−→u si et seulement sif est la composée de la translation de vecteur
u et de la rotation affine d’axeD et d’angleθ..
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Remarque 28.9 On détermine l’axeD d’un vissagef par la condition :

D = {M ∈E |
−−−−−→
M f (M) ∈D}

THÉORÈME 28.25 ♥ Classification des déplacements de l’espace
Soit f :R3 7→R3 un déplacement de l’espaceE3. On noteFix( f ) l’ensemble des points invariants parf :

Fix( f ) = {M ∈E3 | f (M) = M}

1. L f = id : f est une translation ;

2. L f 6= id, alorsL f est une rotation vectorielle d’axeD = Vect(
−→
d ) et d’angleθ ;

(a) SiFix( f ) 6=∅ alorsFix( f ) est une droite affineD de direction la droite vectorielleD. On dit quef est une
rotation affine d’axeD et d’angleθ,

(b) Si Fix( f ) =∅, alors f est la composée d’une rotation d’axeD (droite de directionD) et d’une translation
de vecteur−→u ∈ D. On dit quef est unvissaged’axeD, d’angleθ et de vecteur−→u .

Démonstration Les translations, les rotations et les vissages sont des déplacements du plan. Réciproquement, supposons que
f est un déplacement du plan, et montrons quef est une de ces3 application. Sif admet un point fixe alorsf est une rotation.
Sinon, sif n’admet pas de point fixe, alors d’après le théorème de factorisation d’une application affine 28.17, il existe−→u ∈ E tel
queg = t−→u ◦ f soit une application affine avec au moins un point fixe. SiLg = id est alorsf est la translation de vecteur−→u . Sinon,g
est, par définition, une rotation. NotonsD son axe,D la direction deD et H le supplémentaire orthogonal deD dansE. Il y a deux
possibilités :

• Soit −→
u ∈D dans quel casf = t−−→u ◦g est un vissage d’axeD .

• Soit −→
u 6∈D et−→u =−→

u1 +−→
u2 ∈ D⊕⊥ H. Il vient f = t−−→u1

◦ t−−→u2
◦ g mais d’après le lemme 28.24,t−−→u2

◦ g est une rotation d’axe

D ′ de directionD car−→u2 ∈ H = D⊥. Comme−→u1 ∈ D, f = t−−→u1
◦ t−−→u2

◦ g est une rotation si−→u1 = 0 et un vissage sinon, dans les
deux cas d’axeD ′.

28.4 Similitudes

DÉFINITION 28.21 ♥ Similitude
On appellesimilitudeune applicationf : E 7→ E telle que∀(A,B) ∈ E2, d( f (A), f (B)) = kd(A,B) où k ∈ R⋆. Le réelk

s’appelle lerapport de la similitude.

Remarque 28.10 Une homothétie affine est une similitude, une isométrie affine est une similitude de rapport1.

Remarque 28.11 On montre quef est une similitude de rapportk si et seulement sif est une application affine de
partie linéaireL f vérifiant :

∀−→x ∈ E, ‖L f (
−→
x )‖ = k‖−→x ‖

c’est-à-dire queL f = ku avecu ∈O(E).

PROPOSITION28.26 Groupe des similitudes
L’ensemble des similitudes forme un sous-groupe du groupe affine.

DÉFINITION 28.22 ♥ Similitude directe
On dit qu’une similitudef est directe (resp. indirecte) sidet(L f ) > 0 (resp.det(L f ) < 0). L’ensemble des similitudes

directes forme un sous-groupe du groupe des similitudes.

THÉORÈME 28.27 ♥ Propriétés des similitudes directes
Soit une similitude directe du planE2. Alors :

1. f conserve les angles orientés : Pour trois points(A,B,C) de E2 avec A 6= B, A 6= C, l’angle

∡
(−−−−−−−→

f (A) f (B),
−−−−−−−→
f (A) f (C)

)
=∡

(−→
AB,

−→
AC

)
.

2. f multiplie les aires park2 : Si (ABCD) est un parallélogramme,A ( f (A) f (B) f (C) f (D))= k2A (ABCD).
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A B

C

θ
f (A)

f (B)f (C)

θ

(a) Conservation des angles

A

k2A

A B

DC

f (A)

f (C)

f (D)

f (B)

(b) Multiplication des aires park2

FIGURE 28.7 – Similitudes directes

THÉORÈME 28.28 ♥ Classification des similitudes directes du plan
Soit une similitude directe du planE2 de rapportk.

1. Sik = 1, alorsf est une isométrie affine (translation ou rotation).

2. Si k 6= 1, f possède un unique point fixeΩ et il existe une rotation affinerΩ,θ de centreΩ, d’angleθ et une
homothétie affine de centreΩ et de rapportk telles que

f = hΩ,k ◦ rΩ,θ = rΩ,θ ◦hΩ,k

PROPOSITION28.29 Représentation complexe d’une similitude directe
En identifiant le plan avecC, une similitude directe de rapportk et d’angleθ correspond à une application :

f :

{
C −→ C

z 7−→ az +b

où a = keiθ et b ∈C.

COROLLAIRE 28.30
Étant donnés deux segments du plan,[A,B] et [C,D], il existe une unique similitude directef telle que f (A) = C et
f (B) = D.
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28.5 Exercices

28.5.1 Sous-espaces affines

Exercice 28.1
On considère une partie non videF d’un espace affine de dimension finieE . Montrer queF est un sous-espace affine
deE si et seulement si pour tous points distinctsA,B ∈F , la droite(AB) est incluse dansF .

Solution :
⇒ Supposons queF est un sous-espace affine deE de directionF. SoientA,B deux points distincts deF et M un

point de(AB). Alors il existeα ∈K tel que
−−→
AM =α

−→
AB. Mais alorsM = A+α

−→
AB ∈F car

−→
AB ∈ F. Donc(AB) ⊂F .

⇐ Supposons que pour tout couple(A,B) de points distincts deF , on a(AB) ⊂F . Montrons queF est un sous-espace

affine deE . SoitA ∈F etF =
{−−→

AM | M ∈F
}
. Il faut montrer queF est un sous-espace vectoriel deE . Soient−→u =−−→

AM,
−→
v =−→

AN ∈ F etα ∈ R. Soit P ∈ E tel queP = A+α−→u . Alors P est élément de la droite(AM) et comme cette droite est
incluse dansF , P ∈ F . Doncα−→u ∈ F. Soit Q ∈ E tel queQ = A+−→

u +−→
v . On sait queM,N ∈ F donc(MN) ⊂ F et

plus particulièrement, le milieuI de[MN] est élément deF . Mais commeAMQN est un parallélogramme,I est aussi
le milieu de[AQ] Donc Q ∈ (AI) et on a bienQ ∈ F ce qui prouve que−→u +−→v ∈ F. Alors F est bien un sous-espace
vectoriel deE etF est un sous-espace affine deE .

28.5.2 Applications affines

Exercice 28.2 ♥
On considère un espace affineE . Soit h une homothétie de centreΩ et de rapportα 6= 0,1. Soit t la translation de
vecteur−→u . Déterminer la nature des applicationst ◦h et h ◦ t .

Solution :
– On noteψ= t ◦h. Alors pour toutM ∈ E , ψ(M) =Ω+k

−−→
ΩM+−→

u . Cherchons les points fixes deψ. On aψ(M) = M si
et seulement si

−−→
ΩM = 1

1−k
−→
u . Notons alorsω le point deE vérifiant

−−→
Ωω = 1

1−k
−→
u . C’est l’unique point fixe deψ. De

plus, la partie linéaire deψ est donnée pour tout−→x ∈ E par−→ψ
(−→x

)
= k−→x . Doncψ est l’homothétie de centreω et de

rapportk.
– On considère maintenantϕ= t ◦h. Pour toutM ∈ E , ϕ (M) =Ω+k

−−→
ΩM+k−→u . M est un point fixe deϕ si et seulement

si
−−→
ΩM = k

1−k
−→u . Notonsω le point deE ainsi défini. La partie linéaire deϕ est−→ϕ donnée pour tout−→x ∈ E par

−→ϕ
(−→

x
)
= k

−→
x . On reconnaît queϕ est l’homothétie de centreω et de rapportk.

Exercice 28.3 ♥
1. SoientA, B et C trois points alignés (C 6= A) du plan affine. Soit−→u un vecteur non nul de la droite qu’ils

définissent. Il existeα ∈ R tel que
−→
AB = α−→u . Le réelα est appelémesure algébriqueet est notéAB. Il dépend

évidemment du choix de−→u . Montrer que ce n’est pas le cas du rapportAB/AC.

2. Soientd ,d ′,d ′′ trois droites paralèles du plan affine (d 6= d ′) etD1,D2 deux droites du plan affine non parallèles
à d . Pouri = 1,2, on poseAi =Di ∩d , A′

i
=Di ∩d ′, A′′

i
S =Di ∩d ′′.

(a) Démontrer lethéorème de Thalès:
A1A′′

1

A1A′
1

=
A2A′′

2

A2A′
2

.

b

A1
b

A′
1

b
A2

D1

D2

b

A′′
1

d d ′ d ′

b
A′

2

b
A′′

2
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(b) Démontrer laréciproque du théorème de Thalès: Si B ∈D1 vérifie

A1B

A1A′
1

=
A2A′′

2

A2A′
2

alorsB ∈ d ′′ (et B= A′′
1).

Solution :

1. Soit−→u ′ un autre vecteur directeur de la droite définie par les trois points. Il existeα,α′,β,β′ ∈ R tels que
−→
AB =

α−→u = α′−→u ′ et
−→
AC = β−→u = β′−→u ′. Comme−→u et −→v sont non nuls et colinéaires, il existeγ ∈ R∗ tel que−→u ′ = γ−→u .

Alorsα′γ=α etβ′γ= β. Il s’ensuit queα′/β′ =α/β et on a prouvé que le rapportAB/AC est indépendant du choix
de−→u .

2. (a) On considèrep la projection surD2 parallèlement àd . On note−→p la projection vectorielle associée. On

sait que commeA1, A′
1 et A′′

1 sont alignés, il existeα ∈ R tel que
−−−→
A1A′′

1 = α
−−−→
A1A′

1. De plus,α = A1A′′
1/A1A′

1

(A1A′
1 6= 0 card 6= d ′). Mais commed , d ′ et d ′′ sont parallèles,p (A1) = A2, p

(
A′

1

)
= A′

2 et p
(
A′′

1

)
= A′′

2. De
plus

−−−→
A2A′′

2 =
−→
p

(−−−→
A1A′′

1

)
= α−→p

(−−−→
A1A′

1

)
=α

−−−→
A2A′

2

et on a aussiα= A2A′′
2/A2A′

2 ce qui prouve le théorème de Thalès.

(b) Supposons queB ∈D1 vérifie
A1B

A1A′
1

=
A2A′′

2

A2A′
2

alors avec les notations précédentes

−−→
A1B= A1B

A1A′
1

−−−→
A1A′

1 =
A2A′′

2

A2A′
2

−−−→
A1A′

1 =
A1A′′

1

A1A′
1

−−−→
A1A′

1 =
−−−→
A1A′′

1

et B= A′′
1.

Exercice 28.4 ♥♥

1. Prouver que la composée de deux homothéties de centres respectifsA1 et A2 (A1 6= A2 ) et de rapportsk1 et k2

est une homothétie de rapportk1k2 et de centre aligné avecA1 et A2.

2. En déduire lethéorème de Menelaüs: SoientABC un triangle etA′, B′, C′ trois points du plan tels queA′ ∈ (BC),
B′ ∈ (AC) et C′ ∈ (AB). Alors A′, B′ et C′ sont alignés si et seulement si ils vérifient

A′B

A′C
.
B′C

B′A
.
C′A

C′B
= 1.

Solution :

1. SoitM un point du plan. AlorsM′ = h1 (M) = A1 +k1
−−−→
A1M et

h2 ◦h1 (M) = h2

(
M′)= A2 +k2

−−−→
A2M′ = A2 +k2

(−−−→
A2A1 +

−−−→
A1M′

)
= A2+k2

−−−→
A2A1 +k1k2

−−−→
A1M

et on reconnaît queh1 ◦h2 est l’homothétie de centreA2+k2
−−−→
A2A1 et de rapportk1k2. Il est clair queA2+k2

−−−→
A2A1

est un point de(A1A2).
⇒ On suppose queA′, B′ et C′ sont alignés. On considère l’homothétieh1 de centreA′ et de rapportA′B/A′C,

l’homothétieh2 de centreB′ et de rapportB′C/B′A et l’homothétieh3 de centreC′ et de rapportC′A/C′B. Alors
h1 (C) = B, h2 (A) = C et h3 (B) = A donc sih = h3 ◦h1 ◦h2, h (A) = A. De plus, d’après la première question,
h3 ◦h1 est une homothétie de centreΩ sur la droite

(
A′C′) et donch est aussi une homothétie de centre sur la

droite
(
ΩB′). CommeA′,B′,C′ sont alignés, ce centre est sur

(
B′C′). Donc il ne peut être égale àA. On en déduit

queh = id. Le rapport deh est donc1. Mais il vaut aussiA
′B

A′C
. B′C

B′A
. C′A

C′B
d’où l’égalité.

⇐ Réciproquement, on considère les mêmes trois homothéties de la question précédentes. Comme
A′B
A′C

. B′C
B′A

. C′A
C′B

= 1, on a à nouveauh = id. Donc h1 ◦h2 = h−1
3 . Mais h−1

3 est l’homothétie de centreC′ et de

rapportC′B/C′A et le centre de l’homothétieh1 ◦h2 est sur la droite
(
A′B′). On en déduit que les pointsA′, B′

et C′ sont alignés.
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Exercice 28.5 ♥
Soit D et D′ deux doites sécantes enO. Soit A et B deux points fixés surD. On considèreM et N surD′ tels que(AM)

et (BN) sont parallèles.(BM) et (PN) sont parallèles.
Démontrer que le pointP reste fixe lorsqueM se déplace sur la droiteD (pivée deO).

Solution : C’est un exercice emprunté à un manuel de seconde. Il peut se traiter avec le théorème de Thalès.

bO

bP

b
N

bB

b
M

b A

Or, avec notre nouveau vocabulaire, le théorème de Thalès s’énonce : Les projections sont des applications affines.
On considère doncpM la projection surD′ parallèlement à(AM) et pB la projection surD′ parallèlement à(BM). pB◦pM

est une application affine qui laisse la droiteD invariante. Donc la (double) restrictionfM depB ◦pM à D est affine. On
a fM(A) = B et fM(O) = O. Donc toutes lesfM sont égales sur un repère affine deD, donc elles sont toutes égales entre
elles et doncfM(B) = P quelle que soit la position deM, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 28.6 ♥
Soit ABC un triangle. On choisit un pointM0 appartenant à [AB].
• La parallèle à [AC] passant parM0 coupe [BC] en M1.
• La parallèle à [AB] passant parM1 coupe [AC] en M2.
• La parallèle à [BC] passant parM2 coupe [AB] en M3.
• La parallèle à [AC] passant parM3 coupe [BC] en M4.
• La parallèle à [AB] passant parM4 coupe [AC] en M5.
• La parallèle à [BC] passant parM5 coupe [AB] en M6.

Démontrer queM0 = M6. Démontrer que les trianglesM1M3M5 et M2M4M6 ont la même aire.

Solution :

bA

bB

bC

b

M0

b
M1

b
M2

b
M3

b
M4

b
M5

On peut démontrer queM0 = M6 en utilisant la propriété de Thalès. Il est plus confortablede remarquer que l’application
Mi 7→ Mi+1 par une projection oblique, donc affine : par composition, l’applicationM0 7→ M6 est une transformation
affine de la droite(AB). On vérifie facilement que les pointsA et B sont invariants, doncM0 7→ M6 est l’identité.
Il est simple de démontrer que les trianglesM1M3M5 etM2M4M6 ont la même aire dans le cas oùA0B0C0 est un triangle
isocèle rectangle enA0. Il suffit de regarder la symétrie orthogonale par rapport à la médiatrice de[BC]. Maintenant il
existe une (unique) transformation affine qui tansforme le repère affine(A0,B0,C0) en (A,B,C). Cette transformation
multiplie les aires par un facteur constant : la valeur absolue du déterminant de l’application vectorielle associée. C’est
le jacobien. Donc en fin de compte, les aires sont égales.
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Exercice 28.7 ♥
On considère une application affinef : E → E telle qu’il existen ∈N∗ pour lequelf n = id. Montrer quef admet un
point fixe.

Solution : Soit A ∈ E . NotonsG l’isobarycentre des pointsA, f (A), . . ., f n−1 (A). Alors f (G) est l’isobarycentre des
points f (A), f 2 (A), . . ., f n (A)= A et doncf (G) = G.

Exercice 28.8 ♥♥
Soit f : E → E une application affine. Montrer que :

1. f est une projection si et seulement sif ◦ f = f .

2. f est une symétrie si et seulement sif ◦ f = id.

Solution :

1. On note
−→
f l’application linéaire associée àf , F la direction deImF et G = Ker

−→
f .

⇒ Si f est une projection affine alors
−→
f est une projection vectorielle surF parallèlement àG. SoientA ∈ F

(doncA = f (A)) et M ∈ E alors

−−−−−−→
A f 2 (M) =

−−−−−−−−−→
f (A) f 2 (M) =

−→
f

(−−−−−→
A f (M)

)
=
−−−−−→
A f (M)

car
−−−−−→
A f (M) ∈ F et doncf 2 (M) = f (M). On a montré quef 2 = f .

⇐ Réciproquement, on suppose quef 2 = f . Montrons que
−→
f est la projection surF parallèlement àG. Soit

−→
u ∈ E , A ∈E et M = A+−→

u . Alors

−→
f 2

(−→u
)
=
−→
f 2

(−−→
AM

)
=
−−−−−−−−→
f 2(A) f 2M =

−−−−−−−−→
f (A) f (M) =

−→
f

(−−→
AM

)
=
−→
f

(−→u
)

et donc
−→
f 2 =

−→
f ce qui permet d’affirmer que

−→
f est un projecteur et queE = F⊕G. Commef 2 (A)= f (A), f (A)

est un point fixe def . Mais siF = f (A)+F alors f prend la même valeur enf (A) et à la même application
linéaire associée que la projection affine surF parallèlement àG. Donc f est la projection affine surF
parallèlement àG.

2. On note
−→
f l’application linéaire associée àf , F la direction deIm f et G = Ker

−→
f .

⇒ On suppose quef est une symétrie affine alors
−→
f est une symétrie vectorielle. SoitA0 ∈ E et A le milieu de

[A0 f (A0)]. Alors f (A)= A et pour toutM ∈ E

f 2 (M) = s
(
s(A)+

−→
f

(−−→
AM

))
= s

(
A+

−→
f

(−−→
AM

))
= A+

−→
f 2

(−−→
AM

)
= A+−−→

AM= M

donc f 2 = id.
⇐ Si f 2 = id, on vérifie que

−→
f ◦

−→
f = id. En effet, siA,B ∈ E alors

B = f 2(B) = f
(

f (A)+
−→
f

(−→
AB

))
= f 2(A)+

−→
f 2

(−→
AB

)
= A+

−→
f 2

(−→
AB

)

et f 2
(−→
AB

)
= −→

AB donc
−→
f 2 = idE. PosonsF = Ker

(−→
f − idE

)
et G = Ker

(−→
f + idE

)
. On sait donc que ces deux

sous-espaces sont supplémentaires dansE. SoientA ∈E et I le milieu de[A f (A)]. Commef 2(A)= A, f (I) est le
milieu de[ f (A) f 2(A)]= [A f (A)] donc f (I) = I et I est un point fixe def . Posons alorsF = I+F. Alors f est la
symétrie par rapport àF parallèlement àG car elle prend la même valeur enI et admet la même partie linéaire.

Exercice 28.9 ♥
Reconnaître les applications suivantes :

1. f1 :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→

(
−x +2y −2z −2,−3y +2z +6,−4y +3z +6

)

2. f1 :

{
R3 −→ R3

(
x, y, z

)
7−→ 1

6

(
3y −3z +4,−6x +9y −3z +4,−6x +3y +3z +4

) .

Solution :
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1. f1 est de la formeAX + Y avecA =



−1 2 −2

0 −3 2

0 −4 3


 et Y =



−2

6

6


 donc c’est bien une application affine. On

résout l’équationf1

(
x, y, z

)
=

(
x, y, z

)
pour trouver l’ensemble des points fixes def1. Cet ensemble est donné

par le système

{
x − y + z =−1

−2y + z =−3
. On reconnaît la droiteD passant parA(2,1,−1) et dirigée par−→u = (1,−1,−2).

CommeA2 = I3,
−→
f est une symétrie parallèlement àG = Ker

(−→
f + id

)
. Ce plan est engendré par les vecteurs(1,0,0)

et (0,1,1) et admet donc comme équation cartésienne :y −z = 0. En conclusion,f1 est la symétrie par rapport à la
droiteD et parallèlement àG.

2. f2 est de la formeAX +Y avecA = 1
6



−1 2 −2

0 −3 2

0 −4 3


 et Y = 2

3




1

1

1


 donc c’est bien une application affine. On

résout l’équationf2

(
x, y, z

)
=

(
x, y, z

)
pour trouver l’ensemble des points fixes def2 et on trouve le plan affine

F d’équation6x −3y +3z −4 = 0. CommeA2 = A,
−→
f 2 est une projection vectorielle parallèlement à la direction

G = Ker
−→
f 2 = Vect (1,1,1). En conclusion,f2 est la projection surF parallèlement àG.

Exercice 28.10 ♥

Soit E = R2 muni du repère canonique. Écrire l’expression analytique de la réflexionr échangeant les pointsA

∣∣∣∣∣∣

1

2

0

et

B

∣∣∣∣∣∣

1

1

1

.

Solution : r est une réflexion par rapport au planP passant par le milieu(1,3/2,1/2) de [AB] et de vecteur normal
−→
AB. Une équation cartésienne de ce plan est−y + z +1 = 0. Si M =

(
x, y, z

)
∈ R3, on note

(
x′, y ′, z ′) les coordonnées de

M′ = r (M). Le milieu de[Mr (M)] est un point deP donc

−
y + y ′

2
+

z + z ′

2
+1 = 0.

Le vecteur
−−−−−→
Mr (M) est colinéaire au vecteur

−→
AB donc il existeα ∈R tel que





x′− x = 0

y ′− y =−α
z ′− z =α

et donc−
(
y ′− y

)
+

(
z ′− z

)
= 2α ce qui donne grâce à la première relationα = 1+ y − z. On reporte dans le système et

on trouve une expression analytique der : 



x′ = x

y ′ =−2+ z

z ′ = 1+ y

.

Exercice 28.11 ♥
Déterminer l’expression analytique de la réflexion par rapport au plan

P : x + y − z = 1

Solution : Soit r la réflexion par rapport au planP . Si M =
(
x, y, z

)
∈ R3, on note

(
x′, y ′, z ′) les coordonnées de

M′ = r (M). Le milieu de[Mr (M)] est un point deP donc

x + x′

2
+ y + y ′

2
− z + z ′

2
= 1

Un vecteur normal àP est−→u = (1,1,−1). Commer est la symétrie par rapport àP selon−→u , il existeα ∈ R tel que
−−−→
MM′ =α−→u et on a 




x′− x =α

y ′− y =α

z ′− z =α
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ce qui donne
(
x′− x

)
+

(
y ′− y

)
−

(
z ′− z

)
= 3α et en utilisant la première équation, il vient queα= 3/2

(
1− x − y + z

)
. On

en tire l’expression der : 



x′ = 1

2

(
3− x −3y +3z

)

y ′ = 1

2

(
3−3x − y +3z

)

z ′ = 1

2

(
−3+3x +3y − z

)
.

Exercice 28.12 ♥
Déterminer l’expression analytique de la projectionp sur le plan affine

P : x + y + z =−1

parallèlement à la droite vectorielleD = Vect
(−→

u
)

où−→
u = (1,0,0).

Solution : Soit M =
(
x, y, z

)
∈ R3, et

(
x′, y ′, z ′) les coordonnées deM′ = p (M). CommeM′ ∈ P , x′+ y ′+ z ′+1 = 0 et

comme
−−−→
MM′ ∈Vect

(−→u
)
, il existeα ∈R tel que 




x′− x = α

y ′− y = 0

z ′− z = 0

et donc, en additionnant ces3 égalités,
(
x′− x

)
+

(
y ′− y

)
+

(
z ′− z

)
= α, ce qui amène, compte tenu du fait queM′ ∈P ,

α=−x − y − z −1. On reporte dans le système et on trouve l’expression analytique dep :





x′ =−y − z −1

y ′ = y

z ′ = z

.

28.5.3 Isométries affines

Exercice 28.13 ♥
Reconnaître les applications

1. f1 :





R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→ 1

p
5

(
x +2y −1,−2x + y +2

) .

2. f2 :

{
R2 −→ R2

(
x, y

)
7−→ 1

5

(
3x −4y +20,4x +3y −20

) .

Solution :

1. L’application f1 est de la formeAX +B avecA = 1p
5

(
1 2

−2 1

)
et B = 1p

5

(
−1

2

)
donc c’est une application affine.

On vérifie facilement quef1 admet un unique point fixeΩ
(
1/2,1/4+

p
5/4

)
. De plus, commet A.A = A.t A = I3, A

est une matrice orthogonale directe et
−→
f est une rotation vectorielle d’angle−arctan2. Donc f1 est la rotation de

centreΩ et d’angle−arcsin2/
p

5 [2π].

2. L’application f1 est de la formeAX +B avecA = 1
5

(
−3 4

4 3

)
et B = 4

(
1

−1

)
donc c’est une application affine. De

plus, f1 admet un unique point fixeΩ(6,2). Commet A.A = A.t A = I3, A est une matrice orthogonale directe et
−→
f

est une rotation vectorielle d’angle−arctan2. Donc f1 est la rotation de centreΩ et d’anglearccos−2/5.

Exercice 28.14 ♥♥
Reconnaître l’application affinef donnée par ∣∣∣∣∣∣

X

Y

Z

=

∣∣∣∣∣∣

−z +1

−x

y −2
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Solution : L’application f est bien affine car elle est de la formeAX+B avecA =




0 0 −1

−1 0 0

0 1 0


 et B =




1

0

−2


. Quand

on recherche ses points fixes, on aboutit à un système incompatible doncf n’a pas de point fixe. CommeAt A = t AA = I3

et quedet (A) = 1, A ∈ O+
3 (R) et f est un déplacement de l’espace. Comme la partie linéaire def n’est pas l’identité et

que f n’a pas de point fixe, c’est un vissage. On cherche l’axe de la rotation vectorielle. Il faut résoudreAX = X et le
sous-espace solution estVect (d) ou

−→
d =

p
3

3 (−1,1,1) est unitaire. Le vecteur−→ε1 =
p

2
2 (1,1,0) est unitaire et orthogonale

à d . Si θ est l’angle de la rotation, on sait que





cosθ= Tr (A)−1

2
sinθ= det

(−→ε1,
−→
f

(−→ε1

)
,
−→
d

)

donccosθ=−1/2 et sinθ=−
p

3/2 , c’est-à-direθ=−2π/3. On recherche maintenant l’axe∆ du vissage. On sait qu’il
est dirigé par

−→
d . Un pointM de l’espace est élément de∆ si et seulement si le vecteur

−−−−−→
M f (M) est colinéaire à

−→
d ce qui

amène le système : 



x + z −1 =λ

−x − y =λ

y − z −2 =λ

.

On somme ces trois équations et on trouveλ = −1. On en déduit le vecteur−→u du vissage qui est−
−→
d ainsi qu’une

équation cartésienne de∆

{
x + y = 1

y − z = 1
puis une équation paramétrée :





x = t

y = t +1

z =−t

.

Finalement,f = t−→u ◦ r∆,−2π/3.

Exercice 28.15 ♥♥
Reconnaître l’application affinef donnée par

∣∣∣∣∣∣

X

Y

Z

= 1

9

∣∣∣∣∣∣

x −8y −4z +2

−8x + y −4z +2

−4x −4y +7z +1

.

Solution : L’application f est bien affine car elle est de la formeAX +B avecA = 1
9




1 −8 −4

−8 1 −4

−4 −4 7


 et B = 1

9




2

2

1


.

On remarque queA2 = A. Pour rechercher les points fixes def , on résout le systèmeAX+B= X et l’ensemble solution
admet comme équation4x+4y −2z −1 = 0. On reconnaît l’équation d’un plan affineP de vecteur normal−→n = (2,2,1).
Enfin, pourM =

(
x, y, z

)
, on calcule le vecteur

−−−−−→
M f (M) =−1/9

(
4x +4y +2z −1

)−→
n . On reconnaît alors une réflexion de

planP .

Exercice 28.16 ♥♥
Reconnaître l’application affinef donnée par





x′ = 1

3

(
−2x −2y + z +1

)

y ′ = 1

3

(
−2x + y −2z +2

)

z ′ =
1

3

(
x −2y −2z +1

)

Solution : L’application f est bien affine car elle est de la formeAX +B avecA = 1
3



−2 −2 1

−2 1 −2

1 −2 −2


 et B = 1

3




1

2

1


.

CommeA.t A = I3 et quedet(A)= 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle d’angleθ. Commecosθ= (Tr A−1)/2 =
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−1, l’angle de cette rotation estπ [2π]. L’axe de la rotation est dirigée par un vecteur solution deAX = X, par exemple
−→
d = (1,−2,1). On cherche les points fixes def en résolvant le systèmeAX +B = X et on s’aperçoit qu’il n’est pas
compatible. Doncf n’a pas de point fixe et c’est un vissage de l’espace. Pour déterminer l’axe∆ de ce vissage, on
cherche les pointM =

(
x, y, z

)
∈ R3 tels que

−−−−−→
M f (M) est colinéaire à

−→
d . On considère un tel pointM. Il existeα ∈ R tel

que 



−5x −2y + z +1 = 3α

−2x −2y −2z +2 =−6α

x −2y −5z +1 = 3α

qu’on résout et on trouve que∆ admet comme équation cartésienne

{
x = z

y = 2/3−2z
et donc le vecteur du vissage est

−→
u =−1/9

−→
d . Finalement,f = t−→u ◦ r∆,π.

Exercice 28.17 ♥♥
Reconnaître l’application affinef donnée par





x′ = z −2

y ′ = x +1

z ′ = y +1

Solution : L’application f est bien affine car elle est de la formeAX +B avecA =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 et B =



−2

1

1


. Comme

A.t A = I3 et quedet(A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle
−→
f d’angleθ. La résolution du systèmeAX = X

permet de trouver le vecteur unitaire
−→
d =−1/

p
3(1,1,1) qui dirige l’axe de

−→
f . Le vecteur−→ε1 = 1

p
2(1,−1,0) est unitaire

et orthogonal à
−→
d . Comme−→r

(−→ε1

)
= 1/

p
2(0,1,−1), on trouve que





cosθ= Tr (A)−1

2
=− 1

2

sinθ= det
(−→ε1 ,

−→
f

(−→ε1

)
,
−→
d

)
=−

p
3

2

doncθ=−2π/3 [2π]. On recherche maintenant les points fixes df en résolvantAX+B= X et on trouve comme ensemble

solution la droite∆ d’équation cartésienne

{
y − z =−1

x − z =−2
. L’application affinef est donc la rotation affine d’axe∆ et

d’angle−2π/3 : f = r∆,−2π/3.

Exercice 28.18 ♥♥
Démontrer que si trois droites de l’espace admettent une perpendiculaire commune, alors la composée des trois demi-
tours correspondants est un demi-tour.

Étudier la réciproque.

Solution : Supposons le problème résolu. On auraits3◦s2◦s1 = s soit s2◦s1 = s3◦s. On s’intéresse donc à la composée
de deux demi-tours. C’est une isométrie directe donc un vissage, une rotation ou une translation. On prendD1 etD2 deux
droites et on considère les demi-tours correspondantss1 et s2. Or deux droites de l’espace admettent une perpendiculaire
commune (unique si les deux droites ne sont pas coplanaires). Une telle perpendiculaire commune coupeD1 enH1 et
D2 enH2. (H1H2) est globalement invariante pars2◦s1. Sa (double) restriction est la translation de vecteur2

−−−−→
H1H2. C’est

le vecteur nul siD1 et D2 sont sécantes.
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bD1

b
D2

b
H1

b
H2

En projetant sur un plan contenant les directions deD1 et D2 :

b

b

b

b

b

b

2ϑ

ϑ

On obtient une rotation d’angle2ϑ oùϑ désigne l’angle entreD1 et D2.
On trouve donc (avec les notations précédentes)
• Si D1 et D2 ne sont pas coplanaires : un vissage d’axe(H1H−2), de vecteur2

−−−−→
H1H2 et d’angle2ϑ.

• Si D1 et D2 sont sécantes : une rotation d’axe perpendiculaire àD1 et D2, passant par leur point d’intersection et
d’angle2ϑ.

• Si D1 et D2 sont parallèles : une translation de vecteur2
−−−−→
H1H2.

Maintenant, siD1,D2 etD3 admettent une perpendiculaire commune∆, cette perpendiculaire commune est globalement
invariante pars3 ◦ s2 ◦ s1. Sa (double) restriction est la composée d’une translationet d’une symétrie, donc une symétrie.
Soit A le centre de cette symétrie. Dans le plan passant parA et perpendiculaire à∆, on a la composée d’une rotation et
d’une symétrie orthogonale. C’est donc une symétrie orthogonale par rapport à une droite. Appelons-laD. s3 ◦ s2◦ s1 est
donc le demi-tour autour deD.
Réciproquement sis2◦s1 = s3◦s, on a l’égalité de deux vissages/rotations en général. Comme il y a unicité de l’axe, et que
cet axe est une perpendiculaire commune àD2 et D1 d’une part etD3 et D d’autre part, cet axe est une perpendiculaire
commune àD3,D2 et D1.
Reste le cas où l’on a une égalité entre deux translations, etlà ça ne va plus. Si on prend
• D1 parallèle àD2

• D3 parallèle àD

• d(D1,D2) = d(D3,D)

• les plans engendrés parD1 et D2 d’une part etD3 et D d’une part sont strictement parallèles.
alors on as2 ◦ s1 = s3 ◦ s (ou s2 ◦ s1 = s ◦ s3) sans avoir de perpendiculaire commune àD1,D2 et D3.
Donc en résumé, on a l’existence d’une perpendiculaire commune sauf dans le cas où les trois droites sont parallèles et
non coplanaires.

Exercice 28.19
On considèreT un tétraèdre régulier, c’est-à-dire quatre points(Mi )1ÉiÉ4 d’un espace affine euclidienE de dimension
3, vérifiant pouri 6= j , Mi Mj = a, a étant un réel positif fixé.
On appelleT l’ensemble des isomorphismes affinesf qui conserventT dans le sens suivant :f (T) = T.

1. Démontrer queT est un sous groupe de Is(E).

2. Démontrer que∀σ ∈S4, ∃! fσ ∈T telle que∀i ∈ �1,4�, fσ(Mi ) = Mσ(i). Démontrer que
Φ :S4 −→ T

σ 7−→ fσ
est

un isomorphisme de groupes.

3. Démontrer que tous les éléments deT sont des isométries affines.
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4. Démontrer queT ∩ Is+(E) est isomorphe au groupeA4.

Solution :

1. Il est clair queidE est un isomorphisme affine deE qui conserveT. La composée de deux isomorphismes affines
deE qui conserventT est un isomorphisme affine deE et il conserveT. Soit f ∈T . L’isomorphisme affinef est
inversible etf −1(T) = f −1( f (T)) = T.

2. Existence et unicité :T est un repère affine deE et une application affine est entièrement déterminée par sesimages
des points d’un repère affine. De plus comme l’image par n’importe quel élément deT d’un repère affine est un
repère affine, toute application affine qui conserveT est un isomorphisme affine. De ce fait,Φ est une application.
De plusΦ est une surjection. En effet, sif ∈ T , alors la (double) restriction def à T est une bijection deT et
définit donc une permutationσ sur les indices des points deT.
EnfinΦ est une injection. En effet deux applications affines qui coïncident sur un repère affine sont égales.
Reste à voir queΦ est un morphisme. On se donneσ et τ deux éléments deS4. Il s’agit de démontrer que
Φ(σ ◦τ) = Φ(σ) ◦Φ(τ) c’est-à-dire quefσ◦τ = fσ ◦ fτ. Or ces deux applications affines coïncident sur le repère
affineT puisquefσ◦τ(Mi )= fσ ◦ fτ(Mi ) = Mσ◦τ(i). On a donc l’égalité surE tout entier.

3. Jusqu’ici, on ne s’était pas servi du fait queT est un tétraèdre régulier. On n’avait simplement utilisé lefait queT

est un repère affine.
Si σ est la transposition(i j ) alors fσ est la symétrie orthogonale par rapport au plan médiateur deMi et M j .
Maintenant, les transpositions engendrentS4. Si σ est le produit de transpositionsσ= τ1 ◦ . . . ◦τk alors, d’après
la question précédente,fσ = fτ1 ◦ . . . ◦ fτk

est une isométrie affine comme produit d’isométries affines.

4. À nouveau, siσ est une transposition, alorsfσ est une symétrie orthogonale par rapport à un plan, donc un
anti-déplacement et l’application linéaire associée a pour déterminant−1. Si σ est le produit de transpositions
σ= τ1 ◦ . . .◦τk alors, la signature deσ égale(−1)k alors que le déterminant de l’application linéaire associée à fσ
vaut aussi(−1)k . On a donc(σ∈A4) ⇐⇒ ( fσ ∈ Is+(E)).

28.6 Similitudes

Exercice 28.20 ♥
SoientA etB , A′, B′ quatre points du plan complexe tels queA 6=B etA′ 6= B′. Montrer qu’il existe une unique similitude
directes tel ques(A)= A′ et s(B) = B′.

Solution : On considère la translationt−−→
AA′ qui envoieA surA′ et B sur un pointB1, puis la rotationrA′,θ de centreA′ et

d’angleθ=
( á−−−→

A′B1,
−−→
A′B′

)
qui envoieB1 sur un pointB2 de la droite

(
A′B′) puis finalement l’homothétiehA′ ,k de centreA′

et de rapportk = A′B′/A′B2 (bien défini carA′B2 = A′B1 = AB 6= 0) qui envoieB2 surB′. L’applications = hA′,k ◦rA′,θ◦t−−→
AA′

est une similitude directe comme composée de similitudes directes. De plus, on a biens(A)= A′ et s(B) = B′.
Si S est une autre similitude directe telle queS(A)= A′ et S(B) = B′ alorss ◦S−1 est une similitude qui envoieA surA et
B surB. Autrement dit,s ◦S−1 est une similitude qui possède deux points fixes, ce qui n’estpossible que sis ◦S−1 = id

et doncS = s. On prouve ainsi l’unicité des.

Exercice 28.21 ♥
On dit que deux trianglesABC et A′B′C′ du plan euclidien sont semblables si leurs angles sont deux àdeux égaux,
c’est-à-dire si on a, quitte à échanger le nom des sommets,Â = Â′, B̂ = B̂′ et Ĉ = Ĉ′ 1. Montrer l’équivalence des
propriétés suivantes.

1. Les trianglesABC et A′B′C′ sont semblables

2. Les trianglesABC et A′B′C′ ont leurs côtés proportionnels.

3. Il existe une similitude directe qui envoieABC surA′B′C′.

4. AB/A′B′ = AC/A′C′ et Â= Â′.

Solution :

1. Remarquons qu’il suffit que deux couples angles soient égaux pour que ce soit le cas du troisième
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1. 1. =⇒ 2. Supposons que les trianglesABC et A′B′C′ sont semblables. DonĉA = Â′, B̂ = B̂′ et Ĉ = Ĉ′. En effec-
tuant une translation suivi d’une rotation, on peut supposer queA = A′ et queB′ ∈ (AB). Comme ces deux trans-

formations conservent (les longueurs et) les angles orientés, on a toujours
(
à−→
AB,

−→
AC

)
=

( á−−→
AB′,

−−→
AC′

)
doncC′ ∈ (AC).

De plus, comme
( á−−→
C′A,

−−→
CB′

)
=

(
à−→
CA,

−→
CB

)
, les droites

(
B′C′) et (BC) sont parallèles. Le théorème de Thalès permet

alors d’écrire queAB′/AB= AC′/AC = B′C′/BC et les trianglesABC et A′B′C′ ont leurs côtés proportionnels.

2. 2. =⇒ 1. Si les trianglesABC et A′B′C′ ont leurs côtés proportionnels et quek = AB′/AB = AC′/AC = B′C′/BC

alors par une homothétie de rapportk, on transforme le triangleABC en un triangle ayant des côtés de même
longueur que ceux deABC ce qui n’affecte pas les angles orientésÂ′, B̂′ et Ĉ′. On nomme encoreA′B′C′ le
triangle obtenu. En utilisant les relations d’Al Kashi (voir l’exercice 2.26 page 98), on montre que les cosinus de
angleŝA′ et Â, B̂′ et B̂, Ĉ′ et Ĉ sont égaux. Comme la mesure principale de ces angles est élément de]0,π[, on en
déduit qu’ils sont égaux :̂A = Â′, B̂= B̂′ et Ĉ = Ĉ′.

3. 1. =⇒ 3. On suppose queABC et A′B′C′ sont semblables. On sait alors que leurs côtés sont proportionnels
(on suppose quek = A′B′/AB = A′C′/AC = B′C′/BC) et que leurs angles sont deux à deux égaux. On considère
la translationt qui envoieA sur A′. On notet(B) = B1 et t(C) = C1. On considère ensuite la rotationr d’angle(
á−−→
AB1,

−→
AB

)
et de centreA et on noteB2 = r (B1) et C2 = r (C1). Par constructionB2 ∈

(
A′B′) et comme les triangles

AB1C1, AB2C2 et A′B′C′ ont des angles deux à deux égaux, on sait queC2 ∈
(
A′C′). Enfin, comme les translation

et les rotations conservent les longueurs, on ak = A′B′/AB2 = A′C′/AC2 = B′C′/B2C2. On considère finalement
l’homothétieh de rapportk et de centreA. Elle envoie alorsB2 surB′ et C2 surC′. La composéeh ◦ r ◦ t est une
similitude directe qui envoieABC surA′B′C′.

4. 3. =⇒ 1. et 3. =⇒ 2. Réciproquement, les similitudes conservent les angles et les rapports de longueur.

5. 1. =⇒ 4. Comme1. =⇒ 2., il est clair que1. =⇒ 4. aussi.

6. 4. =⇒ 2. Supposons quek = AB/A′B′ = AC/A′C′ et Â= Â′ alors grâce à la formule d’Al Kashi

BC2 = AB2 +AC2 +2ABAC cos Â et B′C′2 = A′B′2 +A′C′2 +2A′B′A′C′ cos Â′

doncBC2 = k2
(
A′B′2 +A′C′2 +2A′B′A′C′ cos Â′)= k2B′C′2 et BC/B′C′ = k. Donc les côtés deABC et A′B′C′ sont

proportionnels.

Exercice 28.22 ♥

bO b

A

b
B

b
J D

b M

b

M′

b I
b

P

Dans le plan affine euclidien, on considère un triangleOAB direct et rectangle enO. SoitM est un point de la droiteD
perpendiculaire enA à (AB). La perpendiculaire enO à (OM) coupe(AB) enM′. On note parJ le milieu de[AB].

1. Soits la similitude de centreO telle ques(A)= B.

(a) Montrer que, pour tout pointM deD, s(M) = M′.

(b) En déduire que, lorsqueM décritD, le triangleOMM′ reste semblable2 à un triangle fixe que l’on précis-
era.

2. On rappelle que des triangles sont semblables s’ils ont des côtés proportionnels
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2. (a) Montrer que, pour tout pointM deD, le pointI milieu de[MM′] est l’image deM par une similitudeS de
centreO dont on précisera le rapport et l’angle.

(b) Si H est le projeté orthogonal deO surD, déterminerS(H.

(c) Déterminer le lieu géométrique du pointI lorsqueM décritD.

3. Pour tout pointM deD distinct deA, on désigne parP e point du plan tel queMAM′P est un rectangle. Déter-
miner le lieu géometrique du pointP lorsqueM décritD \ {A}.

Indication 28.4 : On n’hésitera pas à utiliser les résultats de l’exercice 28.21.

Solution :

1. (a) CommeABC est rectangle enO, l’angle de la similitudes estπ/2 et comme les similitudes directes préser-
vent les angles, elle envoie une droite sur une droite perpendiculaire à la première. En particulier :
– s envoie la droite(AM) sur la droite perpendiculaire à(AM) et passant pars(A)= B, doncs((AM))= (AB).
– s envoie la droite(OM) sur la droite perpendiculaire à(OM) et passant pars(O) = P doncs((OM))= OM′.
Le points(M) se trouve donc à l’intersection de(AB) et (OM′) et il s’ensuit queM′ = s(M).

(b) Si α ∈ R désigne le rapport de la similitudes alors on aOB/OA = α et commeM′ = s(M), on a aussi que
OM′/OM = α. De plus,�MOA = �AOM = π/2 [2π] donc en vertu du 4. de l’exercice 28.21, les trianglesOAB

et OMM′ sont donc semblables.

2. (a) On sait que les trianglesOAB et OMM′ sont semblables donc. Soits̃ la similitude telle ques̃ (O) = O,
s̃ (A) = M et s̃ (B) = M′. Commes̃ ([AB]) = [MM′] et que les similitudes conservent les rapports de longueur,
s̃(J) = I et les trianglesOAJ et OMI sont aussi semblables, en conséquence de quoi les angles�MOI et ÂOJ

sont égaux ainsi que les rapportsOJ/OA et OI/OM. Donc la similitudeS qui envoieA sur I envoie aussiM
surI. Le rapport deS est doncOJ/OA et d’angleÂOJ.

(b) Si M = H est le projeté orthogonal deO surD, alorsOMAM′ est rectangle et ses diagonales se coupent en
leurs milieux. Donc dans ceS(M) = I cas est le milieuK du segment[OA].

(c) Si M décritD alorsI = S(M) ∈ S(D). Mais commeS est une similitudeD′ = S(D) est une droite qui passe
parS(A)= J carA ∈D. De plus,D′ passe pars(H) le milieu K de[OA] etD′ = (KJ). Cette droite passe par les
milieux de deux côtés du triangleOAB, elle est donc parallèle au troisième(OB). On en déduit queD′ est la
médiatrice de[OA].

3. On remarque que
−→
AP = 2

−→
AI donc sih est l’homothétie de rapport2 et de centreA alorsP = h ◦S(M). Commeh ◦S

est une similitude, elle envoie la droiteD sur une droiteD′′. Maish ◦S(A) = B et h ◦S(H) = O doncD′′ = (OB) et
P décrit(OB) \ {B}

Exercice 28.23
On considère un carréABCD direct. SoientM un point de(BC) et M′ le point d’intersection de la droite(CD) et de la
perpendiculaire menée deA à la droite(AM). Déterminer le lieu géométrique du milieuI de[MM′].

Solution : Soit r la rotation de centeA et d’angleπ/2. On vérifie quer ((AM))= (AM′), quer (B) = D et quer ((BC)) =
(CD). CommeM est le point d’intersection des droites(AM) et (BC) et queM′ est celui d’intersection des droites
((AM′) et (CD), on sait queM′ = r (M) et AM′M est rectangle isocèle enA et direct. SiI est le milieu de[MM′] alors(
à−−→
AM,

−→
AI

)
= π/4 [2π] et AI =

p
2/2AM. DoncI est l’image deM par la similitude directes de centreA, de rapport

p
2/2

et d’angleπ/4. Le lieu deI est alors l’image de la droite(BC) par cette similitude, c’est-à-dire la droite(BD).
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Annexe A
Techniques de démonstration

Bien sûr que ma moustache est vraie !
Elle appartient même à mon frère Zeppo.

Groucho Marx

A.1 Logique des propositions

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques notions de logique qui permettent de mieux comprendre ce qu’est une
démonstration mathématique. Vous pouvez laisser de côté l’aspect formel et retenir uniquement quelques idées, en parti-
culier concernant l’implication.
On considère une collection devariables propositionnellesV , et on définit de façon inductive lespropositionslogiques à
partir de ces variables.

1. Si x ∈ V est une variable propositionnelle,P = x est une proposition logique.

2. Étant données deux propositionsP, Q déjà construites, on définit de nouvelles propositions à l’aide deconnecteurs
logiques:

(a) ¬P (lire nonP) est une nouvelle proposition,

(b) P∧Q (lire P et Q) est une nouvelle proposition,

(c) P∨Q (lire P ou Q) est une nouvelle proposition,

(d) P =⇒ Q (lire P impliqueQ) est une nouvelle proposition,

(e) P ⇐⇒ Q (lire P équivautQ) est une nouvelle proposition.

Par exemple, à partir de deux variables propositionnellesx et y , on peut construire les propositions logiques suivantes :
P1 = x ∨ y , P2 = (x ∨ y) =⇒ x, P3 = (x ∨ y)∧ ((x ∨ y) =⇒ x) . . .
Dans la pratique, une variable propositionnelle représente un énoncé qui peut être vrai ou faux. Voici des exemples de
variables :
– x : « mon chien est blanc » ,
– y : « toute fonction dérivable est continue » ,
– z : « il n’existe pas d’entier naturel supérieur à tous les autres entiers » ;
En mathématiques, on s’intéresse surtout aux relations existantes entre les énoncés. Par exemple sif est une fonction
définie sur[a,b], on peut considérer les variables propositionnelles suivantes :
– x : « la fonctionf est continue sur[a,b] »
– y : « f (a) É 0 » ,
– z : « f (b)Ê 0 » ,
– t : « il existec ∈ [a,b] tel quef (c) = 0 » .
Chaque variable peut prendre la valeur logiqueV (pour vrai) ouF (pour faux). Par exemple, il existe des fonctions qui
ne sont pas continues, doncx peut prendre la valeurV ou F, il en est de même poury , z et t . Nous pouvons construire
à partir de ces variables une proposition logiqueP = (x ∧ y ∧ z) =⇒ t et citer le théorème des valeurs intermédiaires en
affirmant que la propositionP est vraie.
Formellement, on définit unenvironnementcomme une applicationσ : V −→ {V,F} qui assigne une valeurV (vrai) ou F

(faux) à chaque variable propositionnelle et on définit de façon inductivel’évaluation Vσ(P) d’une propositionP dans
l’environnementσ de la façon suivante.

1. SiP = x est une variable, la valeur de vérité de la propositionP est la même que celle de la variable :Vσ(P) =σ(x).

1126



2. Si P̃ =¬P où P est une proposition,Vσ(P̃) = V lorsqueVσ(P) = F et Vσ(P̃) = F lorsqueVσ(Q) = V. On résume cette
règle dans unetable de vérité:

Vσ(P) Vσ(¬P)

V F
F V

3. Si P̃ = P∧Q où P et Q sont deux propositions,Vσ(P̃) = V uniquement lorsqueVσ(P) = V et Vσ(P) = V. Il y a quatre
possibilités pourVσ(P) et Vσ(Q) que l’on résume dans unetable de vérité:

Vσ(P) Vσ(Q) Vσ(P∧Q)

V V V
V F F
F V F
F F F

4. Si P̃ = P∨Q, Vσ(P̃) est définie par la table de vérité :

Vσ(P) Vσ(Q) Vσ(P∨Q)

V V V
V F V
F V V
F F F

5. Si P̃ = P =⇒ Q,

Vσ(P) Vσ(Q) Vσ(P =⇒ Q)

V V V
V F F
F V V
F F V

6. Si P̃ = P ⇐⇒ Q,

Vσ(P) Vσ(Q) Vσ(P ⇐⇒Q)

V V V
V F F
F V F
F F V

On dit que deux propositionsP et Q sontlogiquement équivalenteset on noteP ≡ Q, lorsque pour tout environnementσ,
Vσ(P) = Vσ(Q). En d’autres termes, deux propositions sont logiquement équivalentes si, quelles que soient les valeurs de
vérité affectées aux variables, les deux propositions s’évaluent de la même manière. Pour montrer que deux propositions
sont logiquement équivalentes, il suffit de dresser les tables de vérité des deux propositions et de vérifier qu’elles sont
identiques.
Si P etQ sont deux propositions logiques, les propositions¬(P∧Q) et (¬P)∨(¬Q) sont logiquement équivalentes (on note
P à la place deVσ(P) désormais) :

P Q P∧Q ¬(P∧Q) ¬P ¬Q ¬P∨¬Q

V V V F F F F
V F F V F V V
F V F V V F V
F F F V V V V

De la même façon, on vérifie que¬(P∨Q)≡¬P∧¬Q. Ces équivalences logiques s’appellent les lois de DeMorgan.

A.1.1 L’implication

En mathématiques, on part d’un très petit nombre de faits quel’on suppose vrais (lesaxiomes) et, à l’aide de règles
logiques, ondémontrede nouveaux résultats appelésthéorèmes, lemmes, propositions, corollaires, . . .
Les énoncés mathématiques utilisent souvent l’implication logique. Une des raisons de son importance est la suivante :
on connaît déjà un résultat représenté par une propositionP (on sait queVσ(P) = V) et par un raisonnement, on montre
que la propositionP =⇒ Q est vraie : (Vσ(P =⇒ Q) = V). En examinant la table de vérité de l’implication, la seuleligne
où simultanémentVσ(P) = V et Vσ(P =⇒ Q) = V est la première ligne dans laquelleVσ(Q) = V. On en déduit ainsi que la
propositionQ est vraie.
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Remarque 1.1 Examinez attentivement la table de vérité de l’implication: une propositionP =⇒ Q est toujours vraie,
sauf lorsqueP est vraie etQ est fausse. Un exemple surprenant : considérons les propositions
– x : « tous les entiers sont pairs »,
– y : « tous les entiers sont impairs »,
– P : « si tous les entiers sont pairs, alors tous les entiers sontimpairs ».
La propositionx est fausse :σ(x) = F, ainsi que la propositiony : σ(y) = F. La propositionP s’écrit en logiqueP =
x =⇒ y . Cette proposition est vraie :Vσ(P) = V ! En effet, c’est la quatrième ligne de la table de vérité. Ce résultat est
surprenant car nous avons l’habitude de considérer une implicationP =⇒ Q uniquement dans le cas oùP est vraie !

Pour montrer qu’une implicationP =⇒ Q est vraie, on utilise deux méthodes importantes.

1. Le raisonnement direct :il consiste à montrer que la deuxième ligne de la table de vérité de l’implicationP =⇒ Q

est impossible. On suppose queP est vraie :Vσ(P) = V et on justifie que nécessairementQ est vraie :Vσ(Q) = V. On
peut affirmer alors queVσ(P =⇒ Q) est vraie. En effet, lorsqueVσ(P) = F, quelle que soit la valeur de vérité deQ,
on a toujoursVσ(P =⇒ Q) = V et on a exclu le cas oùVσ(P) = V et Vσ(Q) = F.

2. Le raisonnement par contraposée :il consiste également à éliminer la deuxième ligne de la table de vérité. On
suppose queQ est fausse (Vσ(Q) = V correspond aux lignes2 et 4 puisqu’aux lignes1 et 3, on aVσ(P =⇒ Q) = V),
et on justifie queVσ(P) = F.

Remarque 1.2 Une autre façon de comprendre le raisonnement par contraposée consiste à vérifier que les deux
propositionsP =⇒ Q et¬Q =⇒ ¬P sont logiquement équivalentes :

P Q ¬Q ¬P ¬Q =⇒ ¬P

V V F F V
V F V F F
F V F V V
F F V V V

On montre alors que¬Q =⇒ ¬P est vraie avec un raisonnement direct : on suppose que¬Q est vraie (c’est-à-direQ
fausse) et on justifie que¬P est vraie (c’est-à-direP fausse).

Exemple 1.1 Soit une fonctionf : R −→R. Montrer que

( f impaire) =⇒
(

f (0) = 0
)
.

Utilisons un raisonnement direct. On suppose quef est impaire : pour tout réelx, f (−x) = − f (x). En particulier pour
x = 0, on obtientf (0) =− f (0) d’où f (0) = 0.

Exemple 1.2 Soit x un réel positif. Montrer que

(
∀ε> 0, x < ε

)
=⇒ (x = 0).

Raisonnons par contraposée : six 6= 0, alors on ax > 0. En prenantε = x/2, on aε > 0 et x > ε ce qui montre que la
première proposition est fausse.

Remarque 1.3 On utilise souvent leraisonnement par l’absurdeen mathématiques. On veut montrer qu’une proposition
Q est vraie. On supposeQ fausse et on aboutit à une absurdité.
Formellement, on utilise une suite d’implications¬Q =⇒ Q1, Q1 =⇒ Q2, . . . ,Qn−1 =⇒ Qn toutes vraies, avec la
propositionQn qui est fausse.

Exemple 1.3Montrer que
p

2 est irrationnel. On suppose par l’absurde que
p

2 est rationnel : il existep ∈ Z et q ∈N∗

tels que
p

2 = p/q. En élevant au carré,2q2 = p2, mais alors2 apparaîtrait à une puissance paire dans la décomposition
en facteurs premiers de2q2, alors qu’il apparaît avec une puissance paire dans la décomposition dep2. On aboutit à une
contradiction avec l’unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier(voir le théorème 20.18 page 757). On
généralise cette preuve pour montrer que si un nombrep est premier, le réel

p
p est irrationnel.

Remarque 1.4 N’abusez pas des raisonnements par contraposée ou par l’absurde ! Un raisonnement direct esttoujours
plus clair et plus simple à rédiger. On se lance dans un raisonnement par contraposée uniquement lorsqu’on n’a pas
réussi à trouver une preuve directe.

On vérifie l’équivalence logique
P =⇒ Q ≡¬P∨Q.
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P Q P =⇒ Q ¬P ¬P∨Q

V V V F V
V F F F F
F V F V V
F F F V V

En utilisant les lois de DeMorgan, on obtient alors une technique standard pour nier une implication :

¬(P =⇒ Q) ≡ P∧ (¬Q).

En pratique, pour montrer qu’une implicationP =⇒ Q est fausse, on vérifie queP est vraie, alors queQ est fausse.
Une autre équivalence logique importante :

(P ⇐⇒ Q) ≡ [(P =⇒ Q)∧ (Q =⇒ P)].

P Q P =⇒ Q Q =⇒ P (P =⇒ Q)∧ (Q =⇒ P) P ⇐⇒ Q

V V V V V V
V F F V F F
F V V F F F
F F V V V V

Ce résultat aura une conséquence importante en mathématiques : pour montrer qu’une équivalenceP ⇐⇒ Q est vraie, on
montre séparément que les deux implicationsP =⇒ Q et Q =⇒ P sont vraies.

A.2 Ensembles

La quasi-totalité des énoncés mathématiques s’exprime à l’aide de notations ensemblistes. La théorie précise des ensem-
bles est compliquée et inutile pour nous. Il suffit de comprendre quelques notations et règles intuitives pour pouvoir traiter
convenablement tout le programme des classes préparatoires.

À faire : reprendre note historique du cours
Un ensemblepeut être compris intuitivement comme une collection d’objets appeléséléments. Lorsqu’un objetx appar-
tient à l’ensembleE, on noterax ∈ E. S’il n’appartient pas à l’ensemble, on noterax 6∈ E.
On dit qu’un ensembleE est inclusdans un ensembleF et on noteE ⊂ F lorsque tous les éléments deE sont également
éléments deF. On dit alors que l’ensembleE est unepartiede l’ensembleF.
Un axiome de la théorie des ensembles affirme qu’il existe un ensemble particulier,l’ensemble videqui ne contient aucun
élément et qui est noté∅. Cet ensemble vide est inclus dans tous les ensembles.
On dit que deux ensemblesE et F sont égaux et on noteE = F lorsqueE ⊂ F et F⊂ E. Cela signifie que les deux ensembles
ont les mêmes éléments.
Nous supposerons connus quelques ensembles fondamentaux,comme l’ensemble des entiers naturels notéN, l’ensemble
des entiers relatifs notéZ, l’ensemble des nombres réels notéR . . . : (0∈N, N ⊂Z, . . .).
Nous allons définir les ensembles de deux façons :

1. En listant un nombre fini de ses éléments, par exemple :F = {1,2,3}. Les éléments d’un ensemble peuvent être
eux-mêmes des ensembles. On peut par exemple définir l’ensemble G = {∅, {∅}} formé de deux éléments qui sont
eux-mêmes des ensembles (on a par exemple∅⊂ G, ∅ ∈ G, {∅} ⊂ G, {∅}∈ G, {∅, {∅}} 6∈ G).

2. En utilisant un ensembleE déjà construit et une propositionP (x) qui dépend d’un élémentx ∈ E. On peut définir
l’ensemble formé des éléments deE pour lesquels la propriétéP est vraie :

F= {x ∈ E |P (x)}.

On peut par exemple définir l’ensemble des réels strictementpositifs de cette façon :F = {x ∈R | x > 0}.

Exemple 1.4 On peut définir les ensembles suivants :
– {z ∈C |Re(z) = 0} : l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs.
– {x ∈R | x2 −2 = 0} : cet ensemble est formé de deux éléments

p
2 et−

p
2.

– {z ∈C | z3 = 1} : l’ensemble des racines cubiques de l’unité.

Remarque 1.5 Il est nécessaire à notre niveau d’utiliser toujours un ensembleE connu pour définir un nouvel ensemble
sous peine d’aboutir rapidement à des paradoxes inextricables ! Par exemple, peut-on considérer l’ensembleF de tous
les ensembles qui ne se contiennent pas ? Si on noteE l’ensemble formé de tous les ensembles (à supposer qu’un tel
ensemble existe), on pourrait définirF par :

F= {x ∈ E | x 6∈ x}.

Mais que penser de l’objetF ?
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– Si F ∈ F, alors par définition deF, on auraitF 6∈ F ce qui est contradictoire,
– Si F 6∈ F, alors par définition deF, F ∈ F ce qui est aussi contradictoire.
On voit qu’on ne peut pas parler de l’ensembleE formé de tous les ensembles !

À partir d’ensemblesE et F déjà définis, nous pouvons construire de nouveaux ensembles:

1. L’union de deux ensembles est un nouvel ensemble notéE∪F. Ses éléments sont les éléments qui sont dansE ou
dansF.

2. L’intersectionde deux ensembles est un nouvel ensemble notéE∩F. Ses éléments sont les éléments qui sont à la
fois dansE et dansF.

3. La différenced’un ensembleE et d’un ensembleF notéE\F est un nouvel ensemble. Ses éléments sont les éléments
deE qui ne sont pas dansF.

4. Le complémentaired’une partieA ⊂ E, notéeAc est un nouvel ensemble formé des éléments deE qui ne sont pas
dansA : Ac = E \ A.

A B

A∪B

A B

A∩B

A B

A \ B

À partir de deux ensemblesE etF, on définit un nouvel ensemble notéE×F qui s’appelle leproduit cartésiendes ensembles
E et F. Pour deux élémentsx ∈E et y ∈ F, on définit lecouple(x, y) et E×F est l’ensemble dont les éléments sont tous les
couples de cette forme.

Remarque 1.6 Attention, les couples(x, y) et (y, x) sont deux objets distincts, contrairement à l’ensemble{x, y} = {y, x}

où l’ordre des éléments est indifférent. On dit que deux couples(x, y) ∈ E×F et (x′, y ′) ∈E×F sont égaux lorsquex = x′

et y = y ′.

On définit par exempleR2 = R ×R comme étant l’ensemble formé des couples de réels. On généralise cette notion à
des produits cartésiens d’un nombre fini d’ensembles :E1 × ·· · ×En est l’ensemble formé des n-uplets(x1, . . . , xn ) où
x1 ∈ E1, . . . , xn ∈En .
Si E est un ensemble, on peut également définir l’ensemble despartiesde E notéP (E). Les éléments deP (E) sont les
sous-ensembles deE. Par exemple, siE = {0,1,2}, P (E) = {∅, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, {0, 1, 2}}. Les ensembles∅ et E

sont toujours des éléments de l’ensembleP (E).

Exemple 1.5 Si E = N, les notations suivantes sont correctes :∅ ⊂ P (E), ∅ ∈ P (E), 1 6∈ P (E), {1} 6∈ E, {1} ⊂ E,
{1} ∈P (E) . . .

A.3 Quantificateurs

On étend la logique des propositions en ajoutant l’utilisation dequantificateurs∀ et ∃ qui se lisent respectivementquel
que soitet il existe. Nous pourrons parler de propositions de la forme
– P :∀x ∈R, ∃y ∈R : x É y

– Q : ∃x ∈R : ∀x ∈R, x É y

Si P (x) est unprédicat, c’est-à-dire une proposition dépendant d’un élémentx appartenant à un ensembleE,
– la proposition

P : ∀x ∈E, P (x)

est vraie lorsquepour toutélémentx ∈E, la propositionP (x) prend la valeurV,
– la proposition

Q : ∃x ∈E : P (x)

est vraie lorsqu’il existeau moins un élémentx ∈ E pour lequel la propositionP (x) prend la valeurV.

Exemple 1.6
– La propositionP :∀x ∈R, x É x +1 est vraie.
– La propositionP :∀x ∈R, x2 −1 = 0 est fausse, car pourx = 0, la propriétéP (x) : x2 −1 = 0 n’est pas vraie.
– La propositionP : ∃x ∈R : x2 −1 = 0 est vraie car la propriétéP (x) : x2 −1 = 0 est vérifiée pourx = 1 par exemple.
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Remarque 1.7 La proposition «P : ∀x ∈ E, P (x) » utilise une lettrex, mais ne dépend pas d’un élément particulier
x ∈ E. On dit quex est unevariable muette. On peut écrire la même proposition avec une autre variable muette :
P : ∀y ∈ E, P (y).

Remarque 1.8 On note∃ !x ∈ E : P (x) pour dire qu’il existeun uniqueélémentx ∈ E vérifiant la propriétéP (x).
Pour montrer une unicité en mathématiques, on suppose que deux élémentsx ∈E et x′ ∈ E vérifientP (x) etP (x′) et on
montre qu’alorsx = x′.

Il est très important de savoir nier une proposition avec quantificateurs. SiP est la proposition

P : ∀x ∈ E, P (x),

la négation de la propositionP, ¬P s’écrit à l’aide du quantificateur∃ :

¬P : ∃x ∈ E : ¬P (x).

En Français : « il existe au moins un élémentx deE pour lequel la propriétéP (x) est fausse ».
De même, la négation de la proposition

Q : ∃x ∈ E : P (x)

s’écrit à l’aide du quantificateur∀
¬Q : ∀x ∈E, ¬P (x)

En Français : « Pour tous les élémentsx deE, la propriétéP (x) est fausse.

Remarque 1.9 La négation de la propositionP : ∀x ∈E, P (x) n’est pas∀x ∈E, ¬ P (x).
Par exemple, siP est la proposition « tous les chats sont noirs », sa négation n’est pas « tous les chats ne sont pas
noirs », mais « il existe au moins un chat qui n’est pas noir ».

On peut alors écrire de façon automatique la négation d’une proposition faisant intervenir plusieurs quantificateurs.
– P : ∀ε ∈R+,∃α ∈R+ :α< ε se nie en¬P : ∃ε ∈R+ : ∀α ∈R+,αÊ ε.
– P : ∃x ∈R : ∀n ∈N, ∃y ∈R : x = ny se nie en¬P : ∀x ∈R, ∃n ∈N : ∀y ∈R, x 6= ny

– En se rappelant que la négation de la propositionP =⇒ Q est logiquement équivalente à(¬P∧Q), on nie la proposition :

P :∀x ∈R,
[
(∃n ∈N : n É x) =⇒ (∀p ∈N, p Ê x)

]

¬P : ∃x ∈R : (∃n ∈N : n É x)∧ (∃p ∈N : p < x)

Multimédia : Exerciseur pour nier une prop. à quantificateu rs

A.4 Plans de démonstration

On réserve en mathématiques l’usage de quantificateurs pourl’énoncé des définitions et des théorèmes. Pourprouverun
résultat, on écrit unedémonstrationqui se base sur une démarche logique.
Pour montrer par exemple qu’une propositionP : ∀x ∈ E,P (x) est vraie, il faut vérifier que la propositionP (x) est vraie
pour toutélémentx dans l’ensembleE. On considère pour cela un élémentx ∈E quelconqueet une fois cet élément donné,
on vérifie que la propriétéP (x) est vraie. Le fait de considérer un élémentx ∈ E quelconque se traduit dans une preuve
par le mot clésoit : Soit x ∈ E. Il est indispensable de bien comprendre le sens de ce mot « soit » en mathématiques.
Méditez les deux images suivantes :

1. Une personne extérieure vous donne un élémentx ∈ E de son choix: vous n’avez pas le droit de choisir vous même
un élémentx qui vous arrange ! Vous devez démontrer que la propriétéP (x) est vraie pour cet élémentx qu’on
vous a imposé. Imaginez que la personne extérieure doute de votre preuve, elle peut choisir un élémentx le plus
embêtant pour vous. Vous devez être capable de la convaincreque votre raisonnement fonctionne pour tous lesx

qu’elle choisira.

2. Imaginez que vous deviez écrire un programme informatique. Ce programme utilise desparamètres. Les utilisateurs
vont utiliser votre programme avec des valeurs de leur choixpour le paramètre. Pour convaincre votre employeur
que votre programme fonctionne, vous devrez prouver qu’il renvoie le bon résultatpour toute valeurdu paramètre.

Pour montrer qu’une propositionP : ∃x ∈ E : P (x) est vraie, il vous suffitd’exhiberun élémentx de votre choixdans
l’ensembleE pour lequel la propositionP (x) est vraie. On utilise souvent pour cela le mot clé «Posonsx = ».
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Exemple 1.7 Montrer que la proposition
∀x ∈R,∃y ∈R : x < y2

est vraie. Voici un exemple de démonstration.
Soit x ∈R, étudions plusieurs cas qui recouvrent toutes les possibilités.

1. Si x < 0, posonsy = 0 et on a bienx < y2 = 0.

2. Si0É x < 1, posonsy = 1 et on a bienx < y2 = 1.

3. Si x > 1, posonsy = x, on a bienx < x2 = y2.

On peut également utiliser une propriété connueQ pour justifier l’existence d’un élément : «d’après Q, il existex ∈ E

vérifiantP (x). . . ».

Exemple 1.8 Montrer l’implication :

∀y ∈R, ∃n ∈N : n É y < n+1︸ ︷︷ ︸
(i)

=⇒ ∀α> 0, ∀x ∈R, ∃n ∈N : nαÉ x < (n+1)α︸ ︷︷ ︸
(i i)

.

Faisons un raisonnement direct en supposant la propriété(i ) vraie et montrons(i i ).

Soitα> 0,

soit x ∈R,

d’après(i ), en prenanty = x/α, il existen ∈N tel quen É y < n+1

par conséquent, puisqueα> 0, nαÉ x < (n+1)α.

Il est important de réfléchir àl’ordre des quantificateursdans une proposition logique.
– On peut inverser deux quantificateurs∀ successifs,
– On peut inverser deux quantificateurs∃ successifs,
– On ne peut pas inverser deux quantificateurs∀ et∃.

Exemple 1.9

1. La propositionP : ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, ∃z ∈ R : z Ê x et z Ê y signifie que si l’on se donne deux réelsx et y , alors il
existe un réelz qui dépend dex et y plus grand à la fois quex et y .

2. La propositionQ : ∀y ∈ R, ∀x ∈ R, ∃z ∈ R : z Ê x et z Ê y signifie la même chose : qu’on vous donne d’abord
x puis y revient à vous donner d’abordy puisx. Les propositionsP et Q sont logiquement équivalentes (ici elles
sont vraies toutes les deux).

3. La propositionR : ∃z ∈ R : ∀x ∈ R, ∀y ∈ R , z Ê x et z Ê y signifie qu’il existe un réelz universel(c’est-à-dire
qu’il ne dépend de rien) tel que pour tous réelsx et y , z soit plus grand quex et y . Cette proposition est fausse,
alors qu’elle ne diffère deP et Q que par l’ordre des quantificateurs.

Remarque 1.10 L’ordre des quantificateurs dans une proposition induit desdépendancesentre les objets. C’est une
source fréquente d’erreurs de raisonnement. Nous verrons quelques exemples typiques plus tard.

L’essentiel de votre travail en mathématiques cette année va consister à écrire des preuves de résultats. Ces démonstrations
vont utiliser les définitions du cours qu’il faudra comprendre de façon précise. Ces définitions sont écrites à l’aide de
quantificateurs, mais on les retient comme unplan de démonstration: « que dois-je faire pour montrer que . . . ».

Exemple 1.10 On considère une fonctionf : R −→ R. On dit qu’elle estpaire lorsque∀x ∈ R, f (−x) = f (x). On dit
qu’elle estimpairelorsque∀x ∈R, f (−x) =− f (x). On dit quef est la fonction nulle lorsque∀x ∈R, f (x) = 0. Montrons
en utilisant ces définitions l’équivalence :

(
f paire et impaire

)
(i)

⇐⇒
(

f est la fonction nulle
)

(i i)

Commençons par écrire un plan de démonstration correspondant à la propriété à démontrer. Pour montrer une équiva-
lence, on montre deux implications. L’ébauche de plan commence donc par :

(i ) =⇒ (i i ) :

(i i ) =⇒ (i ) :

Pour montrer(i ) =⇒ (i i ), on fait un raisonnement direct. On suppose la proposition(i ) vraie (on s’en servira comme
hypothèsedans la démonstration), et il faut démontrer la proposition(i i ) :∀x ∈R, f (x) = 0. Le plan devient :

(i ) =⇒ (i i ) :
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Soitx ∈R,

. . . f (x) = 0

(i i ) =⇒ (i ) :

De même pour l’implication(i i ) =⇒ (i ), on suppose(i i ) vraie (hypothèse) et on veut montrer(i ) : ∀x ∈ R, f (−x) =
f (x) et f (−x) =− f (x). Le plan complet s’écrit donc :

(i ) =⇒ (i i ) :

Soitx ∈R,

. . . f (x) = 0

(i i ) =⇒ (i ) :

Soitx ∈R,

. . .f (−x) = f (x) et f (−x) =− f (x).

Complétons maintenant ce plan pour écrire une preuve complète :

(i ) =⇒ (i i ) :

Soitx ∈R,

puisquef est paire,f (−x) = f (x) et puisquef est impaire,f (−x) =− f (x).

En retranchant ces deux égalités, on obtient2 f (x) = 0 d’où f (x) = 0.

(i i ) =⇒ (i ) :

Soitx ∈R,

Puisquef est la fonction nulle,f (−x) = 0 et f (x) = 0.

Par conséquent,f (−x) =− f (x) = f (x) = 0.

On a vu sur cet exemple la démarche à effectuer pour écrire unepreuve.

1. Écrire au brouillon leplan de démonstrationcorrespondant au résultat à montrer.

2. On complète au brouillon la démonstration en utilisant aux différents endroits leshypothèses. Remarquez que l’on
cite précisément les hypothèses utilisées dans la démonstration finale : ce n’est pas à la personne qui vous lit de
deviner d’où viennent les propriétés que vous utilisez, c’est à vous de l’indiquer clairement.

3. On rédige au propre la démonstration finale en mettant en évidence le plan de démonstration suivi. On a numéroté
les deux propositions(i ) et (i i ), on indique clairement ce qu’on montre :(i ) =⇒ (i i )... On passe souvent à la ligne
pour rendre la preuve plus lisible...

Exemple 1.11Une définition très importante en analyse : on dit qu’une suite réelle(un ) converge vers une limiteℓ ∈R

si et seulement si
∀ε> 0, ∃N ∈N : ∀n ∈N, (n Ê N) =⇒ |un −ℓ| É ε

Pour montrer queun −−−−−→
n→+∞

ℓ, on utilise donc le plan suivant :

PLAN 1.1 : Convergence d’une suite

1. Soitε> 0

2. PosonsN = ...

3. Soit n ∈N

4. Supposonsn Ê N

5. On a|un − l | É ε.
Que signifie ce plan ?

1. Soitε > 0 : vous demandez à une personne extérieure de vous donner unε > 0 de son choix (aussi petit qu’elle
veut !)

2. PosonsN = . . . : en fonction de cetε> 0 qu’elle vous a donné, vous devezconstruireun entierN (qui dépend bien
sûr deε).

3. Phase de vérification :vous ne pouvez pas définir n’importe quel entierN, il faut qu’il satisfasse la propriété
∀n ∈N,n Ê N =⇒ |un − l | É ε. Pour vérifier que cette propriété à quantificateur est vraie:

(a) Soitn ∈N : vous demandez un entiern à la personne extérieure.

(b) En utilisant l’entiern qu’elle vous a donné, vous devez démontrer l’implication(n Ê N) =⇒ |un − l | É ε

Pour cela, on utilise le raisonnement direct. On suppose quela propriété(n Ê N) est vraie :On prendn Ê N.
On vérifie alors que le choix de notreN permet de conclure que la propriété|un − l | É ε est également vraie.
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Montrons que la suite(1/n) converge vers0 en utilisant le plan de démonstration qui découle de la définition.

1. Soitε> 0.

2. PosonsN = E(1/ε)+1 (oùE(1/ε) désigne la partie entière du réel1/ε, à savoir le plus grand entier inférieur ou égal
à 1/ε).

3. Soitn ∈N. Supposons quen Ê N.

4. Avec la définition de la partie entière,E(1/ε) É 1
ε < E(1/ε)+1 d’où 1

ε < N et, puisquen Ê NÊ 1
ε , 1

n É ε et finalement
on conclut :|un −0| = 1

n
É ε.

Remarquez que l’entierN que vous avez construit dépend explicitement du « paramètre» ε que la personne vous a
donné. Votre démonstration peut se traduire par un programme informatique : l’utilisateur entre leε> 0 de son choix et
votre programme renvoie l’entierN calculé à partir de la formule ci-dessus. Vous avez justifié que le programme renvoie
toujours un entierN vérifiant la propriété souhaitée.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons apprendre à traduire des définitions à quantificateurs par des plans de dé-
monstration et nous entraîner à écrire des preuves en utilisant ces plans. Nous avons choisi des exemples portant sur les
ensembles et les applications car ils sont simples et instructifs. La démarche suivie s’étend à tout le cours d’algèbre et
d’analyse avec des définitions plus compliquées.
Multimédia : l’utilisateur choisit des quantificateurs et variables et le programme
écrit le plan de démonstration correspondant. Inverse : on p ropose une phrase à quantificateurs
et il faut écrire le plan.

A.4.1 Plans de preuves ensemblistes

Voici deux définitions ensemblistes et les plans de preuve associés.

DÉFINITION 1.1 Inclusion d’ensembles
Un ensembleE estinclusdans un ensembleF si et seulement si∀x ∈E, x ∈ F

PLAN 1.2 : Inclusion d’ensemble

1. Soit x ∈ E

2. . . .

3. x ∈ F

DÉFINITION 1.2 Égalité d’ensembles
On dit que deux ensemblesE et F sont égaux si et seulement siE ⊂ F et F⊂ E.

PLAN 1.3 : Égalité d’ensembles

1. Montrons queE ⊂ F :

(a) Soit x ∈ E,

(b) . . . x ∈ F.

2. Montrons queF ⊂ E :

(a) Soit x ∈ F,

(b) . . . x ∈ E.

Exemple 1.12Soient trois ensemblesA,B,C. Montrer que

(A∪B⊂ A∪C et A∩B⊂ A∩C)︸ ︷︷ ︸
(i)

=⇒ (B⊂ C)︸ ︷︷ ︸
(i i)

.

Supposons la proposition(i ) vraie et montrons que la proposition(i i ) est vraie (raisonnement direct).

Soitx ∈B

Puisquex ∈B, Étudions deux cas complémentaires
– Si x ∈ A, alorsx ∈ A∩B donc d’après(i ), x ∈ A∩C et doncx ∈ C.
– Si x 6∈ A, alors puisquex ∈ B, x ∈ A∪B donc d’après(i ), x ∈ A∪C. Puisquex 6∈ A, x ∈C.

Dans les deux cas, on a montré quex ∈ C.
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Exemple 1.13Soient trois ensemblesA,B,C. Montrer que

A∩ (B∪C)= (A∩B)∪ (A∩C)

1. Montrons queA∩ (B∪C)⊂ (A∩B)∪ (A∩C).

Soit x ∈ A∩ (B∪C)

On sait quex ∈ A et quex ∈ B∪C. Puisquex ∈B∪C, il y a deux cas possibles :
– si x ∈B, alors à fortiori,x ∈ A∩B et doncx ∈ (A∩B)∪ (A∩C),
– si x ∈C, alors à fortiori,x ∈ A∩C et doncx ∈ (A∩B)∪ (A∩C).

Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion quex ∈ (A∩B)∪ (A∩C).

2. Montrons que(A∩B)∪ (A∩C)⊂ A∩ (B∪C).

Soit x ∈ (A∩B)∪ (A∩C)

Puisquex appartient à une union, on étudie les deux cas :
– x ∈ (A∩B), alors commex ∈B, à fortiori, x ∈ B∪C et commex ∈ A, finalementx ∈ A∩ (B∪C).
– x ∈ (A∩C), x ∈ C d’où x ∈B∪C et commex ∈ A, x ∈ A∩ (B∪C).

Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion quex ∈ A∩ (B∪C).

Remarque 1.11 Remarquez comment nous avons respecté les plans correspondant aux définitions. Dites-vous bien que
si vous voulez montrer queE ⊂ F et que vous écrivez :

Posonsx = . . . ,

x ∈ E

x ∈ F

votre professeur ne prendra pas la peine de lire votre copie :vous êteshors sujet. Ce que vous écrivez peut être intéressant,
maisne démontre pasqueE ⊂ F. Vous n’avez pas suivi le plan de démonstration correspondant à la propriété à montrer. Il
est très important d’écrire au brouillon (au moins dans un premier temps), le plan de démonstration et de bien comprendre
ce que vous devez fairepour montrer le résultat. Avec un peu d’habitude, le brouillon deviendra inutile et vous aurez en
tête ce plan à tout moment.

Exercice 1.1 ♥
Soient trois ensemblesA,B,C. Montrer que

A∪ (B∩C)= (A∪B)∩ (A∪C).

Solution :

⊂ : soit x ∈ A∪ (B∩C). Étudions deux cas :
– x ∈ A, alorsx ∈ A∪B et x ∈ A∪C et doncx ∈ (A∪B)∩ (A∪C).
– x ∈ B∩C : commex ∈B, x ∈ A∪B et commex ∈ C, x ∈ A∪C. Par conséquent,x ∈ (A∪B)∩ (A∪C).
Dans les deux cas,x ∈ (A∪B)∩ (A∪C).

⊃ : soit x ∈ (A∪B)∩ (A∪C).

On ax ∈ A∪B et x ∈ A∪C. Étudions deux cas complémentaires :
– x ∈ A, alorsx ∈ A∪ (B∩C).
– x 6∈ A, alors commex ∈ A∪B, x ∈ B. De même, puisquex ∈ A∪C, x ∈ C. Par conséquent,x ∈ (B∩C) et donc

x ∈ A∪ (B∩C).
Dans les deux cas, on a montré quex ∈ A∪ (B∩C).

Exercice 1.2 ♥
SoientA et B deux ensembles. On définit leurdifférence symétriquepar :

A△B= (A∪B) \ (A∩B).

a. Comparer les ensemblesA△(B∪C) et (A△B)∪ (A△C).

b. SoientA,B,C ⊂ E trois parties d’un ensembleE. Montrer que
(
A△B= A△C

)
(i)

⇐⇒
(
B = C

)
(i i)

.
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Solution :

a. – Montrons queA△(B∪C)⊂ (A△B)∪ (A△C).

Soit x ∈ A△(B∪C), par définition de la différence symétrique,x ∈ A∪ (B∪C) et x 6∈ A∩ (B∪C). Puisque
x ∈ A∪B∪C, étudions trois cas :
– si x ∈ A : puisquex 6∈B∪C, x 6∈B, doncx ∈ A△B.
– si x ∈B : x 6∈ A d’où x ∈ A△B.
– si x ∈C : x 6∈ A d’où x ∈ A△C.
Dans les trois cas, on obtient quex ∈ (A△B)∪ (A△C).

– Montrons qu’en général, l’inclusion réciproque est fausse. Il suffit pour celad’exhiber un contre-exemple.
Considérons quatre entiers distinctsa,b,c,d et posonsA = {a,b}, B= {b,c} et C = {d}. On calculeA△(B∪C) =
A△{b,c,d} = {a,c,d} alors que(A△B)∪ (A△C)= {a,c}∪ {a,b,d} = {a,b,c,d}.

b. Pour montrer une équivalence, on montre deux implications :

(i i ) =⇒ (i ) est évidente.

(i ) =⇒ (i i ) : supposons(i ) vraie et montrons que(i i ) est vraie (raisonnement direct).

Montrons queB⊂ C :

Soit b ∈ B, étudions deux cas complémentaires :

si b ∈ A, alorsb 6∈ A△B donc d’après(i ), x 6∈ A△C et doncb ∈C.

si b 6∈ A, alorsb ∈ A△B= A△C d’où b ∈C.

Montrons queC ⊂ B : la preuve est similaire.

Exercice 1.3 ♥
Soient deux ensemblesE et F. Quelle relation y a-t-il

a. entre les ensemblesP (E∪F) etP (E)∪P (F) ?

b. entre les ensemblesP (E∩F) etP (E)∩P (F) ?

c. entre les ensemblesP (E×F) etP (E)×P (F) ?

Solution :

a. Montrons queP (E)∪P (F) ⊂P (E∪F).

Soit A ∈P (E)∪P (F). Étudions les deux cas possibles :
– Si A ∈P (E), cela signifie queA ⊂E et donc queA ⊂E∪F. Par conséquent,A ∈P (E∪F).
– De même siA ∈P (F).

L’inclusion réciproque est fausse, comme le montre l’exemple E = {e}, F = { f } (avec e 6= f ) : P (E∪F) =
{∅, {e}, { f }, {e, f }} etP (E)∪P (F) = {∅, {e}, { f }}.

b. Montrons queP (E∩F) =P (E)∩P (F).
– P (E∩F) ⊂P (E)∩P (F).

Soit A ∈P (E∩F). On aA ⊂E∩F.

PuisqueA ⊂E, A ∈P (E)

PuisqueA ⊂F, A ∈P (F).

Par conséquent,A ∈P (E)∩P (F).

– P (E)∩P (F) ⊂P (E∩F).

Soit A ∈P (E)∩P (F).

CommeA ∈P (E), A ⊂E.

De même puisqueA ∈P (F), A ⊂F.

DoncA ⊂E∩F et doncA ∈P (E∩F).

c. Il n’y a aucune inclusion entre les deux ensembles, comme le montre le contre-exemple suivant :E = {e} et
F = { f }. E×F = {(e, f )}, P (E×F) = {∅, {(e, f )}}. D’autre part,P (E) = {∅, {e}}, P (F) = {∅, { f }} et P (E)×P (F) =
{(∅,∅), (∅, { f }), ({e},∅), ({e}, { f })}.
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A.4.2 Plans de démonstrations pour les applications

Applications

DÉFINITION 1.3 ♥♥ Application
On considère deux ensemblesE etF. Uneapplicationf : E −→ F est une correspondance qui à tout élémentx ∈E associe
un uniqueélément notéf (x) de l’ensembleF.

Remarque 1.12 On définit plus formellement une applicationf : E −→ F par songraphe. C’est une partieG ⊂ E×F

vérifiant la propriété :∀x ∈ E, ∃! y ∈ F : (x, y) ∈ G. On dit que cet unique élémenty = f (x) estl’image de l’élémentx
par l’applicationf . Pour une applicationf : R −→ R, son graphe est une partie deR2 telle que pour tout réelx0 ∈ R, la
droite d’équationy = x0 rencontre le graphe en un unique point(x0, y0).

x0

f (x0)

x0

Un graphe de fonction Pas un graphe de fonction

Exemple 1.14Lorsque les ensemblesE et F sont finis, on peut représenter une applicationf : E −→ F par un diagramme
sagittal. On trace une flèche partant de chaque élémentx ∈E vers sonimage, l’unique élémenty = f (x) ∈ F.

E F

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

E F

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

Une application Pas une application

Le premier diagramme sagittal représente une application.Par exemplef (x3) = y1, f (x4) = f (x2) = y2. Le graphe def
s’écrit G = {(x1, y1), (x2, y2), (x3, y1), (x4, y2)}. La deuxième figure ne représente pas une application pour deux raisons :
l’élémentx1 possède deux images et l’élémentx2 n’a pas d’image.

Remarque 1.13 On définit l’application identitéd’un ensembleE paridE :

{
E −→ E

x 7−→ x
.

DÉFINITION 1.4 ♥♥ Égalité de deux applications
On dit que deux applicationsf , g : E −→ F sont égales lorsque

∀x ∈E, f (x) = g (x).

PLAN 1.4 : Égalité de deux applications

1. Soit x ∈ E,

2. . . .

3. f (x) = g (x).
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Composée d’applications

DÉFINITION 1.5 ♥♥ Composée d’applications
Soit f : E −→ F et g : F −→ G deux applications. On définit une nouvelle application notée g ◦ f : E −→ G en posant
∀x ∈ E, (g ◦ f )(x) = g

(
f (x)

)
.

Exemple 1.15Sur le diagramme sagittal ci-dessous, on a par exemple(g ◦ f )(x1) = g
(

f (x1)
)
= g (y1) = z2

E F G
f g

g ◦ f

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

z1

z2

Remarque 1.14 À chaque fois que vous voyez une composée d’applications, assurez-vous que l’ensemble d’arrivée de
la première est inclus dans l’ensemble de départ de la seconde. Il est conseillé de faire desschémas de composition

E
f−→ F

g−→ G

Remarque 1.15 La composée est « associative » : siE
f−→ F

g−→ G
h−→ H sont trois applications,(h ◦ g )◦ f = h ◦ (g ◦ f ).

Remarque 1.16 Si f : E −→ F, f ◦ idE = f et idF ◦ f = f .

Applications injectives, surjectives

DÉFINITION 1.6 ♥♥♥ Injectivité
On dit qu’une applicationf : E −→ F estinjectivelorsque

∀(x, y) ∈ E2, f (x) = f (y) =⇒ x = y

On en déduit le plan de démonstration important

PLAN 1.5 : Injectivité

1. Soit (x, y) ∈ E2.

2. Supposons quef (x) = f (y),

3. . . .

4. x = y .

Remarque 1.17 La définition précédente n’est pas très intuitive. Pour la comprendre, traduisons ce que signifie le fait
qu’une fonction n’estpasinjective en niant la proposition à quantificateurs :

∃(x, y) ∈E2 : [ f (x) = f (y)]∧ [x 6= y]

Une fonction n’est pas injective lorsqu’il existe deux éléments distinctsx, y ayant la même image. Une autre façon de
traduire quef est injective consiste à dire que tout élémenty ∈ F possèdeau plusun antécédent.
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E F
f

x1

x2

x3

y1

y2

y3

y4

E F
g

x1

x2

x3

y1

y2

y3

y4

f injective g non injective

L’applicationg de l’exemple ci-dessus n’est pas injective puisquex1 6= x3 et pourtantg (x1) = g (x3) = y3. L’application
f est elle injective. Remarquons que tout élément deF possède au plus un antécédent parf (l’élémenty2 n’en possède
pas).
Pourquoi choisir comme définition de l’injectivité∀(x, y) ∈ E2, f (x) = f (y) =⇒ x = y ? Simplement parce que cette
définition se prête le mieux aux démonstrations directes ! Ensupposant quef (x) = f (y), on dispose d’une hypothèse
intéressante dans la preuve : il suffit de résoudre cette équation et montrer quex = y .

Exemple 1.16Montrer que l’applicationf :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x + y, x +2y)
est injective.

SoientX = (x, y) ∈R2 et X′ = (x′, y ′)∈R2.

On suppose quef (X)= f (X′), c’est-à-dire (égalité de deux couples)

{
x + y = x′+ y ′

x +2y = x′+2y ′ .

En retranchant la première ligne à la deuxième, on obtienty = y ′ puisx = x′.

On a doncX = (x, y) = (x′, y ′) = X′.

DÉFINITION 1.7 ♥♥♥ Application surjective
On dit qu’une applicationf : E −→ F estsurjectivelorsque

∀y ∈ F, ∃x ∈ E : y = f (x).

PLAN 1.6 : Application surjective

1. Soit y ∈ F.

2. Posonsx = . . .

3. y = f (x).

Remarque 1.18 Une application est surjective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivéeF possède au moins un
antécédent.

E F
f

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

E F
g

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

f surjective g non surjective

L’applicationg du schéma n’est pas surjective cary2 n’a pas d’antécédent.
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Exemple 1.17Montrer que l’applicationf :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x + y, x +2y)
est surjective.

Soit Y = (y1, y2) ∈R2.

PosonsX = (2y1 − y2, y2 − y1).

Alors f (X) =
(
2y1 − y2 + y2 − y1,2y1 − y2 +2(y2 − y1)

)
= (y1, y2) = Y.

Remarque 1.19 Il arrive souvent dans les démonstrations qu’on ait à construire un objet, sans qu’on voit de façon
évidente comment le définir. On utilise alors un raisonnement d’analyse-synthèse:
– dans une partieanalyse, on suppose que l’objet qu’on cherche vérifie les propriétésvoulues,
– on trouve que nécessairement l’objet doit être d’une formeparticulière,
– on rédige une partiesynthèseenposantl’objet qu’on a trouvé et on vérifie qu’il convient.
Sur notre exemple, on pourrait rédiger la preuve de la façon suivante.

Soit Y = (y1, y2) ∈R2.

Analyse :supposons queX = (x1, x2) vérifie f (X) = Y. On doit avoir

{
x1 + x2 = y1 : L1

x1 +2x2 = y2 : L2

En faisantL2−L1, on trouve que nécessairementx2 = y2−y1 et ensuite quex1 = 2y1−y2 d’où X = (2y1−y2, y2−y1).

Synthèse : PosonsX = (2y1 − y2, y2 − y1). On a bienf (X)=
(
2y1 − y2 + y2 − y1,2y1 − y2 +2(y2 − y1)

)
= (y1, y2) = Y.

Cette façon de rédiger permet d’expliquer comment on a abouti à la démonstration. Remarquez que si l’on supprime la
partie analyse, on a respecté scrupuleusement le plan de preuve de la surjectivité.

Exemple 1.18Soit E un ensemble etf : E −→E une application. On suppose quef ◦ f ◦ f = f . Montrer que

(
f injective

)
(i)

⇐⇒
(

f surjective
)

(i i)

Pour montrer l’équivalence, montrons deux implications :

1. (i ) =⇒ (i i ) : en supposant(i ) vraie, montrons quef est surjective.

Soit y ∈E,

puisquef ◦ f ◦ f = f , on af
(

f ◦ f (y)
)
= f (y), mais puisquef est injective,f ◦ f (y)= y .

Posonsx = f ◦ f (y),

On a bieny = f (x).

2. (i i ) =⇒ (i ) :

Soit (x, y) ∈E2.

Supposons quef (x) = f (y).

Puisquef est surjective, il existex′ ∈ E tel quex = f (x′) et il existey ′ ∈E tel quey = f (y ′). Alors f ◦ f (x′) =
f ◦ f (y ′). En appliquantf , on obtientf ◦ f ◦ f (x′) = f ◦ f ◦ f (y ′) et puisquef ◦ f ◦ f = f , on trouve que
f (x′)= f (y ′)

On a doncx = f (x′) = f (y ′) = y .

Exercice 1.4 ♥
Soit E un ensemble non vide etA ⊂E une partie deE. On définit l’application

ϕA :

{
P (E) −→ P (E)

X 7−→ X∩A
.

a. Déterminer l’applicationϕA lorsqueE = {a,b} et A = {a}. Dans ce cas, l’applicationϕA est-elle injective, surjec-
tive ?

b. Montrer que(ϕA injective) =⇒ (A =E).

c. Montrer que(ϕA surjective) =⇒ (A =E).

Solution :

1140



a. On peut ici lister les éléments deP (E) = {∅, {a}, {b}, {a,b}}. Il suffit de calculer l’image de chacun de ces éléments :
ϕA(∅) = ∅, ϕA({a}) = {a}, ϕA({b}) = ∅, ϕA({a,b}) = {a}. On voit que l’application n’est pas injective puisque
ϕA({a,b}) =ϕA({a}) alors que{a,b} 6= {a} et queϕA n’est pas surjective puisque{a,b} n’a pas d’antécédent.

b. Montrons le résultat par contraposée :

SupposonsA 6=E, il existeb ∈E \ A.

PosonsA′ = A∪ {b}, on aA 6= A′

etϕA(A′) = A′∩A = A =ϕA(A).

c. Montrons le résultat par contraposée :

SupposonsA 6=E, il existeb ∈E \ A.

PosonsB = {b} ∈P (E),

Montrons que∀X ∈P (E), ϕA(X) 6= B.

Soit X ∈P (E), ϕA(X) = X∩A ⊂ A ce qui entraîne queb 6∈ϕA(X). Par conséquent,ϕA(X) 6= B.

On aurait pu également utiliser une démonstration directe :puisqueϕA est surjective, il existeX ∈ P (E) tel que
ϕA(X) = E, c’est-à-direX∩A =E. On en déduit queE ⊂ A et donc queA =E.

THÉORÈME 1.1 ♥♥ Composée et injections, surjections

On considère deux applicationsE
f−→ F

g−→G. On a les propriétés suivantes :

1. f , g injectives =⇒ g ◦ f injective.

2. f , g surjectives=⇒ g ◦ f surjective.

3. g ◦ f injective =⇒ f injective.

4. g ◦ f surjective=⇒ g surjective.

Démonstration

1. Montrons queg ◦ f est injective.

Soient(x, x′) ∈E2 tels que(g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(x′).

Puisqueg est injective et queg
(

f (x)
)
= g

(
f (x′)

)
, on en déduitf (x) = f (x′).

Puisquef est injective, on ax = x′.

2. Montrons queg ◦ f est surjective.

Soit z ∈ G.

Puisqueg est surjective, il existey ∈ F tel quez = g (y).

Puisquef est surjective, il existex ∈E tel quey = f (x).

Alors z = g
(

f (x)
)
= (g ◦ f )(x)

3. Montrons quef est injective.

Soient(x, x′) ∈E2 tels quef (x) = f (x′).

En prenant l’image parg des deux membres, on obtient :g
(

f (x)
)
= g

(
f (x′)

)
, soit (g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(x′).

Puisque(g ◦ f ) est injective, il vient quex = x′.

4. Montrons queg est surjective.

Soit z ∈ G.

Puisque(g ◦ f ) est injective, il existex ∈ E tel quez = (g ◦ f )(x).

On a doncz = g
(

f (x)
)

et, en posanty = f (x), cela donnez = g (y) ce qui montre queg est surjective.

Exercice 1.5 ♥
SoientE,F,G trois ensembles et deux applicationsf : E −→ F, g : F−→ G.

a. Montrer que sig ◦ f est injective etf surjective, alorsg est injective.

b. Montrer que sig ◦ f est surjective etg injective, alorsf est surjective.

Solution :

a. Montrons queg est injective.

Soit (y, y ′) ∈ F2 vérifiantg (y)= g (y ′).

Puisquef est surjective, il existe(x, x′) ∈E2 tels quey = f (x) et y ′ = f (x′).
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On a doncg
(

f (x)
)
= g

(
f (x′)

)
, c’est-à-dire(g ◦ f )(x) = (g ◦ f )(x′).

Puisque(g ◦ f ) est injective, il vient quex = x′.

En appliquantf , on af (x) = f (x′), c’est-à-direy = y ′.

b. Montrons quef est surjective.

Soit y ∈ F.

Puisqueg (y)∈ G et que(g ◦ f ) est surjective, il existex ∈E tel queg (y)= (g ◦ f )(x).

On a alorsg (y)= g
(

f (x)
)

mais commeg est injective, on ay = f (x).

Bijections

DÉFINITION 1.8 ♥♥♥ Bijection
On dit qu’une applicationf : E −→ F estbijectivelorsquef est injective et surjective.

PLAN 1.7 : Pour montrer quef est bijective

1. Montrons quef est injective.

2. Montrons quef est surjective.

Remarque 1.20 Une application est bijective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivée possède exactement un
antécédent.

E F
g

x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

y4

THÉORÈME 1.2 ♥♥ Bijection réciproque
Soit f : E −→ F une application bijective. Il existe une unique application g : F−→E vérifiant

{
g ◦ f = idE

f ◦ g = idF

.

On dit que l’applicationg est labijection réciproquede la bijectionf et on noteg = f −1.

Démonstration
– Montrons l’unicité d’une telle applicationg . Soit (g1 , g2) ∈F (F,E)2 vérifiant f ◦g1 = f ◦g2 = idF et g1 ◦ f = g2 ◦ f = idE.

Soit y ∈ F,

puisquef ◦g1(y) = idF(y) = y, en appliquantg2, on ag2
(

f ◦g1(y)
)
= g2(y),

d’où (g2 ◦ f )
(
g1(y)

)
= g2(y),

Or g2 ◦ f = idE, idE
(
g1(y)

)
= g1(y) et finalementg1(y) = g2(y).

– Montrons l’existence d’une telle applicationg . ConsidéronsG = {(x, y) ∈ E×F | y = f (x)} le graphe de l’applicationf . Posons
G̃ = {(y, x) ∈ F×E | y = f (x)}. On vérifie queG est un graphe fonctionnel :

Soit y ∈ F,

puisquef est bijective, il existe un uniquex ∈ E tel quey = f (x), c’est-à-dire tel que(y, x) ∈ G̃.

Le graphẽG définit donc une applicationg : F −→E. Montrons quef ◦g = idF.

Soit y ∈ F, f ◦g (y) = f
(
g (y)

)
.

Il existe un uniquex ∈ E tel quey = f (x) et on a alorsg (y) = x, d’où f ◦g (y) = f (x) = y.

On montre de même queg ◦ f = idE.
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Exercice 1.6 ♥
On considère trois applicationsE

f−→ F
g−→ G

h−→ H. Montrer que

g ◦ f et h ◦ g bijectives =⇒ f , g ,h bijectives

Solution : Puisqueg ◦ f est surjective, d’après le théorème 1.1 page 1141,g est surjective. De même, puisqueh ◦ g

est injective,g est injective. Par conséquent,g est bijective et on peut introduire sa bijection réciproqueg−1 : G −→ F.
Puisqueg ◦ f et g−1 sont bijectives, toujours d’après le théorème 1.1,f = g−1 ◦ (g ◦ f ) est bijective. Par conséquent,f

est bijective. On démontre avec les mêmes arguments queh est aussi bijective.
On peut aussi résoudre cet exercice en utilisant les résultats de l’exercice 1.5 page 1141. Puisqueg ◦ f est injective,f
est injective d’après le théorème 1.1 page 1141 et, d’après l’exercice 1.5,f est surjective carg est injective. On prouve
de même queh est surjective.

THÉORÈME 1.3 ♥♥♥ Bijection réciproque d’une composée
Soientf : E −→ F et g : F −→ G deux bijections. On noteg−1 : G −→ F et f −1 : F −→ E leurs bijections réciproques. La
composée(g ◦ f ) est également bijective et(g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1.

Démonstration D’après le théorème 1.1 page 1141, la composée de deux bijections est une bijection, doncg ◦ f est bijective.
Posonsh = f −1 ◦g−1 . On ah ◦ (g ◦ f ) = f −1 ◦ (g−1 ◦g )◦ f = f −1 ◦ f = idE et de même,(g ◦ f )◦h = idG. Par le théorème 1.2 page
1142, l’applicationh est la bijection réciproque de l’applicationg ◦ f .

Image directe, image réciproque

DÉFINITION 1.9 ♥♥♥ Image réciproque d’une partie
Soit une applicationf : E −→ F et une partieB ⊂ F. On définitl’image réciproquede la partieB par l’applicationf :

f −1(B) = {x ∈E | f (x) ∈ B}.

PLAN 1.8 : Pour montrer quex ∈ f −1(B)

Soit x ∈ E.

Vérifions quef (x) ∈B.

Remarque 1.21 Ne pas confondre la notationf −1(B) lorsqueB ⊂ F est une partie deF et la notationf −1(y) lorsque
y ∈ F qui n’a de sens que lorsque l’applicationf est bijective.

Exemple 1.19Soit une applicationf : E −→ F et deux partiesB1,B2 ⊂ F. Montrer que

a. B1 ⊂ B2 =⇒ f −1(B1) ⊂ f −1(B2)

b. f −1(B1 ∩B2) = f −1(B1)∩ f −1(B2)

c. f −1(B1 ∪B2) = f −1(B1)∪ f −1(B2)

a. Raisonnement direct. Supposons(i ) : B1 ⊂ B2 vraie et montrons(i i ) : f −1(B1) ⊂ f −1(B2) :

Soit x ∈ f −1(B1).

Par définition de l’image réciproque,f (x) ∈ B1 et, puisqueB1 ⊂ B2, f (x) ∈B2.

Par définition de l’image réciproquex ∈ f −1(B2) car f (x) ∈ B2.

b. Montrons deux inclusions :

⊂ :

soit x ∈ f −1(B1 ∩B2),

Par définition de l’image réciproque,f (x) ∈B1 ∩B2.

Puisquef (x) ∈ B1, x ∈ f −1(B1) et, puisquef (x) ∈ B2, x ∈ f −1(B2).

On a doncx ∈ f −1(B1)∩ f −1(B2).

⊃ :

Soit x ∈ f −1(B1)∩ f −1(B2).
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Puisquex ∈ f −1(B1), f (x) ∈ B1 et, commex ∈ f −1(B2), f (x) ∈B2.

Ainsi f (x) ∈ B1 ∩B2 et x ∈ f −1(B1 ∩B2).

c. ⊂ :

Soit x ∈ f −1(B1 ∪B2)

Par définition de l’image réciproque,f (x) ∈B1 ∪B2. Étudions deux cas :

Si f (x) ∈ B1, alors par définition de l’image réciproque,x ∈ f −1(B1) et à fortiori, x ∈ f −1(B1)∪
f −1(B2).

Si f (x) ∈B2, alorsx ∈ f −1(B2) ⊂ f −1(B1)∪ f −1(B2).

Dans les deux cas,x ∈ f −1(B1)∪ f −1(B2).

⊃ :

Soit x ∈ f −1(B1)∪ f −1(B2).

Étudions deux cas :

Si x ∈ f −1(B1), alorsf (x) ∈B1 d’où f (x) ∈ B1 ∪B2 et x ∈ f −1(B1 ∪B2).

Si x ∈ f −1(B2), alorsf (x) ∈B2 d’où f (x) ∈ B1 ∪B2 et x ∈ f −1(B1 ∪B2).

Dans les deux cas, on a montré quex ∈ f −1(B1 ∪B2).

DÉFINITION 1.10 ♥♥♥ Image directe d’une partie
Soit une applicationf : E −→ F et une partieA ⊂E. On définitl’image directede la partieA par l’applicationf :

f (A)= {y ∈ F | ∃x ∈ A : y = f (x)}

PLAN 1.9 : Pour montrer quey ∈ f (A)

Posonsx = . . .

x ∈ A et y = f (x).

Exemple 1.20Soit une applicationf : E −→ F et A1, A2 ⊂ E deux parties de l’ensembleE. Montrer que :

a. A1 ⊂ A2 =⇒ f (A1) ⊂ f (A2)

b. f (A1 ∪A2) = f (A1)∪ f (A2)

c. f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1)∩ f (A2) et que l’inclusion réciproque est fausse en général.

a. SupposonsA1 ⊂ A2 et montrons quef (A1) ⊂ f (A2).

Soit y ∈ f (A1),

d’après la définition de l’image directe, il existex ∈ A1 tel quey = f (x).

PuisqueA1 ⊂ A2, x ∈ A2 d’après la définition de l’image directe,

y ∈ f (A2).

b. Montrons deux inclusions :

⊂ :

Soit y ∈ f (A1∪A2),

d’après la définition de l’image directe, il existex ∈ A1 ∪A2 tel quey = f (x). Étudions deux cas :

Si x ∈ A1, alorsy = f (x) ∈ f (A1) et, à fortiori,y ∈ f (A1)∪ f (A2).

Si x ∈ A2, alorsy = f (x) ∈ f (A2) et doncy ∈ f (A1)∪ f (A2).

Dans les deux cas,y ∈ f (A1)∪ f (A2).

⊃ :

soit y ∈ f (A1)∪ f (A2),

Étudions deux cas :

Si y ∈ f (A1), d’après la définition de l’image directe, il existex ∈ A1 tel quey = f (x) et puisque
x ∈ A1 ⊂ A1 ∪A2, y = f (x) ∈ f (A1 ∪A2).

Si y ∈ f (A2), on a de mêmey ∈ f (A1∪A2).

c. Montronsf (A1∩A2) ⊂ f (A1)∩ f (A2) :
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Soit x ∈ f (A1 ∩A2),

d’après la définition de l’image directe, il existex ∈ A1 ∩A2 tel quey = f (x).

Puisquex ∈ A1 et y = f (x), on ay ∈ f (A1) et, puisquex ∈ A2 et y = f (x), on ay ∈ f (A2).

Finalement,y ∈ f (A1)∩ f (A2).

Montrons qu’en général, l’inclusionf (A1)∩ f (A2) ⊂ f (A1∩A2) est fausse. Essayons tout d’abord de la prou-
ver :

Soit y ∈ f (A1)∩ f (A2).

Puisquey ∈ f (A1), il existex1 ∈ A1 tel quey = f (x1).

Puisquey ∈ f (A2), il existex2 ∈ A2 tel quey = f (x2).

On est bloqué, car il nous faut trouverx ∈ A1 ∩ A2 tel quey = f (x). On dispose dex1 ∈ A1 et x2 ∈ A2,
mais comment construirex à partir dex1 et x2 ? On se rend compte que si l’on ajoute l’hypothèse que
la fonction f estinjective, alors puisquef (x1) = f (x2), on auraitx1 = x2 et alorsx = x1 = x2 ∈ A1 ∩A2.
Dans le cas oùf n’est pas injective, on ne voit pas comment conclure.

Nous allons chercher un contre-exemple en définissant une fonction f et deux partiesA1, A2 pour lesquelles
l’inclusion est fausse. On a vu que pour trouver un contre-exemple, il fallait nécessairement choisir une
fonction f qui n’est pas injective. Essayons par exemple avecE = {a,b}, F = {c}, et f : E −→ F définie par
f (a) = f (b) = c. En prenantA1 = {a}, A2 = {b}, f (A1 ∩ A2) = f (∅) =∅ alors quef (A1) = f (A2) = {c} d’où
f (A1)∩ f (A2) = {c}.

Exercice 1.7 ♥
Soit f :

{
R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x + y, x y)
.

a. On considère un élément(a,b)∈R2. Déterminer l’ensemblef −1
(
{(a,b)}

)
(les notations sont-elles correctes ?)

b. Déterminerf (R2).

c. L’applicationf est-elle injective ? Surjective ?

Solution :

a. Soit(x, y) ∈R2, on traduit la notationf −1
(
{(a,b)}

)
avec la définition de l’image réciproque :

X = (x, y) ∈ f −1
(
{(a,b)}

)
⇐⇒

{
x + y = a

x y = b

Par conséquent,X ∈ f −1
(
{(a,b)}

)
si et seulement six et y sont racines du trinômeP = X2 −aX+b.

– Si∆= a2 −4b < 0, le trinômeP ne possède pas de racines réelles etf −1
(
{(a,b)}

)
=∅.

– Si∆= a2 −4b = 0, le trinôme possède une racine doublea/2, d’où f −1
(
{(a,b)}

)
= {(a/2, a/2)}.

– Si∆= a2−4b > 0, le trinôme possède deux racines réelles distinctesx1 6= x2 et f −1
(
{(a,b)}

)
= {(x1, x2), (x2, x1)}.

b. On a(x, y) ∈ f (R2) si et seulement s’il existe(x′, y ′) ∈ R2 vérifiant f (x′, y ′) = (x, y). D’après a., c’est le cas si et
seulement six2 −4y Ê 0. Par conséquent,

f (R2) = {(x, y) ∈R2 | x2 −4y Ê 0}

(représenter graphiquement cet ensemble dansR2).

c. Puisquef (R2) 6=R2, l’application f n’est pas surjective et, puisquef ((1,2)) = f ((2,1)), elle n’est pas injective.

Exercice 1.8 ♥
Soit f : E −→ F une application etA ⊂E, B ⊂ F deux parties. Montrer que

a. f
(

f −1(B)
)
⊂ B.

b. f −1
(

f (A)
)
⊃ A.

Solution :

a. Soity ∈ f
(

f −1(B)
)
,

par définition de l’image directe, il existex ∈ f −1(B) tel quey = f (x).

Par définition de l’image réciproque,f (x) ∈B.

On a doncy = f (x) ∈B.
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b. Soitx ∈ A,

Par définition de l’image directe,f (x) ∈ f (A).

Par définition de l’image réciproque,x ∈ f −1
(

f (A)
)
.

Cherchez des contre-exemples pour montrer qu’en général les inclusions réciproques sont fausses.

Exercice 1.9 ♥
Soit une applicationf : E −→ F et deux partiesA ⊂E, B⊂ F. Montrer que

a. f injective =⇒ f −1
(

f (A)
)
= A.

b. f surjective =⇒ f
(

f −1(B)
)
= B.

Solution :

a. Faisons un raisonnement direct en supposantf injective. Nous allons montrer l’égalité des deux ensembles en
prouvant deux inclusions.
– ⊃ : est vraie même sif n’est pas injective : Soitx ∈ A, par définition de l’image directe,f (x) ∈ f (A) et, par

définition de l’image réciproque,x ∈ f −1( f (A)).
– ⊂ :

Soit x ∈ f −1( f (A)),

par définition de l’image réciproque,f (x) ∈ f (A).

Par définition de l’image directe, il existex′ ∈ A tel quef (x) = f (x′).

Puisquef est injective,x = x′

Et, puisquex′ ∈ A, x = x′ ∈ A.

b. Même technique :
– ⊂ : Cette inclusion est vraie, même sif n’est pas surjective. Soity ∈ f ( f −1(B)), par définition de l’image

directe, il existex ∈ f −1(B) tel quey = f (x). Par définition de l’image réciproque, puisquex ∈ f −1(B), f (x) ∈B

et y = f (x) ∈B.
– ⊃ : Soit y ∈ B. Puisquef est surjective, il existex ∈ E tel que y = f (x). Puisquef (x) ∈ B, par définition

de l’image réciproque,x ∈ f −1(B) et, puisquey = f (x) avecx ∈ f −1(B), par définition de l’image directe,
y ∈ f ( f −1(B)).

A.4.3 Familles

DÉFINITION 1.11 ♥ Famille
Soit I un ensemble (lesindices) et E un ensemble. On appellefamille d’éléments deE indexée par l’ensembleI, une

applicationϕ :

{
I −→ E

i 7−→ xi
. On note(xi )i∈I cette application.

Exemple 1.21Unesuitede réels(un )n∈N est une famille de réels indexée par l’ensembleI =N.

DÉFINITION 1.12 ♥ Famille de parties
Soit E un ensemble etI un ensemble d’indices. On considère une famille de parties de E, c’est-à-dire une application
I −→P (E) notée(Ai )i∈I. On définit :

1. L’intersectionde la famille de parties(Ai )i∈I par :
⋂
i∈I

Ai = {x ∈E | ∀i ∈ I, x ∈ Ai }.

2. L’union de la famille de parties(Ai )i∈I par :
⋃
i∈I

Ai = {x ∈E | ∃i ∈ I : x ∈ Ai }.

PLAN 1.10 : Pour montrer quex ∈⋂
i∈I Ai

1. Soit i ∈ I,

2. . . .x ∈ Ai
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PLAN 1.11 : Pour montrer quex ∈⋃
i∈I Ai

1. Posonsi = . . .

2. . . .x ∈ Ai .

Remarque 1.22 Ces définitions généralisent les unions ou intersections finies à des unions ou intersections infinies.
Par exemple, siE =R et pourk ∈N, Ak = [−k,k],

⋃
k∈N Ak =R et

⋂
k∈N Ak = {0}.

Exemple 1.22Soit (Ai )i∈I une famille de parties d’un ensembleE. Montrer que

a. E \
(⋃

i∈I Ai

)
=⋂

i∈I(E \ Ai )

b. E \
(⋂

i∈I Ai

)
=⋃

i∈I(E \ Ai )

a. Montrons deux inclusions :
– ⊂ :

Soit x ∈ E \
⋃

i∈I Ai .

Soit i ∈ I.

Montrons quex ∈E \ Ai . Par l’absurde, six ∈ Ai , on ax ∈⋃
i∈I Ai , ce qui est faux.

– ⊃ :

Soit x ∈⋂
i∈I(E \ Ai ).

Montrons quex ∈E\
⋃

i∈I Ai . Par l’absurde, six ∈⋃
i∈I Ai , par définition de l’union d’une famille de parties,

il existei0 ∈ I tel quex ∈ Ai , mais alorsx 6∈E \ Ai ce qui est absurde puisque pour touti ∈ I, x ∈E \ Ai .

b. La démonstration est similaire.

Exercice 1.10 ♥
Soit E un ensemble etf : P (E) −→P (E) une application croissante pour l’inclusion :

∀(A,B) ∈P (E)2 , A ⊂B =⇒ f (A)⊂ f (B).

On note
P = {X ∈P (E) ; f (X) ⊂ X}

1. Montrer que∀X ∈P (E), X ∈P =⇒ f (X) ∈P .

2. SoitX0 =
⋂

X∈P X. Montrer quef (X0) = X0.

Solution :

a. SoitX ∈ P . Montrons quef (X) ∈ P . CommeX ∈ P , f (X) ⊂ X. Commef est croissante,f
(

f (X)
)
⊂ f (X) ce qui

montre quef (X) ∈P .

b. – Montrons quef (X0) ⊂ X0.

Soit X ∈P .

CommeX0 ⊂ X et quef est croissante,f (X0) ⊂ f (X).

PuisqueX ∈P , f (X)⊂ X.

On a doncf (X0) ⊂ X.

Comme∀X ∈P , f (X0) ⊂ X, par définition de l’intersection d’une famille,f (X0) ⊂⋂
X∈P X = X0.

– ⊃ : On vient de montrer queX0 ∈ P et, d’après la première partie, on a donc égalementf (X0) ∈ P d’où
X0 =

⋂
X∈P X ⊂ f (X0).

A.5 Fautes de raisonnements classiques

Multimédia : Un “forum” où les élèves peuvent proposer des dé monstrations fausses
et où l’on doit trouver l’erreur

A.5.1 Bien analyser les notations

Une grande partie des erreurs de raisonnement provient d’une mauvaise compréhension des définitions du cours ou des
notations de l’énoncé.
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Exemple 1.23Soit deux applicationsf : E −→ F et g : F −→ G. SoitB ⊂ F. Comparerg ◦ f
(

f −1(B)
)

et g (B).
Voici une démonstration trouvée dans une copie :

g ◦ f ( f −1(B)) = g
(

f ( f −1(B))
)

( définition de la composée)

= g
(
B) ( car f ◦ f −1 = id)

Que pensez-vous de cette « preuve » ? C’est l’exemple typiqued’écriture formelle (une suite d’égalités) écrites sans
donner un sens à ce que l’on écrit. Il y a plusieurs confusionsdues à un manque d’analyse des objets manipulés. Cerise
sur le gâteau, le résultat est faux et en raison de son manque de rigueur, l’étudiant ne s’en est pas aperçu !
– L’élève écritg ◦ f (A)= g

(
f (A)

)
. Pour lui, c’est la définition de la composée de deux applications. Il faut toujours avoir

en tête letype d’objetque l’on manipule. Six ∈ E est unélémentde l’ensembleE, on a effectivementg ◦ f (x) = g
(

f (x)
)

où f (x) ∈ F est unélémentde l’ensembleF. Mais ici, A n’est pas un élément deE, c’est unepartie de E : A ⊂ E. La
notationf (A) n’a rien à voir avec l’image d’un élément deE par l’applicationf , mais représente l’image directe de la
partieA par f et il faut utiliser la définition précise de l’image directe.Le résultat est vrai, maisnécessite une preuve
qui s’appuie sur les définitions:

Montrons queg ◦ f (A)⊂ g
(

f (A)
)
.

Soit z ∈ g ◦ f (A) (z est un élément de l’ensembleG).

D’après la définition de l’image directeg (C) (oùC = f (A) est une partie deF), il existey ∈ f (A) tel quez = g (y).

D’après la définition de l’image directef (A), il existex ∈ A tel quey = f (x).

On a doncz = g (y)= g ( f (x)) = g ◦ f (x) d’après la définition de la composée de deux applications.

Puisquez = (g ◦ f )(x) avecx ∈ A, d’après la définition de l’image directe,z ∈ (g ◦ f )(A).

Montrez de la même façon l’inclusion réciproque.
– Il y a une autre incompréhension des notations :f ( f −1(B))= f ◦ f −1(B). Pour écriref ◦ f −1, il faudrait que l’application

f −1 existe (on parle decomposée d’applicationsuniquement) et ce n’est le cas que lorsquef est bijective. La notation
f −1(B) désigne ici l’image réciproque d’une partie deB par l’applicationf .

Écrivons une preuve rigoureuse en analysant les notations et en suivant les plans de démonstration :
– ⊂ :

Soit z ∈
(
g ◦ f

)
( f −1(B)).

Par définition de l’image directe, il existex ∈ f −1(B) tel quez = (g ◦ f )(x).

Puisquex ∈ f −1(B), par définition de l’image réciproque,f (x) ∈ B.

Puisquef (x) ∈ B et z = g
(

f (x)
)
, par définition de l’image directe,z ∈ g (B).

– ⊃ :

Soit z ∈ g (B),

Par définition de l’image directe, il existey ∈ B tel quez = g (y).

Il nous faut trouverx ∈ f −1(B) ⊂ E pour écrirez = (g ◦ f )(x). On ne voit pas comment à partir dey trouver cex

(ce serait possible si on supposaitf surjective).

L’inclusion réciproque semble fausse. Cherchons donc un contre-exemple. On a vu que le problème se posait lorsque
f n’était pas surjective. Essayons doncE = {a}, F = {b,c}, G = {d} et les applications définies parf (a) = b, g (b) =
g (c) = d . PourB= {c}, on a f −1(B) =∅ d’où (g ◦ f )( f −1(B)) =∅ alors queg (B) = {d}.

Remarque 1.23 Avant d’écrire une formule mathématique, vous devez vous demanderquel type d’objet vous manip-
ulez(est-ce un élément d’un ensemble, une partie, une application?. . .). Pour cela, il est utile de faire des schémas au
brouillon. Dans l’exemple précédent, on écrit :

E
f −1(B)⊂E

f−→ F
B⊂F

g−→ G
g (B)⊂G, (g◦ f )( f −1(B))⊂G

Remarquez également le choix judicieux des notations de notre preuve : nous avons décidé de noter les éléments deE

x, x′, . . . , ceux deF y, y ′ . . . et ceux deG, z, z ′, . . . . Lors de notre démonstration, nous notons également sur le schéma les
éléments utilisés :

E
x∈E

f−→ F
y∈F

g−→ G
z=g (y)∈G

Un bon étudiant fait cela intuitivement et comprend ce qu’ildoit démontrer. En cas de doute, n’hésitez pas à faire une
pause pour revoir la nature de chaque objet manipulé.
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A.5.2 Plan de démonstration incorrect

Il faut bien connaître les définitions exactes du cours et lesutiliser pour démontrer des résultats en suivant les plans
correspondants.

Exemple 1.24 On noteF (E,F) l’ensemble des applications d’un ensembleE vers un ensembleF . On considère deux
ensemblesE et F. Soit g : F−→ E une application injective. Montrer que l’application

ϕ :

{
F (E,F) −→ F (E,E)

f 7−→ g ◦ f

est injective.
Voici une « démonstration » trouvée dans une copie :

Soit (x, x′) ∈ E2.

Supposons queg ◦ f (x) = g ◦ f (x′).

D’après la définition de la composée,g
(

f (x)
)
= g

(
f (x′)

)
.

Puisqueg est injective,f (x) = f (x′).

Toutes les lignes ci-dessus sont correctes, mais qu’a-t-onmontré ? Détaillons la démarche préliminaire à effectuer avant
d’écrire une preuve. Il faut d’abord comprendre les notations : si f ∈F (E,F) et g ∈F (F,E),

E
f−→ F

g−→ E.

La composéeg ◦ f est bien définie et c’est une applicationg ◦ f : E −→ E. L’applicationϕ est donc bien définie. On veut
montrer queϕ est injective. L’ensemble de départ deϕ estF (E,F). Le plan de démonstration correspondant s’écrit

Soit ( f , f ′) ∈ (F (E,F))2.

Supposons queϕ( f ) =ϕ( f ′).

On prouve quef = f ′.

On s’aperçoit que l’élève n’a pas suivi ce plan et que ce qu’ilécrit n’a aucun sens... Écrivons une preuve correcte. Nous
voulons montrer que les deux applicationsf et f ′ sont égales. La définition de l’égalité de deux applicationsimpose le
plan suivant.

Soit x ∈E,

f (x) = f ′(x).

Écrivons la preuve complète.

Soient( f , f ′) ∈ (F (E,F))2.

Supposonsϕ( f ) =ϕ( f ′), c’est-à-direg ◦ f = g ◦ f ′.

Soit x ∈E.

On ag ◦ f (x) = g ◦ f ′(x).

Puisqueg
(

f (x)
)
= g

(
f ′(x)

)
et que l’applicationg est injective,f (x) = f ′(x).

Par conséquent,f = f ′.

A.5.3 Fautes de logique

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques fautes de logique qui illustrent les notions introduites au paragraphe A.1
page 1126.

Exemple 1.25Un élève affirme dans sa copie que pour deux partiesA,B d’un ensembleE, l’application

f :

{
P (E) −→ P (E)

X 7−→ (X∩A,X∪B)

est injective et il justifie ce résultat par la « démonstration » suivante.

Soit (X,X′) ∈ (P (E))2.

Supposonsf (X) = f (X′) et montrons queX = X′.

Montrons queX ⊂ X′ :

Soit x ∈ X, étudions deux cas :
– si x ∈ A, alorsx ∈X∩A =X′∩A d’où x ∈ X′,
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– si x 6∈B, alorsx ∈ X∪B = X′∪B et doncx ∈X′.
Dans les deux cas on a montré quex ∈ X′.

On montre queX′ ⊂ X de la même façon.

Le problème vient de l’étude de casnon-exhaustive: il peut exister des élémentsx ∈ E tels quex 6∈ A et x ∈ B. Ce cas n’a
pas été traité (et le résultat est faux en général).

Exemple 1.26 Voici un exemple tiré de l’algèbre linéaire qui illustre la même erreur très courante. SoitE unK-espace
vectoriel etF, G deux sous-espaces supplémentaires :E = F⊕G. On suppose que∀x ∈ F, u(x) = x et∀x ∈ G, u(x) = x.
Montrer queu = idE. On rencontre souvent le « raisonnement » suivant :

Soit x ∈E, étudions deux cas :
– Si x ∈ F, alorsu(x) = x.
– Si x ∈ G, alorsu(x) = x.

Donc∀x ∈ E, u(x) = x et u = idE.

C’est une confusion typique entresupplémentaireset complémentaires. Dire queE = F⊕G n’est pas la même chose que
E = F∪G. Les deux cas étudiés ne sont pas exhaustifs : il peut existerdes vecteursx qui n’appartiennent ni àF ni àG. Par
exemple, siE =R2, F= Vect(1,0) etG = Vect(0,1), on a bienE = F⊕G et pourtant(1,1) 6∈ F et (1,1) 6∈G. La démonstration
correcte utilise la définition exacte de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires :

Soit x ∈E.

PuisqueE = F⊕G, il existexF ∈ F et xG ∈ G tels quex = xF + xG.

Commeu est linéaire,u(x) = u(xF)+u(xG) = xF + xG = x.

Doncu = idE.

Exemple 1.27 Considérons une suite(un ). Un élève montre que si les deux suites extraites(u2n ) et (u2n+1) convergent
vers0, alors la suite(un ) converge vers0. Il écrit :

Considérons deux cas :
– si n est pair, . . .alors(un ) converge vers0.
– si n est impair, . . .alors(un ) converge vers0.

Dans les deux cas, nous avons montré queun −−−−−→
n→+∞

0.

Il n’a pas compris que la propositionP : un −−−−−→
n→+∞

0 ne dépend pas den. Dire qu’une suite converge vers0 ne fait

pas intervenirn. On peut écrire de façon équivalenteP : uk −−−−−→
k→+∞

0. La lettre est muette dans un quantificateur∀. La

proposition
∀ε> 0, ∃N ∈N : ∀n ∈N, n Ê N =⇒ |un | É ε

est logiquement équivalente à :
∀ε> 0, ∃K ∈N : ∀k ∈N, k Ê K =⇒ |uk | É ε.

Il étudie donc deux cas en fonction den et démontre dans ces deux cas qu’une propriété indépendanteden est vraie. Au
mieux il a écrit deux démonstrations correctes identiques.Au pire, il a écrit n’importe quoi . . .

Exemple 1.28Pour montrer une proposition de type

P : ∀n ∈N P (n)

on utilise souvent le principe de récurrence.
– On vérifie la propriété au rangn = 0 : P (0) est vraie.
– On montre que∀n ∈N, P (n) =⇒ P (n+1) est vraie.
Pour rédiger une récurrence, vous devez d’abord mettre en évidence la propriétéP (n). Par exemple, pour montrer que

∀n ∈N,
n∑

k=0

k =
n(n+1)

2
,

on écrit :

P (n) :
n∑

k=0

k = n(n+1)

2
.

On utilise ensuite le plan suivant :

P (0) :
0∑

k=0

k = 0 = 0×1

2

Soit n ∈N, montronsP (n) =⇒ P (n+1) :
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n+1∑

k=0

k =
n∑

k=0

k + (n+1) = n(n+1)

2
+ (n+1) d’aprèsP (n).

On en déduit que
n+1∑

k=0

k = (n+1)(n+2)

2
.

Une erreur courante consiste à citer la propriétéP (n) avec le quantificateur∀ :

P (n) :∀n ∈N,
n∑

k=0

k = n(n+1)

2
.

Remarquons que cette propriéténe dépend pasden : elle est logiquement équivalente à la propriété

∀p ∈N,
p∑

k=0

k = p(p +1)

2
.

Exemple 1.29 On considère une suite récurrente définie paru0 ∈ R et ∀n ∈ N, un+1 = f (un ) où f : R −→ R est une
fonction vérifiant :∀x ∈ R, f (x) É x. On veut montrer que la suite(un ) est décroissante :∀n ∈N, un+1 É un . Écrivons
une récurrence :

P (n) : un+1 É un .

P (0) : u1 = f (u0) É u0.

P (n) =⇒ P (n+1) : un+1 = f (un ) É un .

Ce que nous avons écrit est correct, mais à quel endroit avons-nous utilisé la propriétéP (n) pour montrerP (n+1) ? La
récurrence est inutile. Il suffit d’écrire :

Soit n ∈N,

un+1 = f (un ) É un .

Donc la suite(un ) est décroissante.

Remarque 1.24 Les étudiants ont tendance à abuser de la récurrence. Pour montrer une propriété qui commence par
∀n ∈N, . . . , ils se lancent automatiquement dans une récurrence. On écrit une récurrence uniquement lorsqu’on a essayé
une démonstration directe qui n’aboutit pas et qu’on repèreun lien intéressant entreP (n) et P (n +1). Si l’on décide
d’écrire une récurrence, il est important
– d’écrireprécisémentla propriétéP (n),
– dans la preuve deP (n) =⇒ P (n+1) d’indiquer précisément à quel endroit on a utilisé queP (n) est supposée vraie.

Exemple 1.30Réfuter la démonstration suivante : Dans une boîte de crayons de couleurs, tous les crayons sont de la
même couleur.
Par récurrence : Soitn le nombre de crayons. pourn = 1 c’est évident. Passons den àn+1 : on enlève le premier crayon
c1. Il resten crayonsc2, . . . ,cn+1 qui sont de la même couleur, par "hypothèse" de récurrence. De mêmec1, . . . ,cn sont
de la même couleur. Les deux "sous-boîtes" sont donc de la même couleur queci (1 < i < n+1). Ainsi tous les crayons
ont la même couleur.
Bien entendu, comme le résultat est faux pourn = 2, c’est qu’on ne peut pas passer den = 1 àn = 2. L’intersection entre
les deux "sous-boîtes" est vide.

Exemple 1.31 Soit une applicationf : E −→ F et A ⊂ E une partie deE. On demande de comparerf −1
(

f (A)
)

et A. Un
étudiant voulait démontrer que l’inclusionf −1

(
f (A)

)
⊂ A était fausse. Il écrit :

Soit x ∈ f −1
(

f (A)
)
, montrons quex 6∈ A

et il n’aboutit pas. Il essaie de montrer quef −1( f (A)) ⊂ E \ A, ce qui n’est pas la même chose quef −1( f (A)) 6⊂ A. Un
autre traduit correctement quef −1( f (A))⊂ A est faux.

Montrons qu’il existex ∈ f −1
(

f (A)
)

tel quex 6∈ A

et n’aboutit pas non plus. Ces deux élèves voulaient montrerque la propriété esttoujours fausse, quels que soient
l’ensembleE, l’application f et la partieA. Il y a des exemples où la propriété est vraie et d’autres pourlesquels elle est
fausse. Il s’agit de montrer que la propriétén’est pas toujours vraieet, pour cela, il suffitd’exhiber un contre-exempleoù
l’on construitE, f , A pour lesquels la propriété est fausse. Il faut bien comprendre la distinction entre : « une propriété
est toujours fausse » et « il existe des cas où la propriété estfausse ».

A.5.4 Utilisation d’objets non-définis

Il important de relire une démonstration pour s’assurer quetous les objets utilisés ont été bien définis.
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Exemple 1.32Un élève écrit

Soit y ∈ f
(

f −1(A)
)
.

Puisquex ∈ f −1(A) . . .

Pour lui, la nature de l’objetx est évidente, mais il n’a pas introduit cet objet avant de l’utiliser. La preuve peut être
correcte, mais est mal rédigée. Il aurait du écrire

Soit y ∈ f (A).

Par définition de l’image directe,il existex ∈ A tel quey = f (x).

Exemple 1.33 Un élève veut montrer que sif , g : R −→ R sont deux applications surjectives, l’application( f + g ) est
également surjective. Pour cela, il écrit

Soit z ∈R.

Posonsx ∈R tel quez/2= f (x) et z/2= g (x)

Alors z = z/2+ z/2 = f (x)+ g (x) = ( f + g )(x)

Le problème dans cette « preuve » est qu’un tel réelx n’existe pas forcément. Par exemple, sif = idR et g =− idR , f et
g sont surjectives alors que( f + g ) est l’application nulle qui n’est pas surjective. Pourz = 1, essayez de trouver un réel
x tel quef (x) = 1/2 et f (x) =−1/2 . . .

Remarque 1.25 Méfiez-vous d’une phrase « Posonsx . . . tel que . . . ». Bien que l’existence d’un tel objetx vous
arrange pour terminer votre preuve, il y a souvent un problème !

A.5.5 Ordre des objets introduits

En analyse, de nombreuses fautes proviennent d’un problèmede dépendance d’objets introduits. Plutôt que d’analyser
des erreurs, nous allons voir deux exemples importants qui illustrent ce propos.

Exemple 1.34Voyons un exercice classique d’analyse, le théorème de Césaro. Soit(un ) une suite, on définit sa moyenne

de Césaro comme étant la suite(Sn) où Sn = u1 +·· ·+un

n
. Montrons queun −−−−−→

n→+∞
l =⇒ Sn −−−−−→

n→+∞
l .

Commençons par comprendre intuitivement pourquoi ce résultat est vrai. Puisqueun −−−−−→
n→+∞

l , approximonsun parl en

écrivantun = l + rn avecrn −−−−−→
n→+∞

0. Alors

Sn = l +·· ·+ l

n
+ r1 +·· ·+ rn

n
= l + r1 +·· ·+ rn

n

Il suffit donc de montrer queRn = r1 +·· ·+ rn

n
−−−−−→
n→+∞

0. Soit ε> 0. Puisquern −−−−−→
n→+∞

0, à partir d’un certain rangN1,

|rn | est petit :|rn | É ε. Majorons en valeur absolue pourn Ê N1

|Rn | É
|r1|+ · · · + |rn |

n
É

|r1|+ · · · + |rN1−1|
n

+
|rN1 |+ · · · + |rn |

n
É C

n
+ n−N1

n
ε

où C = |r1|+ · · · + |rN1−1| est une constante indépendante den. Lorsquen est grand,C/n est petit :C/n É ε pourn Ê N2

et comme(n−N1) É n, on a|Rn | É ε+ε= 2ε pourn plus grand queN1 et queN2.
Il s’agit maintenant de rédiger une preuve rigoureuse en utilisant la définition d’une suite qui converge vers0. Pour
montrer queRn −−−−−→

n→+∞
0, il nous faut suivre le plan de démonstration suivant.

Soitε> 0.

PosonsN= . . . .

Soit n Ê N,

|Rn | É ε.

Réfléchissons àl’ordre dans lequel nous allons introduire les objets utiles à la démonstration. Au brouillon, nous avons
pris n Ê N2 où N2 est défini tel queC/n É ε pour n Ê N2, mais la constanteC = r1 + ·· · + rN1−1 dépendde N1. Il faut
donc avoir introduitN1 avantN2. Pour vérifier notre calcul, il faut prendren Ê N1 etn Ê N2. L’entier N que nous devons
construire doit donc dépendre à la fois deN1 et deN2. L’ordre d’introduction des objets est donc le suivant :

On vous donneε.

ConstruireN1 à partir deε.

ConstruireN2 à partir deε et N1.

ConstruireN à partir deN1 et N2.
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Vérifier que leN construit convient.

Voici la preuve complète :

Soitε> 0.

Puisquern −−−−−→
n→+∞

0, il existeN1 ∈N∗ tel que∀n Ê N1, |rn | É ε/2.

PosonsC = (|r1|+· · ·+|rN1−1|). Puisque la suite(C/n) converge vers0, il existeN2 ∈N∗ tel que∀n Ê N2, C/n É ε/2.

PosonsN = max(N1,N2).

Soit n ∈N tel quen Ê N,

Nous pouvons découper la somme en deux. Majorons en valeur absolue :

|Rn | =
∣∣∣

r1 +·· ·+ rN1−1

n
+

rN1 +·· ·+ rn

n

∣∣∣

É
|r1|+ · · ·+ |rN1−1|

n
+
|rN1 |+ · · ·+ |rn |

n

É C

n
+ (n−N1)ε

2n

É ε/2+ε/2

É ε.

Si on avait écrit :

Soitε> 0.

PosonsC = |r1|+ · · · + |rN1 −1|.
PuisqueC/n −−−−−→

n→+∞
0, il existeN2 ∈N tel queC/n É ε/2.

Puisquern −−−−−→
n→+∞

0, il existeN1 ∈N tel que∀n Ê N, |rn | É ε/2

PosonsN= max(N1,N2) . . .

nous aurions fait une erreur de dépendance. L’objetC dépend deN1 qui n’a pas encore été introduit dans la démonstration.

Exemple 1.35Dans le cours d’analyse, une fonctionf : I −→R estuniformément continuesi par définition :

∃α> 0 : ∀ε> 0, ∀(x, y) ∈ I2, |x − y | É α =⇒ | f (x)− f (y)| É ε.

On dit que la fonctionf est continue surI lorsqu’elle est continue en tout pointx ∈ I ce qui se traduit avec les quantifi-
cateurs par

∀x ∈ I, ∀ε> 0, ∃α> 0 : ∀y ∈ I, |x − y | É α =⇒ | f (x)− f (y)| É ε.

En voyant la définition d’une fonction uniformément continue, vous devez vous demander quelle est la différence avec
celle d’une fonction continue. Ayant écrit les deux définitions avec des quantificateurs, on s’aperçoit qu’elles se ressem-
blent beaucoup, l’unique différence concerne l’ordre de deux quantificateurs∀ et ∃. Pour comprendre l’impact de cette
différence, étudions les plans de démonstration correspondant aux deux définitions.

1. Pour montrer quef est continue surI :

Soit x ∈ I, soitε> 0.

Posonsα=.

Soit y ∈ I tel que|x − y | É α,

| f (x)− f (y)| É ε.

En pratique :
– On vous donne unx et unε que vous ne pouvez pas choisir.
– À partir dex etε, vous devez construire un réelα qui dépend à la foisdex et ε et qui vérifie la propriété.
Pour montrer quef estuniformémentcontinue, le plan s’écrit

Soitε> 0

Posonsα=
Soit x ∈ I, soit y ∈ I, tels que|x − y | Éα

| f (x)− f (y)| É ε.

En pratique :
– On vous donne unε> 0 que vous ne pouvez pas choisir.
– À partir de cetε, vous devez construire unαε qui ne dépend que deε vérifiant la propriété.
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On comprend alors la différence entre ces deux définitions : c’est un problème dedépendancedans la construction deα.
Dans le premier cas, vous pouvez construireα qui dépend deε et x alors que dans le deuxième cas, vous devez construire
unα qui ne dépend que deε et qui convient pour toutx ∈ I, ce qui est plus difficile.
Pour comprendre réellement une telle définition, vous devezprendre l’habitude de chercher par vous même des exem-
ples et contre-exemples. C’est le meilleur moyen de bien assimiler un cours de mathématiques. Voyons un exemple de
réflexion sur le cours. Un théorème affirme quef uniformément continue sur I=⇒ f continue surI. Un autre théorème
(Heine) affirme que siI est unsegment, f continue surI ⇐⇒ f uniformément continue surI. Pour trouver un contre-
exemple de fonction continue qui n’est pas uniformément continue, il est donc nécessaire de choisir un intervalleI qui
n’est pas un segment. Écrivons la négation de l’uniforme continuité def :

∃ε> 0 : ∀α> 0, ∃x ∈ I : ∃y ∈ I : |x − y | Éα et | f (x)− f (y)| > ε.

PrenonsI = [0,+∞[ et f (x) = x2. Cette fonction est continue sur[0,+∞[. Montrons qu’elle n’est pas uniformément
continue surI. Formons pour0 É x < y , | f (x)− f (y)| = y2 − x2 = (y − x)(y + x). On voit que si|x − y | É α avec le cas
limite y = x +α, | f (x)− f (y)| = α(y + x) donc la quantité| f (x)− f (y)| devient arbitrairement grande en choisissantx et
y grands. Montrons par l’absurde quef n’est pas uniformément continue.

Posonsε= 1.

Soitα> 0,

posonsx = 1/α et y = 1/α+α

on a|x − y | =α et | f (x)− f (y)| = 2αx +α2 Ê 2+α2 Ê 1.

Exercice 1.11 ♥♥
Quelles sont les liens entre les notions suivantes : «f est uniformément continue surI » et «f est lipschitzienne sur
I » ?

Solution : On a les implications :

f lipschitzienne =⇒ f uniformément continue=⇒ f continue

et aucune des implications réciproques n’est vraie en général. Montrons quef lipschitzienne entraînef uniformément
continue.

Soitε> 0

Puisquef est lipschitzienne, il existek > 0 tel que∀(x, y) ∈ I2, | f (x)− f (y)| É k|x − y |.
Posonsα= ε/k.

Soit (x, y) ∈ I2 tel que|x − y | Éα,

| f (x)− f (y)| É k|x − y | É kαÉ ε.

Montrons que l’implication réciproque est fausse en général. Dire que f est lipschitzienne revient à dire qu’il existe

k > 0 tel que∀x, y ∈ I, x 6= y ,
∣∣∣ f (x)− f (y)

x − y

∣∣∣ É k : les pentes de toutes les cordes sont bornées. Considérons la fonction

f : [0,1] −→ R définie parf (x) =
p

x. Elle est continue sur lesegment[0,1], donc uniformément continue d’après
le théorème de Heine. Vérifions qu’elle n’est pas lipschitzienne. Par l’absurde, s’il existek > 0 tel que∀(x, y) ∈ I2,
| f (x)− f (y)| É k|x − y |, on a pour tout entiern ∈N∗, ( f (2/n)− f (1/n)) É 1/n, c’est-à-dire∀n ∈N∗, (

p
2−1)

p
n É 1 ce

qui est faux.
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Annexe B
Techniques d’ algèbre

sans techniqu’,un don n’est rien qu’un’ sal’ manie.
Georges Brassens (1921-1981)

B.1 Trigonométrie

Dans ce paragraphe, nous allons voir les formules de trigonométrie à connaître par cœur ou à savoir retrouver rapidement.
Il est aussi important de comprendre à quoi servent ces formules.

B.1.1 Lecture du cercle trigonométrique

Il faut savoir interpréter pour un angleθ, son sinus, son cosinus, sa tangente et sa cotangente géométriquement sur le
cercle trigonométrique :

θ

O x

y

B

C

A

M

cosθ

N

sinθ

P tanθ

Q

cotanθ

Multimédia : animation avec l’angle qui varie
On représente une demi-droite issue de l’origine faisant unangleθ avec l’axe(Ox), cette demi-droite coupe le cercle unité
en un pointA, coupe la tangente au cercle au pointB = (1,0) en un pointP et la tangente au cercle au pointC = (0,1) en

un pointQ. On interprètesinθ, cosθ, tanθ, cotanθ=
1

tanθ
comme des mesures algébriques :

– En notantM la projection orthogonale du pointA sur l’axe(Ox), sinθ= OM.
– En notantN la projection orthogonale du pointA sur l’axe(Oy), cosθ= ON.
– tanθ= BP.
– cotanθ= CQ.
On a cos(π/2− θ) = sin(θ), sin(π/2− θ) = cos(θ), tan(π/2− θ) = cotan(θ) et cotan(π/2− θ) = tan(θ). Pour retrouver
d’autres simplifications, remarquons que si l’on choisit sur le dessin un angleθ petit et positif,sinθ est petit positif,cosθ

est proche de1 positif, tanθ est petit positif etcotanθ est grand et positif.
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On retrouve sans calculs les simplifications desin(kπ±θ), sin(kπ+π/2±θ), cos(kπ±θ), cos(kπ+π/2±θ) en fonction
desinθ ou cosθ et les simplifications detan(kπ±θ), tan(kπ+π/2±θ), cotan(kπ±θ), cotan(kπ+π/2±θ) en fonction
detanθ ou cotanθ.

Exemple 2.1 Simplifier sin(3π/2−θ), cos(3π/2−θ), tan(3π/2−θ) et cotan(3π/2−θ). On prend sur le dessin un angle
θ petit positif et on représente l’angle3π/2−θ :

θ

3π/2−θ

tan(3π/2−θ) = cotan(θ)

cotan(3π/2−θ) = tan(θ)
cos(3π/2−θ) =−sinθ

sin(3π/2−θ) =−cosθ

On voit quecos(3π/2−θ) est petit et négatif et on retrouve sans calculs quecos(3π/2−θ)=−sinθ. De même,sin(3π/2−
θ) étant proche de−1, il vaut−cosθ. Puisquetan(3π/2−θ) est grand et positif, il vautcotanθ et de mêmecotan(3π/2−
θ)= tanθ.

Exemple 2.2Simplifier en utilisant le cercle trigonométrique,sin(7π/2+θ), cos(5π/2+θ), tan(π/2+θ), cotan(7π/2+θ).
sin(7π/2+θ) =−cosθ, cos(5π/2+θ) =−sinθ, tan(π/2+θ) =−cotanθ, cotan(7π/2+θ) =− tanθ.

On remarque quecos(θ+kπ) =±cos(θ), sin(θ+kπ) =±sin(θ) en fonction de la parité de l’entierk. On vérifie la formule
utile :

♥ 2.1 sin(θ+kπ)= (−1)k sinθ cos(θ+kπ) = (−1)k cos(θ).

B.1.2 Les quatre formules fondamentales de la trigonométrie

Il n’y a que peu de formules à retenir vraiment par cœur en trigonométrie. Comme les méthodes que nous allons voir sont
similaires en trigonométrie hyperbolique, nous les inscrivons en parallèle.
On sait exprimercos2 x en fonction desin2 x grâce à la formule fondamentale :

♥ 2.2 cos2 x + sin2 x = 1 ch2 x − sh2 x = 1.

Lorsqu’on rencontre un groupement
√

1− y2 (avec|y | É 1), il est souvent intéressant de posery = sin x ou y = cos x pour

éliminer la racine :
√

1− sin2 x =
p

cos2 x = |cos x|. De même pour un groupement
√

1+ y2, il est intéressant de poser

y = sh x puisque
√

1+ sh2 x =
√

ch2 x = ch x et pour un groupement
√

y2 −1 de posery = ±ch x puisque
√

ch2 x −1 =√
sh2 x = |sh x|.

Il faut connaître par cœur les quatre formules d’addition :

♥ 2.3

cos(a +b) = cos a cosb − sin a sin b ch(a +b) = ch a chb + sh a sh b

cos(a −b) = cos a cosb + sin a sin b ch(a −b) = ch a chb − sh a sh b

sin(a +b) = sin a cosb +cos a sin b sh(a +b) = sh a chb +ch a sh b

sin(a −b) = sin a cosb −cos a sin b sh(a −b) = sh a chb −ch a sh b.

Elles permettent, en prenantb = a, de trouver les deux formules importantes :
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♥ 2.4
cos2a = cos2 a − sin2 a = 2cos2 a −1= 1−2sin2 a ch2a = ch2 a + sh2 a = 2ch2 a −1= 1+2sh2 a

sin2a = 2sin a cos a sh 2a = 2sh a ch a.

Ces formules servent en particulier àlinéarisercos2 a et sin2 a :

♥ 2.5
cos2 a = cos 2a +1

2
ch2 a = ch2a +1

2

sin2 a = 1−cos 2a

2
sh2 a = ch2a −1

2
.

Remarque 2.1 Ces formules de linéarisation sont surtout utilisées en trigonométrie classique. Pour la trigonométrie
hyperbolique, les signes changent. On peut vérifier facilement une formule hyperbolique en prenanta = 0 et en faisant
a →+∞. Par exemple, la formule suivante est fausse :

ch(2a) = 1−2sh2 a

(a →+∞ ne va pas ! )

Remarque 2.2 Ces formules servent également à exprimer1+cos a ou 1−cos a comme un carré :

1+cosθ= 2cos2 θ

2
1−cosθ= 2sin2 θ

2
.

Lorsqu’on rencontre un groupement
p

1+cosθ ou
p

1−cosθ, il faut donc penser à l’angle moitié :

p
1+cosθ=

p
2
∣∣∣cos

θ

2

∣∣∣,
p

1−cosθ=
p

2
∣∣∣sin

θ

2

∣∣∣.

B.1.3 Comment retrouver les autres

Pourlinéariserun produit de cosinus et de sinus, il suffit d’additionner ou de retrancher deux lignes des quatre formules
fondamentales. Par exemple, si l’on veut retrouver la linéarisation decos a cosb, on part des deux premières lignes :

{
cos(a +b) = cos a cos b − sin a sinb

cos(a −b) = cos a cos b + sin a sinb

et on faitL2 +L1 pour obtenircos a cosb = 1

2

[
cos(a +b)+ cos(a −b)

]
. On retrouve ainsi rapidement les trois formules

suivantes :

♥ 2.6

cos(a)cos(b)= 1

2

[
cos(a +b)+cos(a −b)

]
ch(a)ch(b)= 1

2

[
ch(a +b)+ch(a −b)

]

sin(a)sin(b)= 1

2

[
cos(a −b)−cos(a +b)

]
sh(a)sh(b)= 1

2

[
ch(a +b)−ch(a −b)

]

sin(a)cos(b)= 1

2

[
sin(a +b)+ sin(a −b)

]
sh(a)ch(b)= 1

2

[
sh(a +b)+ sh(a −b)

]
.

On sait également transformer une somme de cosinus ou une somme de sinus en un produit. Par exemple, pour exprimer
cos p +cos q, on part des deux premières lignes

{
cos(a +b) = cos a cos b − sin a sinb

cos(a −b) = cos a cos b + sin a sinb

et, en les sommant,
cos(a +b)+cos(a −b) = 2cos(a)cos(b).

Il suffit de choisira etb pour que

{
a +b = p

a −b = q
i. e.





a =
p +q

2

b = p −q

2

. On obtient de cette façon les deux formules suivantes :

♥ 2.7
cos p +cos q = 2cos

( p +q

2

)
cos

( p −q

2

)
ch p +ch q = 2ch

( p +q

2

)
ch

( p −q

2

)

sin p + sin q = 2sin
( p +q

2

)
cos

( p −q

2

)
sh p + sh q = 2sh

( p +q

2

)
ch

( p −q

2

)
.
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Remarque 2.3 On ne sait pas transformercos p + sin q en un produit simple, sauf sip = q :

cos p + sin p =
p

2
(
cos(π/4)cos(p)+ sin(π/4)sin(p)

)
=
p

2cos(p −π/4)

Plus généralement,

a cosθ+b sinθ=
√

a2 +b2
( a
p

a2 +b2
︸ ︷︷ ︸

A

cosθ+ b
p

a2 +b2
︸ ︷︷ ︸

B

sinθ
)
.

Mais puisqueA2 +B2 = 1, il existeϕ ∈ [0,2π[ tel queA = cosϕ et B= sinϕ d’où finalement

a cosθ+b sinθ=
√

a2 +b2
(
cosθcosϕ+ sinϕsinθ) =

√
a2 +b2 cos(θ−ϕ).

On retient le lien simple qui existe entretan x et cos x :

♥ 2.8 1+ tan2 x =
1

cos2 x
.

Pour les tangentes, on a les formules suivantes qui proviennent de la définition et des formules fondamentales.

♥ 2.9

1+ tan2 x = 1

cos2 x
1− th2 x = 1

ch2 x

tan(a +b)= tan a + tan b

1− tan a tanb
th(a +b)= th a + th b

1+ th a thb

tan(a −b)= tan a − tan b

1+ tan a tanb
th(a −b)= th a − th b

1− th a thb

tan(2a) = 2tan a

1− tan2 a
th(2a) = 2th a

1+ th2 a
.

Terminons par des formules qui permettent d’exprimer les fonctions trigonométriques comme fractions rationnelles en
t = tan(x/2). Ces formules nous serviront pour calculer des primitives.

♥ 2.10

t = tan(
x

2
) t = th(

x

2
)

sin x = 2t

1+ t 2
sh x = 2t

1− t 2

cos x = 1− t 2

1+ t 2
ch x = 1+ t 2

1− t 2

tan x = 2t

1− t 2
th x = 2t

1+ t 2
.

Démonstration Utilisons la formulesin(x) = 2sin(x/2)cos(x/2) et la relation entrecos et tan : cos2(x/2) = 1

1+ tan2(x/2)
pour

écrire :

sin(x) = 2tan(x/2)cos2(x/2) = 2t

1+ t2
.

De même,

cos(x) = 2cos2(x/2)−1 = 2

1+ t2
−1 = 1− t2

1+ t2

Il suffit de former le quotient pour trouvertan(x) = sin x

cos x
= 2t

1− t2
.

B.2 Calculs de sommes

B.2.1 Comprendre les notations

On considère un ensembleI fini (indices) et une famille de réels(ai )i∈I. On note lasommede cette famille :
∑

i∈I

ai et le

produit de cette famille :
∏

i∈I

ai .

Par exemple, siI = [[1,n]],
∑

i∈I

ai = a1 + a2 + ·· · + an et
∏

i∈I

ai = a1 × a2 × ·· · × an . Lorsque l’ensemble d’indices est un
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intervalle d’entiers :I = [[p, q]], on note

q∑

i=p

ai =
∑

i∈I

ai = ap +ap+1 +·· ·+aq .

Il est important de comprendre que la lettrei utilisée dans la notation
∑

i∈I

estmuette(elle prend les différentes valeurs dans

I) et on peut la remplacer par une autre lettre :

q∑

i=p

ai =
q∑

j=p

a j = ap +·· ·+aq .

On sait calculer certaines sommes fondamentales, comme la somme desn premiers entiers (ainsi que la somme de leurs
carrés et de leurs cubes) :

♥ 2.11
n∑

i=1

i = n(n+1)

2

♥ 2.12
n∑

i=1

i 2 = n(n+1)(2n+1)

6

♥ 2.13
n∑

i=1

i 3 = n2(n+1)2

4
=

(
n∑

i=1

i

)2

.

Pour la sommeS desn premiers entiers, une démonstration simple consiste à écrire les termes en ordre inverse :
{

S = 1+2+·· ·+ (n−1)+n

S = n+ (n−1)+·· ·+2+1

et, en remarquant que1+n = 2+ (n−1) = ·· · = n+1 puis en additionnant ces deux lignes, on obtient2S = n(n+1) d’où
le résultat. On montre les deux autres formules par récurrence surn.
La formule du binôme de Newton :

(a +b)n =
(

n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b +

(
n

2

)
an−2b2 +·· ·+

(
n

n

)
bn

s’écrit avec nos notations :

♥ 2.14 (a +b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−k bk .

Lessommes géométriquessont très importantes. Six 6= 1,

S = 1+ x + x2 +·· ·+ xn = 1− xn+1

1− x
.

En effet, {
S = 1+ x +·· ·+ xn

xS = x +·· ·+ xn + xn+1

et, en soustrayant, on obtient(1−x)S = 1−xn+1 d’où le résultat. Lorsquex = 1, on somme1 (n+1) fois : S = (n+1). Cette
formule s’écrit avec nos notations :

♥ 2.15
n∑

i=0

xi =





1− xn+1

1− x
si x 6= 1

(n+1) si x = 1
.

B.2.2 Changement d’indices, télescopage

Considérons deux entiersn < p et une somme

S =
p∑

k=n

ak = an +an+1 +·· ·+ap .
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On peut également écrire

S =
p−n∑

i=0

an+i = an +an+1 +·· ·+an+(p−n).

Formellement, on effectue unchangement d’indice de sommationen posanti = k − n et en modifiant les bornes de
l’intervalle de sommation : lorsquek = n, i = 0 et, lorsquek = p, i = p −n. Dans le terme générique à sommerak , on
remplace toutes les occurrences dek par(n+ i ).
On peut également effectuer le changement d’indicesj = p −k : lorsquek parcourt l’intervalle[[n, p]], j parcourt l’inter-
valle [[0, p −n]]. En remplaçantk parp − j , on obtient alors :

S =
p−n∑

j=0

ap− j = ap +ap−1 +·· ·+ap−(p−n)︸ ︷︷ ︸
an

.

Ce changement d’indice consiste à sommer les termes de la famille dans l’ordre inverse. La formule du binôme peut
s’écrire :

(a +b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ak bn−k =

n∑

j=0

(
n

j

)
an− j b j .

Il suffit d’échanger les rôles dea et b ou d’effectuer le changement d’indicej = n−k.
Si dans les termes à sommer, on a en facteur un termequi ne dépend pas de l’indice de sommation, on peut le factoriser
dans la somme :

S =
n∑

i=1

α×ai = (αa1)+ (αa2)+·· ·+ (αan) =α(a1 +·· ·+an) =α
n∑

i=1

ai .

Par exemple, pour calculer une somme géométrique avec l’indice qui ne commence pas à0, on peut utiliser deux tech-
niques :

S =
q∑

i=p

xi =
q∑

i=0

xi −
p−1∑

i=0

xi = 1− xq+1

1− x
− 1− xp

1− x
= xp − xq+1

1− x

ou, en posantj = i −p,

S =
q∑

i=p

xi =
q−p∑

j=0

x j+p =
q−p∑

j=0

xp x j = xp
q−p∑

j=0

xp = xp 1− xq−p+1

1− x
.

En pratique, il vaut mieux utiliser la deuxième méthode car elle donne un résultat factorisé dans des calculs de sommes
plus compliqués.

Exemple 2.3 Pour calculer la sommeS =
n∑

i=0

(n− i )2, on peut développer :

S =
n∑

i=0

n2 −
n∑

i=0

2ni +
n∑

i=0

i 2

= (n+1)n2 −2n
n∑

i=0

i +
n∑

i=0

i 2

= (n+1)n2 −2n
n(n+1)

2
+ n(n+1)(2n+1)

6
.

Mais il vaut bien mieux effectuer le changement d’indicesk = n− i :

S =
n∑

k=0

k2 = n(n+1)(2n+1)

6
.

Voyons maintenant une technique courante dans les calculs de sommes, le télescopage. Considérons :

S =
n∑

k=1

( 1

k +1
−

1

k

)
.

Si l’on écrit les termes successifs de cette somme,

S =
(1

2
− 1

1

)
+

(1

3
− 1

2

)
+·· ·+

( 1

n+1
− 1

n

)
,
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on s’aperçoit que tous les termes se simplifient sauf1/1 et 1/(n+1) : S = 1

n+1
−1. Utilisons les changements d’indices

pour rédiger ce calcul :

S =
n∑

k=1

1

k +1
−

n∑

k=1

1

k

=
n+1∑

i=1

1

i
−

n∑

k=1

1

k
(i = k +1)

=
n+1∑

i=1

1

i
−

n∑

i=1

1

i
( les indices sont muets)

=
n∑

i=2

1

i
+ 1

n+1
−

( n∑

i=2

1

i
+ 1

1

)
(on sort des sommes les termes qui ne sont pas communs)

= 1

n+1
−1.

Exemple 2.4 Calculer la limite de la suite de terme général

Sn =
n∑

k=1

1

k(k +1)(k +2)

Commençons par décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1

k(k +1)(k +2)
=

1/2

k
−

1

k +1
+

1/2

k +2
.

pour écrire

S = 1

2

n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k +1
+ 1

2

n∑

k=1

1

k +2

= 1

2

n∑

k=1

1

k
−

n+1∑

i=2

1

i
+ 1

2

n+2∑

j=3

1

j

=
1

2

( n∑

k=3

1

k
+

1

1
+

1

2

)
−

( n∑

k=3

1

k
+

1

2
+

1

n+1

)
+

1

2

( n∑

k=3

1

k
+

1

n+1
+

1

n+2

)

=
1

4
−

1

2(n+1)
+

1

2(n+2)
−−−−−→
n→+∞

1

4
.

On utilise souvent des changements d’indice pour calculer des sommes où tous les indices sont pairs ou impairs. Par
exemple, on veut calculer la somme des premiers entiers pairs inférieurs à un entiern :

Sn = 0+2+4+·· · =
n∑

i=0
i pai r

i .

Puisque les indicesi de cette somme sont pairs, on peut les écrire sous la formei = 2k où k est un entier. Comme
0 É i = 2k É n, il vient 0 É k É n/2 et le nouvel indicek varie donc dans l’intervalle entier[[0,E(n/2)]]. Si n = 2p,
k ∈ [[0, p]] et sin = 2p +1, k ∈ [[0, p]]. Par conséquent,

Sn =
p∑

k=0

(2k) = 2
p∑

k=0

k = 2
p(p +1)

2
= p(p +1).

Nous voulons calculer maintenant la somme des coefficients binomiaux

Sn =
(

n

0

)
+

(
n

2

)
+·· · =

n∑
i=0

i pai r

(
n

i

)
.

L’idée consiste à utiliser la formule du binôme donnant la somme de tous les coefficients binomiaux :

2n = (1+1)n =
(

n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+·· · =

n∑

i=0

(
n

i

)
.
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On introduit la somme des coefficients binomiaux où les indices sont impairs :

Tn =
n∑

i=0
i i mpai r

(
n

i

)
.

Nous avons alorsSn +Tn = 2n . Il nous faut une autre relation pour calculerSn et Tn . Formons la différence :

Sn −Tn =
(

n

0

)
−

(
n

1

)
+

(
n

2

)
−

(
n

3

)
+·· · =

n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
= (1−1)n = 0.

On en déduit queSn = Tn = 2n−1. Nous avons calculé les deux sommes en développant(1+1)n et (1−1)n . On remarque
que1 et−1 sont les racines carrées de l’unité.
On peut généraliser cette idée en utilisant les racinesn-ièmes de l’unité. Par exemple, si nous voulons calculer lessommes





Un =
n∑

k=0
k≡0 [3]

(
n

k

)
,

Vn =
n∑

k=0
k≡1 [3]

(
n

k

)
,

Wn =
n∑

k=0
k≡2 [3]

(
n

k

)
,

on calcule à l’aide du binôme les trois sommes




(1+1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
= Un +Vn +Wn ,

(1+ j )n =
n∑

k=0

(
n

k

)
j k = Un + j Vn + j 2Wn ,

(1+ j 2)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
j 2k = Un + j 2Vn + j Wn .

Nous avons utilisé les relationsj k = 1 lorsquek ≡ 0 [3], j k = j lorsquek ≡ 1 [3] et j k = j 2 lorsquej ≡ 2 [3]. En utilisant la
propriété1+ j + j 2 = 0, il suffit d’additionner les trois lignes précédentes pour trouver

Un = 2n + (1+ j )n + (1+ j 2)n

3
.

On peut également avec la combinaison linéaireL1+ j 2L2+ j L3 calculerVn et de même avecL1+ j L2+ j 2L3 calculerWn .
Cette technique permet de calculer plus généralement des sommes de la forme

n∑
k=0

k≡l [p]

(
n

k

)
.

Il suffit de développer(1+ωk )n pour lesn racinesn-ièmes de l’unitéωk .

B.2.3 Sommes doubles

Lorsque l’ensemble d’indices est une partie finie formée de couples, on dit qu’on a unesomme double. Par exemple, si
I = {(1,2),(1,3),(2,2),(3,2)} et a(i , j ) = i + j ,

S =
∑

i∈I

ai = a(1,2) +a(3,1) +a(2,1) +a(1,1) = (1+2)+ (1+3)+ (2+2)+ (3+2) = 16.

Un cas courant est lorsqueI est un produit d’intervalles d’entiers :

I = [[1, p]]× [[1, q]] = {(1,1),(1,2), . . . , (1, q), (2,1) . . . , (2, q), . . . , (p, q)}

En notantai j = a(i , j ), on a la formuled’interversion de sommes:

∑

(i , j )∈I×J

ai j =
p∑

i=1

( q∑

j=1

ai j

)

︸ ︷︷ ︸
αi

=
q∑

j=1

( p∑

i=1

ai j

)

︸ ︷︷ ︸
β j

.
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Remarquons queαi =
q∑

j=1

ai j ne dépend pas dej (l’indice de sommation est muet), mais dei . De même,β j ne dépend pas

dei . La formule précédente permet donc d’exprimer une somme double à l’aide de sommes simples.
Pour comprendre cette formule, considérons l’exemple suivant :I = {1,2} et J = {1,2,3} :

2∑

i=1

( 3∑

j=1

ai j

)
= (a11 +a12 +a13)︸ ︷︷ ︸

i=1

+(a21 +a22 +a23)︸ ︷︷ ︸
i=2

,

3∑

j=1

( 2∑

i=1

ai j

)
= (a11 +a21)︸ ︷︷ ︸

j=1

+(a12 +a22)︸ ︷︷ ︸
j=2

+(a13 +a23)︸ ︷︷ ︸
j=3

.

Ces deux sommes sont bien égales puisque le résultat d’une sommation ne dépend pas de l’ordre dans lequel on effectue
les sommes (en algèbre, on dit que la loi+ est commutative).
Lorsqueai j =αi ×β j , la somme double s’écrit comme un produit de deux sommes simples :

S =
p∑

i=1

q∑

j=1

αiβ j

=
p∑

i=1

αi

( q∑

j=1

β j

)

︸ ︷︷ ︸
γ

(αi ne dépend pas dej )

=
( q∑

j=1

β j

)
×

( p∑

i=1

αi

)
(γ ne dépend pas dei ).

Exemple 2.5 Calculons la sommeS =
n∑

j=0

p∑

i=0

i

(
n

j

)
(
p

2) j :

S =
( p∑

i=0

i
)( n∑

j=0

(
n

j

)
p

2
j
)

= p(p +1)

2
(1+

p
2)n .

Exemple 2.6 Calculons la sommeS =
n∑

i=1

n∑

j=1

(i + j )2. En développant cette somme,

S =
n∑

i=1

n∑

j=1

i 2 +2
n∑

i=1

n∑

j=1

i j +
n∑

i=1

n∑

j=1

j 2

= n
n∑

i=1

i 2 +2
( n∑

i=1

i
)( n∑

j=1

j
)
+n

n∑

j=1

j 2

= 2n
n∑

i=1

i 2 +2
( n∑

i=1

i
)2

( indices muets)

= n2(n+1)(7n+5)

6
.

Un exemple plus compliqué d’interversion de signes sommes,lorsque les bornes ne sont pas indépendantes :

S =
n∑

i=0

( i∑

j=0

ai j

)
=

n∑

j=0

( n∑

i= j

ai j

)
.

Ici, S = ∑
(i , j )∈I ai j où I = {(i , j ) ∈ N2 | 0 É j É i É n}. On peut représenter chaque couple(i , j ) ∈ I par un point sur un

quadrillage (n = 3 sur la figure) :
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0 1 2 3
0

1

2

3

i

j

0 1 2 3
0

1

2

3

i

j

Si on commence par sommer sur l’indicei variant de0 à n, à i fixé, j varie entre0 et i . Sur le dessin, cela correspond à
sommer verticales par verticales :

S = (a00)︸ ︷︷ ︸
i=0

+(a10 +a11)︸ ︷︷ ︸
i=1

+(a20 +a21 +a22)︸ ︷︷ ︸
i=2

+(a30 +a31 +a32 +a33)︸ ︷︷ ︸
i=3

.

Mais on peut également sommer horizontale par horizontale :

S = (a00 +a10 +a20 +a30)︸ ︷︷ ︸
j=0

+(a11 +a21 +a31)︸ ︷︷ ︸
j=1

+(a22 +a32)︸ ︷︷ ︸
j=2

+(a33)︸ ︷︷ ︸
j=3

.

Exemple 2.7 Calculer la sommeS =
n∑

i=0

n∑

j=i

(
n

j

)(
j

i

)
. En inversant les signes sommes :

S =
n∑

j=0

j∑

i=0

(
n

j

)(
j

i

)
=

n∑

j=0

(
n

j

)
j∑

i=0

(
j

i

)
=

n∑

j=0

(
n

j

)
2 j = (1+2)n = 3n

B.3 Trigonométrie et nombres complexes

Nous allons voir dans ce paragraphe des techniques de calcultrigonométrique utilisant la notation
∑

et les exponentielles
imaginaires.

B.3.1 Transformation decos(nθ)

Il s’agit de transformer une combinaison linéaire decoskθ et sinkθ en produits de la formecosp a sinq a. Ce procédé
s’avérera utile pour résoudre des équations trigonométriques. La formule de Moivre est à la base du procédé de factorisa-
tion. Commençons par un exemple. Pourθ ∈ R, on veut transformer en produitscos5θ et sin 5θ. On a, par application de
la formule de Moivre : (

cosθ+ i sinθ
)5 = e5iθ = cos5θ+ i sin 5θ.

Développons le membre de gauche de cette égalité avec la formule du binôme :

(cosθ+ i sinθ)5 = cos5θ+5i cos4θsinθ−10cos3θsin2θ−10i cos2θsin3θ+5cosθsin4 θ+ i sin5θ

=
(
cos5θ−10cos3θsin2θ+5cosθsin4 θ

)
+ i

(
5cos4θsinθ−10cos2θsin3θ+ sin5θ

)
.

En prenant la partie réelle et imaginaire, on obtient :

cos 5θ = cos5θ−10cos3θsin2θ+5cosθsin4θ

sin 5θ = 5cos4θsinθ−10cos2θsin3θ+ sin5θ.

Calculons maintenant une formule générale qui permet d’exprimercos(nθ) comme un polynôme encos(θ). Écrivons avec
la formule de Moivre

cos(nθ)= 1

2

(
einθ+e−inθ

)
= 1

2

[
(cosθ+ i sinθ)n + (cosθ− i sinθ)n

]

et développons à l’aide de la formule du binôme :

cos(nθ) = 1

2

n∑

k=0

(
n

k

)
[
1+ (−1)k

]
i k cosn−k θsink θ.
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Puisque[1+(−1)k ]=
{

2 si k pair

0 si k impair
, cos(nθ) =

n∑
k=0

kpai r

(
n

k

)
i k cosn−k θsink θ. Tous les indices de cette somme étant pairs,

on peut les écrirek = 2p avec0 É 2p É n, c’est-à-direp ∈ [[0,E(n/2)]]. Par conséquent,

cos(nθ)=
E(n/2)∑

p=0

(
n

2p

)
(−1)p cosn−2p θsin2p θ=

E(n/2)∑
p=0

(
n

2p

)
cosn−2p θ(1−cos2θ)p = Tn (cosθ)

où Tn est un polynôme appelén-ièmepolynôme de Tchebychev(de première espèce) :

Tn(X) =
E(n/2)∑

p=0

(
n

2p

)
(−1)p Xn−2p (1−X2)p .

Le calcul précédent est fondamental. Les polynômes de Tchebychev jouent un rôle important en algèbre et en analyse et il
est courant de trouver cette question de cours dans les premières questions d’un problème de concours. Vous devez avoir
bien compris et savoir refaire rapidement ce calcul.
Effectuons le calcul similaire poursin(nθ) :

sin(nθ) =
1

2i

(
einθ −e−inθ

)
=

1

2i

[
(cosθ+ i sinθ)n − (cosθ− i sinθ)n

]
,

sin(nθ)=
1

2i

n∑

k=0

(
n

k

)
[
1− (−1)k

]
i k cosn−k θsink θ=

1

i

n∑
k=0

ki mpai r

(
n

k

)
i k cosn−k θsink θ.

Tous les indices de cette somme étant impairs, on peut les écrire sous la formek = 2p +1 où 0 É 2p +1 É n, c’est-à-dire
−1/2 É p É (n−1)/2 et p varie donc dans l’intervalle d’entiers[[0,E( n−2

2 )]].

sin(nθ) =
1

i

E( n−1
2 )∑

p=0

(
n

2p +1

)
i 2p+1 cosn−2p−1 θsin2p+1 θ= sinθ

E( n−1
2 )∑

p=0

(
n

2p +1

)
(−1)p cosn−2p−1 θ(1−cos2θ)p = sinθUn(cosθ)

où Un (X) =
E( n−1

2 )∑
p=0

(
n

2p +1

)
(−1)p Xn−2p−1(1−X2)p est un polynôme.

Pour terminer, voyons un complément important sur les polynômes de Tchebychev. Utilisons la formule de trigonométrie

cos p +cos q = 2cos
( p +q

2

)
cos

( p −q

2

)

pour écrire∀θ ∈R, ∀n Ê 2,

cos
[
(n+1)θ

]
+cos

[
(n−1)θ

]
= 2cosθcos(nθ).

Puisque tout réelx ∈ [−1,1] peut s’écrirecos(θ), il vient

∀x ∈ [−1,1], Tn+1(x)+Tn−1(x) = 2xTn (x)

et on utilise une technique importante sur les polynômes : lepolynômeQ = Tn+1 +Tn−1 −2XTn admet une infinité de
racines, il est donc nul. On obtient ainsi une relation de récurrence qui permet de calculer de proche en proche lesTn :

T0 = 1,T1 = X,∀n Ê 2, Tn+1 = 2XTn −Tn−1.

On obtientT2(X) = 2X2 −1, T3 = 4X3 −3X et on retrouve les formules de trigonométriecos(2θ) = 2cos2θ−1, cos(3θ) =
4cos3θ−3cosθ

et ainsi de suite. On se sert souvent de cette formule de récurrence pour introduire plus simplement les polynômes de
Tchebychev. Elle permet en particulier de montrer simplement par récurrence que le terme dominant du polynômeTn

vaut2n−1Xn .

B.3.2 Problèmes de linéarisation

L’objectif de ce paragraphe est de montrer comment transformer un produitcosp θsinq θ en une combinaison linéaire de
cos kθ et sin kθ. Cette opération s’avérera très utile pour les problèmes decalcul de primitive. Les formules d’Euler sont
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également à la base du processus de linéarisation. Commençons par un exemple. Nous souhaitons linéarisersin6θ. On a :

sin6θ =
(

eiθ−e−iθ

2i

)6

= − 1

64

(
ei6θ−6ei5θe−iθ+15ei4θe−i2θ−20ei3θe−i3θ+15ei2θe−i4θ−6eiθe−i5θ+e−i6θ

)

= − 1

64

(
ei6θ−6ei4θ+15ei2θ −20+15e−i2θ −6e−i4θ+e−i6θ

)

= − 1

64

(
ei6θ+e−i6θ−6

(
ei4θ+6e−i4θ

)
+15

(
ei2θ+e−i2θ

)
−20

)

= − 1

32
(cos6θ−6cos 4θ+15cos 2θ−10) .

Nous avons utilisé la formule du binôme et avons regroupé lestermes symétriques pour retrouver des cosinus. Maple
permet d’effectuer ces linéarisations trigonométriques àl’aide de la fonctioncombine :

MAPLE

> A:=(cos(t))^4;
4

A := cos(t)
> combine(A);

1 1 3
- cos(4 t) + - cos(2 t) + -
8 2 8

Il est alors facile de déterminer une primitive,
∫

cos4 t dt =
1

32
sin(4t)+

1

4
sin(2t)+

3

8
t +C.

Attaquons-nous maintenant à la linéarisation générale :

cosn θ= 1

2n

(
eiθ+e−iθ

)n
= 1

2n

n∑

k=0

(
n

k

)
ei(n−2k)θ.

En s’inspirant de l’exemple précédent, nous souhaitons regrouper le termek = 0 avec le termek = n, le termek = 1 avec
le termek = n −1 ... Il faut distinguer les casn pair etn impair pour pouvoir compter précisément le nombre de termes
dans la somme.
– Si n = 2p +1 est impair, il y a2p +2 termes dans la somme que l’on sépare en deux :

2n cosn θ=
p∑

k=0

(
n

k

)
ei(n−2k)θ+

2p+1∑

k=p+1

(
n

k

)
ei(n−2k)θ.

Effectuons alors un changement d’indice dans la deuxième somme pour inverser l’ordre des termes :k ′ = n −k. On

remarque que

(
n

n−k ′

)
=

(
n

k ′

)
et que(n−2(n−k ′)) =−(n−2k ′) d’où

2n cosn θ=
p∑

k=0

(
n

k

)
ei(n−2k)θ+

p∑

k ′=0

(
n

k ′

)
e−i(n−2k ′) =

p∑

k=0

(
n

k

)
[
ei(n−2k)θ+e−i(n−2k)θ

]

et finalement,

cos2p+1θ= 1

22p

p∑

k=0

(
2p +1

k

)
cos[(2p −2k +1)θ].

– Si n = 2p est pair, il y a2p +1 termes dans la somme et on doit sortir le terme médian : les(p −1) premiers termes
correspondent àk ∈ [[0, p −1]], le terme médian àk = p et les(p −1) derniers termes àk ∈ [[p +1,2p]] :

2n cosn θ=
p−1∑

k=0

(
n

k

)
ei(n−2k)θ+

(
2p

p

)
+

2p∑

k=p+1

(
n

k

)
ei(n−2k)θ

et avec le changement d’indicek ′ = n−k dans la deuxième somme puis en regroupant les sommes, on trouve finalement

cos2p θ=

(
2p

p

)

22p
+ 1

22p−1

p−1∑

k=0

(
2p

k

)
cos

(
2(p −k)θ

)
.
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B.3.3 Utilisation des sommes géométriques complexes

L’idée fondamentale de ce paragraphe est qu’il est souvent plus facile de calculer une somme complexe qu’une somme
trigonométrique, grâce aux propriétés de l’exponentielleimaginaire.
Pour calculer la somme

Sn = 1+cos(θ)+cos(2θ)+·· ·+cos(nθ) =
n∑

k=0

cos(kθ),

introduisons la somme correspondante avec des sinus :

Tn = 0+ sin(θ)+ sin(2θ)+·· ·+ sin(nθ)=
n∑

k=0

sin(kθ)

et la somme des exponentielles imaginaires associées :

Un = Sn + i Tn =
n∑

k=0

eikθ =
n∑

k=0

[
eiθ

]k
.

Si on sait calculerUn , on en déduitSn et Tn en prenant les parties réelles et imaginaires :Sn = Re(Un) et Tn = Im(Un ).
On reconnaît pourUn une somme géométrique de raisoneiθ. Distinguons deux cas :

1. Sieiθ 6= 1, c’est-à-direθ 6= 2kπ où k ∈Z, alors

Un = ei(n+1)θ −1

eiθ−1
.

Nous voulons extraire la partie réelle et imaginaire. Utilisons la factorisation de l’angle moitié :

Un = ei n+1
2

ei θ2

sin
(

n+1
2

θ
)

sin θ
2

= ein θ
2

sin
(

n+1
2

θ
)

sin
(
θ
2

)

d’où

Sn =
cos nθ

2
sin (n+1)θ

2

sin θ
2

Tn =
sin nθ

2
sin (n+1)θ

2

sin θ
2

.

2. Sieiθ = 1, c’est-à-direθ= 2kπ où k ∈Z, alorsUn = n+1 d’où Sn = (n+1) et Tn = 0.
Vous devez penser par vous-même à introduire la somme complexe correspondante. Par exemple, pour calculer la somme

Sn =
n∑

k=0

(
n

k

)
cos(α+kβ)

oùα,β ∈R, introduisez la somme des exponentielles imaginaires correspondante :

Un =
n∑

k=0

(
n

k

)
ei(α+kβ)

puisqueSn = Re(Un). Le calcul deUn se ramène au calcul d’une somme binômiale :

Un = eiα
n∑

k=0

(
n

k

)
[
eiβ

]k = eiα
[
eiβ+1

]n
.

Il suffit alors de factoriser l’angle moitié :

Un = eiα
[

2cos
β

2
ei

β
2

]n
= 2n cosn β

2
ei(α+nβ

2 )

et de prendre la partie réelle :

Sn = 2n cos
(
α+

nβ

2

)
cosn β

2
.

Un dernier exemple : nous voulons calculer la somme

Sn =
n∑

k=0

cos2(kθ)

Nous ne pouvons pas ici introduire de somme d’exponentielles imaginaires associés. Si par exempleUn =
n∑

k=0

[
eikθ]2,

nous n’avons pasSn = Re(Un) ! Pour calculer cette somme, il suffit de linéarisercos2(kθ) = 1

2

[
cos(2kθ)+1

]
et on a alors

Sn = 1

2

n∑

k=0

cos(2kθ)+ (n+1)

2
.

Vous pouvez terminer le calcul en introduisant la somme complexeUn =
n∑

k=0

e2ikθ.
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B.4 Calculs sur des polynômes

B.4.1 Les trinômes

Le but de ce paragraphe est de rappeler les principales propriétés des trinômes qui doivent être parfaitement connues.

Discriminant réduit

On considère un polynôme du second degré

P = aX2 +bX+c aveca 6= 0.

On sait calculer ses deux racines complexesx1, x2 à l’aide du discriminant :

∆= b2 −4ac

– Si∆= 0, le trinôme possède une racine double donnée parx =−b

a
.

– Si∆ 6= 0, le trinôme possède deux racines complexes distinctes. On commence par calculer une racine carrée complexe
de∆, c’est-à-dire un complexeδ vérifiantδ2 =∆ et on obtient





x1 = −b −δ

2a
,

x2 =
−b +δ

2a
.

– Si∆< 0 est un réel strictement négatif, on sait que les deux racinescomplexes sont conjuguées :x2 = x1.
Lorsque le trinôme s’écrit

P = aX2 +2bX+c

(utile lorsqueb est entier), on peut utiliser directement lediscriminant réduit∆′ = b2 −ac et exprimer les racines à l’aide
d’une racine carrée complexe de∆′ (δ′2 =∆′) : 




x1 = −b −δ′

a
,

x2 = −b +δ′

a
.

Cela évite la simplification par2 dans les expressions . . .

Exemple 2.8 Pour résoudre l’équationx2 −4x +3 = 0, on écrit∆′ = 22 −3 = 1 et les deux racines sontx1 = 2+1 = 3 et
x2 = 2−1 = 1.

Exemple 2.9 Une démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilise le discriminant réduit. SoitE un espace
euclidien etx, y ∈E deux vecteurs, considérons (lorsquex 6= 0E) le trinôme

T(λ) = ‖λx + y‖2 =λ2‖x‖2 +2λ
(
x | y

)
+‖y‖2.

Puisqu’une norme ne prend que des valeurs positives, ce trinôme ne prend que des valeurs positives et ne possède donc
au plus qu’une racine réelle. Son discriminant réduit est négatif ou nul :

∆′ =
(
x | y

)2 −‖x‖2‖y‖2 É 0

d’où |
(
x | y

)
| É ‖x‖‖y‖.

Relations entre coefficients et racines

En notantx1, x2 les deux racines complexes du polynômeP = aX2 +bX+c, on a

P = a(X− x1)(X− x2) = a
[
X2 − (x1 + x2)X+ x1x2

]
.

En identifiant les coefficients deP, on déduit la somme et le produit des racines sans avoir à les calculer explicitement :

♥ 2.16





x1 + x2 =−
b

a
,

x1x2 =
c

a
.
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Exemple 2.10Déterminons l’expression logarithmique deargsh(x). Soit x ∈R, notonsy = argsh(x) :

x = sh(y) = e y −e−y

2
.

En notantY = e y , Y est racine d’un trinôme :x = Y−1/Y

2
= Y2 −1

2Y
. On en déduit que

Y2 −2xY−1 = 0.

Le discriminant réduit vaut∆′ = x2 +1 > 0 et le trinôme possède deux racines réelles distinctes

{
Y1 = x +

p
x2 +1 > 0,

Y2 = x −
p

x2 −1 < 0.

En effet, puisqueY1Y2 =−1< 0, l’une des racines est positive, l’autre est négative et puisque de façon évidenteY1 > 0, il
vient quee y = x +

p
x2 +1 d’où

argsh(x) = ln(x +
√

x2 +1).

Déterminons de même l’expression logarithmique dey = argch(x) pourx Ê 1. Avec les mêmes notations,

x = e y +e−y

2
= Y+1/Y

2
= Y2 +1

2

et
Y2 −2xY+1 = 0.

Le discriminant réduit∆′ = x2 −1 Ê 0 est toujours positif d’où les deux racines

{
Y1 = x +

p
x2 −1,Ê 1

Y2 = x −
p

x2 +1.

PuisqueY1Y2 = 1, les deux racines ont même signe (> 0), l’une est supérieure et l’autre inférieure à1. PuisqueY1 Ê x Ê 1,
et quey = argch(x) = ln Y Ê 0, il vient Y Ê 1 d’où Y = Y1 et argch(x) = ln(x +

p
x2 −1).

Extrémum d’un trinôme

La courbe représentative d’un trinômey = P(x) = ax2 +bx +c est une parabole.

1. a > 0 : la parabole est convexe et atteint son maximum enc = −
b

a
: le milieu des racines deP (lorsqueP possède

deux racines réelles).

2. a < 0 : la parabole est concave et atteint son minimum enc = −b

a
: le milieu des racines deP (lorsqueP possède

deux racines réelles).

c = α+β
2

α β

b

c = α+β
2

α β

b

P(x) = (x −α)(β− x) P(x) = (x −α)(x −β)

Il suffit d’étudier les variations deP : P′(x) = 2ax +b et P′ s’annule en−b/a.

Exemple 2.11 sup
x∈[0,1]

x(1− x) = 1

4
Le trinôme admet un maximum atteint enx = 1/2 (milieu des racines0, 1) et la valeur

du maximum vaut1/4.

Exercice 2.1 ♥♥
On considère la suite de terme général

un = 1

n3

n∑

k=1

√
k(n−k)

a. Montrer queun −−−−−→
n→+∞

0.
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b. Déterminer un équivalent simple deun .

Solution :

a. Le trinômeP = X(n −X) a pour racines0 et n et atteint son maximum sur[0,n] en c = n/2. Le maximum vaut
n2/4. On majore facilement :

0É un É 1

n3
n×

√
n2/4= 1

2n

et un −−−−−→
n→+∞

0.

b. Écrivons

un = 1

n

[ 1

n

n∑

k=1

√
k

n
(1− k

n
)
]
= Sn

n

oùSn est une somme de Riemann qui converge versL =
∫1

0

√
x(1− x) dx Mais la courbe d’équationy =

p
x(1− x)

a pour équationy2 = x − x2 et on reconnaît un demi-cercle centré en(1/2,0) de rayon1/2. L’intégraleL est l’aire

d’un demi-disque de rayon1/2 et vaut doncL =π/8. Finalement,un ∼
n→+∞

π

8n
.

B.4.2 Développement de polynômes

Pour développer un produit de polynômes, il est indispensable de mener les calculs en une seule ligne. Par exemple, pour
développer

P(X) = (X2 +3X−2)(X3 +2X2 −3X+1)

il est très maladroit d’écrire :

P(X) = X2(X3 +2X2 −3X+1)+3X(X3 +2X2 −3X+1)−2(X3 +2X2 −3X+1)

= X5 +2X4 −3X3 +X2 +3X4 +6X3 −9X2 +3X−2X3 −4X2 +6X−2

= X5 +5X4 +X3 −12X2 +9X−2.

En effet, recopier mécaniquement des termes mène à une perted’attention, source fréquente d’erreurs.
La bonne méthode pour mener ce calcul consiste à :
– déterminer le degréd du polynôme produit (somme des degrés),
– déterminer pourk ∈ [[0,d]] d’où vient le terme enXk et sommer les coefficients sélectionnés,
– écrireen une seule lignele résultat.
Multimédia : Coefficients entiers de 2 (ou 3) polynômes choi sis au hasard, pour calculer
le coefficient de Xk , griser dynamiquement les termes du produit et collecter le s
coefficients en bas. Exerciseur?
Détaillons cette technique sur notre exemple. Les opérations suivantes se font de tête et ne nécessitent qu’une seule ligne !
Le degré du polynômeP vaut5.
– Le terme enX5 ne provient que du produit deX2 avecX3 et le coefficient deX5 vaut donc1 :

( X2 +3X−2)( X3 +2X2 −3X+1).

– Le terme enX4 provient du produit deX2 avec2X2 (coefficient2)

( X2 +3X−2)(X3 + 2X
2
−3X+1),

du produit de3X avecX3 (coefficient3)

(X2 + 3X −2)( X3 +2X2 −3X+1)

et le coefficient deX4 vaut donc2+3 = 5.
– Le terme enX3 provient du produit deX2 avec−3X,

( X2 +3X−2)(X3 +2X2 −3X +1),

du produit de3X avec2X2

(X2 + 3X −2)(X3 + 2X2 −3X+1)
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et du produit de−2 avecX3

(X2 +3X −2 )( X3 +2X2 −3X+1).

Le coefficient vaut donc−3+6−2 = 1.
– Le terme enX2 a pour coefficient1−9−4 =−12 :

( X2 +3X−2)(X3 +2X2 −3X +1 ),

(X2 + 3X −2)(X3 +2X2 −3X +1),

(X2 +3X −2 )(X3 + 2X2 −3X+1).

– Le terme enX a pour coefficient3+6 = 9

(X2 + 3X −2)(X3 +2X2 −3X +1 ),

(X2 +3X −2 )(X3 +2X2 −3X +1).

– Le terme constant provient du produit des deux constantes et vaut−2.

(X2 +3X −2 )(X3 +2X2 −3X +1 ).

Il faut impérativement adopter cette technique de calcul. Dans un premier temps, vous pouvez utiliser le brouillon pour
noter les coefficients que vous récoltez et ensuite les sommer. Avec un peu d’habitude, ce calcul se fait de tête immédiate-
ment.

Exercice 2.2
Développer les polynômes suivants :

1. (X3 +X2 −X+2)(2X2 +X−1) ;

2. (2X4 +3X2 −6X−1)(X3 −2X2 +X+1) ;

3. (X5 +X4 −2X2 +3)(2X3 −X2 +X−1).

Solution :

1. 2X5 +3X4 −2X2 +3X−2 ;

2. 2X7 −4X6 +5X5 −10X4 +14X3 −X2 −7X−1 ;

3. 2X8 +X7 −4X5 +X4 +4X3 −X2 +3X−3.

Exercice 2.3
Déterminer le développement limité à l’ordre4 en0 de :

a. sin(x)exp(x) ;

b.
ln(1+ x)

1+ x
.

Solution :

a.

ex sin(x) =
(
x − x3

6
+o(x4)

)(
1+ x + x2

2
+ x3

6
+o(x3)

)

= x
(
1−

x2

6
+o(x3))(1+ x +

x2

2
+

x3

6
+o(x3))

= x + x2 + x3

3
+o(x3).

b.

ln(1+ x)

1+ x
= x(1− x

2
+ x2

3
− x3

4
+o(x3))(1− x + x2 − x3 +o(x3))

= x(1− 3

2
x + 11

6
x2 − 25

12
x3 +o(x3))

= x − 3

2
x2 + 11

6
x3 − 25

12
x4 +o(x4).

Pour développer un produit de trois polynômes, on peut utiliser la même technique et chercher directement d’où provient
le termeXd .
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Exemple 2.12Développer
P(X) = (X2 +X−1)(X2 +3X−1)(X−5).

Le degré du produit vaut5.
– Le terme enX5 provient uniquement du produit

( X2 +X−1)( X2 +3X−1)( X −5)

et vautX5.
– Le terme enX4 provient des produits :

( X2 +X−1)( X2 +3X−1)(X −5 ),

( X2 +X−1)(X2 + 3X −1)( X −5),

(X2 + X −1)( X2 +3X−1)( X −5)

et le coefficient deX4 vaut donc−5+3+1 =−1.
– Terminer le calcul de cette façon.
Si vous n’êtes pas à l’aise avec cette méthode, vous pouvez effectuer le calcul en deux lignes en ne faisant que des
multiplications dedeuxpolynômes en utilisant la méthode précédente (une multiplication par ligne ) :

P = P(X) = (X2 +X−1)(X2 +3X−1)(X−5)

= (X2 +X−1)(X3 −2X2 −16X+5)

= X5 −X4 −19X3 −9X2 +21X−5.

B.4.3 Factorisation de polynômes

Il est tout aussi important de savoir factoriser un polynôme. Rappelons que Maple permet de développer et de factoriser
les polynômes :

MAPLE

> P := (x+1) * (x^2-3 * x+2);
2

P := (x + 1) (x - 3 x + 2)
> expand(P);

3 2
x - 2 x - x + 2

> Q := X^4 + 2 * X^3 - 11 * X^2 - 12 * X + 36;
4 3 2

Q := X + 2 X - 11 X - 12 X + 36
> factor(Q);

2 2
(X + 3) (X - 2)

La factorisation d’un polynôme revient à déterminer ses racines (complexes). On se heurte ici à l’un des principaux
problèmes des mathématiques. Depuis l’antiquité, on connaît un algorithme pour trouver les racines d’un polynôme de
degré2 et on sait également déterminer les racines d’un polynôme dedegré3 et de degré4.

À faire : Manu : note historique + précise avec photo ?

On a cherché longtemps un algorithme similaire permettant d’exprimer les racines d’un polynôme de degré5 à l’aide de
radicaux faisant intervenir les coefficients du polynôme. Abel puis Galois ont montré que ce problème était insoluble.

Cette obstruction au calcul de racines d’un polynôme se retrouve dans toutes les branches des mathématiques :

Exemple 2.13 On saiten théorieprimitiver une fraction rationnelle.En pratique, il faut être capable de la décomposer
en éléments simples. Pour cela, la première étape consiste àfactoriser le polynôme au dénominateur. Dès que le degré

du dénominateur est supérieur à5 on est bloqué. Voici une réponse de Maple pour le calcul de
∫ dx

x6 + x5 +1
:
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MAPLE

int( 1/(x^6+x^5+1), x);
-----

\ 336657046555205 5 43328897320370 4
) _R ln(x - --------------- _R - -------------- _R

/ 363446734701 363446734701
-----

_R = %1
7892189829980 3 408178287515 2 2020667424601

- ------------- _R - ------------ _R + ------------- _R
363446734701 121148911567 363446734701

43796810471
+ ------------)

363446734701
6 4 3 2
% 1 := RootOf(43531 _Z + 540 _Z + 80 _Z + 10 _Z
% + _Z + 1)

Ce n’est pas tout à fait ce que l’on appelle une primitive explicite . . .

On est souvent confronté à cette obstruction fondamentale en calcul scientifique et le seul choix possible consiste à utiliser
des méthodes numériques pour déterminer des valeurs approchées des racines d’un polynôme. Heureusement, on dispose
d’algorithmes très efficaces pour trouver ces valeurs approchées (vous connaissez déjà la méthode de Newton par exemple
...). Voici un calcul avec Maple qui illustre l’impossibilité de trouver les valeurs exactes des racines d’un polynôme.Une
méthode numérique permet cependant de trouver des racines réelles approchées :

Exemple 2.14

P := x^10 -2 * x - 1;
10

P := x - 2 x - 1
> factor(P);

10
x - 2 x - 1

> solve(P = 0, x);
10

RootOf(_Z - 2 _Z - 1)
> fsolve(P=0, x);

-.4995164207, 1.125099677

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques qui permettent de factoriser de façon explicite un
polynôme dans certains cas très particuliers.

Factoriser à partir d’une racine connue

On veut factoriser un polynômeP de degréd . Si l’on connaît une racineα de ce polynôme, on se ramène à la factorisation
d’un polynômeQ de degré(d −1) en factorisant(X−α) dansP. Considérons le polynôme

P(X) = X3 −5X2 +7X−3.

On voit queα= 1 est racine évidente deP puisque1−5×1+7×1−3 = 0. On peut donc écrire

P = (X−1)Q(X)

Il faut savoir écrireen une seule lignele polynômeQ en utilisant la méthode suivante :
– P = X3 −5X2 +7X−3

– Le degré du polynômeQ vaut2 : P = (X−1)(aX2 +bX+c).
– On détermine le coefficienta puisque le produit deX avecaX2 doit donner le terme enX3 deP : a = 1

P = (X−1)(X2+?X+ . . . ).

– On cherche le coefficient deX dansQ en examinant le termeX2 du produit :(−1+?)X2 =−5X2 d’où ? =−4 :

P = (X−1)(X2 −4X+?).
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– On s’intéresse ensuite au terme enX dans le développement :(?+4)X = 7 d’où ? = 3.

P = (X−1)(X2 −4X+3).

– On vérifie notre calcul en calculant le terme constant du produit : (−1)×3 =−3 qui est bien le coefficient constant deP.
Voici un autre exemple. Nous détaillons ici les calculs en plusieurs étapes afin d’illustrer la méthode, mais vous devez
mener ce calcul de têteen une seule ligne!

P = 2X5 −X4 −3X3 +X2 +3X−2.

On voit immédiatement que1 est racine évidente deP (la somme des coefficients est nulle) et on factorise en une seule
ligne P en suivant les étapes suivantes :
– P = (X−1)(2X4 . . . ),
– P = (X−1)(2X4 +X3 . . . ),
– P = (X−1)(2X4 +X3 −2X2 . . . ),
– P = (X−1)(2X4 +X3 −2X2 −X .. . ),
– P = (X−1)(2X4 +X3 −2X2 −X+2),
– On vérifie le coefficient constant.
Multimédia : Applet exerciseur

Trouver toutes les racines rationnelles

La méthode précédente permet de factoriser(X −α) où α est une racine deP. Encore faut-il être capable de trouver
une racine « évidente » du polynômeP ! Pour un polynôme quelconque, c’est impossible comme nous l’avons vu dans
l’introduction. Il existe tout de même quelques méthodes à connaître.
D’abord des remarques évidentes :
– Si le coefficient constant est nul, on peut factoriserX !

X5 +4X2 −5X = X(X4 +4X−5) = X(X−1)(X3 +X2 +X+5)

X6 −4X5 +3X3 = X3(X3 −4X2 +3) = X3(X−1)(X2 −3X−3) = X3(X−1)(X−α)(X−β)

oùα= 3+
p

21
2

etβ= 3−
p

21
2

.
– Examiner les coefficients du polynôme : si leur somme vaut0 alors1 est racine évidente. Regarder de même siP(−1) =

0.
Il existe un algorithme pour déterminer les racinesrationnellesd’un polynôme àcoefficients rationnels. Voir exercice
21.54 p. 804 Considérons par exemple le polynôme

P = X3 − 7

6
X2 − 3

2
X+ 3

2
.

1. On peut supposer que le coefficient constanta0 est non-nul, sinon on peut factoriserXk dansP et se ramener à
chercher les racines d’un polynôme de degré inférieur.

2. On peut se ramener à chercher les racines rationnelles d’un polynôme à coefficientsentiersen réduisant les fractions
au même dénominateur :

P = ad

bd
Xd +·· ·+ a1

b1
X+ a0

b0
= α

β
(bd−1 . . . b0Xd +·· ·+bd . . . b1).

Sur notre exemple,

P = 1

6
(6X3 −7X2 −9X+9).

On se ramène ainsi à chercher les racines du polynôme

Q = 6X3 −7X2 −9X+9.

3. Supposons queα = p/q soit une racine rationnelle du polynômeQ = ad Xd + ad−1Xd−1 +·· ·+ a1X+ a0 où ai ∈ Z.
On suppose quep ∈Z et q ∈N∗ et que les entiersp et q sont premiers entre eux :p ∧q = 1. On doit avoir :

0= Q(α) = ad
pd

qd
+ad−1

pd−1

qd−1
+·· ·+a1

p

q
+a0

et, en réduisant au même dénominateur,

ad pd +ad−1qpd−1 +·· ·+a1qd−1p +a0qd = 0.

On obtient ainsi une relationentre entierset on peut utiliser le cours d’arithmétique dansZ.
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4. Écrivons en factorisantp :
p(−ad pd−1 −·· ·−a1qd−1) = a0qd .

On en déduit que l’entierp doit diviser l’entiera0qd et puisquep ∧q = 1, on a aussip ∧qd = 1 d’où en utilisant le
théorème de Gauss: {

p | a0qd

p ∧qd = 1
=⇒︸ ︷︷ ︸

Gauss

p | a0.

L’entier p doit diviser le coefficienta0. L’entier p ne peut donc prendre qu’unnombre finide valeurs, les diviseurs
dea0. Sur notre exemple,p ∈ {1,3,9,−1,−3,−9}.

5. De façon symétrique, puisque
ad pd = q(−ad−1pd−1 −·· ·−a0qd−1),

on aq | ad pd et, puisqueq ∧ p = 1, il vient q | ad et q ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Sur notre
exemple,q ∈ {1,2,3,6}

6. On ne peut donc avoir qu’unnombre finide racines rationnelles deP, sur notre exemple

α ∈
{

1,3,9,
1

2
,

3

2
,

9

2
,

1

3
,

1

6
,−1,−3,−9,−1

2
,−3

2
,−9

2
,−1

3
,−1

6

}
.

7. Il suffit, pour chacun de ces rationnels, de tester siP(α) = 0. On en déduit toutes les racines rationnelles deP. Sur
notre exemple,α= 3/2 est la seule racine rationnelle deP.

B.4.4 Polynômes particuliers

Polynômes bicarrés

Si un polynôme s’écritP = Q(Xk ), il suffit, pour trouver les racines deP, de déterminer les racines deQ. En effet, si
P(α) = 0, alorsαk est une racine deQ et on sait déterminer les racinesk-ièmes d’un nombre complexe. Par exemple,

P = X6 −3X3 +2 = (X3)2 −3(X3)+2 = Q(X3) où Q(X) = X2 −3X+2 = (X−1)(X−2)

Les racines deP sont donc
{

1, j , j 2,
3
p

2, j
3
p

2, j 2 3
p

2
}
.

Un polynômebicarré est un polynômeP = Q(X2) où Q est un polynôme du second degré :Q(X) = aX2 + bX + c. Par
exemple,

P(X) = X4 −3X2 +2 = Q(X2) où Q(X) = X2 −3X+2 = (X−1)(X−2)

Dans le chapitre 21.6.7, on a vu que les polynômes irréductibles normalisés dansR [X] étaient :
– les polynômes du premier degré(X−α),
– les polynômes du second degré sans racines réelles :X2 +pX+q avec∆= p2 −4q < 0.
Un polynôme bicarré n’est donc jamais irréductible et on peut toujours le factoriser ! On peut évidemment déterminer les
racines complexesα,β deQ et les4 racines complexes deP seront les racines carrées complexes deα etβ. Pour obtenir la
décomposition dansR [X], il suffit alors de grouper ces racines conjuguées deux à deux. Cette méthode est souvent lourde
et il faut connaître l’algorithme suivant qui permet d’obtenir directement la factorisation deP dansR[X] sans passer par
les complexes.

1. Si le polynômeQ(X) = (X−a)(X−b) possède deux racines réelles,P(X) = (X2 −a)(X2 −b), selon le signe dea et b,
on obtient directement la factorisation deP dansR [X]. Par exemple,

P(X) = (X2 −1)(X2 −2) = (X−1)(X+1)(X−
p

2)(X+
p

2),

P(X) = (X2 +3)(X2 −1) = (X2 +3)(X−1)(X+1).

2. Si le polynômeQ ne possède pas de racines réelles, travailler directement sur le polynômeP en groupant le terme
en X4 avec le terme constantet en faisant apparaître un début de carré et en utilisant la factorisationa2 − b2 =
(a −b)(a +b) :

P = X4 +X2 +1 = (X4 +1)+X2 = (X2 +1)2 −X2 = (X2 −X+1)(X2 +X+1),

P = X4 +1 = (X2 +1)2 −2X2 = (X2 −
p

2X+1)(X2 +
p

2X+1),

P = X4 +2X2 +2 = (X4 +2)+2X2 = (X2 +
p

2)2 + (2−2
p

2)X2

= (X2 −
√

2−2
p

2X+
p

2)(X2 +
√

2−2
p

2X+
p

2).
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Racines de l’unité

Certains polynômes font intervenir les racinesn-ièmes de l’unité et se factorisent facilement.

Exemple 2.15Le polynômeP = 1+X+X2 a pour racinesj et j 2 : P = (X− j )(X− j 2). Il faut le reconnaître et le factoriser
sans calculer son discriminant !

Exemple 2.16Le polynômeQ = X2 −X+1 a pour racines− j et− j 2 puisqueQ(−X) = P(X).

Plus généralement, considérons le polynômeP = Xn −1. Ses racines complexes sont lesn racinesn-ièmes de l’unité :

ωk = e
2ikπ

n , k ∈ [[0,n−1]]. On a l’identité remarquableXn−1= (X−1)(1+X+X2+·· ·+Xn−1). Il en découle que le polynôme

Q = 1+X+·· · +Xn−1

a pour racines les racinesn-ièmes de l’unité sauf1.
On sait également écrire la factorisation dansR [X] du polynômeP = Xn −1 en groupant les racinesn-ièmes de l’unité
avec leurs conjugués. On a toujoursP(1) = 0 et selon la parité den :
– si n = 2p est pair,P(−1) = 0 et −1 est une racinen-ième de l’unité. Les(2p −2) autres racines ne sont pas réelles et

puisque le conjugué deωk estω2p−k , on peut écrire

X2p −1 = (X−1)(X+1)
p−1∏

k=1

(X−ωk )
(
X−ωk

)
= (X−1) (X+1)

p−1∏

k=1

(
X2 −2cos

(
2kπ

n

)
X+1

)
.

– si n = 2p +1 est impair,−1 n’est pas une racine de l’unité et en groupant les2p racines différentes de1, on trouve

X2p+1 −1= (X−1)
p∏

k=1

(
X2 −2cos

(
kπ

n

)
X+1

)
.

Polynômes réciproques

Cette technique est beaucoup moins importante que les précédentes. Vous pouvez la sauter en première lecture.

Un polynômeP =
d∑

i=0

ai Xi est ditréciproquelorsque ses coefficients sont symétriques :∀i ∈ [[0,d]], ai = ad−i . Par exem-

ple, le polynôme
P = 6X4 +5X3 −38X2 +5X+6

est réciproque (a4 = a0, a3 = a1, a2 = a2).
– Une remarque importante : un polynôme est réciproque si et seulement si

∀x 6= 0, P

(
1

x

)
= P(x)

xd
.

Sur notre exemple,

P

(
1

x

)
= 6

x4
+ 5

x3
− 38

x2
+ 5

x
+6 = 6+5x3 −38x2 +5x +6

x4
= P(x)

x4
.

On en déduit que six 6= 0 est une racine deP, alors1/x est également une racine deP. Il suffit donc de trouver deux
racines deP pour les connaître toutes.

– Voyons une technique pour calculer les racines deP qui réduit le problème à chercher les racines d’un polynôme de
degréd/2 lorsqued est pair. Nous allons illustrer la technique sur notre exemple. Une fois l’idée comprise, elle se
généralise sans problème à tous les polynômes à coefficientssymétriques. Soitx 6= 0 une racine deP, en divisant par
x2, on obtient

0 = 6x2 +5x −38+
5

x
+

6

x2
= 6

(
x2 +

1

x2

)
+5

(
x +

1

x

)
−38.

Posonsy = x +
1

x
, calculons

y2 = x2 +2+
1

x2
d’où x2 +

1

x2
= y2 −2

et y doit donc être racine d’un polynôme de degré2 :

0 = 6(y2 −2)+5y −38 = 6y2 +5y −50 = 0.
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On cherche les racines de ce trinôme. On trouvey = 5/2 ou y =−10/3 et il suffit ensuite de résoudre deux équations du
second degré enx : 




x + 1

x
= 5

2
,

x + 1

x
=−10

2
,

d’où





x2 − 5

2
x +1 = 0,

x2 +
10

3
x +1 = 0.

On trouve finalementx ∈ {2,1/2,−3,−1/3}, d’où la factorisation de notre polynôme,P = (X − 2)(X − 1/2)(X + 3)(X +
3)(X+1/3).

Lorsque le degréd est impair, il est facile de voir queP(−1) = 0 et, en factorisant(X + 1) dansP, on se ramène à un
polynôme de degré(d −1) qui est encore réciproque. En effet,P(X) = (X+1)Q(X),

(X+1)Q(X)

Xd
= P(X)

Xd
= P(1/X) = (1/X+1)Q(1/X) = X+1

X
Q(1/X),

d’où l’on tire Q(1/X) = Q(X)

Xd−1
et on en déduit queQ est réciproque.

Exercice 2.4
Factoriser le polynômeP = X5 +3X4 +X3 +X2 +3X+1.

Solution : On factorise(X+1), P = (X+1)(X4 +2X3 −X2 +2X+1) et on se ramène à factoriser le polynôme réciproque
Q = X4 +2X3 −X2 +2X+1. Soit x ∈C une racine deQ, en divisant parx2, on obtient

(
x2 + 1

x2

)
+2

(
x + 1

x

)
−1 = 0

et en posanty = x +1/x, y vérifie l’équation du second degréy2 +2y −3 = 0, d’où y = 1 ou y = −3. On résout alors
x+1/x = 1, soitx2−x+1 = 0 d’où x1 =− j etx2 =− j 2, puisx+1/x =−3 et on trouvex3 = (−3+

p
5)/2 etx4 = (−3−

p
5)/2

(on vérifie à l’aide des quantités conjuguées que1/x3 = x4). Finalement,

P = (X+1)(X+ j )(X+ j 2)

(
X+

3−
p

5

2

)(
X+

3+
p

5

2

)
.

B.4.5 Relations entre coefficients et racines

Le but de ce paragraphe est de présenter de façon plus élémentaire, avec des exemples, les relations entre coefficients et
racines d’un polynôme et de montrer des applications en calcul algébrique.
Commençons par l’exemple élémentaire d’un trinôme ayant pour racines (complexes)α et β. Il peut s’écrire sous forme
développée et sous forme factorisée :

P = a2X2 +a1X+a0,

P = a2(X−α)(X−β) = a2

[
X2 − (α+β)X+αβ)

]
.

En identifiant les coefficients, on trouve les relations coefficients racines bien connues :





σ1 =α+β =−a1

a2

σ2 =αβ = a0

a2

.

Pour un polynôme de degré3, ayant trois racines complexes (pas nécessairement distinctes)α,β,γ, le même calcul donne :

P = a3X3 +a2X2 +a1X+a0

et

P = a3(X−α)(X−β)(X−γ)

= a3

[
X3 − (α+β+γ)X2 + (αβ+αγ+βγ)X−αβγ

]
,
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d’où les relations entre coefficients et racines :




σ1 =α+β+γ =−
a2

a3

σ2 =αβ+αγ+βγ =
a1

a3

σ3 =αβγ =−
a0

a3

.

Un polynôme de degrén
P = anXn +an−1Xn−1 +·· ·+a1X+a0

s’écrit sous forme factorisée dansC

P = an(X− x1)(X− x2) . . . (X− xn )

où x1, . . . , xn sont ses racines (pas nécessairement distinctes). En développant cette forme factorisée et en identifiant les
coefficients, on trouve les relations coefficients racines générales :





σ1 = x1 +·· ·+ xn =−an−1

an

σ2 = x1x2 +·· ·+ x1xn + x2x3 +·· ·+ x2xn +·· ·+ xn−1xn = an−2

an

...
...

σn = x1 . . . xn = (−1)n a0

an
.

Ces relations sont importantes car on a vu qu’on ne savait pasexprimer en général les racines d’un polynôme de degréÊ 5

à l’aide des coefficients. Par contre, certaines expressions faisant intervenir les racines du polynôme peuvent s’exprimer
à l’aide des coefficients. Par exemple, la somme ou le produitdes racines et plus généralement tous lesσi s’expriment à
l’aide des coefficients. Il est bon de connaître le résultat suivant (hors programme).
Si l’on prend l’expression desσi , par exemple lorsquen = 3,σ2 = x1x2+x1x3+x2x3, on s’aperçoit que cette expression est
invariante par permutation des racines (on peut par exempleéchanger les indices1 et 2, on retrouve la même expression).
L’expression

N2 = x2
1 + x2

2 + x2
3

et, plus généralement, les sommes de Newton

Nk = xk
1 + xk

2 + xk
3

sont invariantes par permutation des racines. L’expression

E = x1x3 + x2x3 + x2
1

par contre n’est pas invariante.
Il existe un théorème d’algèbre qui dit que toute expressionpolynomiale en(x1, . . . , xn ) (c’est-à-dire une somme-produit
desxi ) invariante par permutation des racines peut s’exprimer comme un polynôme enσ1, . . . ,σn .
Prenons par exemple la somme de NewtonN2 et exprimons-la explicitement à l’aide deσ1,σ2,σ3. Calculons

σ2
1 = (x1 + x2 + x3)2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 −2(x1x2 + x1x3 + x2x3).

On trouve doncN2 =σ2
1 −2σ2. Calculons ensuite

σ1N2 = (x1 + x2 + x3)(x2
1 + x2

2 + x2
3 )

= N3 − x1x2(x1 + x2)− x1x3(x1 + x3)− x2x3(x2 + x3)

= N3 − x1x2(x1 + x2 + x3)− x1x3(x1 + x2 + x3)− x2x3(x1 + x2 + x3)+3x1x2x3

= N3 −σ1σ2 +3σ3,

d’où l’on tire
N3 =σ1(σ2

1 −2σ2)+σ1σ2 −3σ3 =σ3
1 −3σ1σ2 +3σ3.

Exercice 2.5 ♥♥
Soit P(X) = X3 +X−1 ∈C[X]. On notex1, x2, x3 ses trois racines complexes.

a. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes.
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b. Effectuer la division euclidienne deX5 parP.

c. En déduire la valeur de la somme

N5 =
3∑

k=1

x5
k .

Solution :

a. Par l’absurde, six est une racine double deP, alorsP(x) = P′(x) = 0. MaisP′(x) = 0 =⇒ 3x2+1 = 0 =⇒ x =± i
p

3
,

qui ne sont pas des racines deP. Donc toutes les racines complexes deP sont simples.

b. On trouveX5 = (X2 −1)P(X)+X2 +X−1.

c. Si xk est une racine deP, alorsx5
k
= (x2

k
−1)P(xk )+ x2

k
+ xk −1 = x2

k
+ xk −1. On peut alors exprimer la somme

cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines deP :

N5 =
3∑

k=1

x2
k +σ1 −3=σ2

1 −2σ2 +σ1 −3=−2−3 =−5.

Exercice 2.6 ♥♥
Soient trois complexes(a,b,c) ∈C3 de module1 vérifianta +b + c = 1. Montrer que l’un de ces trois complexes vaut
1.

Solution : Comme|a| = 1,
1

a
= a et a +b +c = 1

a
+ 1

b
+ 1

c
= 1 d’oùσ1 = 1 etσ2 = ab+ac+bc = abc = α. Donc(a,b,c)

sont les racines du polynôme
P = X3 −X2 +αX−α.

PuisqueP(1) = 0, l’une des racines vaut1.

Exercice 2.7
Montrer qu’il n’existe pas de réels(u, v, w) vérifiant :

u+ v +w = 3 et uv + v w +wu = 6.

Solution : u, v, w seraient racines du polynômeP(X) = X3 −3X2 +6X+c avecc = uv w ∈R. Mais d’après le théorème
de Rolle,P′ posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce qui est faux.

B.5 Calculs en algèbre linéaire

B.5.1 Symbole de Kronecker

Dans un corpsK, pour deux indices(i , j )∈ [[1,n]]2 , on définit le symbole de Kronecker :

♥ 2.17 δi j =
{

1K si i = j

0K si i 6= j
.

Il apparaît souvent dans les calculs matriciels. La principale utilisation de ce symbole consiste à simplifier les sommes.
Dans une sommeS =∑

i∈I δi p ai , tous les termes de la somme sont nuls, sauf celui correspondant à l’indicei = p : S = ap .

Exemple 2.17
n∑

i=1

δi1ai i = a11,

n∑

i=1

n∑

j=1

δi j ai j =
n∑

i=1

ai i .
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B.5.2 Utilisation des matricesEpq en calcul matriciel

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques utilisationspratiques des matrices de la base canonique deMn(K).

DÉFINITION 2.1 ♥♥ Matrices Epq

Pour(p, q)∈ [[1,n]]2 , on définit la matrice

Epq =
(
δi pδi q

)
1Éi , jÉn

∈Mn(K).

Les coefficients de cette matrice sont tous nuls, sauf le coefficient à la lignep et à la colonneq qui vaut1K .

Dans le chapitre 25, on montre que la famille constituée de ces n2 matrices(Epq )1Ép,qÉn forme une base deMn(K). En
particulier, toute matriceA = (ai j ) ∈Mn (K) se décompose en une combinaison linéaire de ces matrices :

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Ei j .

Le produit de deux matrices de la base canonique est simple à retenir :

♥ 2.18 Epq ×Ekl = δqk Epl

Ces matrices fournissent des exemples simples en algèbre linéaire. Par exemple, sip 6= q, E2
pq = Epq Epq = 0 : la matrice

Epq est nilpotente d’indice2. Pourn Ê 2, l’anneauMn (R) n’est pas commutatif :E12E21 = E11 alors queE21E12 = E22 . . .

Exemple 2.18 Soit A = (ai j ) ∈Mn(K) et (p, q) ∈ [[1,n]]2 . CalculerTr(AEpq ). Décomposons la matriceA sur la base
canonique :

A =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Ei j

En utilisant la formule du produitEi j Epq , la linéarité de la trace et la trace d’une matrice de la base canonique :Tr (Ei q ) =
δi q ,

Tr (AEpq ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Tr(Ei j Epq ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δ j p Tr(Ei q ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j δ j pδi q = aqp .

Exemple 2.19Déterminer les formes linéairesϕ :Mn (K) 7→K vérifiant :

∀(A,B) ∈Mn(K), ϕ(AB)=ϕ(BA).

Soitϕ une telle forme linéaire. Si l’on considère deux matrices quelconquesA et B, on a2n2 coefficients arbitraires et
le calcul est pénible. Remarquons que si l’on connaîtϕ(Ei j ) pour tous(i , j ) ∈ [[1,n]], ϕ étant linéaire, on connaîtraϕ(A)

pour toute matriceA : il suffit de décomposerA sur la base canonique. Utilisons cette idée :
Puisqueϕ vérifie la propriété pour deux matrices quelconques, elle lavérifie en particulier pour deux matrices de la base
canoniqueEpq et Ekl , ϕ(Epq Ekl ) =ϕ(Ekl Epq ) et on doit donc avoir :

∀
(
p, q,k, l

)
∈ [[1,n]]4 , δqkϕ(Epl ) = δl pϕ(Ekq)

Soient
(
i , j

)
∈ [[1,n]]2 , aveci 6= j .

– En prenantp = i , l = j , q = k = i , on trouve queϕ(Ei j ) = δ j iϕ(Ei i ) = 0.
– En prenantp = l = i et q = k = j , on trouve queϕ(Ei i ) =ϕ(E j j ), c’est-à-dire queϕ prend la même valeur sur toutes

les matricesEi i .
En notantα=ϕ(E11) = ·· · =ϕ(Enn) cette valeur commune, on a doncϕ(Ei j ) =αδi j . Pour une matriceA quelconque,

ϕ(A)=ϕ(
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j Ei j )=
n∑

i=1

n∑

j=1

ai j ϕ(Ei j ) =
n∑

i=1

ai iαδi j =α
n∑

i=1

ai i =αTr (A)

Nous avons montré qu’il existaitα ∈K tel queϕ= αTr . Réciproquement, pour toutα ∈K, en posantϕ= αTr , ϕ vérifie
la propriété.

Exercice 2.8 ♥
Soit deux matricesA,B ∈Mn(K). On suppose que

∀X ∈Mn (K) Tr(AX)= Tr(BX).

Montrer queA =B.
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Solution : Si A = (ai j ) et X = (xi j ), on calcule

Tr(AX)=
n∑

i=1

n∑

k=1

aik xki .

En prenantX = Epq , xki = δkpδi q , Tr(AX)= aqp et∀(q, p) ∈ �1,n�, aqp = bqp d’où A =B.

Exercice 2.9 ♥♥
Soit une sous-algèbreA de l’algèbreMn (K). On suppose que

∀M ∈Mn (K), M2 ∈A =⇒ M ∈A

Montrer queA =Mn(R).

Solution : Supposons queA soit une sous-algèbre deMn (K) vérifiant∀M ∈Mn(K), M2 ∈ A =⇒ M ∈ A . Il suffit
de montrer que toute matriceEi j de la base canonique appartient àA . CommeA est une sous-algèbre deMn(K),
0Mn (K) ∈A . Or si (i , j ) ∈ [[1,n]]2 , E2

i j
= Ei j Ei j = δi j Ei j . Par conséquent, sii 6= j , E2

i j
∈ A et Ei j ∈A . Soit maintenant

i ∈ [[1,n]]. Soit j 6= i . On sait queEi j ,E j i ∈A et, puisqueA est une sous-algèbre deMn(K), le produitEi j E j i = Ei i est
encore dansA . CommeA contient toutes les matrices de la base canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de
Mn(K), A =Mn (K).

Regardons ce que donne la multiplication à gauche et à droited’une matrice par une matrice de la base canonique :
À faire : Dessins

1. Lorsqu’on pose la multiplicationEpq A, on remarque que toutes les lignes du produit sont nulles sauf la ligne p où
l’on retrouve les coefficients de la ligneLq de la matriceA.

2. Lorsqu’on pose la multiplicationAEpq , toutes les colonnes du produit sont nulles sauf la colonneq où l’on retrouve
les coefficients de la colonneCp de la matriceA.

Un premier exemple illustre l’utilisation de ces matrices :

Exemple 2.20Déterminer les matricesA ∈Mn(K) qui commutent avec toutes les matrices deMn(K).
Soit A une telle matrice. Puisqu’elle commute avec toutes les matrices,elle commute en particulier avec les matrices de
la base canonique :

∀(p, q) ∈ [[1,n]]2 , Epq A = AEpq .

Mais on a calculéEpq A et AEpq ci-dessus et on en déduit que∀ j 6= q, aq j = 0 et, en examinant le coefficient à la ligne
p et à la colonneq de ces deux produits, on obtient :∀p, q ∈ [[1,n]], aqq = app . En notantα = a11 = ·· · = ann , on a
nécessairementA = αIn : A est une matrice scalaire. Réciproquement, toute matrice scalaire commute avec toutes les
matrices.

Exercice 2.10 ♥
Déterminer les matricesA ∈Mn (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques.

Solution : A doit commuter avec toutes les matrices symétriquesEpp et on trouve queA doit nécessairement être
diagonale. Ensuite,A doit commuter avec toutes les matricesSi j = Ei j +E j i et, en effectuant le calcul, on trouve queA

doit être une matrice scalaire.

B.5.3 Calcul de déterminants

Faire apparaître des zéros

C’est, peu ou prou, la méthode de Gauss. La méthode est plus souple : on peut travailler sur les lignes et sur les colonnes.
Exercice 2.11

Calculer

D=

∣∣∣∣∣∣∣∣

−8 0 3 2

−1 8 −10 −7

−2 −7 4 −9

−5 −4 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Solution : On est en présence d’une matrice à coefficients entiers. On utilise la méthode
du pivot de Gauss. On utilise des petits pivots (en valeur absolue) pour éviter les quotients.
−8 0 3 2 L1 ←− L1 −2L4 2 8 7 0

−1 8 −10 −7 L2 ←− L2 +7L4 −36 −20 −24 0

−2 −7 4 −9 L3 ←− L3 +9L4 −47 −43 −14 0

−5 −4 −2 1 −5 −4 −2 1

.

On fait apparaître un pivot égal à1 : C2 ←− C2 −C3.

D =

∣∣∣∣∣∣

2 8 7

−36 −20 −24

−47 −43 −14

∣∣∣∣∣∣
=

2 1 7 2 1 7

−36 4 −24 L2 ←− L2 −4L1 −44 0 −52

−47 −29 −14 L3 ←− L3 +29L1 7 0 175

.

D’où D =−(−44×189− (−52)×11) = 7744.

Factorisation

C’est l’hygiène du calcul de déterminants. Repérer un facteur commun sur une ligne ou une colonne et mettre en facteur
simplifie le travail. En particulier lorsque la somme des lignes est constante, un bon réflexe est d’additionner toutes les
lignes dans première, de mettre en facteur (on n’a plus que des 1 sur la première ligne) puis on peut soustraire la première
colonne de toutes les autres...

Exercice 2.12
Soit a,b,c, x quatre complexes. Factoriser

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x a b c

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solution : En additionnant toutes les lignes dans la première, on fait apparaîtrex +a +b +c :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x +a +b +c x +a +b +c x +a +b +c x +a +b +c

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x +a +b +c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

La présence des1 sur la première ligne incite à soustraire par exemple la dernière colonne dans les autres :

D= (x +a +b +c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 1

a −b x −b c −b b

b −a c −a x −a a

c − x b − x a − x x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x +a +b +c)× (−1)×

∣∣∣∣∣∣

a −b x −b c −b

b −a c −a x −a

c − x b − x a − x

∣∣∣∣∣∣

On additionne la deuxième ligne dans la première :

D =−(x +a +b +c)

∣∣∣∣∣∣

0 x −b +c −a x −a +c −b

b −a c −a x −a

c − x b − x a − x

∣∣∣∣∣∣
=−(x +a +b +c)(x −a −b +c)

∣∣∣∣∣∣

0 1 1

b −a c −a x −a

c − x b − x a − x

∣∣∣∣∣∣

On soustrait la troisième colonne dans la deuxième, on développe ensuite suivant la première ligne :

D =−(x +a +b +c)(x −a −b +c)

∣∣∣∣∣∣

0 0 1

b −a c − x x −a

c − x b −a a − x

∣∣∣∣∣∣

=−(x +a +b +c)(x −a −b +c)

∣∣∣∣
b −a c − x

c − x b −a

∣∣∣∣= (x +a +b +c)(x −a −b +c)
[
(c − x)2 − (b −a)2

]

= (x +a +b +c)(x −a −b +c)(x −c −b +a)(x −c +b −a).

Exercice 2.13
Soitα1,α2,α3 trois réels. Calculer

D =

∣∣∣∣∣∣

1 cosα1 tan α1

2
1 cosα2 tan

α2

2
1 cosα3 tan

α3

2

∣∣∣∣∣∣
.

Démontrer que siα1 +α2 +α3 =π alorsD= 0.
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Solution : Soit tk = tan
αk

2 , on a

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1− t 2

1

1+ t 2
1

t1

1
1− t 2

2

1+ t 2
2

t2

1
1− t 2

3

1+ t 2
3

t3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 1− t 2

1 t1(1+ t 2
1 )

1+ t 2
2 1− t 2

2 t2(1+ t 2
2 )

1+ t 2
3 1− t 2

3 t3(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣

= 1

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 2 t1 + t 3

1

1+ t 2
2 2 t2 + t 3

2

1+ t 2
3 2 t3 + t 3

3

∣∣∣∣∣∣

en soustrayant la première colonne dans la deuxième. Maintenant on soustrait la première ligne dans les deux autres :

D = 1

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 2 t1 + t 3

1

t 2
2 − t 2

1 0 t2 − t1 + t 3
2 − t 3

1

t 2
3 − t 2

1 0 t3 − t1 + t 3
3 − t 3

1

∣∣∣∣∣∣
= (t2 − t1)(t3 − t1)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 2 t1 + t 3

1

t2 + t1 0 1+ t 2
2 + t 2

1 + t1t2

t3 + t1 0 1+ t 2
3 + t 2

1 + t1t3

∣∣∣∣∣∣

On développe par rapport à la deuxième colonne,

D=−2
(t2 − t1)(t3 − t1)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣
t2 + t1 1+ t 2

2 + t 2
1 + t1t2

t3 + t1 1+ t 2
3 + t 2

1 + t1t3

∣∣∣∣=−2
(t2 − t1)(t3 − t1)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣
t2 + t1 1+ t 2

2 + t 2
1 + t1t2

t3 − t2 t 2
3 − t 2

2 + t1(t3 − t2)

∣∣∣∣

=−2
(t2 − t1)(t3 − t1)(t3 − t2)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣
t2 + t1 1+ t 2

2 + t 2
1 + t1t2

1 t3 + t2 + t1

∣∣∣∣= 2
(t2 − t1)(t1 − t3)(t3 − t2)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

[
(t2 + t1)(t3 + t2 + t1)− (1+ t 2

2 + t 2
1 + t1t2)

]

= 2
(t2 − t1)(t1 − t3)(t3 − t2)

(1+ t 2
1 )(1+ t 2

2 )(1+ t 2
3 )

(t1t2 + t2t3 + t3t1 −1)

Commetan(ϑ1+ϑ2+ϑ3) = tanϑ1 + tanϑ2 + tanϑ3

1− tanϑ1 tanϑ2 − tanϑ2 tanϑ3 − tanϑ3 t anϑ1
, en prenantϑk = αk

2 , commeα1+α2+α3 =π,

on en déduit que le dénominateur1−tanϑ1 tanϑ2−tanϑ2 tanϑ3−tanϑ3 tanϑ1 s’annule, autrement ditt1t2+t2t3+t3t1−
1= 0 et par suiteD = 0.
Cela signifie que les points de paramètresαk avecα1 +α2 +α3 =π sont alignés sur la courbex = cos t ; y = tan t

2
.

Techniques polynomiales

Lorsque les coefficients sont des polynômes, le déterminantest lui-même un polynôme.
Exercice 2.14 ♥♥

Soit a0, a1, . . . , an−1 ∈Cn , soit x ∈C .
Calculer

D(x)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . 0 −a0

1 −x . . . 0 −a1

0 1
...

... −a2

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 −an−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Solution : On développe par rapport à la dernière colonne :

D(x)= (−1)n−1 × (−a0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x 0 . . . 0

0 1
...

... 0

0 0 1
... 0

...
...

... 1
...

0 . . . . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)n × (−a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . . . . 0

0 1 −x
... 0

0 0 1
... 0

...
...

... 0
...

0 . . . . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ . . .+ (−1)n+k−1× (−ak )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . −x 0
...

...
...

... 1
...

0 . . . . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ . . .+ (−an−1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . . . . 0

1 −x
...

... 0

0 1 −x
... 0

...
...

... −x 1

0 . . . . . . 1 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

En développant les déterminants par blocs (triangulaires)

D(x)= (−1)n−1 × (−a0)×1+ (−1)n × (−a1)× (−x)+ . . .+ (−1)n+k−1 × (−ak )× (−x)k + . . .+ (−1)n+n−2−1 × (−an−2)× (−x)n−2

+ (−1)n+n−1−1 × (−an−1 − x)× (−x)n−1

Puis, en effectuant les calculs,

D(x) = (−1)n a0 + (−1)n a1x + . . .+ (−1)n ak xk + . . .+ (−1)n an−2xn−2 + (−1)n(an−1 + x)xn−1

= (−1)n
(
a0 +a1x + . . .+an−1xn−1 + xn

)
.

On peut reprendre un exercice précédent en simplifiant les calculs ... à condition d’avoir le bon coup d’œil et de connaître
ses déterminants de Vandermonde :

Exercice 2.15 ♥♥
Calculer

∆=

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 1− t 2

1 t1(1+ t 2
1 )

1+ t 2
2 1− t 2

2 t2(1+ t 2
2 )

1+ t 2
3 1− t 2

3 t3(1+ t 2
3 )

∣∣∣∣∣∣
.

Solution : Comme précédemment,

∆=

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 2 t1(1+ t 2

1 )

1+ t 2
2 2 t2(1+ t 2

2 )

1+ t 2
3 2 t3(1+ t 2

3 )

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣

1+ t 2
1 1 t1(1+ t 2

1 )

1+ t 2
2 1 t2(1+ t 2

2 )

1+ t 2
3 1 t3(1+ t 2

3 )

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣

t 2
1 1 t1(1+ t 2

1 )

t 2
2 1 t2(1+ t 2

2 )

t 2
3 1 t3(1+ t 2

3 )

∣∣∣∣∣∣
.

En utilisant la multilinéarité du déterminant :

∆= 2

∣∣∣∣∣∣

t 2
1 1 t1

t 2
2 1 t2

t 2
3 1 t3

∣∣∣∣∣∣
+2

∣∣∣∣∣∣

t 2
1 1 t 3

1

t 2
2 1 t 3

2

t 2
3 1 t 3

3

∣∣∣∣∣∣
.

Le premier déterminant est le déterminant de VandermondeV3(t1, t2, t3) = (t2 − t1)(t3 − t1)(t3 − t2) et le second est le

coefficient dex dans

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 x3

1 t1 t 2
1 t 3

1

1 t2 t 2
2 t 3

2

1 t3 t 2
3 t 3

3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= V4(x, t1, t2, t3).

Or V4(x, t1, t2, t3) = (x − t1)(x − t2)(x − t3)V3(t1, t2, t3)(t1t2 + t2t3 + t3t1).
Ainsi le coefficient dex égale−(t1t2 + t2t3 + t3t1)V3(t1, t2, t3).
Finalement,∆=−2V3(t1, t2, t3)(t1t2 + t2t3 + t3t1 −1).

L’avantage d’être un polynôme, c’est qu’il est déterminé par un nombre fini de valeurs.
Exercice 2.16 ♥♥

1. Soita,b deux réels distincts,x1, . . . , xn , n nombres réels.
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En ajoutantx à chacun des éléments, calculer

Da,b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 b . . . b b

a x2 . . . . . . b

a a x3
...

...
...

...
...

... b

a . . . . . . a xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

2. Soita un réel,x1, . . . , xn , n nombres réels.
Calculer

Da =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 a . . . a a

a x2 . . . . . . a

a a x3
...

...
...

...
...

... a

a . . . . . . a xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Solution :

1. Cet exercice illustre l’adage : Plus une égalité comportede variables, plus elle est facile à démontrer !
Ici on cherche à calculerDa,b = Da,b(0) avec

Da,b(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + x b + x . . . b + x b + x

a + x x2 + x . . . . . . b + x

a + x a + x x3 + x
...

...
...

...
...

... b + x

a + x . . . . . . a + x xn + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Da,b(x) est un polynôme enx.
En retranchant la première colonne à toutes les autres puis en développant par rapport à la première colonne (ou
en dérivant deux fois par rapport àx le déterminantDa,b(x)), on voit queDa,b(x) est un polynôme enx de degré
inférieur ou égal à1, c’est-à-dire une fonction affine.Da,b(x) = αx +β.
Maintenant, il suffit de déterminer la valeur deDa,b(x) en deux points distincts. Par exemple en−a et−b on voit
alors qu’on a à calculer le déterminant d’une matrice triangulaire.

Da,b(−a)=
n∏

k=1

(xk −a) et Da,b(−b) =
n∏

k=1

(xk −b).

D’où

α=
Da,b(−a)−Da,b(−b)

b −a
= 1

b −a

(
n∏

k=1

(xk −a)−
n∏

k=1

(xk −b)

)
.

En posantΠt =
n∏

k=1

(xk − t), la valeur qui nous intéresse estβ= Da,b(0) =Πa +a
Πb −Πa

b −a
.

2. a étant fixé, la fonctionD : b 7−→ Da,b est continue puisque c’est un polynôme enb.

DoncDa = D(a)= lim
b→a

D(b)=Πa +aΠ′
a =

n∏

k=1

(xk −a)−
n∑

i=1

∏

1ÉkÉn
k 6=i

(xk −a).

Un exercice déjà vu :
Exercice 2.17 ♥♥

Soit a,b,c, x quatre complexes. Factoriser

Pa,b,c (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x a b c

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solution : Pa,b,c est un polynôme de degré inférieur ou égal à4. Le coefficient dex4 ne peut être obtenu qu’en prenant
lesx de la diagonale principale. Donc ce coefficient égale1.
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En additionnant toutes les lignes dans la première, on trouve x +a +b +c :

Pa,b,c (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x +a +b +c x +a +b +c x +a +b +c x +a +b +c

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x +a +b +c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Autrement dit, le polynômeX+a +b +c divisePa,b,c (X).
Cette fois nous allons multiplier la deuxième et la quatrième ligne par−1. Nous additionnons le tout dans la première
ligne et nous pouvons factoriserx −a +b −c. Cette fois, c’estX−a +b −c qui divisePa,b,c (X).
En multipliant la deuxième et la troisième ligne par−1, on trouveX − a − b + c divise Pa,b,c (X) et en multipliant la
troisième et la quatrième ligne par−1, on trouve queX+a −b −c divisePa,b,c (X).
Lorsque les quatre nombresa+b+c,−a+b−c,−a−b+c, a−b−c sont distincts deux à deux, alors les quatre polynômes
X+ a +b + c sont premiers entre eux, donc leur produit divisePa,b,c (X). CommePa,b,c (X) et (X+ a +b + c)(X− a +b −
c)(X − a −b + c)(X + a −b − c) sont deux polynômes de degré4, que le deuxième divise le premier et qu’ils sont tous
deux unitaires, on a

∀x ∈C, Pa,b,c (x) = (x +a +b +c)(x −a +b −c)(x −a −b +c)(x +a −b −c).

Dans le cas où au moins deux des nombresa +b + c; −a +b − c; −a −b + c et a −b − c sont égaux, on remplaceb par
b′ = b+h et c parc ′ = c+2h. La fonctionh 7−→Pa,b′ ,c ′(x) = (x+a+b′+c ′)(x−a+b′−c ′)(x−a−b′+c ′)(x+a−b′−c ′)
est un polynôme enh donc une application continue, qui est nulle d’après ce qui précède pourh > 0 assez petit pour que
lesa +b′+c ′, −a +b′−c ′, −a −b′+c ′ et a −b′−c ′ soient tous distincts. (Il suffit de prendreh plus petit que la moitié
du plus petit des nombres strictement positifs parmi|a ±b|, |a ± c| et |b ± c|.) Donc en faisant tendreh vers zéro, on a
bienPa,b,c (x)− (x +a +b +c)(x −a +b −c)(x −a −b +c)(x +a −b −c) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

Remarque : Il faut parfois se torturer les méninges pour éviter des calculs pas forcément méchants. C’était surtout pour
voir la méthode. Méthode qui est beaucoup plus efficace avec les polynômes à plusieurs indéterminées (qui ne sont pas au
programme). En effet, plus il y a de variables...

Dérivation

Un déterminant peut être une fonction d’une (ou plusieurs) variable(s). Il faut savoir la dériver.
Exercice 2.18 ♥♥

Soit a,b,c,d quatre réels. On pose∆(d) =

∣∣∣∣∣∣

cos(a +d) sin(a +d) cos(b −c)

cos(b +d) sin(b +d) cos(c −a)

cos(c +d) sin(c +d) cos(a −b)

∣∣∣∣∣∣
.

1. Calculer∆(b −c −a).

2. Calculer la dérivée∆′(d).

3. Conclure.

Solution :

1. On aa +d = b −c; b +d = 2b −c −a; c +d = b −a. Donc

∆(b −c −a) =

∣∣∣∣∣∣

cos(b −c) sin(b −c) cos(b −c)

cos(2b −c −a) sin(2b −c −a) cos(c −a)

cos(b −a) sin(b −a) cos(a −b)

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

0 sin(b −c) cos(b −c)

cos(2b −c −a)−cos(c −a) sin(2b −c −a) cos(c −a)

0 sin(b −a) cos(a −b)

∣∣∣∣∣∣

=−(cos(2b −c −a)−cos(c −a))

∣∣∣∣
sin(b −c) cos(b −c)

sin(b −a) cos(a −b)

∣∣∣∣

= (cos(c −a)−cos(2b −c −a))(sin(b −c)cos(b −a)−cos(b −c)sin(b −a))

= (cos(c −a)−cos(2b −c −a))sin(b −c − (b −a)) = (cos(c −a)−cos(2b −c −a))sin(a −c)

= 1

2
sin(2a −2c)− 1

2
(sin(2b −2c)+ sin(2a −2b)) =

1

2
(sin(2a −2c)+ sin(2c −2b)+ sin(2b −2a)) .

2. En notantCk (d) la k-ième colonne. On a (voir proposition 6.3 p. 232 )

∆′(d) =
∣∣C′

1(d)C2(d)C3(d)
∣∣+

∣∣C1(d)C′
2(d)C3(d)

∣∣+
∣∣C1(d)C2(d)C′

3(d)
∣∣ .
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(On aurait bien sûr un résultat semblable avec les lignes). On a donc

∆′(d) =−

∣∣∣∣∣∣

sin(a +d) sin(a +d) cos(b −c)

sin(b +d) sin(b +d) cos(c −a)

sin(c +d) sin(c +d) cos(a −b)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

cos(a +d) cos(a +d) cos(b −c)

cos(b +d) cos(b +d) cos(c −a)

cos(c +d) cos(c +d) cos(a −b)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

cos(a +d) sin(a +d) 0

cos(b +d) sin(b +d) 0

cos(c +d) sin(c +d) 0

∣∣∣∣∣∣

= 0+0+0

3. Conclusion :∆(d) ne dépend pas ded et∀d ∈R,∆(d) = 1

2
(sin(2a −2c)+ sin(2c −2b)+ sin(2b −2a)).

Plus il y a de variables...

Matrices

Les déterminants sont utiles pour les matrices, pourquoi pas l’inverse ?
Exercice 2.19

Soit a,b,c,d ∈C. Calculer

∣∣∣∣∣∣∣∣

b +c +d a +c +d a +b +d a +b +c

b2 +c2 +d2 a2 +c2 +d2 a2 +b2 +d2 a2 +b2 +c2

b3 +c3 +d3 a3 +c3 +d3 a3 +b3 +d3 a3 +b3 +c3

b4 +c4 +d4 a4 +c4 +d4 a4 +b4 +d4 a4 +b4 +c4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solution : On a



b +c +d a +c +d a +b +d a +b +c

b2 +c2 +d2 a2 +c2 +d2 a2 +b2 +d2 a2 +b2 +c2

b3 +c3 +d3 a3 +c3 +d3 a3 +b3 +d3 a3 +b3 +c3

b4 +c4 +d4 a4 +c4 +d4 a4 +b4 +d4 a4 +b4 +c4


=




a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4


×




0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0


 .

Á l’aide d’un déterminant de Vandermonde :
∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

a b c d

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= abcd(d −c)(d −b)(d −a)(c −b)(c −a)(b −a).

En additionnant dans la première ligne :

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=−3

∣∣∣∣∣∣

1 1 1

0 1 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣
=−3

∣∣∣∣∣∣

1 1 0

0 1 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣
1 1

1 0

∣∣∣∣=−3.

Donc
∣∣∣∣∣∣∣∣

b +c +d a +c +d a +b +d a +b +c

b2 +c2 +d2 a2 +c2 +d2 a2 +b2 +d2 a2 +b2 +c2

b3 +c3 +d3 a3 +c3 +d3 a3 +b3 +d3 a3 +b3 +c3

b4 +c4 +d4 a4 +c4 +d4 a4 +b4 +d4 a4 +b4 +c4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=−3abcd(d −c)(d −b)(d −a)(c −b)(c −a)(b −a).

Un autre exemple, déjà vu :
Exercice 2.20

Soit a,b,c, x quatre complexes. Factoriser

Pa,b,c (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x a b c

a x c b

b c x a

c b a x

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Solution : Après une bonne contemplation, il saute aux yeux que :




x a b c

a x c b

b c x a

c b a x







1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

1 1 −1 −1


=




x +c +b +a −x +c +b −a x −c +b −a −x −c +b +a

x +c +b +a −x +c +b −a −x +c −b +a x +c −b −a

x +c +b +a x −c −b +a x −c +b −a x +c −b −a

x +c +b +a x −c −b +a −x +c −b +a −x −c +b +a




d’où l’égalité :

Pa,b,c (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

1 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x +a +b +c)(x +a −b −c)(x −a +b −c)(x −a −b +c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

1 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

et il suffit de vérifier que

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

1 1 1 1

1 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
est non nul. Or ses vecteurs colonnes sont orthogonaux deux àdeux.

Enfin un exemple qui ressemble plus à une devinette :
Exercice 2.21

Démontrer que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−ps pr −q qs − r

ns −m 1−nr mr − s

mp −n nq −p 1−mq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 m n

q 1 p

r s 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1+m2 +n2 m +q +np n+ r +ms

m +q +np 1+p2 +q2 p + s +qr

n+ r +ms p + s +qr 1+ r 2 + s2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Solution : Soit A =




1 m n

q 1 p

r s 1


. La deuxième égalité vient de

At A =




1 m n

q 1 p

r s 1



×




1 q r

m 1 s

n p 1



=




1+m2 +n2 m +q +np n+ r +ms

m +q +np 1+p2 +q2 p + s +qr

n+ r +ms p + s +qr 1+ r 2 + s2




.

Pour la première, on commence par calculer les cofacteurs :

det AI3 = A




1−ps ns −m mp −n

pr −q 1−nr 1−mq

qs − r nq −p mr − s




.

En calculant le déterminant des deux membres :

(det A)3 = det A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−ps ns −m mp −n

pr −q 1−nr 1−mq

qs − r nq −p mr − s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= det A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−ps pr −q qs − r

ns −m 1−nr mr − s

mp −n nq −p 1−mq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

puisqu’une matrice a même déterminant que sa transposée. LorsqueA est inversible, on obtient la première égalité en
simplifiant pardet A. LorsqueA n’est pas inversible, la matrice transposée des cofacteursn’est pas inversible non plus.
En effet, lorsqu’on la multiplie parA on trouve la matrice nulle. Donc les deux membres de l’égalité sont nuls.

Polynôme caractéristique

Cette méthode sera utilisée l’an prochain.
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Annexe C
Techniques d’ analyse

Le Calcul infinitésimal, [...], est l’apprentissage du maniement des inégalités bien plus que des égalités, et on pourrait le
résumer en trois mots : MAJORER, MINORER, APPROCHER.

Jean Dieudonné, Calcul Infinitésimal, (1968).

C.1 Majorer-minorer

En algèbre, on s’intéresse particulièrement à des égalitésalors que l’analyse est l’art des approximations où les majorations-
minorations jouent un rôle essentiel. Dans ce paragraphe, nous allons voir un bon usage des inégalités et étudier quelques
erreurs fréquentes qu’il est bon d’analyser pour ne jamais les commettre.

C.1.1 Quelques inégalités classiques

Majorations trigonométriques

On a les majorations fondamentales en trigonométrie :

♥ 3.1 ∀x ∈R, |sin(x)| É 1, |cos(x)| É 1.

Préférer une majoration en valeur absolue à des inégalités lorsque c’est possible.

♥ 3.2 ∀x ∈R, |sin(x)| É |x|.

Cette dernière majoration est surtout intéressante lorsque x est proche de0.

π
2

y = sin(x)

y = x

y =−x

1

−1

Exemple 3.1 En utilisant la trigonométrie, on peut majorer une différence de sinus ou de cosinus :

|sin x − sin y | =
∣∣∣2sin

( x − y

2

)
cos

( x + y

2

)∣∣∣É 2
∣∣sin

x − y

2

∣∣É |x − y |

|cos x −cos y | =
∣∣∣2sin

( x − y

2

)
sin

( x + y

2

)∣∣∣É 2
∣∣sin

x − y

2

∣∣É |x − y |.

(On aurait pu également utiliser que les fonctionssin et cos sont 1-lipschitzienne puisque|sin′(x)| = |cos(x)| É 1 et
|cos′(x)| = |sin(x)| É 1).
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Majoration de produits

♥ 3.3 ∀(a,b) ∈R2, |ab| É a2 +b2

2

ce qui permet de majorerab et−ab par une somme de deux carrés. La démonstration s’obtient en développant(a+b)2 Ê 0

et (a −b)2 Ê 0.
Pour2n réels(a1, . . . , an ) ∈Rn , (b1, . . . ,bn ) ∈Rn ,

♥ 3.4

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai bi

∣∣∣∣∣É
(

n∑

i=1

a2
i

)1/2 (
n∑

i=1

b2
i

)1/2

C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée avec le produit scalaire canonique deRn .

Étude de fonctions

Il est souvent utile d’étudier une fonction pour montrer uneégalité.

Exemple 3.2Montrer que∀x Ê 0, x−
x3

6
É sin x É x. Définissons les deux fonctionsf etg sur[0,+∞[ par f (x) = sin x−x

et g (x) = sin x − x + x3

6
. Elles sont dérivables etf ′(x) = cos x −1É 0 ce qui montre quef est décroissante. Donc∀x Ê 0,

f (x) Ê f (0) = 0 d’où la majoration desin. Ensuite,g ′(x) = cos x −1+ x2

2
, g ′′(x) =−sin x + x Ê 0 doncg ′ est croissante,

et commeg ′(0) = 0, g ′ est positive doncg est croissante et commeg (0) = 0, g (x) Ê 0 d’où la minoration.

0 +∞

f ′ −

g ′ +
f 0&
g 0%

Exercice 3.1 ♥
Montrer que∀x Ê 0, x − x

2
É ln(1+ x) É x.

Solution : En posantf (x) = ln(1+x)−x et g (x) = ln(1+x)−x+x2/2, f ′(x) =− x
x+1 É 0 pourx Ê 0 et g ′(x) = x2

x+1 Ê 0.
Dresser le tableau de variations def et g pour conclure.

Procéder par inégalités équivalentes

On est souvent amené à se demander si une inégalité est vraie.On peut procéder par équivalences (c’est l’un des rares cas
nous vous le conseillons !) pour aboutir à une inégalité triviale.

Exemple 3.3On veut comparer les deux réels
√

2−
p

2 et
√

3−
p

3. Procédons par équivalence en utilisant quex 7→
p

x

et x 7→ x2 sont des fonctions croissantes :
√

2−
p

2 É
√

3−
p

3

⇐⇒2−
p

2 É 3−
p

3

⇐⇒
p

3−
p

2 É 1

⇐⇒3−2
p

6+2 É 1

⇐⇒
p

6 Ê 2

⇐⇒6 Ê 4

La dernière inégalité étant vraie, on en déduit que
√

2−
p

2É
√

3−
p

3.
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Utilisation de la convexité

♥ 3.5 ∀x ∈R, ex Ê 1+ x .

♥ 3.6 ∀x ∈]−1,+∞[, ln(1+ x) É x .

On utilise la convexité (concavité) de l’exponentielle (dulogarithme). La courbe est située au dessus (en dessous) de
chacune de ses tangentes.

y = 1+ x

y = ex

y = x

y = ln(1+ x)

π
2

y = sin x

y = 2
π x

convexité deexp concavité deln concavité desin

La fonction sinus est concave sur[0,π/2], donc son graphe se situe au dessus de la corde. On obtient l’inégalité :

∀x ∈ [0,π/2], sin x Ê 2x

π
.

La fonctionx 7→ xα étant convexe surR∗
+ pourαÊ 1, on peut utiliser l’inégalité de convexitéf

(
a +b

2

)
É f (a)+ f (b)

2
pour

obtenir l’inégalité
(a +b)α É 2α−1(aα+bα).

La fonction f : x 7→ ln(1+ ex ) étant convexe surR. En effet f est deux fois dérivable surR et pour toutx ∈ R, f ′(x) =
ex

1+ex
= 1

e−x +1
est croissante surR. On en déduit, d’après la proposition 12.23 p. 482 en prenantlesλk égaux à1

n
que

pour tous(x1, . . . , xn ) réels,

ln

(
1+ 1

n

n∑

k=1

exk

)
É 1

n

n∑

k=1

ln
(
1+exk

)
.

En prenant pour lesxk les ln(yk ), on obtient pour tous(y1, . . . , yn ) réels positifs,

ln

(
1+exp

(
1

n

n∑

k=1

ln(yk )

))
É 1

n

n∑

k=1

ln
(
1+ yk

)
,

soit

ln

(
1+

(
n∏

k=1

yk

))
É ln



(

n∏

k=1

1+ yk

) 1
n


 ,

soit, en prenant l’exponentielle des deux membres :

1+
(

n∏

k=1

yk

) 1
n

É
(

n∏

k=1

1+ yk

) 1
n

.

On applique cette dernière inégalité en prenant pouryk le quotient de deux nombres positifsbk et ak , ce qui donne, pour
tous(a1, . . . , an ,b1, . . . ,bn ) réels positifs,

1+
(

n∏

k=1

bk

ak

) 1
n

É
(

n∏

k=1

1+
bk

ak

) 1
n

.

Enfin, en multipliant les deux membres par
(∏n

k=1
bk

) 1
n , on obtient :

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

+
(

n∏

k=1

bk

) 1
n

É
(

n∏

k=1

(ak +bk )

) 1
n

.

Cette dernière inégalité - qui signifie que la somme des moyennes géométriques est inférieure à la moyenne géométrique
de la somme - reste vraie lorsque l’un (ou plusieurs) desak ou bk est nul, par passage à la limite.
Voir aussi les propositions 12.27 et 12.28 p. 484.
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C.1.2 Techniques de majoration

En analyse, on utilise par défaut desinégalités larges(É,Ê). Une inégalité stricte peut être parfois nécessaire, maisil faut
toujours la justifier. Par exemple,

∀x ∈R, |sin(x)| É |x|
est une inégalité classique. Par contre la formule

∀x ∈R, |sin x| < |x|

est fausse : pourx = 0 l’inégalité stricte n’est pas vérifiée.

Majorer des produits-quotients

Attention aux multiplications d’inégalités :

a É b =⇒
{

ac É bc si c Ê 0

ac Ê bc si c < 0
.

En pratique, on utilise souvent les valeurs absolues et les termes à majorer sont positifs. Pour majorer un produitP = P1×P2

de termes positifs, il suffit de majorer chaque terme du produit.

Exemple 3.4 un = (n2 +2n +1) ln(n2 +1). Puisque∀n ∈N, ln(n2 +1) É n2 et que pourn Ê 1, 2n É 2n2 et 1 É n2, on
obtient la majoration grossière :

∀n Ê 1, un É (4n2)×n2 = 4n4.

Pour majorer un quotientde termes positifs, majorer le numérateur et minorer le dénominateur.

Exemple 3.5 Encadrer pourx ∈ [2,3] f (x) = x −1

ex +1
. Puisque2 É x É 3, 1 É x −1 É 2 et e2 +1 É ex +1 É e3 +1 d’où

1

e3 +1
É f (x) É

2

e2 +1
.

Exemple 3.6

un =
n∑

k=1

p
k2 +nk

n3 +k2 −k

Puisque lorsque1 É k É n, k2 +nk É 2n2 et n3 +k(k −1) Ê n3, on majore

0É un É n×
p

2n2

n3
=

p
2

n
−−−−−→
n→+∞

0.

Exercice 3.2 ♥
Majorer(un) par une suite de la formeCnα à partir d’un certain rang :

a. un =
n3 +n2

n2 +1

b. un = n+1

3n2−n

c. un =
p

n3 +n2 −n+1−
p

n3 +3n

Solution :
a. Pourn Ê 1, n3 +n2 É 2n3 et n2 +1 Ê n2 d’où un É 2n.
b. Pourn Ê 1, 3n2−n = (1+ 2)n2−n Ê 1+ 2(n2 −n) en utilisant la formule du binôme (c’est un cas particulier de

l’inégalité de Bernoulli, voir l’exercice 8.30 page 329) eten minorant les termes positifs restants par0. Par
conséquent,

un É 2n

2n2 −2n+1
É 2n

2(n2 −n)
É n

n2/2
É 2

n

puisquen2 −n Ê n2/2 pourn Ê 2.
c. Avec les quantités conjuguées,

un = n2 −4n+1
p

n3 +n2 +n+1+
p

n3 +n
É 2n2

2n3/2
= 1

p
n

puisque pourn Ê 1, 1 É n2.
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Bonne utilisation des valeurs absolues

Une valeur absolue, un module (ou une norme) permettent de mesurer desdistances: |a−b| mesure l’écart entre les deux
réels (complexes)a et b. Ce sont des outils indispensables en analyse. Par exemple,pour montrer qu’une suite converge
vers une limitel , il suffit de majorer la quantitéεn = |un − l | par une suite qui converge vers0. L’année prochaine, vous
utiliserez desnormesqui se manipulent comme la valeur absolue et le module. Autant prendre maintenant de bonnes
habitudes et utiliser la valeur absolue aussi souvent que possible.
Les propriétés importantes sur les modules-valeurs absolues sont

1. L’inégalité triangulaire :|a +b| É |a|+ |b|

2. La minoration de l’inégalité triangulaire :
∣∣∣|a|− |b|

∣∣∣É |a +b| qui permet au choix deux minorations d’un module :

{
|a|− |b|
|b|− |a|

É |a +b|.

3. Le module d’un produit :|a ×b| = |a|× |b|.
On a par exemple en utilisant l’inégalité triangulaire :

|a|− |b| É |a −b| É |a|+ |b|.

Exemple 3.7 On définit f (x) = sin x −2cos x

esin x
. Majorer| f (x)| pourx ∈R.

| f (x)| É |sin x|+2|cos x|
esin x

É 3

e−1
= 3e.

On a utilisé l’inégalité triangulaire|sin x+2cos x| É |sin x|+2|cos x|, que|sin x| É 1, queesin x était positive pour enlever
la valeur absolue, puis quesin x Ê−1 pour minorer le dénominateur.

Exemple 3.8 Pourx 6= 0, on définitf (x) = |1−3x2|− x

x
Minorer | f (x)| par une fonction de typeCxα pour|x| grand.

| f (x)| =
∣∣|1−3x2|− x

∣∣
|x|

Ê |1−3x2|− |x|
|x|

= |3x2 −1|− |x|
|x|

Ê 3x2 −1−|x|
|x|

Ê 3x2 −2x2

|x|
Ê |x|

On a utilisé la minoration de l’inégalité triangulaire,
∣∣|1−3x2|− x

∣∣Ê |1−3x2|−|x| puis l’inégalité triangulaire|1−3x2| É
1+3|x2| et que|x|+1 É 2|x|2 pour|x| Ê 1.

Exercice 3.3 ♥
Montrer que la fonction

f :





R2 −→ R

(x, y) 7−→





sin(x y)

x2 + y2
si (x, y) 6= (0,0)

0 si (x, y) = (0,0)

est bornée.

Solution : Pour(x, y) 6= (0,0),

| f (x, y)| É |x y |
x2 + y2

É 1

2

On a utilisé les inégalités classiques|sinθ| É |θ| et |ab| É a2+b2

2
.
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On se sert très souvent de l’inégalité triangulaire pour majorer des sommes et des intégrales :
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

un

∣∣∣∣∣É
n∑

i=1

|un |

∣∣∣∣
∫b

a
f (t) dt

∣∣∣∣É
∫b

a

∣∣ f (t)
∣∣ dt .

Pour les intégrales de Riemann, on utilise également la majoration fondamentale :

∀x ∈ [a,b], f (x) É g (x) =⇒
∫b

a
f (x) dx É

∫b

a
g (x) dx

Si f est une fonction continue sur unsegment[a,b], elle est bornée et on note‖ f ‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x)|. On se sert très souvent

de la majoration :
∣∣∣
∫b

a
f (t) dt

∣∣∣É
∫b

a
| f (t)|dt É (b −a)‖ f ‖∞

Exemple 3.9 On définit la suite d’intégrales

In =
∫1

0
xn f (x) dx

où f : [0,1] 7→R est une fonction continue. Montrer queIn −−−−−→
n→+∞

0.

La fonction f est continue sur un segment donc est bornée. Notons‖ f ‖∞ = sup
x∈[0,1]

| f (x)| et majorons :

|In | =
∣∣∣∣
∫1

0
xn f (x) dx

∣∣∣∣É
∫1

0
|xn || f (x)| dx É

∫1

0
xn‖ f ‖∞ dx = ‖ f ‖∞

∫1

0
xn dx =

‖ f ‖∞
n+1

−−−−−→
n→+∞

0.

On rencontre souvent en pratique l’intégrale

♥ 3.7 Jn =
∫1

0
xn dx = 1

n+1
.

1

1
y = xn

∫1
0 xn dx = 1

n+1

Multimédia : animation pour voir l’aire
∫1

0 xn f (t)d t qui tend vers 0

C.1.3 Erreurs de majoration fréquentes

Une faute très fréquente consiste à majorer à l’intérieur des valeurs absolues :a É b =⇒ |a| É |b|. C’est faux en général.
Par exemple,−3 É−2 et pourtant|−3| = 3> 2 = |−2|.

Exemple 3.10Voici une erreur typique rencontrée dans une copie : puisquesin x É 1 et−sin y É 1, pourx, y > 0 on a :
∣∣∣∣

sin x

x
− sin y

y

∣∣∣∣É
∣∣∣∣

1

x
− 1

y

∣∣∣∣

Si on prend par exemplex = π et y =π/2, l’inégalité obtenue s’écrit
∣∣−2
π

∣∣É
∣∣ 1
π
− 2

π

∣∣= 1
π

qui est évidemment fausse.

Le résultat suivant est classique et souvent posé en devoir :

LEMME 3.1 ♥♥ Lebesgue
Soit f ∈C 1([a,b],C),

In =
∫b

a
sin(nt) f (t) dt −−−−−→

n→+∞
0

Dans les deux « démonstrations » suivantes, il y a des erreursde majoration. Trouvez-les ! La fonctionf est continue sur
le segment[a,b] donc est bornée. On note‖ f ‖∞ = sup

x∈[a,b]

| f (x)|.
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|In | =
∣∣∣∣
∫b

a
f (t)sin(nt) dt

∣∣∣∣

É ‖ f ‖∞
∣∣∣∣
∫b

a
sin(nt) dt

∣∣∣∣

É ‖ f ‖∞
∣∣∣∣

cos(nb)−cos(na)

n

∣∣∣∣

É 2

n
−−−−−→
n→+∞

0.

|In | É
∫b

a
| f (t)||sin(nt)| dt

É ‖ f ‖∞
∫b

a
|sin(nt)| dt

É ‖ f ‖∞
|cos(nb)|− |cos(na)|

n

É 2‖ f ‖∞
n

−−−−−→
n→+∞

0.

Dans la première série de majorations, on a majoré à l’intérieur des valeurs absolues en multipliant parsin t qui peut
être négatif (deux erreurs). Dans la deuxième série, les majorations sont correctes, mais|sin(nt)| ne se primitive pas en
|cos(nt)|/n.

Remarque 3.1 On comprend graphiquement le résultat précédent : lorsquen est grand, la fonctiont 7→ sin(nt) oscille
beaucoup entrea et b et les aires positives compensent les aires négatives :

y = f (t)

y =− f (t)

On comprend également que
∫b

a f (t)|sin(nt)| dt ne converge pas vers0 et que la dernière tentative était vouée à l’échec !

La preuve correcte est instructive et doit être étudiée soigneusement.
Démonstration ♥♥♥ Puisque la fonctionf est de classeC 1, on peut intégrer par partiesIn et puisquef et f ′ sont continues sur
le segment[a,b], elles sont bornées :

In =
[
− f (t)cos(nt)

n

]b

a
+ 1

n

∫b

a
f ′(t)cos(nt) dt

et en utilisant l’inégalité triangulaire :

|In | É
| f (b)||cos(nb)|+ | f (a)||cos(na)|

n
+

1

n

∫b

a
| f ′(t)||cos(nt)| dt

É 2‖ f ‖∞
n

+ ‖ f ′‖∞(b −a)

n
−−−−−→
n→+∞

0

Remarque 3.2 On montre que le résultat précédent reste vrai lorsquef est uniquement continue par morceaux sur
[a,b]. On commence par le démontrer lorsquef est une fonction indicatrice d’un segment (la fonction indicatrice d’une
partie deR est la fonction qui vaut1 sur cette partie et0 partout ailleurs), puis lorsquef est une fonction en escalier et
on utilise l’approximation d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier.

C.1.4 Suivre son intuition avant de majorer

Pour montrer qu’une suite(un ) converge vers0, on majore|un |. Par contre, pour montrer queun −−−−−→
n→+∞

l , il ne sert à rien

de majorer|un |, c’est|un − l | qu’il faudrait majorer. Avant de se lancer dans une majoration hasardeuse, il est nécessaire
de comprendre intuitivement comment se comportent les différents termes.
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Exemple 3.11Étudier la suite de terme généralun = 1

n!

n∑

k=1

k!. Commençons par écrire les différents termes de la somme

d’une autre façon pour comprendre ce qui se passe :

un = 1

n!
(1+1×2+·· · +1×2×·· · ×n) = 1+ 1

n
+ 1

n(n−1)
+·· ·+ 1

n(n−1) . . . 3
+ 1

n(n−1) . . . 2
.

Une erreur fréquente : puisque
1

n
−−−−−→
n→+∞

0, . . .,
1

n(n−1) . . . 2
−−−−−→
n→+∞

0, un −−−−−→
n→+∞

1 : bien que chaque terme tende vers

0, le nombre de termes augmenteavecn. Avec le même raisonnement, on aurait1 =
1

n
+·· ·+

1

n︸ ︷︷ ︸
n fois

−−−−−→
n→+∞

0 !

Nous allons tout de même montrer queun −−−−−→
n→+∞

1 en écrivantun = 1+εn et en montrant queεn −−−−−→
n→+∞

0. Pour cela,

majoronsεn : si l’on majore tous les termes deεn par le plus grand1/n, on trouve queεn É (n −1)/n qui ne tend pas
vers0. Écrivons plutôt

0 É εn É 1

n
+ (n−2)

n(n−1)
−−−−−→
n→+∞

0.

Exemple 3.12On pose pourx > 0, F(x) =
∫2x

x

sin t

t 2
dt .

a. Déterminer la limite lorsquex →+∞ deF.

b. Déterminer la limite lorsquex → 0 deF.

a. Avec une majoration simple :

∀t ∈ [x,2x],
|sin t |

t 2
É 1

x2

on obtient :

|F(x)| É
∫2x

x

|sin t |
t 2

dt É
∫2x

x

1

x2
dt = 1

x

Par conséquent,F(x) −−−−−→
x→+∞

0.

b. Essayons d’abord un encadrement élémentaire : pourt ∈ [0,π/2],

2t

π
É sin t É t

on obtient pour0< x < 2x É π/2, l’encadrement

2

π
ln2 =

∫2x

x

2t

πt 2
dt É F(x) É

∫2x

x

t

t 2
dt = ln 2.

On voit que la fonctionF est bornée au voisinage de zéro, mais l’encadrement obtenu ne permet de trouver la
limite. Au voisinage de0, sin(t) est proche det : on peut utiliser l’inégalitét − t 3/6 É sin t É t vue dans l’exemple
3.2. On obtient l’encadrement :

ln2− x2

4
=

∫2x

x

dt

t
− 1

6

∫2x

x
t 2 dt É F(x) É

∫2x

x

dt

t
= ln2

et avec le théorème des gendarmes, on en déduit queF(x) −−−→
x→0

ln 2.

Pour des exemples plus théoriques, lorsqu’on ne dispose pasde majorations explicites des fonctions, il est nécessaire
d’utiliser les définitions àε d’analyse pour justifier les approximations. Voyons deux exemples classiques.

Exemple 3.13Soit f une fonction continue sur[0,1]. Étudier la limite de la suite de terme général

In = n

∫1

0
xn f (x) dx.

Le graphe dex 7→ xn pour n grand montre quexn est très petit, sauf au voisinage de1 où il vaut 1. On se doute que
la limite va dépendre des valeurs def au voisinage de1. Commençons par approximerf (x) par f (1) sur [0,1] pour
comprendre ce qui se passe (cela consiste à supposer dans un premier temps quef est constante) :

Jn ≈ n f (1)

∫1

0
xn dx =

n

n+1
f (1) −−−−−→

n→+∞
f (1).
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Montrons rigoureusement queIn −−−−−→
n→+∞

f (1) en écrivant pourx ∈ [0,1], f (x) = f (1)+r (x) oùr est une fonction continue

sur[0,1] telle quer (x) −−−→
x→1

0. Par linéarité de l’intégrale,

In = n

n+1
f (1)+n

∫1

0
xnr (x) dx

︸ ︷︷ ︸
Rn

.

On a déjà vu que la première suite convergeait versf (1). Il nous suffit de traiter lerestede notre approximation : montrons
queRn −−−−−→

n→+∞
0. Pour cela, écrivons une démonstration à epsilon. Soitε> 0, commer (x) −−−→

x→1
0, il existec ∈ [0,1[ tel

que∀x ∈ [c,1], |r (x)| É ε/2. Coupons notre intégrale en deux :

|Rn | É n

∫c

0
|r (x)|xn dx +n

∫1

c
|r (x)|xn dx

É ncn

∫c

0
|r (x)| dx +n

ε

2

∫1

0
xn dx

É Kncn + nε

2(n+1)
= θn .

Nous avons notéK =
∫c

0
|r (x)| dx qui est une constante indépendante den. Puisqueθn −−−−−→

n→+∞
ε/2, il existeN ∈N tel que

∀n Ê N, θn É ε et pourn Ê N, |Rn | É ε.

L’exemple précédent est typique d’une démonstration en analyse.

1. On commence par comprendre intuitivement les approximations pertinentes.

2. On met en évidence l’approximation pour isoler le résultat et on se ramène à montrer qu’un reste tend vers0.

3. On utilise les majorations, les définitions àε . . .pour traiter le reste de l’approximation.

Exemple 3.141 Soit f : [0,+∞[7→ R une fonction continue telle quef (x) −−−−−→
x→+∞

l . On définit pourx Ê 0, F(x) =
1

x

∫x

0
f (t) dt . Montrons queF(x) −−−−−→

x→+∞
l .

On commence par utiliser l’hypothèse en approximantf parl :

f (x) = l + r (x) avecr (x) −−−−−→
x→+∞

0

Cette approximation permet de mettre en évidence la limite de F :

F(x) = 1

x

∫x

0
l dt + 1

x

∫x

0
r (t) dt = l +R(x).

Il nous suffit de montrer queR(x) −−−−−→
x→+∞

0. Rédigeons pour cela une démonstration àε.

Soitε> 0.

Puisquer (t)−−−−−→
t→+∞

0, il existeA > 0 tel que∀t Ê A, |r (t)| É ε/2.

PosonsC =
∫A

0
|r (t)|dt . PuisqueC/x −−−−−→

x→+∞
0, il existeB Ê A tel que∀x Ê B, C/x É ε/2.

Soit x Ê B, coupons l’intégrale en deux :

|R(x)| =
∣∣∣∣

1

x

∫A

0
r (t) dt + 1

x

∫x

A
r (t) dt

∣∣∣∣É
C

x
+ 1

x

∫x

A
|r (t)| dt É ε/2+ (x −A)ε

2x
É ε.

C.2 Dérivation

Contrairement au calcul de primitives où l’on sait primitiver très peu de fonctions à l’aide des fonctions usuelles, on sait
dériver une fonction quelconque, aussi compliquée soit-elle. Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques règles simples
pour calculer efficacement une dérivée sous forme factorisée. En effet, on se sert souvent du signe d’une dérivée pour
étudier les variations d’une fonction, d’où l’intérêt d’obtenir une forme factorisée de ces dérivées.
Rappelons d’abord comment calculer la dérivée d’une expression à l’aide de Maple :
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MAPLE

f := exp(x) * sin(x^3);
f := exp(x) sin(x^3)

> diff(f, x);
3 3 2

exp(x) sin(x ) + 3 exp(x) cos(x ) x
> factor(%);

3 3 2
exp(x) (sin(x ) + 3 cos(x ) x )

C.2.1 Dérivées particulières

Homographies

Une homographie est une fonction définie par :

f (x) = ax +b

cx +d

Cette fonction est définie sur les deux intervallesI1 =]−∞,−d/c[ et I2 =]−d/c,+∞[.
Une homographie se dérive facilement :

♥ 3.8 f (x) = ax +b

cx +d
, f ′(x) =

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣

(cx +d)2

Il est bon de retenir cette formule (déterminant des coefficients au numérateur, dénominateur au carré), car on rencontre
souvent des homographies en pratique. Remarquez que le signe de la dérivée est donné par le signe du déterminant : les
variations des homographies sont simples.
La bijection réciproque d’une homographie est encore une homographie : il faut savoir résoudre rapidement l’équation

y = ax +b

cx +d
(c y −a)x = b −d y x =−d y −b

c y −a
.

On voit donc que lorsque le déterminant∆=
∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ est strictement positif,f définit une bijection deI1 versJ1 =]−∞, a/c[

et deI2 versJ2 =]a/c,+∞[.
Exercice 3.4 ♥

Dériver les homographies suivantes et déterminer l’expression de leur bijection réciproque.

a. f (x) = 3x −4

2x +1

b. g (x) = 2−3x

5+ x

Solution :

a. f ′(x) = 11

(2x +1)2
, f −1(y) =− y +4

2y −3
.

b. Écrivonsg (x)=−
3x −2

x +5
d’où g ′(x) =−

17

(x +5)2
et g−1(y) =−

5y −2

y +3
.

Exponentielle en facteur

On rencontre souvent en analyse des expressions de la forme

f (x) = eA(x) ×B(x)

où A et B sont deux fonctions dérivables. On peut mettreeA(x) en facteur dans la dérivée et il est bon de retenir la formule
suivante :

♥ 3.9 f (x) = eA(x)B(x), f ′(x) = eA(x)
[
B′(x)+A′(x)×B(x)

]
.

Cette formule est à la base de la résolution des équations différentielles du premier ordre. Considérons l’équation différen-
tielle

y ′+a(x)y = b(x)
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Soit y : I 7→ R une fonction solution. On considère la fonction auxiliairedéfinie parf (x) = eA(x) × y(x) où A est une
primitive dea car lorsqu’on dérivef , on trouve

f ′(x) = eA(x)
[

y ′(x)+a(x)y(x)
]
= eA(x) ×b(x).

Par conséquent, avec le théorème fondamental, six0 ∈ I,

f (x) = f (x0)+
∫x

x0

f ′(t) dt = f (x0)+
∫x

x0

eA(t )b(t) dt .

et on trouve l’expression dey sur l’intervalleI en fonction de la condition initialey(0) :

y(x) = e−A(x) f (x) = y(0)e−A(x) +e−A(x)
∫x

x0

eA(t )b(t) dt .

On peut utiliser la même technique pour des inéquations différentielles :
Exercice 3.5 ♥♥

Soit f : [0,+∞[7→ R une fonction dérivable vérifiantf (0) = 1 et∀x Ê 0, f ′(x)+ f (x) É 1. Montrer quef est bornée.

Solution : Considérons la fonctionF définie parF(x) = ex f (x). Elle est dérivable et∀x Ê 0,

F′(x) = ex
[

f ′(x)+ f (x)
]
É ex

d’où

F(x) = F(0)+
∫x

0
F′(t) dt É 1+

∫x

0
e t dt = ex

et donc
f (x) = e−x F(x) É 1

Il faut savoir dériver successivement une fonction définie par

f (x) = eA(x) ×B(x)

en utilisant de façon répétée la formule précédente. En particulier, pour résoudre des équations différentielles du second
ordre, on rencontre souvent le cas oùA et B sont des polynômes. Par exemple :

f (x) = ex2 [
x2 +1

]

f ′(x) = ex2 [
2x + (2x)(x2 +1)

]
= 2ex2 [

x3 +2x
]

f ′′(x) = ex2 [
3x2 +2+ (2x)(x3 +2x)

]
= 2ex2 [

2x4 +7x2 +2
]

f (3)(x) = 2ex2 [
8x3 +14x +2x(2x4 +7x2 +2)

]
= 4ex2 [

2x5 +11x3 +9x
]

...

Remarquez que les calculs s’effectuent avec une ligne par dérivée. Pour chaque ligne, à la première étape, appliquer la
formule de dérivation, à la deuxième étape, ordonner le polynôme en facteur.

C.2.2 Règle de la chaîne

Il s’agit simplement de la formule de la dérivée d’une fonction composée

( f ◦ g )′ = ( f ′ ◦ g )× g ′

Cette formule s’étend par récurrence à la composée den fonctions (on dériveà la chaîne) :

( f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn )′ = ( f ′
1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn )× ( f ′

2 ◦ f3 ◦ · · · ◦ fn )×·· ·× ( f ′
n−1 ◦ fn )× f ′

n

Remarquez que le résultat est donné sous forme de produit, donc est automatiquement factorisé !
Remarquez aussi que pour une fonction composée, il est parfois plus rapide d’utiliser la « règle des signes »pour les
variations d’une fonction (voir 11.4 page 416) que de calculer sa dérivée.
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Exemple 3.15Déterminer la dérivée et les variations de la fonction définie par

f (x) = ln

(
ch

(
2ex2 +1

ex2 +1

))

On calcule avec la règle de la chaîne et la dérivée d’une homographie en une ligne :

f ′(x) = 1

ch

(
2ex2 +1

ex2 +1

) × sh

(
2ex2 +1

ex2 +1

)
× 1

(ex2 +1)2
×ex2

× (2x)

Tous les facteurs étant toujours positifs sauf le dernier, la fonction est décroissante sur]−∞,0] et croissante sur[0,+∞[.

Exercice 3.6 ♥♥
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est dérivable et calculer sa
dérivée. Les résultats seront factorisés et on déterminerale signe de la dérivée.

a. f (x) = ln(x +
p

x2 +1)

b. f (x) = ln(
p

2sin x +1+
p

2sin x −1)

c. f (x) = arctan
ln x

3

d. f (x) = ex arctan(ex )− ln
(p

1+e2x
)
.

e. Pourk ∈R, f (x) = x

2

p
x2 +k + k

2
ln

(
x +

p
x2 +k

)

f. f (x) =
sin x

cos2 x
+ ln

(
1+ sin x

cos x

)

g. f (x) = arcsin
2x2

1+ x4

h. f (x) = x(x2)

i. f (x) = ln
(
tan

x

2

)
−

x

sin x

j. f (x) = arctan x

x
− ln

x
p

1+ x2

k. Poura ∈R∗
+, f (x) =

1

4a
ln

x −a

x +a
+

1

2a
arctan

x

a

l. f (x) = arctan
3x − x3

1−3x2

m. f (x) = ln

p
1+ x2 −1

p
1+ x2 +1

n. f (x) = ln

p
x4 +1− x2

p
x4 +1+ x2

o. f (x) =
p

x arcsin(
p

x)+
p

1− x

p. f (x) = arcsin

(
sin x√

1+ sin2 x

)

q. f (x) = arctan

(
xx − x−x

2

)

r. f (x) =
xx

ex
(x ln x − x −1)

s. f (x) = loge2 (xn +
p

x2n +1), n ∈N, n Ê 1

t. f (x) = ln[ln x(ln ln ln x −1)].

Solution :

a. Pourx ∈R,
p

x2 +1 >
p

x2 = |x|. Par conséquent,x +
p

x2 +1 > |x|+ x Ê 0. La fonction est dérivable surR et l’on

trouve f ′(x) = 1
p

x2 +1
Ê 0.

b. Il faut que sin x > 1/2, c’est à dire x ∈ ∪k∈Z]2kπ + π/6,2kπ + 5π/6[. On trouve ensuitef ′(x) =
cos x

p
(2sin x −1)(2sin x +1)

Ê 0.

c. La fonctionf est dérivable sur]0,+∞[ et

f ′(x) = 3

x(9+ ln2 x)
> 0.

d. La fonctionf est dérivable surR et f ′(x) = ex arctanex > 0.

e. Il faut quex2 >−k. Donc sik > 0, f est définie et dérivable surI = R. Si k É 0, f est définie sur
]
−∞,−

p
−k

]
∪[p

−k ,+∞
[

et dérivable sur
]
−∞,−

p
−k

[
∪

]p
−k ,+∞

[
. On calcule

f ′(x) =
√

x2 +k .

f. Il faut quecos x > 0 et sin x >−1, c’est à direx ∈∪k∈Z]2kπ−π/2,2kπ+π/2[. On trouve que

f ′(x) =
2

cos3 x
> 0.
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g. La fonctionarcsin est dérivable sur]−1,1[. Puisquex2 É 1+ x4

2
,

2x2

1+ x4
É 1 et la fonction est définie surR. On

a
2x2

1+ x4
= 1 si et seulement six = ±1 et doncf est dérivable surI1 =]−∞,−1[, I2 =]−1,1[ et I3 =]1,+∞[. On

calcule

f ′(x) = 4x(1− x4)

|1− x4|(1+ x4)
=





4x

1+ x4
si x ∈ I2

−
4x

1+ x4
si x ∈ I1 ∪ I3

.

h. La fonctionf est dérivable sur]0,+∞[ et

f ′(x) = xx2+1(1+2ln x).

i. La fonction f est définie et dérivable sur
⋃

k∈Z ]2kπ, (2k +1)π[. Si x est élément de cet ensemble :f ′(x) = x cos x

sin2 x
.

j. La fonction f est définie et dérivable sur]0,+∞[. Si x ∈R∗
+, f ′(x) =−arctan x

x2
.

k. La fonction f est définie et dérivable sur]−∞,−a[ ∪ ]a,+∞[ et pour x dans cet ensemble,f ′(x) =
x2

(x −a)(x +a)(x2 +a2)
.

l. La fonction f est définie et dérivable surR\
{p

3
3

}
et six est élément de cet ensemble,f ′(x) = 3

1+ x2
.

m. La fonctionf est définie et dérivable surR∗ et six ∈R∗, f ′(x) = 2

x
p

1+ x2
.

n. La fonctionf est définie et dérivable surR et six ∈R, f ′(x) = −4x
p

x4 +1
.

o. La fonctionf est définie sur[0,1] et dérivable sur]0,1[. De plus, six ∈]0,1[, f ′(x) = arcsin(
p

x)

2
p

x
.

p. Puisque|sin x| <
√

1+ sin2 x, la fonction est définie et dérivable surR et f ′(x) = cos x

1+ sin2 x
.

q. La fonction est définie et dérivable sur]0,+∞[ et f ′(x) = 2(1+ ln x)

xx + x−x
.

r. La fonction est définie et dérivable sur]0,+∞[ et f ′(x) = xx+1 ln x(ln x −1)

ex
.

s. La fonctionf est définie et dérivable surR et f ′(x) = nxn−1

2
p

x2n +1
.

t. La dérivée def est f ′(x) = ln ln ln x

x ln x
.

C.3 Manipulation de bornes supérieures

Dans ce paragraphe, nous allons voir en pratique comment manipuler les bornes supérieures et inférieures définies dans le
chapitre sur les nombres réels 9.4 page 342. Avant toute chose, retenez que l’on ne manipule jamais les bornes supérieures
en écrivant une suite d’égalités, mais en justifiant desinégalités. La technique principale s’appelle leraisonnement de
passage à la borne supérieureet utilise la définition même de la borne supérieure, le plus petit élément de l’ensemble des
majorants de la partie.

PLAN 3.1 : Passage à la borne supérieure

On veut montrer que la borne supérieure d’une partieA est majorée par un réelM. Il suffit de justifier queM est un
majorant de la partie :

1. Soitx ∈ A, . . .x É M.

2. Alors, puisquesup A est le plus petit des majorants deA, sup A ÉM.

Exemple 3.16SoientA etB deux parties non vides et majorées deR telles queA∩B 6=∅. Montrer que les parties(A∪B)

et (A∩B) possèdent une borne supérieure et quesup(A∪B)É max(sup A,supB), sup(A∩B) É min(sup A,supB).
– On vérifie facilement que les deux parties sont non vides et majorées ce qui justifie l’existence des bornes supérieures.
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– Soitx ∈ A∪B. Si x ∈ A, alorsx É sup A et six ∈ B, x É supB. Dans les deux cas,x É max(sup A,supB) ce qui montre
quemax(sup A,supB) est un majorant deA∪B. Par passage à la borne supérieure, on en déduit quesup(A∪B) É
max(sup A,supB).

– Soit x ∈ A ∩ B. Puisquex ∈ A, x É sup A et puisquex ∈ B, x É supB donc x É min(sup A,supB). Le réel
min(sup A,supB) est donc un majorant deA∩B et par passage à la borne supérieure, on en déduit quesup(A∩B) É
min(sup A,supB).

On ne raisonne jamais directement avec des égalités entre bornes supérieures, mais onjustifie toujours les égalités en
suivant le plan suivant.

PLAN 3.2 : Pour montrersup A = sup B

Pour montrer que deux bornes supérieures sont égales, on montre deux inégalités en utilisant deux passages à la
borne supérieure.

1. Montrons quesup A É supB.

2. Montrons quesup BÉ sup A.

Exemple 3.17Soient deux partiesA, B non vides et majorées deR. On note

A+B= {a +b; (a,b) ∈ A×B}.

Montrons quesup(A+B) = sup(A)+ sup(B).
– A etB possèdent une borne supérieure puisque ce sont des parties non vides et majorées deR. PuisqueA 6=∅, il existe

a ∈ A et de même, il existeb ∈ B. Alors l’élémenta +b appartient à la partieA+B ce qui justifie qu’elle est non vide.
NotonsMA un majorant deA et MB un majorant deB. Soit x ∈ A+B, il existe(a,b) ∈ A×B tel quex = a +b et alors
x É MA +MB. Nous avons montré queMA +MB est un majorant de la partieA+B. Par conséquent,sup(A+B) existe.

– Montrons quesup(A+B) É sup(A)+ sup(B). Soit x ∈ A+B, il existe(a,b) ∈ A×B tels quex = a +b et alors comme
a É sup A et b É supB, x É sup A + supB. Le réelsup A + supB est donc un majorant de la partieA +B. Puisque
sup(A+B) est le plus petit des majorants, on asup(A+B)É sup A+ supB.

– Montrons quesup(A)+ sup(B) É sup(A+B). La technique de passage à la borne supérieure permet de majorer une
borne supérieure. Isolons donc dans le membre gauche de l’inégalité à montrer une borne supérieure. La propriété que
nous voulons montrer s’écrit de façon équivalente

sup(A)É sup(A+B)− sup(B)

Pour montrer l’inégalité sous cette forme, il nous faut majorer A. Soit a ∈ A, etb ∈ B, écrivons

a = (a +b)−b

Comme(a +b)∈ A+B, (a +b) É sup(A+B) d’où a É sup(A+B)−b et par passage à la borne supérieure,

sup(A)É sup(A+B)−b

L’inégalité précédente est valable pour tout élémentb ∈ B, donc

∀b ∈B, b É sup(A+B)− sup(A)

ce qui montre quesup(A+B)− sup(A) est un majorant deB. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que

sup(B) É sup(A+B)− sup(A)

c’est à diresup(A)+ sup(B) É sup(A+B).

Exercice 3.7 ♥
Reprendre l’exemple 3.16 page 1202 et montrer quesup(A∪B)= max(sup A,supB).

On dispose d’une technique similaire pourminorerune borne inférieure :

PLAN 3.3 : Passage à la borne inférieure

On veut montrer queαÉ inf A.

1. Soitx ∈ A, αÉ x doncα est un minorant de la partieA.

2. Puisqueinf A est le plus grand des minorants deA, il vient queαÉ inf A.
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Exemple 3.18On considère une partieA ⊂R non vide. Pour un réelx ∈R, on définit ladistancedex à la partieA par :

d(x, A) = inf{|x −a| | a ∈ A}.

– Vérifions qued(x, A) est bien défini. Soitx ∈R, on définit la partieX = {|x−a| | a ∈ A} de telle façon qued(x, A) = inf X.
PuisqueA 6= ∅, il existe a ∈ A et alorsr = |x − a| ∈ X ce qui montre que la partieX est non vide. Puisque∀a ∈ A,
|x −a| Ê 0, la partieX est minorée par0. La partieX possède donc une borne inférieure.

– Montrons que∀(x, y) ∈R2, ∣∣d(x, A)−d(y, A)
∣∣É |x − y |.

Il s’agit de montrer deux inégalités.
– Soientx, y ∈R. Montrons que

d(x, A)−d(y, A) É |x − y |.

Écrivons l’inégalité à montrer en isolant à droite une borneinférieure :

d(x, A)−|x − y | É d(y, A).

Soit a ∈ A. En utilisant la minoration de l’inégalité triangulaire,

|x −a|− |x − y | É |(x −a)− (x − y)| = |y −a|.

Mais d(x, A) É |x −a| et donc
d(x, A)−|x − y | É |y −a|.

Le réeld(x, A)−|x− y | ne dépend plus dea et il est un minorant de l’ensembleY = {|y −a| | a ∈ A}. Puisqued(y, A)

est le plus grand minorant deY, il vient que

d(x, A)−|x − y | É d(y, A).

– Pour montrer qued(y, A)−d(x, A) É |x − y |, il suffit de faire le même raisonnement en échangeant les rôles dex et
y .

On utilise très souvent en analyse les notations suivantes :

DÉFINITION 3.1 Borne supérieure d’une fonction
Soit une fonction définie sur un partieA ⊂R : f : A 7→R. On note lorsque ces bornes existent,

sup
x∈A

f (x) = sup f (A)= sup{ f (a) | a ∈ A} inf
x∈A

f (x) = inf f (A)= inf{ f (a) | a ∈ A}.

Exemple 3.19 Soit A ⊂ R une partie non vide majorée etf : R 7→ R une fonction croissante. Comparersup f (A) et
f (sup A).
– Montrons quesup f (A) É f (sup A). Soit y ∈ f (A), il existex ∈ A tel quey = f (x). Puisquex ∈ A et quesup A est un

majorant deA, x É sup A. Comme la fonctionf est croissante, on af (x) É f (sup A). Le réel f (sup A) est un majorant
de la partief (A) et par passage à la borne supérieure, on en déduit l’inégalité annoncée.

– L’autre inégalité est fausse en général comme le montre le contre-exemple suivant. On noteA =]−∞,0[ et f la fonction
définie surR par

f (x) =
{

0 si x < 0

1 si x Ê 0

Alors sup(A)= 0, f (sup A)= 1 alors quef (A)= {0} et sup f (A)= 0 et doncsup f (A)< f (sup A).

Si une fonctionf est continue sur un segment[a,b], le théorème 11.48 page 437 affirme qu’elle est bornée. Par conséquent
l’ensembleX = {| f (x)| | x ∈ [a,b]} est non vide (car| f (a)| ∈ X) et majoré. Il possède une borne supérieure et on note

‖ f ‖∞ = supX = sup
x∈[a,b]

| f (x)|.

Exemple 3.20Soientf , g : [a,b] 7→R deux fonctions continues sur un segment. Montrons que

‖ f + g‖∞ É ‖ f ‖∞+‖g‖∞

En notant pour une fonctionh : [a,b] 7→R Xh = {|h(x)| | x ∈ [a,b]}, il s’agit de montrer quesupX f +g É supX f + supXg .
Utilisons le raisonnement de passage à la borne supérieure.Soit t ∈ X f +g , il existe x ∈ [a,b] tel quet = |( f + g )(x)| =
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| f (x)+ g (x)|. Avec l’inégalité triangulaire,

| f (x)+ g (x)| É | f (x)|+ |g (x)| É supX f + supXg .

Le réelX f +Xg est donc un majorant de la partieX f +g et par passage à la borne supérieure,supX f +g É supX f +Xg ce
qui prouve la propriété.
Soit maintenant un réelλ. Montrons que

‖λ f ‖∞ = |λ| ‖ f ‖∞
Avec les notations précédentes, il nous faut montrer quesupXλ f = |λ|sup X f . Procédons par double inégalité.

1. Montrons que
supXλ f É |λ|supX f

Soit t ∈ Xλ f , il existex ∈ [a,b] tel quet = |λ f (x)| = |λ| | f (x)| É |λ|supX f . Par passage à la borne supérieure, on
en déduit l’inégalité voulue.

2. Montrons que
|λ|sup X f É sup Xλ f .

Le membre gauche à majorer n’est pas une borne supérieure. Écrivons l’inégalité en isolant une borne supérieure.
Si λ= 0, le résultat est clair. Siλ 6= 0, il nous faut montrer que

supX f É 1

|λ|
supXλ f .

Soit t ∈ X f , il existex ∈ [a,b] tel quet = | f (x)| = 1

|λ|
|λ f (x)| É 1

|λ|
supXλ f . Par passage à la borne supérieure, on

en déduit l’inégalité souhaitée.

C.4 Équivalents

Dans ce paragraphe, nous allons voir lapratiquedes équivalents et des développements limités. Les équivalents sont un
outil très puissant en analyse, indispensables dans plusieurs chapitres du cours de math. spé. et agréables à utiliser une
fois que l’on a compris certains points. À utiliser sans modération !

C.4.1 Qu’est-ce qu’un équivalent simple ?

On parle d’équivalents desuites(au voisinage de+∞) et defonctions(au voisinage d’un pointa éventuellement infini).
Les techniques utilisées sont tout à fait similaires.
Il y a plusieurs façons de traduire que deux suites(un) et (vn) sont équivalentesun ∼

n→+∞
vn :

1.
un

vn
−−−−−→
n→+∞

1 (si vn ne s’annule pas à partir d’un certain rang).

2. il existe une suite(εn) telle queun = vn(1+εn ) avecεn → 0

3. ladéfinition de suites équivalentes(valable même si les suites s’annulent une infinité de fois ) :

un = vn +wn avecwn = o(vn).

Pour deux fonctionsf , g définies sur un voisinage d’un pointa , elles sont équivalentes au voisinage dea et on note
f (x) ∼

x→a
g (x) si et seulement si l’une des propriétés suivantes est vérifiée :

1.
f (x)

g (x)
−−−→
x→a

1 (lorsque la fonctiong ne s’annule pas sur un voisinage dea)

2. Il existe une fonctionε définie sur un voisinageV dea telle que :

∀x ∈V, f (x) = g (x) (1+ε(x)) avecε(x) −−−→
x→a

0

3. Ladéfinition: f (x) = g (x)+h(x) où h(x) = o(g (x)) au voisinage dea.

Il est nécessaire de bien réfléchir à ces définitions et de ne pas les confondre avec d’autres propriétés :
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Exemple 3.21

1. Si un = vn +wn avecwn −−−−−→
n→+∞

0, les suites(un ) et (vn) ne sont pas nécessairement équivalentes. Par exemple

un = 1
n2 et vn = 1

n + 1
n2 , la suitewn =− 1

n2 converge vers0 et pourtant(un ) et (vn) ne sont pas équivalentes.

2. Les suitesun = en2+n et vn = en2
ne sont pas équivalentes (former le quotient !).

3. Siun ∼
n→+∞

vn , alorsun −vn −−−−−→
n→+∞

0 : cette propriété est fausse en général. Par exemple,un = n2 +n et vn = n2

donne un contre-exemple.

On utilise les équivalents en pratique poursimplifier l’expression d’une suite ou d’une fonction en vue de :
– calculer sa limite,
– déterminer son signe à partir d’un certain rang,
– en deuxième année, déterminer la nature de la série

∑
un ,

– en deuxième année, voir si la fonctionf est intégrable sur un intervalle
– . . .
Qu’entend-t-on par unéquivalent simpled’une suiteun ? C’est une suitevn équivalente àun formée uniquement de
produits-quotientsde suites de références. Quelques exemples de suites de référence :nα, kn , n!, nα(lnn)β, nn2

, . . .
Il existe une infinité de suites équivalentes à une suite donnée :

n2 ∼
n→+∞

n2 + ln n ∼
n→+∞

n2 + sin(n) ∼
n→+∞

e2ln n+1/lnn . . .

mais parmi ces suites, il y en a une de référence (icin2) qu’on appelleraéquivalent simple. Remarquons qu’un équiva-
lent simple ne fait interveniraucune somme, uniquement desproduits-quotients. Voici quelques exemples d’équivalents
simples :

n sin(n), n3 ln(n), nn!, ln(n)2e3n , en2

en , ln(sin(n2)), . . .

Par contre les expressions suivantes ne sont pas des équivalents simples :

– vn = n2 +n carvn ∼
n→+∞

n2

– vn = ln(n3) carln(n3) = 3ln n

– vn = en2+n+1/n carvn = en2
ene1/n ∼

n→+∞
en2

en .

Pour déterminer un équivalent d’une suite composéeun = f (vn), il est indispensable de déterminer la limite de(vn). Une
erreur grossière courante consiste à écriresin(vn) ∼

n→+∞
vn alors que la suite(vn) ne converge pas vers0. En pratique,

lorsque la suite(vn) est compliquée, on commence par chercher un équivalent simple de(vn) qui permet d’une part de
trouver la limite de(vn) et d’autre part de simplifier l’équivalent de(un ) ensuite.

Exemple 3.22

un = tan




sin(e−n)

sh
( n

en ln n

)

︸ ︷︷ ︸
vn




.

Puisquee−n −−−−−→
n→+∞

0, sin(e−n) ∼
n→+∞

e−n . Puisque
n

en ln n
−−−−−→
n→+∞

0, sh
( n

en lnn

)
∼

n→+∞
n

en ln n
et donc

vn ∼
n→+∞

ln n

n
−−−−−→
n→+∞

0

On peut utiliser l’équivalent usuel detan en0 et finalementun ∼
n→+∞

lnn

n
.

Exemple 3.23

un = ln(cos
1

n
)

Ici cos(1/n) −−−−−→
n→+∞

1 et on connaît un équivalent deln(θn) lorsqueθn −−−−−→
n→+∞

1 sous la formeln(1+ vn) ∼
n→+∞

vn avec

vn −−−−−→
n→+∞

0. Il suffit d’écrire un = ln(1+ vn) où vn = cos(1/n)− 1 et puisquevn ∼
n→+∞

− 1

2n2
−−−−−→
n→+∞

0, il vient que

un ∼
n→+∞

− 1

2n2
.
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C.4.2 Suppression des sommes

Puisqu’un équivalent simple n’est formé que de produits-quotients, il faut savoir faire disparaître toutes les sommesdans
la recherche d’équivalents. Supposons qu’une suite(un) s’écrive comme somme de deux suites :un = vn +wn .

Remarque 3.3 On ne peut pas sommer les équivalents !Si vn ∼
n→+∞

an et wn ∼
n→+∞

bn , on n’a pas toujours

un ∼
n→+∞

an +bn . Par exemple :vn = n2 +n ∼
n→+∞

an = n2 +1/n, wn = −n2 +1/n ∼
n→+∞

−n2. On aun = vn + wn =
n+1/n ∼

n→+∞
n et pourtantan +bn = 2/n . . .

Deux cas se rencontrent souvent en pratique.

L’une des suites est négligeable devant l’autre

Si par exemplewn = o(vn), alorsun = vn +wn ∼
n→+∞

vn . C’est la définition même d’un équivalent.

Exemple 3.24un = n2 + sinn
n

∼
n→+∞

n2. En effet,wn = sin n

n
= o(n2) = vn car

wn

vn
= sin n

n3
−−−−−→
n→+∞

0.

Exemple 3.25

un = ln(ln n)
p

n
+ ln n

n
p

n
+ ln

p
n

p
n

+ ln(ln n7)
p

n

Commençons par utiliser les propriétés du logarithme pour écrire

ln
p

n
p

n
= ln n

2
p

n
, ln(lnn7) = ln(7ln n) = ln 7+ ln(lnn)

Il est indispensable ensuite declasser les suites par ordre décroissant d’importance:

un =
ln n

2
p

n
+2

ln(ln n)
p

n
+

ln 7
p

n
+

ln n

n
p

n
.

En effet,ln(ln n) = o(ln n) puisque
ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 et donc
ln(ln n)

ln n
−−−−−→
n→+∞

0. On a également
7
p

n
= o(ln n/

p
n) et

ln n

n
p

n
=

o(1/
p

n). Les trois dernières suites sont donc négligeables devant
ln n

2
p

n
et on en déduit l’équivalent simple :

un ∼
n→+∞

lnn

2
p

n
.

En pratique, on commence par chercher un équivalent simple de chacune des suites(vn) et (wn) ce qui permet de les
comparer plus facilement.

Exemple 3.26

un =
√

1+ sin

(
ln n

n2

)
−cos

(
ln n

n

)

Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons

un =
(√

1+ sin
lnn

n2
−1

)

︸ ︷︷ ︸
vn

+
(
1−cos

ln n

n

)

︸ ︷︷ ︸
wn

avecvn ∼
n→+∞

ln n

2n2
= an et wn ∼

n→+∞
(lnn)2

2n2
= bn . Puisquean = o(bn), vn = o(wn) et doncun ∼

n→+∞
(ln n)2

2n2
.

Les deux suites ont le même ordre de grandeur

On suppose encore queun = vn + wn et on commence toujours par chercher un équivalent plus simple de vn et wn :
vn ∼

n→+∞
an , wn ∼

n→+∞
bn . Ici, on n’a nian = o(bn), ni bn = o(an). Bien qu’on ne puisse pas sommer les équivalents,si

la somme n’est pas nulle, on devine l’équivalent deun . Il ne reste qu’à le démontrer en utilisant les définitions.
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Exemple 3.27

un = e
1

2n +
√

1+ 1

2n
−2

Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons :

un =
(
e

1
2n −1

)

︸ ︷︷ ︸
vn

+
(√

1+ 1

2n
−1

)

︸ ︷︷ ︸
wn

.

Puisquevn ∼
n→+∞

1
2n = an et quewn ∼

n→+∞
1
2

1
2n = bn , en utilisant la définition des équivalents,

vn =
1

2n
+o(

1

2n
) wn =

1

2

1

2n
+o(

1

2n
)

d’où

un =
3

2

1

2n
+o(

1

2n
)

d’où un ∼
n→+∞

3

2

1

2n
.

Lorsque la somme des équivalents simplesan etbn est nulle, utiliser les développements limités (voir paragraphe suivant).

C.4.3 Utilisation des propriétés fonctionnelles

On connaît nos équivalents classiques sous la formeun = f (vn) avecvn −−−−−→
n→+∞

0 ou f (v(x)) avecv(x) −−−→
x→a

0. Que se

passe-t-il lorsquevn −−−−−→
n→+∞

l 6= 0 ?

Logarithmes

On connaît un équivalent usuel deln(vn) lorsquevn −−−−−→
n→+∞

1 sous la formeln(1+εn ) ∼
n→+∞

εn avecεn −−−−−→
n→+∞

0. Lorsque

vn −−−−−→
n→+∞

l ∈]0,+∞[, il suffit d’utiliser la propriétéln(ab)= ln a + ln b en écrivant :

ln(vn) = ln
(
l × vn

l

)
= ln l + ln

( vn

l

)
avec

vn

l
−−−−−→
n→+∞

1

et on peut utiliser l’équivalent classique.

Exemple 3.28

un = ln

(
1+

n2

n2 +1

)
− ln2

Puisque
n2

n2 +1
→ 1, on ne peut pas utiliser l’équivalent classiqueln(1+εn ) ∼

n→+∞
εn . Écrivons plutôt :

un = ln
2n2 +1

2(n2 +1)

= ln

(
1+

[
2n2 −1

2(n2 +1)
−1

])

= ln

(
1− 3

2(n2 +1)

)

∼
n→+∞

− 3

2n2
.

Remarque 3.4 Attention à ne pas prendre de logarithmes d’équivalents !Si un ∼
n→+∞

vn , on n’a pas toujours

ln(un) ∼
n→+∞

ln(vn). Par exemple siun = 1+1/n et vn = 1+1/n2, on aun ∼
n→+∞

vn ∼
n→+∞

1 et pourtantln(un ) ∼
n→+∞

1/n

alors queln(vn) ∼
n→+∞

1/n2.

Il est intéressant d’examiner d’où vient le problème. Traduisons queun ∼
n→+∞

vn parun = vn(1+εn) avecεn −−−−−→
n→+∞

0.

Alors ln(un) = ln(vn)+ ln(1+εn ) donc
lnun

ln vn
= 1+ ln(1+εn )

ln vn
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Il y a un problème lorsqueln(vn) −−−−−→
n→+∞

0 c’est à dire lorsquevn −−−−−→
n→+∞

1 comme dans l’exemple ci-dessus.

Par contre, lorsquevn −−−−−→
n→+∞

l 6= 1 (même0 ou +∞), on s’aperçoit qu’on a le droit de prendre les logarithmes des

équivalents.
Pour éviter d’écrire des bêtises, il vaut mieux retenir qu’on ne peut pas prendre le logarithme d’équivalents et refaireau
cas par cas la preuve précédente lorsque nécessaire.

Exemple 3.29 Déterminer un équivalent lorsquex →+∞ de f (x) = argsh(x). On connaît la forme logarithmique (voir
l’exemple 2.10 page 1169) :

f (x) = ln(x +
√

x2 +1).

Puisquex +
p

x2 +1 = 2x +o(x),

f (x) = ln (2x(1+ε(x))) = ln x + ln 2+ ln(1+ε(x)) = ln x +o(ln x)

et doncf (x) ∼
x→+∞

ln x.

Lorsqu’on veut trouver un équivalent def (x) = ln [u(x)+ v(x)] avecv(x) = o(u(x)), factoriser à l’intérieur du logarithme

le terme dominant :

f (x) = ln [u(x) (1+ v(x)/a(x))]= lnu(x)+ ln(1+ v(x)/u(x)) ∼ ln u(x)

puisquev(x)/u(x) −−−→
x→a

0, ln(1+ v(x)/u(x)) −−−→
x→a

0.

Exemple 3.30Déterminer un équivalent def (x) = ln(ch x) lorsquex →+∞. Écrivons

f (x) = ln

(
ex +e−x

2

)
= ln

(
ex

2

[
1+e−2x

])
= ln ex − ln 2+ ln(1+e−2x ) = x − ln 2+ ln(1+e−2x )

et doncf (x) ∼
x→+∞

x.

Exponentielles

On connaît un équivalent classique(eεn −1) ∼
n→+∞

εn lorsqueεn −−−−−→
n→+∞

0. Lorsqueεn −−−−−→
n→+∞

l 6= 0, il suffit d’utiliser la

propriétéea+b = eaeb en écrivant

eεn = e l ×e(εn−l )

Exemple 3.31

un = e
n2

n2+1 −e
n3

n3+1

Comme n2

n2+1
−−−−−→
n→+∞

1 ainsi que n3

n3+1
−−−−−→
n→+∞

1, écrivons

un = e ×e
( n2

n2+1
−1) −e ×e

( n3

n3+1
−1)

= e

[(
e
− 1

n2+1 −1

)
−

(
e
− 1

n3+1 −1

)]
.

Mais comme
(
e
− 1

n2+1 −1

)
∼

n→+∞
−1/n3 et que

(
e
− 1

n3+1 −1

)
∼

n→+∞
−1/n2 = o(1/n2), il vient queun ∼

n→+∞
− e

n2
.

Remarque 3.5 On ne peut pas prendre d’exponentielle d’équivalents :si un ∼
n→+∞

vn , on n’a pas toujours

eun ∼
n→+∞

evn . Par exemple siun = n2 +n et vn = n2, en2+n n’est pas équivalent àen2
.

Regardons ce qui se passe :
eun

evn
= eun−vn

donceun ∼
n→+∞

evn si et seulement siun − vn −−−−−→
n→+∞

0, ce qui n’est pas la même chose queun ∼
n→+∞

vn !
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Fonctions puissances

On connaît un équivalent classique de[(vn)α−1] lorsquevn −−−−−→
n→+∞

1 sous la forme[(1+εn )α−1] ∼
n→+∞

αεn lorsque

εn −−−−−→
n→+∞

0. Si vn −−−−−→
n→+∞

l 6= 1, on se ramène au cas précédent en écrivant :

[
(vn)α− lα

]
= lα

[( vn

l

)α
−1

]

avecvn/l −−−−−→
n→+∞

1.

Exemple 3.32

un =
√

4n+1

n+1
− 3

√
8n

n+1

Écrivons :

un = 2

[(√
1+

(
n+1/4

n+1
−1

)
−1

)
−

(
3

√
1+

( n

n+1
−1

)
−1

)]

= 2

[(√
1− 3

4(n+1)
−1

)
−

(
3

√
1− 1

n+1
−1

)]

= 2(an −bn )

et commean =−3/(8n)+o(1/n), bn =−1/(3n)+o(1/n), on trouve queun ∼
n→+∞

− 1

24n
.

Quantités conjuguées

Une identité basique très utile pour manipuler des différences de racines carrées (multiplication par les quantités con-
juguées) :

♥ 3.10
p

a −
p

b = a −b
p

a +
p

b

Elle provient simplement de la formule(α−β)(α+β) =α2 −β2.

Exemple 3.33Trouver un équivalent deun = (
p

n+1−
p

n).

un = (n+1)−n
p

n+1+
p

n
= 1

p
n+1+

p
n

∼
n→+∞

1

2
p

n
.

C.4.4 Mise sous forme exponentielle

Pour étudier un équivalent d’une suiteun = a
bn
n où l’exposant dépend den, utiliser la forme exponentielle :

♥ 3.11 ab = eb lna

Exemple 3.34Cherchons un équivalent def (x) = xx −1 lorsquex → 0 :

xx −1 = ex ln x −1 ∼
x→0

x ln x

puisquex ln x −−−→
x→0

0.

Exemple 3.353 Un exemple fondamental :Soit x ∈R, étudier la limite de la suite de terme général

un =
(
1+ x

n

)n
.

Une erreur fréquente consiste à dire que lorsquevn −−−−−→
n→+∞

1, vn
n −−−−−→

n→+∞
1. C’est une forme indéterminée1∞ . En effet,

vn
n = en ln vn et on voit que sivn −−−−−→

n→+∞
1, il y a une forme indéterminée∞×0 dans l’exposant.

Écrivons plutôt
un = en ln(1+ x

n ) = evn
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et cherchons la limite de la suite(vn). Commex/n −−−−−→
n→+∞

0, avec l’équivalent du logarithme,vn ∼
n→+∞

n ×
x

n
= x et

doncvn −−−−−→
n→+∞

x et par composée de limites,un −−−−−→
n→+∞

ex .

Remarque 3.6 La forme exponentielle n’est utile que si l’exposant dépendde la variable. N’en abusez pas. Il serait
ridicule d’écrire(n2 +1)2 = e2ln(n2+1) pour trouver un équivalent de cette suite !

C.4.5 Utilisation des développements limités

Les équivalents sont l’outil principal pour obtenir le comportement d’une fonction au voisinage d’un point et sont à
utiliser en priorité. Dans certains cas, l’utilisation desdéveloppements limités est plus simple, voire nécessaire.Dans ce
paragraphe, nous allons voir comment calculer et utiliser les développements limités.
Rappelons que Maple permet d’obtenir des développements limités :

MAPLE

f := sin(x)^3 * tan(x);
3

f := sin(x) tan(x)
> series(f, x = 0, 10);

4 6 8 10
x - 1/6 x + 3/40 x + O(x )

Attention, si l’on veut un DL à l’ordren avec un reste eno(xn ), il faut demander à Maple l’ordre(n +1) (Maple donne

les restes enO(xn )).

Prévoir les ordres des DL

Lorsqu’on veut obtenir un développement limité d’un produit à l’ordren, il faut faire un développement limité de chaque
terme à l’ordren et ne garder que les termes de degré inférieur àn dans le produit des parties principales. Si dans un des
deux termes, le développement limité commence parxk aveck Ê 1, on peut économiser des calculs.

Exemple 3.36 Calculer le développement limité def (x) = tan x × sin2 x à l’ordre 5. Nous pouvons utiliser que le

développement desin x et tan x commence parx (pas de termes constants) en écrivantsin2 x = x2

(
sin x

x

)2

et tan x =

x

(
tan x

x

)
. Alors

f (x) = x3

[
sin x

x

]2 [
tan x

x

]
.

On voit que commex3 est en facteur, il suffit d’obtenir un DL de(sin x/x)2 et detan x/x à l’ordre2 :

sin x

x
= 1−

x2

3!
+o(x3)

sin2 x

x2
= 1−

x2

3
+o(x3)

tan x

x
= 1+ x2

3
+o(x2).

Et en effectuant le produit des DL,

f (x) = x3

[
1− x2

3
+o(x2)

][
1+ x2

3
+o(x2)

]
= x3

[
1+0x2 +o(x2)

]
= x3 +o(x5).

Dans cet exemple, nous avons utilisé uniquement le DL desin à l’ordre3 et le DL detan à l’ordre3 (et non pas à l’ordre
5 comme on aurait pu le penser).

Plus généralement, si les développements limités de deux fonctions s’écrivent :
{

f (x) = ak xk + . . .

g (x) = bp xp + . . .

il suffit d’écrire

f (x)g (x) = ak bk xk+p f (x)

xk

g (x)

xp

et pour obtenir un DL à l’ordren de f g , il suffit de faire un DL à l’ordren− (k +p) de f (x)/xk et g (x)/xk . Il suffit donc
d’avoir le DL de f à l’ordren−p et celui deg à l’ordren−k.
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Exercice 3.8 ♥
Calculer le DL à l’ordre13 de f (x) = sh3(x) ln4(1+ x2).

Solution : Commesh x = x + . . . et ln(1+ x2) = x2 − . . . , écrivons

f (x) = x3 × x8

[
sh x

x

]3 [
ln(1+ x2)

x2

]4

.

Il suffit d’avoir le DL des deux crochets à l’ordre2 :

sh x

x
= 1+ x2

6
+o(x2)

(
sh x

x

)3

= 1+ x2

2
+o(x2)

ln(1+ x2)

x2
= 1−

x2

2
+o(x2)

(
ln(1+ x2)

x2

)4

= 1−2x2 +o(x2)

et finalement,

f (x) = x11

[
1+ x2

2
+o(x2)

][
1−2x2 +o(x2)

]
= x11

[
1− 3

2
x2 +o(x2)

]
= x11 − 3

2
x13 +o(x13).

La même technique est valable pour les composées de DL. Pour calculer un DL à l’ordren de f (x) = g (h(x)), d’après
le cours, il nous faut un DL à l’ordren de g et deh, effectuer la composée des parties régulières et ne conserver que les
termes de degré inférieur àn. En pratique, on commence par regarder le premier terme du DLdeh et en fonction de ce
premier terme, on évalue les ordres nécessaires.

Exemple 3.37Calculer le DL à l’ordre4 de f (x) = sh(sin3 x). Puisquesin3 x = x3 + . . . , lorsqu’on effectue le DL desh,
sh(y) = y + . . . , en remplaçanty par la partie régulière desin3 x, on s’aperçoit que le premier terme est déjà de degré3.
Les autres termes seront deso(x4) car(x3)2 = x6 = o(x4) (on peut utiliser également que la fonctionf est impaire, donc

que le coefficient dex4 est nul). Il suffit finalement d’utiliser le DL desin et sh à l’ordre1 :

f (x) = sh(x3 +o(x3)) = x3 +o(x4).

DL et équivalents

Un développement limité d’une fonction au voisinage d’un point permet de trouver un équivalent. Si au voisinage de zéro,

f (x) = ak xk +ak+1xk+1 +·· ·+o(xn)

avecak 6= 0, alorsf (x) ∼
x→0

ak xk .

Exemple 3.38Trouver un équivalent simple lorsquex → 1 de f (x) = xx − x. Commençons par faire un changement de
variables pour se ramener à chercher un équivalent en0. On poseh = x −1 et on définit la fonction auxiliaireg (h) =
f (1+h) = (1+h)1+h −1−h. On se ramène à chercher un équivalent deg lorsqueh → 0. Sous forme exponentielle,

g (h)= [e(1+h) ln(1+h) −1]−h.

Avec l’ équivalent usuel,(eu −1) ∼
u→0

u, puisque(1+h) ln(1+h) ∼
h→0

h → 0, e(1+h) ln(1+h) −1 ∼
h→0

h. On est dans le cas où

la somme formelle des équivalents est nulle. La méthode du paragraphe précédent ne s’applique pas. C’est typiquement
le cas où l’on utilise les développements limités. Nous avons utilisé le DL deln(1+h) à l’ordre1, poussons le DL à
l’ordre supérieur :

g (h)= e
(1+h)(h−h2/2+o(h2)) −1−h = e

h+h2/2+o(h2) −1−h = 1+ (h+h2/2)+h2/2+o(h2)−1−h = h2 +o(h2).

Par conséquent,g (h) ∼
h→0

h2 et doncf (x) ∼
x→1

(x −1)2

Exemple 3.39 Déterminer un équivalent lorsquex → +∞ de f (x) = arctan(x)− πx +1

2x +1
. On commence toujours par

étudier la limite de la fonction (sif (x) → l 6= 0, alors f (x) ∼ l !). Ici f (x) −−−−−→
x→+∞

0 et il faut travailler un peu plus. On
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cherche un équivalent de chaque terme de la somme : puisquearctan(x) ∼
x→+∞

π/2 et πx+1
2x+1

∼
x→+∞

π/2, on est dans le cas

où la somme des équivalents est nulle et on ne peut pas conclure. Utilisons alors les développements limités. Faisons le
changement de variablesh = 1/x pour se ramener à nos DL en0 : on définit la fonctiong (h) = f (1/h) :

g (h) = arctan(1/h)− π+h

2+h
= π

2
−arctanh− π

2

1+h/π

1+h/2
.

On a utilisé quearctan(h)+arctan(1/h) =π/2 pourh > 0. Alors

g (h)=
π

2
− (h+o(h))−

π

2

(
1−

h

2
+o(h)

)
=

π−6

4
h+o(h).

On en déduit queg (h) ∼
h→0

π−6

4
h et doncf (x) ∼

x→+∞
π−6

4x
.

Recherche de limites

Les développements limités sont un outil important, mais nécessitent des calculs souvent pénibles. Par exemple, pour
trouver le développement limité d’un produit de fonctions,il faut effectuer un produit de polynômes (utiliser la méthode
vue en B.4.2 page 1170). Si l’on veut uniquement trouver la limite d’une fonction qui s’écrit comme produits-quotients,il
serait maladroit de calculer un développement limité : il est préférable d’utiliser les équivalents (on peut faire des produits
et quotients d’équivalents).
On veut trouver la limite d’une fonctionf qui s’écrit comme produit de fonctionsfi lorsquex → a. Voici la démarche
typique à suivre :

1. On étudie la limite de chaque fonctionfi et on regarde si la limite def est évidente.

2. S’il y a des formes indéterminées, on cherche un équivalent de chaque termefi du produit. Sia 6= 0, on se ramène
à des équivalents en zéro avec le changement de variablesh = (x −a) ou h = (a − x) (ou h = 1/x lorsquea =±∞).
On se ramène à chercher des équivalents en0 de fonctionsgi .

3. Si la fonctiongi est unesommede fonctions, et si les sommes d’équivalents sont nulles, utiliser les développements
limités pour trouver un équivalent degi .

4. On peut faire des produits d’équivalents et on trouve un équivalent def qui permet de trouver la limite.

Exemple 3.40Déterminer la limite lorsquex → 0 de

f (x) = 1

x4

(
ex2

−cos x
)[

(1+ x)x −1
]

Il y a plusieurs formes indéterminées dans cette limite. Cherchons un équivalent de chaque facteur :

f1(x) = ex2

−cos(x) =
[

1+ x2 +o(x2)
]
−

[
1− x2

2
+o(x2)

]
= 3

2
x2 +o(x2) ∼

x→0

3

2
x2

f2(x) =
(
ex ln(1+x) −1

)
∼

x→0
x2

d’où f (x) ∼
x→0

1

x4
×

3

2
x2 × x2 =

3

2
et doncf (x) −−−→

x→0

3

2
.

Lorsque la fonctionf s’écrit commequotientde fonctions,f (x) = n(x)

d(x)
, on commence par chercher un équivalent du

dénominateur. Si par exemple,d(x) ∼
x→0

bk xk avecbk 6= 0 et qu’on doit utiliser un développement limité pour le numéra-

teur, il suffira de faire un DL à l’ordrek pour conclure :

1. Sin(x) = ap xp +·· ·+o(xk ) avecp < k et ak 6= 0, f (x) ∼
x→0

ap

bk xk−p
−−−→
x→0

±∞.

2. Sin(x) = ak xk +o(xk ) avecak 6= 0, alorsf (x) ∼
x→0

ak

bk
et f (x) −−−→

x→0
ak /bk .

3. Sin(x) = o(xk ), alorsf (x) = o(1) d’où f (x) −−−→
x→0

0.
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Exemple 3.41 Déterminer la limite lorsquex → 0 de f (x) = esin x −etan x

x(1−cos(3x))
. Commençons par chercher un équivalent

du dénominateur :d(x) ∼
x→0

x× 9x2

2
= 9

2
x3. Pour obtenir la limite def , il suffit de faire un DL du numérateur à l’ordre3.

n(x) = e
x−x3/6+o(x3) −e

x+x3/3+o(x3)

= [1+ (x − x3/6)+ 1

2
(x − x3/6)2 + 1

6
(x − x3/6)3 +o(x3)]

− [1+ (x + x3/3)+
1

2
(x + x3/3)2 +

1

6
(x + x3/3)3 +o(x3)]

=− x3

2
+o(x3).

D’où n(x) ∼
x→0

−x3/2 et en prenant les quotients d’équivalents,f (x) ∼
x→0

−1/9 puis f (x) −−−→
x→0

−1/9.

C.4.6 Étude locale d’une fonction

On se sert souvent des développements limités pour étudier le prolongement d’une fonction en un point. Si une fonction
f est continue sur]0, a] et qu’elle possède un développement limité en0 à l’ordre1 :

f (x) = a0 +a1x +o(x)

alors :

1. f (x) −−−→
x→0

a0 donc la fonctionf se prolonge en une fonction

f̃ :





[0, a] −→ R

x 7−→
{

f (x) si x 6= 0

a0 si x = 0

qui est continue sur[0, a].

2. De plus, pourx 6= 0,
f̃ (x)− f̃ (0)

x −0
= f (x)−a0

x
= a1 +o(1) −−−→

x→0
a1

ce qui montre que la fonctioñf est dérivable en0 et quef̃ ′(0) = a1.

Remarque 3.7 Une fonctionf :]0, a] 7→R peut admettre un développement limité à un ordren Ê 2 sans qu’elle soit de
classeC 1 sur[0, a]. Étudiez attentivement le contre-exemple classique suivant (n Ê 2) :

f :





[0,1] −→ R

x 7−→
{

xn+1 sin(1/xn ) si x 6= 0

0 si x = 0

.

– Puisque
∣∣xn+1 sin(1/xn )

∣∣É xn+1, f (x) = o(xn) et doncf admet un DL à l’ordren en0 (a0 = ·· · = an = 0).

– La fonctionf est donc continue et dérivable en0 (puisqu’elle admet un DL(0,1)).
– Calculons pourx 6= 0,

f ′(x) = (n+1)xn sin
1

xn
−n cos

1

xn

On voit quef ′ n’admet pas de limite en0 (considérer par exemple les suitesxn = (2nπ)−1/n et yn = (2nπ+π/2)−1/n).
La fonction f ′ n’est donc pas continue en0 (et à fortiori n’est pas dérivable en0). La fonction f est donc dérivable
sur[0,1] mais pas de classeC 1 sur[0,1].

Exemple 3.422 Montrer que la fonction

f :





R −→ R

t 7−→





1

t
−

1

sin t
si t 6= 0

0 si t = 0
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est de classeC 1 sur R. La fonction f est dérivable (et continue) en tout pointx 6= 0. Étudions ce qui se passe en0.
Effectuons un DL def en0 à l’ordre1 : pourt 6= 0,

f (t)= 1

t


1− 1

1− t 2

6
+o(t 2)


= 1

t

[
1− (1+ t 2

6
+o(t 2))

]
=− t

6
+o(t).

On en déduit quef (t) −−−→
t→0

a0 = 0 = f (0) donc quef est continue en0. De plus,f est dérivable en0 et f ′(0) = a1 = 1/6.

Le DL que nous avons fait ne suffit pas à conclure quef est de classeC 1 (voir le contre-exemple ci-dessus). Il nous faut
étudier la continuité de la fonction dérivée :

f ′ :





R −→ R

t 7−→





t 2 cos t − sin2 t

t 2 sin2 t
si t 6= 0

−1/6 si t = 0

.

Cherchons la limite def ′ lorsquet → 0 en utilisant les équivalents : on a un équivalent immédiat dudénominateur :
d(t) ∼

t→0
t 4. Il suffit de faire un DL à l’ordre4 du numérateur pour conclure :

n(t) = t 2(1− t 2/2+o(t 2))− t 2(1− t 2/6+o(t 2)) =−t 4/6+o(t 4) ∼
t→0

−t 4/6

d’où f (t)−−−→
t→0

−1/6 = f ′(0). La fonctionf ′ étant continue, la fonctionf est de classeC 1 surR.

Un développement limité à un ordre supérieur à2 permet de préciser l’allure locale de la courbey = f (x). Si au voisinage
de x0, f (x) = a0 +a1(x − x0)+ak (x − x0)k +o((x − x0)k ), la fonctionf est dérivable enx0 et l’équation de la tangente en

x0 s’écrit y = a0 +a1(x − x0). La quantitér (x) = f (x)−a0 −a1(x − x0) représente la mesure algébrique entre la courbe et
la tangente :

y = a0 +a1(x −x0 )

y = f (x)

x0 x

r (x) = f (x)−a0 −a1(x −x0 )

Puisquer (x) ∼
x→x0

ak (x − x0)k (ak 6= 0), on obtient sur un voisinage dex0, le signe der (x) et donc la position locale de la

courbe par rapport à sa tangente (elle dépend du signe deak et de la parité dek).

Exemple 3.43Pour la fonction définie surR⋆ par f (x) =
sin x

x2
−

1

x
, on effectue un DL à l’ordre5 du sinus pour trouver

que

f (x) =−
x

6
+

x3

5!
+o(x3).

On en déduit quef est dérivable en0, que l’équation de la tangente au point(0,0) s’écrit y =−x/6 et qu’il existeα> 0

tel que la courbe se situe au-dessus de la tangente pourx ∈]0,α[ et au-dessous pourx ∈]−α,0[.

C.4.7 Développements asymptotiques

Revenons sur la définition d’un développement limité au voisinage de zéro :f (x) = a0 + a1x + ·· · + ak xk +o(xk ). La

fonction f s’écrit comme un polynôme (la partie régulière du DL) et un rester (x)= xkε(x) oùε(x) −−−→
x→0

0. Nous pouvons

écrire par exemple :

ex ln x = 1+ x ln x + x2(ln x)2

2
+o(x2 ln2 x).
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En effet, il suffit d’utiliser le fait qu’un développement limité est une égalité: eu = 1+u +u2/2+u2ε(u) et on peut
remplaceru parx ln x :

ex ln x = x ln x + x2 ln2 x

2
+ x2 ln2 xε(x ln x).

Mais puisquex ln x −−−→
x→0

0 et queε(u) −−−→
u→0

, par composée de limites,ε(x ln x) −−−→
x→0

0 et doncx2 ln2 xε(x ln x) = o(x2 ln2 x).

Exemple 3.44 Cherchons un équivalent lorsquex → 0 de f (x) = xx − 1− x ln x. Écrivons f (x) = ex ln x − 1− x ln x =[
1+ x ln x + (x ln x)2

2
+o(x2 ln2 x)

]
−1− x ln x = x2 ln2 x

2
+o(x2 ln2 x) et doncf (x) ∼

x→0

x2 ln2 x

2
.

Exemple 3.45Cherchons un équivalent lorsquex → 0 de f (x) = (tan x)x − xx . Écrivons en utilisant le DL(0,3) detan :

f (x) = e
x ln[x+x3/3+o(x3)] −ex ln x

= e
x(ln x+ln(1+x2/3+o(x2))) −ex ln x

= ex ln x

[
e

x ln(1+x2/3+o(x2)) −1

]

= ex ln x

[
x3

3
+o(x2)

]

∼
x→0

x3

3

en effet, puisquex ln x −−−→
x→0

0, ex ln x −−−→
x→0

1.

Exemple 3.46

On appelledéveloppement asymptotiqued’une fonctionf au voisinage d’un pointa, une égalité :

f (x) = f0(x)+ f1(x)+·· ·+ fk (x)+ r (x)

où les fonctionsfi sont ordonnées par ordre décroissant d’importance au voisinage du pointa : f1(x) = o( f0(x)), f2(x) =
o( f1(x)) . . .etr (x) = o( fk (x)). Si de plusr (x)= o(g (x)), on dit qu’on a un développement asymptotiqueà la précisiong (x).

Cette notion généralise les développements limités : un développement limité (au voisinage dea) est un développement
asymptotique avec les fonctionsf0(x) = 1, f1(x) = (x −a), . . .fk (x) = (x −a)k .

Remarque 3.8 Un développement asymptotique donne un équivalent def : f (x) ∼
x→a

f0(x).

Exemple 3.47Trouver un développement asymptotique à la précision1/x2 au voisinage de+∞ de

f (x) = x ln(x +1)− (x +1) ln x

Posonsh = 1/x et g (h) = f (1/h). On se ramène à effectuer un développement asymptotique deg à la précisionh2 au
voisinage de0. Écrivons :

g (h)=
1

h
ln

(
1+h

h

)
+

1+h

h
lnh

= 1

h
[ln(1+h)+h ln h]

= 1

h

[
h ln h+h− h2

2
+ h3

3
+o(h3)

]

= ln h+1− h

2
+ h2

3
+o(h2)

d’où au voisinage de+∞,

f (x) =− ln x +1− 1

2x
+ 1

3x2
+o(1/x2).

En particulier,f (x) ∼
x→+∞

− ln x.

Un développement asymptotique permet de trouver des asymptotes à une courbe. On dit que deux courbes d’équations
y = f (x) et y = g (x) sont asymptotes au voisinage dea lorsqueg (x)− f (x) −−−→

x→a
0.
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y = g (x)

y = f (x)

x

r (x) = g (x)− f (x)

Par exemple, pour déterminer une asymptote d’une courbe d’équationy = f (x) lorsquex → +∞, on peut effectuer un
développement asymptotique def au voisinage de+∞. Si par exemple

f (x) = a0x +a1 +
ak

xk
+o(1/xk ).

En posantg (x) = a0x + a1, r (x) = f (x) − g (x) ∼
x→+∞

ak

xk
−−−−−→
x→+∞

0 (ak 6= 0) et on en déduit que la droite d’équation

y = a0x + a1 est asymptote on détermine la position de la courbe par rapport à son asymptote à l’aide du signe de

l’équivalent
ak

xk
.

Exemple 3.48Si f (x) = (x +2)e1/x , en posanth = 1/x,

g (h) =
1+2h

h
eh

= 1

h
(1+2h)(1+h+ h2

2
+o(h2))

=
1

h
+3+

5

2
h+o(h)

et on obtient un développement asymptotique def lorsquex →±∞ :

f (x) = x +3+
5

2x
+o(

1

x
)

On en déduit que la droite d’équationy = x +3 est asymptote à la courbey = f (x) lorsquex →±∞. De plus, puisque

f (x)− [x +3] ∼
x→+∞

5

2x
, sur un voisinage de+∞, f (x)− [x +3] Ê 0 ce qui montre que la courbe est située au-dessus de

son asymptote et sur un voisinage de−∞, la courbe est située en-dessous de son asymptote.

Un développement asymptotique permet également de trouverdes courbes asymptotes plus compliquées que les droites.
On effectue en pratique un développement asymptotique avecle dernier terme significatif qui tend vers zéro.

Exemple 3.49 Étudier la branche infinie lorsquex → +∞ de la courbe d’équationy = f (x) où f (x) = x2e
x

x2−1 . En
posanth = 1/x,

g (h)= 1

h2
e

h
1−h2

=
1

h2
e

h+h3+o(h3)

= 1

h2
+ 1

h
+ 1

2
+ 7

6
h+o(h)

d’où f (x) = x2 + x + 1

2
+ 7

6x
+o(

1

x
). On en déduit que la parabole d’équationy = x2 + x +1/2 est asymptote à la courbe

et que sur un voisinage de+∞, la courbe est située au-dessus de cette parabole.

C.4.8 Exercices

Exercice 3.9 ♥♥♥
Déterminer un équivalent simple de
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a. f (x) = ln

(
x3 +1

x3 + x

)
lorsquex →+∞.

b. f (x) =
p

th x −1 lorsquex →+∞.

c. un = cos

(
π

2

n2 +1

n2 +n+2

)
.

d. un = ln(n+1)− ln n

3

√
1+ tan2( 1

2n )−cos( 1
2n )

e. un = esin

√
lnn

n −cos
1

4
p

n
.

f. un =
p

cos(1/n)−esin(1/n2).

g. un =
√

n+
p

n2 +1−
√

n+
p

n2 −1.

h. f (x) = ln(ch x)−ch(ln x) lorsquex →+∞.

i. un =
(

ln(n+1)

ln n

)n ln n

.

j. un =
[

tan

(
π

3
+ 1

n

)]n

.

Solution :

a. x3+1
x3+x

−−−−−→
x→+∞

1. Écrivons doncf (x) = ln
(
1+ x3+1

x3+x
−1

)
= ln

(
1+ −x+1

x3+x

)
. Puisque−x+1

x3+x
∼

x→+∞
− 1

x2 −−−−−→
x→+∞

0,

f (x) ∼
x→+∞

− 1
x2 .

b. Puisqueth x −−−−−→
x→+∞

1, écrivonsf (x) =
p

1+ (th x −1)−1 et cherchons un équivalent dev(x) = th x−1 =
ex −e−x

ex +e−x
−

1=−2
e−x

ex +e−x
∼

x→+∞
−2e−2x −−−−−→

x→+∞
0. Par conséquent,f (x) ∼

x→+∞
−e−2x .

c. Suun = cos(vn), la suite(vn) tend versπ/2. Utilisons la trigonométrie :un = cos

(
π

2

[
1+

(
n2 +1

n2 +n+2
−1

)])
=

−sin
(
π
2

(
n2+1

n2+n+2
−1

))
∼

n→+∞
−π

2

(
n2+1

n2+n+2
−1

)
=−π

2

−n+3

n2 +n−2
∼

n→+∞
π

2n
.

d. αn = ln(n + 1)− ln(n) = ln(1+ 1/n) ∼
n→+∞

1
n . βn =

[(
1+ tan2(1/2n )

)1/3 −1
]

︸ ︷︷ ︸
vn

+
[
1−cos(1/2n )

]
︸ ︷︷ ︸

wn

. vn ∼
n→+∞

1
3

1
4n et

wn ∼
n→+∞

1
2

1
4n d’où βn = 5

6
1

4n +o(1/2n ) et doncun ∼
n→+∞

6
5

4n

n
.

e. Écrivons d’abord
un = (eθn −1)+ (1−cos n−1/4) = an +bn .

Puisqueln n = o(n), θn ∼
n→+∞

p
ln n/n → 0. Avec l’équivalent classique de l’exponentielle,an ∼

n→+∞

p
ln n/n.

Avec l’équivalent classique du cosinus,bn ∼
n→+∞

1/(2
p

n) et comme bn = o(an), il vient que

un ∼
n→+∞

an ∼
n→+∞

√
ln n

n
.

f. Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons

un =
[√

1+ (cos1/n−1)−1
]
−

[
esin(1/n2) −1

]
= an +bn .

On trouve quean ∼
n→+∞

−1/2n2 etbn ∼
n→+∞

1/n2. Donc avec la définition d’un équivalent,an =−1/2n2+o(1/n2)

et bn = 1/n2 +o(1/n2) et doncun = 1/2n2 +o(1/n2). Finalement,un ∼
n→+∞

1/2n2.

g. En utilisant les quantités conjuguées, écrivons :

un = 2(√
n+

p
n2 +1+

√
n+

p
n2 −1

)(p
n2 +1+

p
n2 −1

) = 2

vn wn
.

Ensuite, on cherche un équivalent de chaque partie du produit. Puisque
p

n2 +1 ∼
n→+∞

n, n +
p

n2 +1 = 2n +

o(n) ∼
n→+∞

2n. Donc
√

n+
p

n2 +1 ∼
n→+∞

p
2n. De même,

√
n+

p
n2 −1 ∼

n→+∞

p
2n et ensuiteun ∼

n→+∞
2
p

2n.

On fait de même pourwn : wn ∼
n→+∞

2n et finalement,un ∼ 1

4
p

2n3/2
.

h. Utilisons la propriété du logarithme pour écrireln(ch x) = ln
(

ex

2 (1+e−2x )
)
= x − ln 2+ ln(1+ e−2x ) = x +o(x) et

ensuitech(ln x) = eln x+e− ln x

2 = x−1/x
2 = x

2 +o(x). Alors f (x) = 3
2 x +o(x) ∼

x→+∞
3
2 x.

i. Sous forme exponentielle,

un = e
n ln n ln

[
ln(n+1)

lnn

]
= ean

et an = n ln n ln
[

1+ ln(1+1/n)
ln n

]
∼

n→+∞
n ln n
n ln n

= 1 d’où an −−−−−→
n→+∞

1 et doncun ∼
n→+∞

e.
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j. Sous forme exponentielle :un = e
n ln

(
tan

(
π
3 + 1

n

))
= ean Utilisons ensuite la formule de trigonométrie :

tan(a +b)= tan a + tan b

1− tan a tanb

tan

(
π

3
+ 1

n

)
=

p
3+ tan 1

n

1−
p

3tan 1
n

∼
p

3.

On n’a pas le droit de prendre l’exponentielle d’équivalents ! Formons toutefois le quotient :

θn =
un

en ln
p

3
= e

n ln




1+ 1p
3

tan 1
n

1−
p

3tan 1
n



= ean

avec

an = n ln


1+

(
1p
3
+
p

3
)

tan 1
n

1−
p

3tan 1
n


∼

(
1
p

3
+
p

3

)

doncθn → e
1p
3
+
p

3
et donc

un ∼
n→+∞

e
n ln

p
3+(

p
3+ 1p

3
)
= e( 4

p
3

3 )(
p

3)n .

Exercice 3.10 ♥♥♥
Déterminer les limites :

a. f (x) =
(
tan πx

4

)tan πx
2 lorsquex → 1.

b. f (x) = [ln(1+e−x )]1/x lorsquex →+∞.

c. f (x) = ln(cos3x)

sin2(x)
lorsquex → 0.

d. f (x) =
[

ln(1+ x)

ln x

]x ln x

lorsquex →+∞.

e. f (x) = xx − x

ln(1+
p

x2 −1)
lorsquex → 1+.

f. f (x) = 1

sh2 x
− 1

ln2(1+ x)
lorsquex → 0.

g. f (x) = 1

2(1−
p

x)
− 1

3(1− 3
p

x)
lorsquex → 1.

Solution :

a. Par le changement de variablesh = x −1, on se ramène à chercher la limite lorsqueh → 0 de

g (h) = tan
(
π

4
+ πh

4

)−1/tan(πh/2)

= exp

[
− 1

tan πh
2

ln

(
1+ 2tanπh/4

1− tanπh/4

)]

et avec les équivalents usuels, on trouve que la limite vaut1/e.

b. Sous forme exponentielle,

f (x) = e
1
x ln(ln(1+e−x ))

Mais puisqueln(1+e−x ) ∼
x→+∞

e−x , on peut écrireln(1+e−x ) = e−x ×θ(x) avecθ(x)−−−−−→
x→+∞

1. Alors

1

x
ln

(
ln(1+e−x )

)
=−1+ ln(θ(x))

x
−−−−−→
x→+∞

−1.

Finalement,f (x) −−−−−→
x→+∞

1/e.

c. Si f (x) = n(x)/d(x) alorsd(x) ∼
x→0

x2 et n(x) = ln(1− (1−cos(3x))) ∼
x→0

−9x2

2
d’où finalementf (x) −−−→

x→0
−9/4.

d. Sous forme exponentielle,f (x) = e
x ln x ln

[
1+

ln(1+1/x)

ln x

]

. Avec l’équivalent classique du logarithme,
ln(1+1/x)

ln x
∼

x→+∞
1

x ln x
d’où x ln x ln (1+ ln(1+1/x)/ ln x) −−−−−→

x→+∞
1 et finalementf (x) −−−−−→

x→+∞
e.

1218



e. Avec le changement de variablesh = x −1, on se ramène à chercher la limite lorsqueh → 0+ de

g (h) = (1+h)1+h −1−h

ln(1+
p

h(2+h))
.

Puisqued(h) ∼
h→0

p
2h, il suffit de faire un DL à l’ordre1 du numérateur :

n(h) = e
(1+h)(h+o(h)) −1−h = o(h)

d’où f (x) −−−→
x→1

0.

f. Réduisons au même dénominateurf (x) =
ln2(1+ x)− sh2 x

sh2 x ln2(1+ x)
. Le dénominateurd(x) ∼

x→0
x4 et il suffira de faire

un DL du numérateurr (x) à un ordre inférieur à4 pour conclure. On trouve quen(x) ∼
x→0

−x3 et donc que

f (x) ∼
x→0

−1/x d’où f (x) −−−−→
x→0+

−∞ et f (x) −−−−→
x→0−

+∞.

g. Avec le changement de variablesh = x −1, on se ramène à chercher la limite lorsqueh → 0 de

g (h) = 3(1− 3
p

1+h)−2(1−
p

1+h)

6(1−
p

1+h)(1− 3
p

1+h)
.

Avec l’équivalent usuel(1+h)α −1 ∼
h→0

αh, on trouve un équivalent du dénominateur :d(h) ∼
h→0

h2. Il suffit de

faire un DL à l’ordre2 du numérateur :

n(h) = 3

[
1−

(
1+ h

3
− h2

9
+o(h2)

)]
−2

[
1−

(
1+ h

2
− h2

8
+o(h2)

)]
= h2

12
+o(h2).

Finalement,f (x) −−−→
x→1

1

12
.

C.5 Étude de suites récurrentes, vitesse de convergence

C.5.1 Étude d’une suite récurrente

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques pour étudier une suite définie par son premier termeu0 et une
relation de récurrence de la forme

∀n ∈N, un+1 = f (un )

Nous allons citer quelques résultats hors programme dans lebut de dégager quelques méthodes générales. Dans la pratique
des exercices, n’utilisez pas ces théorèmes, mais rédigez des démonstrations (essentiellement des récurrences simples)
pour retrouver ces résultats.

Une procédure Maple permet de calculer len-ième terme d’une suite récurrente

MAPLE

terme := proc(f, u0, n)
local u, i;
u := u0;
for i from 1 to n do

u := f(u) #u = u_i
od;
u; #u = u_n

end;

f := x -> x^2
terme(f, 2, 3);

On peut également calculer la liste desn premiers termes de la suite
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MAPLE

listetermes := proc(f, u0, n)
local u, i, l;
u := u0;
l := u0;
for i from 1 to n do

u := f(u);
l := l, u;

od;
[l];

end;

DÉFINITION 3.2 Intervalle stable
On dit qu’un intervalleI eststablepar la fonctionf lorsquef (I)⊂ I, c’est-à-dire∀x ∈ I, f (x) ∈ I.

PROPOSITION3.2 La suite récurrente reste dans un intervalle stable
Si I est un intervalle stable par la fonctionf et siu0 ∈ I, alors∀n ∈N, un ∈ I.

Démonstration Par récurrence surn. Pourn = 0, on a supposé queu0 ∈ I. Supposons la propriété vraie au rangn, un ∈ I. Puisque
un+1 = f (un ) et queI est stable parf , f (un )∈ I.

Le résultat suivant est fondamental car il permet de trouverles limites éventuelles d’une suite récurrente.

PROPOSITION3.3 ♥ Limites possibles de(un )

Si la suite(un ) converge vers une limite finiel , et si la fonctionf estcontinueau pointl , alorsl est unpoint fixede la
fonction f : f (l) = l .

Démonstration Si (un ) converge versl , alors la suite extraite(un+1) converge vers la même limitel . De plus, d’après le
théorème 11.22 page 426, comme la fonctionf est continue au pointl , la suite

(
f (un )

)
converge versf (l ). Par unicité de la limite,

on doit avoirl = f (l ).

Les deux résultats précédents montrent qu’il est importantd’étudier les intervalles stables par la fonctionf et les points
fixes def . Un point fixe d’une fonction se lit facilement sur un dessin :il correspond à l’intersection du graphe def avec
la première bissectrice. Lors de l’étude d’une suite récurrente, on commencera donc par représenter sur le même dessin
le graphe de la fonction et la première bissectrice. On peut ainsi deviner le comportement de la suite(un ) en représentant
les premiers termes de la suite par « ricochets »sur la première bissectrice.

1

1

u0 u1 u2 u3 u4 u5u6u7u8u9u10

Multimédia : Animation pour représenter l’évolution d’une suite récurrente avec des
ricochets sur la première bissectrice
Le dessin permet également de visualiser les intervalles stables intéressants, en général limités par les points fixes de la
fonction.
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L’étude générale d’une suite récurrente peut être très compliquée, et une suite récurrente aussi simple queu0 ∈ [0,1],
∀n ∈N, un+1 =λ un (1−un ) est un sujet de recherche récent ! Nous allons étudier uniquement le cas le plus simple où la
fonction f estmonotonesur un intervalle stableI.

PROPOSITION3.4 Cas où f est croissante sur un intervalle stable
On suppose que la fonctionf estcontinueetcroissantesur un intervalleI stableet queu0 ∈ I.

1. Siu0 É f (u0), la suite(un ) est croissante.

2. Siu0 Ê f (u0), la suite(un ) est décroissante.

Démonstration On a déjà montré que∀n ∈ N, un ∈ I. Supposons par exemple queu0 É f (u0). Montrons par récurrence que
∀n ∈ N, un É un+1. La propriété est vraie pourn = 0 par hypothèse. Supposons-la vraie au rangn : un É un+1. Puisquef est
croissante surI, f (un ) É f (un+1) c’est-à-direun+1 É un+2.

Remarque 3.9 Si de plus l’intervalleI est borné, alors la suite(un ) converge en vertu du théorème de la limite monotone
et sa limite ne peut être qu’un point fixe def . Cela nous suffit en général pour conclure.

Exemple 3.50Étudions la suite définie par

{
u0 Ê 0

∀n ∈N, un+1 =
p

4+3un

.

Introduisons la fonctionf :

{
[0,+∞[ −→ [0,+∞[

x 7−→
p

4+3x
. Elle est continue sur[0,+∞[ et un point fixel Ê 0 de f vérifie

l 2 = 4+3l , c’est-à-direl = 4.

lu0 u1 u2u3

On justifie ce que l’on voit sur le dessin en appliquant le théorème précédent. Les intervallesI1 = [0,4] et I2 = [4,+∞[

sont stables par la fonction continuef .
– Siu0 ∈ [0,4], puisqueu0 É f (u0), la suite(un ) est croissante. Puisqu’elle est majorée par4, elle converge et ce ne peut

être que vers l’unique point fixe def doncun −−−−−→
n→+∞

4.

– Si u0 ∈ [4,+∞[, puisqueu0 Ê f (u0), la suite(un ) est décroissante. Comme elle est minorée par4, elle converge et ce
ne peut être que vers l’unique point fixe def doncun −−−−−→

n→+∞
4.

Nous avons donc montré que∀u0 Ê 0, un −−−−−→
n→+∞

4.

Remarque 3.10 Dans l’étude d’une suite récurrente, il est intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par
g (x) = f (x)− x qui donne la position du graphe def par rapport à la première bissectrice et qui permet de connaître le
signe def (u0)−u0.

PROPOSITION3.5 Cas d’une fonction décroissante sur un intervalle stable
On suppose que la fonctionf est continue etdécroissantesur un intervalleI stableet queu0 ∈ I. Alors les deux suites
extraites(u2n) et (u2n+1) sont monotones de sens contraire.

Démonstration Notons(vn ) = (u2n ) et (wn) = (u2n+1). On calcule

vn+1 = u2n+2 = f (u2n+1) = f ◦ f (u2n) = f ◦ f (vn)
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et de mêmewn+1 = f ◦ f (wn). Les deux suites vérifient la même relation de récurrence associée à la fonctiong = f ◦ f . Puisque la
fonction f est décroissante surI, la fonctiong est croissante surI et les deux suites(vn ) et (wn ) sont monotones. Siu0 É f ◦ f (u0),
alors u1 Ê f ◦ f (u1) et d’après la proposition 3.4, la suite(vn) est croissante et la suite(wn ) est décroissante. Si par contre
u0 Ê f ◦ f (u0), alorsu1 É f ◦ f (u1) donc(vn ) est décroissante et(wn) est croissante.

u uu uu uuuuuu

Remarque 3.11 La preuve précédente montre qu’il peut être intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par
θ(x) = f ◦ f (x)− x.

Exemple 3.51Étudions la suite définie par

{
u0 ∈ [0,1]

∀n ∈N, un+1 = 1−u2
n

Introduisons la fonctionf :

{
[0,1] −→ [0,1]

x 7−→ 1− x2 . On vérifie facilement que l’intervalleI = [0,1] est stable parf donc

que∀n ∈N, un ∈ [0,1]. La fonctionf est décroissante surI et admet un unique point fixel ∈ [0,1] vérifiantl 2 + l −1 = 0

c’est-à-direl = (
p

5−1)/2. On calculeg (x) = f ◦ f (x) = 1− (1−x2)2 puisg (x)−x = x(1−x)(x2 +x−1). Les points fixes
deg dans[0,1] sont donc0, l et 1. En utilisant le théorème précédent,
– Si 0 É u0 < l , puisqueg (u0) Ê u0, la suite(u2n ) est décroissante et la suite(u2n+1) est croissante. Puisque(u2n) est

décroissante minorée par0, elle converge d’après le théorème de la limite monotone et ce ne peut être que vers un
point fixe x deg . Par passage à la limite dans l’inégalitéu2n É u0, on obtient quex É u0 < l d’où la seule possibilité
x = 0. Nous avons donc montré queu2n −−−−−→

n→+∞
0. Le même raisonnement montre queu2n+1 −−−−−→

n→+∞
1 et la suite(un)

est donc divergente.
– Si l < u0 É 1, commeg (u0) É u0, la suite(u2n ) est croissante et la suite(u2n+1) décroissante. Elles convergent toutes

les deux versl ce qui montre en vertu du théorème 10.24 page 363 queun −−−−−→
n→+∞

l .

C.5.2 Vitesse de convergence d’une suite

On s’intéresse dans ce paragraphe à la vitesse de convergence d’une suite vers sa limite. Votre calculatrice sait faire
des opérations simples comme l’addition, la multiplication et la division de nombres décimaux. Lorsque vous tapez2

suivi de la touche « racine », votre calculatrice utilise unalgorithmequi calcule une valeur décimale approchée de
p

2 en
n’effectuant que des additions, multiplications et divisions.
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Certaines suites convergent vers
p

a très lentement et demandent un grand nombre de termes pour obtenir une approxi-
mation satisfaisante alors que d’autres convergent très rapidement et il suffit de calculer quelques termes pour obtenir une
précision à neuf chiffres.
Considérons une suite(un) qui converge vers une limite finiel . Nous noterons

εn = |un − l |

l’erreur commise en approximant la limitel par len-ième terme de notre suite. La vitesse de convergence de la suite
(un ) vers sa limite est la vitesse de convergence de la suite d’erreurs(εn) vers0. Nous voulons connaître le nombren de
termes à calculer pour que cette précision soit inférieure àune valeurε = 10−p donnée. Pour fixer les idées, supposons
que notre suite soit une suite récurrente et qu’à chaque terme le calcul def (x) prenne10−6 secondes à notre calculatrice.
Nous noteronsT le temps total de calcul pour aboutir à une précision de10−10.
– Si εn = 1/n, pour queεn É 10−p , il faut prendren = 10p . Il faut calculer1010 termes de notre suite ce qui nécessite un

temps de calculT = 104 secondes ou environ3 heures . . .
– Si εn = 1/n2, n vaut10p/2 et T = 10−1 : un dixième de seconde.
– Si εn = 1/10n , n = p et T = 10−5 secondes.
On utilise le vocabulaire suivant pour classifier les vitesses de convergences :

– Si
εn+1

εn
−−−−−→
n→+∞

1, (par exemple siεn = 1/nα), on parle deconvergence lente.

– Si
εn+1

εn
−−−−−→
n→+∞

k ∈]0,1[ (par exemple siεn = kn), on parle deconvergence géométrique.

– Si
εn+1

εn
−−−−−→
n→+∞

0, (par exemple siεn = 1/n!), on parle deconvergence rapide.

Exemple 3.52Étudions un premier algorithme de calcul de la racine carréed’un nombrea > 1 basé sur la suite récurrente





u0 = 1

∀n ∈N, un+1 =
un +a

un +1

1
p

a a

1

a

Pour calculer les termes successifs de cette suite, nous effectuons uniquement des additions et des divisions. Définissons

la fonction associée :f :

{
[0,+∞] −→ R

x 7−→
x +a

x +1

. C’est une homographie de dérivéef ′(x) =
1−a

(x +1)2
< 0 et on vérifie

facilement en étudiant les variations def que l’intervalleI = [1, a] est stable. On calculef (x)− x = (
p

a − x)(
p

a + x)

x +1
et on voit que la fonctionf admet un unique point fixel =

p
a dans l’intervalleI. En utilisant le théorème 3.5 page

1221, on vérifie que la suite(u2n ) est croissante, que la suite(u2n+1) est décroissante et qu’elles convergent toutes les
deux vers

p
a ce qui montre queun −−−−−→

n→+∞
p

a. Étudions la vitesse de convergence de cette suite. Définissons la suite

εn = un −
p

a. On obtient une relation de récurrence simple :

εn+1 =
un +a

un +1
−
p

a = un +a −
p

a(un +1)

un +1
= 1−

p
a

un +1
εn

Puisqueun −−−−−→
n→+∞

p
a, on en déduit que

∣∣∣∣
εn+1

εn

∣∣∣∣−−−−−→n→+∞

p
a −1

p
a +1

= k < 1

La convergence de cette suite est donc géométrique.

Il existe une classe importante de suites récurrentes définies à l’aide d’une fonctionf contractante. La convergence d’une
telle suite est assurée par le théorème suivant que vous étudierez dans un cadre plus général en deuxième année.
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THÉORÈME 3.6 Point fixe en dimension un
Soit f : [a,b] 7→ [a,b] une fonctioncontractante, c’est-à-dire une fonctionk-lipschitzienne de rapportk ∈ [0,1[ :

∀(x, y) ∈ I,
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣É k|x − y |.

Alors :

1. La fonctionf possède un unique point fixel ∈ [a,b].

2. Pour toutu0 ∈ I, la suite récurrenteun+1 = f (un ) converge vers ce point fixe.

3. La convergence est géométrique :|un − l | É Ckn où C est une constante.

Démonstration Remarquons que la fonctionf est continue sur l’intervalle stableI = [a,b] puisqu’elle est lipschitzienne. Définis-
sons la fonctiong par g (x) = f (x)−x. Puisquef (a) Ê a, g (a) Ê 0 et puisquef (b) É b, g (b) É 0. D’après le théorème des valeurs
intermédiaires, il existel ∈ [a,b] tel queg (l ) = 0, c’est-à-diref (l ) = l . Montrons l’unicité d’un point fixe def . Supposons que
l , l ′ ∈ [a,b] vérifient f (l ) = l et f (l ′) = l ′. En majorant la différence en valeur absolue, on obtient|l − l ′| = | f (l )− f (l ′)| É k|l − l ′|
d’où (1−k)|l − l ′| É 0 et puisque1−k > 0, il vient quel = l ′. En utilisant quel est un point fixe, majorons

|un+1 − l | =
∣∣ f (un )− f (l )

∣∣É k|un − l |

Une récurrence simple montre qu’alors, pour toutn ∈N, |un − l | É |u0 − l |kn .

Remarque 3.12 On vérifie en pratique qu’une fonction est contractante en calculant sa dérivée et en montrant que
sup| f ′| É k < 1. Si f : R 7→ R est une fonction contractante, on peut montrer en utilisantles outils de math. sup. qu’elle
admet un segmentI = [−a, a] stable puis appliquer le théorème précédent. Puisquef est k-lipschitzienne, grâce à la
minoration de l’inégalité triangulaire, pourx ∈R,

| f (x)|− | f (0)| É | f (x)− f (0)| É k|x|

et donc| f (x)| É | f (0)| +k|x|. Le graphe de la fonctionf est situé dans la région délimitée par les courbes d’équation
y = | f (0)| +k|x| et y = −| f (0)| −k|x|. La première bissectrice coupe ces courbes ena et −a où a = | f (0)|/(1−k). On
vérifie facilement que le segment[−a, a] est stable parf et d’après le théorème précédent, la fonctionf admet un unique
point fixel ∈R situé dans le segment[−a, a].

−a a

y = | f (0)|+k|x|

Exemple 3.53 Étudions une autre suite récurrente qui permet également decalculer une valeur décimale approchée dep
a : 




u0 = a

∀n ∈N, un+1 =
1

2

(
un + a

un

)

Remarquons que le calcul deun ne fait intervenir ici aussi que des additions et des divisions. Introduisons la fonction

f :

{
]0,+∞[ −→ R

x 7−→ 1

2

(
x + a

x

) . On calculef ′(x) = x2 −a2

2x2
et f (x)−x = a − x2

2x
. On en déduit quef possède un unique

point fixel =
p

a ainsi que la position de la courbe représentative def par rapport à la première bissectrice.
– Si 0 < u0 É

p
a, alorsu1 Ê

p
a et on se ramène au cas suivant.

– Si u0 Ê
p

a, comme l’intervalle[
p

a,+∞[ est stable parf , et quef est croissante sur cet intervalle avecf (x) É x, on
vérifie que la suite(un) est décroissante, minorée par

p
a. Elle converge donc vers

p
a.

Considérons désormais l’erreur commise en approximant
p

a parun : εn = un −
p

a. On obtient facilement une relation
de récurrence liantεn+1 à εn .

εn+1 = un+1 −
p

a =
u2

n −2
p

aun +a

2un
= (un −

p
a)2

2un
=

ε2
n

2un
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Puisque∀n Ê 1, un Ê u1, on en déduit que
0 É εn+1 É Cε2

n

où C = 1/(2u1). Lorsque la suite d’erreurs vérifie une telle relation, on dit que la convergence estquadratique. Pour
comprendre la signification pratique d’une telle convergence, regardons le cas d’une suite d’erreurs(en) vérifianten+1 É
e2

n . Si un est une valeur approchée de sa limite à10−p près, (en É 10−p ), alors commeen+1 É e2
n , le terme suivant

un+1 sera une valeur approchée à10−2p près. Le nombre de décimales communes entreun et sa limitedoubleà chaque
itération. On peut calculer la liste[ε0, . . . ,εn ] avec Maple (nous avons prisa = 2) :

MAPLE

liste_erreurs := proc(n)
local u, l, rac2;
rac2 := evalf(sqrt(2));
u := 1.;
l := NULL;
for i from 1 to n do

l := l, u - rac2;
u := (u + 2/u) / 2;

od;
[l];

end;

Digits := 30; liste_erreurs(10);

On obtient la liste d’erreurs

[−0.41421,0.08578,0.00245,2.45×10−6 ,1.59×10−12 ,8.99×10−25 ,0,0,0,0]

On voit queu5 est déjà une approximation de
p

2 avec24 décimales exactes. À partir deu6, l’erreur est inférieure à la
précision de30 décimales définie par la variableDigits .

La suite précédente est un cas particulier de la méthode de Newton qui permet de trouver une valeur approchée du zéro
d’une fonction. Supposons quexn soit une première valeur approchée de l’unique zéroc de la fonctiong sur l’intervalleI.
L’idée consiste à approximer le graphe deg par sa tangente au pointxn . L’intersection de cette tangente avec l’axe(Ox)

va fournir une meilleure valeur approchée dec :

xnxn+1

c

Si l’on suppose la fonctiong dérivable surI et queg ′ ne s’annule pas surI, l’équation de la tangente au point(xn , g (xn ))

s’écrit Y = g (xn )+ g ′(xn ) (X− xn ). On cherchexn+1 = X pour queY = 0 et on trouve

xn+1 = xn − g (xn)

g ′(xn )

Si l’on prend la fonctiong définie parg (x) = x2 − a qui s’annule en±
p

a, on retrouve notre suite récurrentexn+1 =
(xn +a/xn )/2.
Multimédia : Une applet maple pour voir l’effet d’une conver gence quadratique, géométrique
sur le nombre de décimales exactes

C.6 Fractions rationnelles, primitives

Dans ce paragraphe, nous allons voir des techniques pour calculer une primitive d’une fonction sur un intervalle. Il est
indispensable de comprendre que l’on ne sait calculer une primitive que d’un nombre très restreint de types de fonctions.
Il est donc primordial de reconnaître des classes de fonctions que l’on saura primitiver et de connaître les algorithmes
correspondants.
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La première classe intéressante de fonctions que l’on sait primitiver est formée des fractions rationnelles. L’algorithme est
basé sur leur décomposition en éléments simples. Nous commençons donc par étudier la pratique de cette décomposition.
On obtient la décomposition d’une fraction rationnelle dansR (X) avec Maple en utilisant la commandeconvert :

MAPLE

> F := (X^5 + 1) / (X^3 - X)^2;
5

X + 1
F := ---------

3 2
(X - X)

> convert(F, parfrac, X);
1 1 1 1

1/2 -------- - 1/4 ----- + 5/4 ----- + ----
2 X - 1 X + 1 2

(X - 1) X

On calcule une primitive avec Maple en utilisant la commandeint :
MAPLE

f := x / (x^3+1);
x

f := ------
3

x + 1
> int(f, x);

2
- 1/3 ln(x + 1) + 1/6 ln(x - x + 1) +

1/3 sqrt(3) arctan(1/3 (2 x - 1) sqrt(3))

C.6.1 Décomposition pratique dansC

Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes :F =
P

Q
où Q est un polynôme unitaire. DansC [X], tout

polynôme est scindé. Le polynômeQ peut donc s’écrireQ = (X − a1)α1 . . . (X − an)αn . La forme de la décomposition en
éléments simples dansC s’écrit alors :

F= E+
(

λ11

X−a1
+ λ12

(X−a1)2
+·· ·+

λ1α1

(X−a1)α1

)
+·· ·+

+
(

λn1

X−an
+ λn2

(X−an)2
+·· ·+

λnαn

(X−an )αn

)

où la partie entièreE ∈C [X] est un polynôme et où les coefficientsλi j ∈C sont complexes.

Calcul de la partie entière

1. Lorsquedeg(P) < deg(Q), E = 0. Lorsqued = deg(P)−deg(Q)Ê 0, E est un polynôme de degréd .

2. Lorsqued = 0, E est un polynôme constant qui s’obtient directement :E = ap où ap est le coefficient de plus haut
degré deP.

3. Lorsqued Ê 1, E est le quotient de la division euclidienne deP parQ.

Exemple 3.54F =
X3 +1

X2 −3X+2
= (X+3)+

7X−5

X2 −3X+2
.

On se ramène alors à décomposer
R

Q
où R est le reste de la division deP parQ (avec une partie entière nulle).

Calcul du coefficient associé à une pôle simple

Lorsqueαi = 1, on dit que le pôleai estsimple.

Exemple 3.55
7X−5

(X−1)(X−2)
=

λ

X−1
+

µ

X−2
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et on cherche les coefficientsλ et µ. Il suffit de multiplier la décomposition par(X − ai ) et de prendrex = ai dan la
fraction restante :

7X−5

X−2
= λ+µ

X−1

X−2
.

En prenantx = 1, on trouve que−2=λ. De même, en multipliant par(X−2) :

7X−5

X−1
=λ

X−2

X−1
+µ

et en prenantx = 2, on trouve que9 =µ. On écrit alors la décomposition complète :

X3 +1

(X−1)(X−2)
= (X+3)+ −2

X−1
+ 9

X−2
.

Calcul des coefficients associés à un pôle multiple

Il existe une méthode qui permet de calculer tous les coefficientsλi j (division selon les puissances croissantes d’un
polynôme), mais elle est hors programme et en pratique l’ordre des pôles est généralement inférieur à2. Nous préférons
vous montrer une technique plus utile.

Exemple 3.56Décomposons la fraction

F = X3

(X−1)2(X−2)2
= a

X−1
+ b

(X−1)2
+ c

(X−2)
+ d

(X−2)2
.

1. Multiplions parX les deux membres :

X4

(X−1)2(X−2)2
= a

X

X−1
+b

X

(X−1)2
+c

X

(X−2)
+d

X

(X−2)2
.

En faisantx →+∞, on obtienttoujoursune relation intéressante. Ici,1 = a + c. Il suffit donc de trouver l’un des
deux coefficientsa et c et on connaît automatiquement l’autre.

2. Les coefficientsb et d sont simples à déterminer. Il suffit de multiplier les deux membres par(X−1)2 :

X3

(X−2)2
= a(X−1)+b +c

(X−1)2

(X−2)
+d

(X−1)2

(X−2)2
.

En prenant ensuitex = 1, on tireb = 1. De la même façon, en multipliant par(X−2)2 puis en prenantx = 2, on tire
d = 8.

3. Il suffit enfin de prendre une valeur particulière pourx afin d’obtenir une nouvelle relation lianta et c. Ici, pour
x = 0, on a

0 =−a +b −c/2+d/4 =−a −c/2+3.

On a les deux relations {
a +c = 1

2a +c = 6

et l’on tire a = 5, c =−4.

4. La décomposition s’écrit donc :

X4

(X−1)2(X−2)2
=

5

X−1
+

1

(X−1)2
−

4

(X−2)
+

8

(X−2)2
.

C.6.2 Décomposition pratique dansR

Considérons une fraction rationnelleF= P

Q
∈R (X). La décomposition en facteurs irréductibles dansR [X] du dénominateur

s’écrit :

Q = (X−a1)α1 . . . (X−an)αn (X2 +b1X+c1)β1 . . . (X2 +bp X+cp )βp
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Alors la fractionF s’écrit de façon unique :

F= E+
[( λ11

X−a1
+ λ12

(X−a1)2
+·· ·+

λ1α1

(X−a1)α1

)
+ . . .

+
(

λn1

X−an
+ λn2

(X−an)2
+·· ·+

λnαn

(X−an)αn

)]

+
[( µ11X+δ11

X2 +b1X+c1
+ µ12X+δ12

(X2 +b1X+c1)2
+·· ·+

µ1β1
X+δ1β1

(X2 +b1X+c1)β1

)
+ . . .

+
(

µp1X+δp1

X2 +bp X+cp
+

µp2X+δp2

(X2 +bp X+cp )2
+·· ·+

µpβp
X+δpβp

(X2 +bp X+cp )βp

)]

où la partie entièreE ∈ R[X] est un polynôme nul ou de degréd = degP −degQ, et tous lesλi j , µi j , δi j sont des réels.
Le premier groupe est forméd’éléments simples de première espèceet le second groupe d’éléments simples de seconde
espèce.
Nous allons voir sur des exemples simples comment calculer les coefficients de cette décomposition.

Exemple 3.571

F= 1

X3 +1

1. Commençons par factoriser dansR [X] le dénominateur :X3 +1= (X+1)(X2 −X+1). La décomposition dansR (X)

s’écrit donc
1

(X+1)(X2 −X+1)
= a

X+1
+ bX+c

X2 −X+1

2. On calcule facilement le coefficient du pôle simple en multipliant par(X−1) et en prenantx = 1 : a = 1/3.

3. En multipliant parX et en faisant tendrex vers+∞, on trouve une relation entre coefficients :0 = a + b d’où
b =−1/3.

4. Il ne reste que le coefficientc à déterminer. En prenantx = 0, on a la relation1= a +c d’où c = 2/3.

5. La décomposition s’écrit donc :
1

X3 +1
= 1

3

(
1

X+1
− X−2

X2 −X+1

)

Exemple 3.58

F= 1

X4 +1

Le polynômeQ = X4 +1 est bicarré. On obtient sa décomposition en suivant la technique du paragraphe B.4.4 :

X4 +1 = (X2 +1)2 −2X2 = (X2 −
p

2X+1)(X2 +
p

2X+1).

La décomposition en éléments simples dansR (X) s’écrit :

1

X4 +1
= aX+b

X2 −
p

2X+1
+ cX+d

X2 +
p

X+1
.

Le plus rapide lorsqu’il n’y a pas de pôles simples consiste àréduire au même dénominateur :

1

X4 +1
= [a +c]X3 + [

p
2(a −c)+ (b +d)]X2 + [(a +c)+

p
2(b −d)]X+ (b +d)

X4 +1
.

On obtient ainsi un système d’équations linéaires :





a +c = 0p
2(a −c)+ (b +d) = 0

b −d = 0

b +d = 1

d’où b = d = 1/2, a =−1/2
p

2 =−c.

La décomposition s’écrit donc :

1

X4 +1
=

1

2
p

2

(
X2 +

p
2

X2 +
p

2X+1
−

X2 −
p

2

X2 −
p

2X+1

)
.
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C.6.3 Primitives de fractions rationnelles

Rappelons qu’on dit qu’une fonctionF est une primitive d’une fonctionf sur un intervalleI lorsqueF est dérivable et que
F′ = f . Toute fonctionf continue possède une primitive (théorème fondamental de l’analyse) et toutes les primitives de
f diffèrent d’une constante. Dans les calculs qui suivent, onne notera pas les constantes de primitivation. On ne définira
pas non plus les intervalles sur lesquels on cherche les primitives (ils sont définis à partir des pôles de la fraction). Nepas
confondre primitive

∫
f (x) dx (une fonction) avec une intégrale définie

∫b
a f (x) dx (un réel). Les méthodes que nous allons

voir s’appliquent également au calcul d’intégrales : il suffit de ne pas oublier de modifier les bornes lors d’un changement
de variables.

On veut calculer une primitive d’une fraction rationnelleF(x) =
∫

P(x)

Q(x)
dx. On commence par décomposer la fraction en

éléments simples dansR (X) et on doit alors primitiver des éléments simples de premièreespèce et de deuxième espèce.

Primitives des éléments simples de première espèce

On connaît une primitive surI1 =]−∞, a[ ou I2 =]a,+∞[ de :

♥ 3.12 F(x) =
∫

dx

(x −a)k
=




− 1

k −1

1

(x −a)k−1
si k 6= 1

ln|x −a| si k = 1
.

Remarque 3.13 Ces primitives se rencontrent très souvent en pratique. Il suffit de retenir que pourα ∈ R, α 6= −1 (le
dénominateur ne doit pas s’annuler) :

♥ 3.13
∫

(x −a)α dx = 1

α+1
(x −a)α+1.

et d’écrire ∫
dx

(x −a)k
=

∫
(x −a)−k dx = 1

−k +1
(x −a)−k+1 = −1

k −1

1

(x −a)k−1
.

Primitive des éléments simples de seconde espèce

Il est bon de connaître par coeur deux primitives fondamentales que l’on rencontre souvent dans les calculs :

♥ 3.14





∫
dx

x2 +a2
= 1

a
arctan

( x

a

)

∫
dx

x2 −a2
= 1

2a
ln

∣∣∣ x −a

x +a

∣∣∣
.

Pour primitiver un élément simple de seconde espèce

F(x) =
∫

ax +b

(x2 +px +q)k
dx

on procèdedans l’ordre suivant:

1. Éliminer x du numérateur :

F(x) = a

2

(∫
2x +p

(x2 +px +q)k
dx +

∫
2b/a −p

(x2 +px +a)k
dx

)
= a

2

∫
u′(x)

uk (x)
dx +C

∫
dx

(x2 +px +q)k
.

On sait primitiver :
∫

u′(x)

uk (x)
dx =




− 1

(k −1)uk−1(x)
pourk Ê 2

ln|u(x)| pourk = 1
.

On se ramène donc à trouver une primitiveG(x) =
∫

dx

(x2 +px +q)k
.

2. Mettre le trinôme sous forme canonique : on écrit

x2 +px +q = (x +p/2)2 + (q −p2/4) = (x −α)2 +a2

où a =
√

4q −p2/2 (∆ = p2 −4q < 0 puisque le trinôme est irréductible). On effectue ensuite le changement de
variablesy = x +p/2 et on se ramène à primitiver

Gk (y)=
∫

dy

(y2 +a2)k
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Lorsquek = 1, G1(y)= 1

a
arctan

y

a
et pourk Ê 2,

3. Intégrer par parties Gk−1(y) :

Gk−1(y) =
∫

dy

(y2 +a2)k−1

= y

(y2 +a2)k−1
+2(k −1)

∫
y2 +a2 −a2

(y2 +a2)k
dy

= y

(y2 +a2)k−1
+2(k −1)

[
Gk−1(y)−a2Gk (y)

]
.

On exprime alorsGk (y) en fonction deGk−1(y) et en itérant, en fonction deG1(y) que l’on sait calculer.

Exemple 3.59 CalculonsF(x) =
∫

dx

x3 +1
. On a décomposé la fraction en éléments simples dans l’exemple 3.57

page 1228 :F(x) =
∫

dx

x +1
−

∫
x −2

x2 − x +1
dx = ln|x +1|−G(x). On écrit alors

G(x) = 1

2

∫
2x +1−3

x2 + x −1
dx = 1

2
ln(x2 − x +1)− 3

2
H(x)

avecH(x) =
∫

dx

(x −1/2)2 +3/4
. Avec le changement de variablesy = (x − 1/2), on calculeK(y) =

∫
dy

y2 +
(p

3
2

)2
=

2
p

3
arctan

2y
p

3
et doncH(x) =

2
p

3
arctan

(
2x +1
p

3

)
et finalement,

F(x) = 1

3
ln|x +1|− 1

6
ln(x2 − x +1)+ 1

p
3

arctan

(
2x +1
p

3

)
.

Exemple 3.60CalculonsF(x) =
∫

x +1

(x2 + x +1)2
dx.

F(x) = 1

2

∫
2x +1

(x2 + x +1)2
+ 1

2

∫
dx

[(x +1/2)2 +3/4]2
︸ ︷︷ ︸

G(x)

.

Avec le changement de variablesy = x +1/2 et en posanta =
p

3/2, on est amené à calculerH2(y) = dy

(y2 +a2)2
. En

intégrant par parties

H1(y) =
∫

dy

y2 +a2
= y

y2 +a2
+2

∫
y2 +a2 −a2

(y2 +a2)2
= y

y2 +a2
+2H1(y)−2a2H2(y)

on trouve queH2(y)= 1

2a2

[
y

y2 +a2
+ 1

a
arctan

( y

a

)]
d’où G(x) = 2x +1

3(x2 + x +1)
+ 4

3
p

3
arctan

2x +1
p

3
et finalement

F(x) =
x −1

3(x2 + x +1)
+

2

3
p

3
arctan

(
2x +1
p

3

)
.

C.6.4 Primitives
∫

F(cos x, sin x) dx, règles de Bioche

On sait en théorie primitiver des fonctions définies parf (x) = P(sin x,cos x)

Q(sin x,cos x)
où P(X,Y) et Q(X,Y) sont des polynômes en

deux variables (sommes-produits deX et Y). Par exemple :

–
∫

sin3 x +cos x

sin x +cos2 x
dx où F(X,Y) =

X3 +Y

X+Y2
.

–
∫

tan x

1+ tan3 x
dx où F(X,Y) = X/Y

1+X3/Y3
= XY2

X3 +Y3
.
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On définitl’élément différentielω(x) = F(sin x,cos x) dx et on regarde s’il est invariant par l’un des trois changements de

variablesx 7→ −x, x 7→π− x, x 7→ π+ x. Par exemple, pour calculer
∫

sin x cos x

sin3 x +cos3 x
dx,

ω(x) = sin x cos x

sin3 x +cos3 x
dx

– ω(−x) = (−sin x)(cos x)

−sin3 x +cos3 x
(− dx) = sin x cos x

−sin3 x +cos3 x
6=ω(x).

– ω(π− x) = (sin x)(−cos x)

sin3 x −cos3 x
(− dx) 6=ω(x).

– ω(π+ x) = (−sin x)(−cos x)

−sin3 x −cos3 x
dx =−ω(x).

L’élément différentiel n’est invariant par aucun des changements de variables.

Pour
∫

sin x cos x

sin4 x +cos4 x
dx,

– ω(−x) =ω(x).
– ω(π− x) =ω(x).
– ω(π+ x) =ω(x).
L’élément différentiel est invariant par chaque changement de variables.
Les règles de Bioche (hors programme) suggèrent un changement de variables intéressant qui ramène le calcul à une
primitive d’une fraction rationnelle :

1. Siω(−x) =ω(x), faire le changement de variablest = cos(x).

2. Siω(π− x) =ω(x), faire le changement de variablest = sin(x).

3. Siω(π+ x) =ω(x), faire le changement de variablest = tan x.

4. Siω(x) n’est invariant par aucune des trois transformations, faire le changement de variablest = tan( x
2

).

Remarque 3.14 Ces règles sont faciles à mémoriser : parmi les trois fonctionssin,cos,tan, cos est la seule invariante
parx 7→ −x, sin est la seule invariante parx 7→ π− x et tan est la seule invariante parx 7→ π+ x.

Exemple 3.61

F(x) =
∫

sin x

sin2 x +1
dx

On voit queω(−x) =ω(x). Comprenons pourquoi le changement de variablest = cos x va fonctionner :dt =−sin x dx

d’où F(x) =−
∫

(−sin x dx)

1+ (1−cos2 x)
et on se ramène à calculer la primitive de la fraction rationnelle :

G(t)=
∫

dt

t 2 −2
= 1

2
p

2
ln

∣∣∣∣∣
t −

p
2

t +
p

2

∣∣∣∣∣

d’où finalement

F(x) =
1

2
p

2
ln

p
2−cos x

p
2+cos x

.

Exemple 3.62

F(x) =
∫

tan x dx

1. ω(−x) =ω(x), on peut donc effectuer le changement de variablest = cos(x), dt =−sin(x) dx :

F(x) =−
∫

(−sin x dx)

cos x

G(t) =−
∫

dt

t
=− ln|t |

d’où F(x) =− ln|cos x|.
2. ω(π− x) =ω(x), on peut effectuer le changement de variablest = sin(x), dt = cos(x) dx :

F(x) =
∫

sin x

cos2 x
(cos x dx) =

∫
sin x

1− sin2 x
(cos x dx)

G(t) =
∫

t

1− t 2
dt =−1

2

∫
2t

t 2 −1
dt =−1

2
ln|t 2 −1|

d’où F(x) =−1

2
ln|1− sin2 x| = − ln|cos x|.
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3. ω(π+x) =ω(x), on peut effectuer le changement de variablest = tan x, dt = (1+ tan2 x) dx = dx

cos2 x
. En utilisant

la relation1+ tan2 x =
1

cos2 x
:

F(x) =
∫

tan x cos2 x
dx

cos2 x
=

∫
tan x

1+ tan2 x

dx

cos2 x

G(t)=
∫

t

1+ t 2
dt = 1

2
ln(t 2 +1)

d’où

F(x) = 1

2
ln(1+ tan2 x) = 1

2
ln

1

cos2 x
=− ln|cos x|.

Exemple 3.63

F(x) =
∫

dx

2+cos x

ω(x) n’est invariant par aucune des trois transformations. On utilise le changement de variables généralt = tan x
2

:

♥ 3.15





sin(x) = 2t

1+ t 2

cos(x) =
1− t 2

1+ t 2

tan(x) = 2t

1− t 2

dx = 2 dt

1+ t 2

.

G(t) =
∫

1

2+ 1−t 2

1+t 2

2 dt

1+ t 2
=

∫
2 dt

t 2 +3
= 2

p
3

arctan

(
t
p

3

)

d’où F(x) =
2
p

3
arctan

(
1
p

3
tan x

2

)
.

Remarque 3.15 En toute rigueur, les changements de variables de cette section ne sont valables que sur certains inter-

valles. Par exemple dans le dernier calcul, la fonctionx 7→ 1

2+cos(x)
est continue surR et admet donc une primitive sur

R. Mais le changement de variablest = tan(x/2) n’est défini que sur les intervallesJk =](2k−1)π, (2k+1)π[. La primitive
que nous avons obtenue n’est pas définie pourx = (2k +1)π. On s’aperçoit tout de même queF(x) −−−−−−−−→

x→(2k+1)π
±π/

p
3

et on peut donc « recoller »les différentes primitives en ajustant les constantes d’intégration pour obtenir une fonction
continue surR. Il suffit ensuite de vérifier que la fonction obtenue est dérivable en chacun des points(2k +1)π et que sa
dérivée coïncide avec la valeur def en ces points. . .

On rencontre souvent dans les calculs les primitives de Wallis :

Wk (x) =
∫

sink x dx

1. Lorsquek est impair,W2p+1(x) =
∫

(1−cos2 x)p x sin x dx. Par le changement de variablesy = cos x, on se ramène

à primitiver un polynôme−
∫

(1− y2)p dy .

2. Lorsquek est pair et petit, on peut linéarisersin2p x. Par exemple,

W2(x) =
∫

1−cos(2x)

2
dx =

x

2
−

sin(2x)

4
.

3. Lorsquek est pair et supérieur à4, utiliser une intégration par parties pour trouver une relation de récurrence :

W2p+2(x) =
∫

sin2p+1 x sin x dx

=−sin2p+1 x cos x + (2p +1)

∫
sin2p x(1− sin2 x) dx

=−sin2p+1 x cos x + (2p +1)[W2p (x)−W2p+2(x)].
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On exprimeW2p+2(x) en fonction deW2p (x) et on itère cette relation pour exprimerW2p (x) en fonction deW0(x) =
x.

Voir l’exercice 13.95 page 584.

C.6.5 Primitives
∫

F(sh x,ch x) dx

Puisquesh(x) =
ex −e−x

2
et ch(x) =

ex +e−x

2
, on peut utiliser le changement de variablesy = ex qui conduit à une

primitive de fraction rationnelle eny . On peut également utiliser les règles de Bioche. On remplace dansω(x), sh(x) par
sin(x) et ch(x) parcos(x). Si les règles de Bioche indiquent le changement de variables y = cos(x) (resp.sin(x), tan x),
on utilise le changement de variablesy = ch(x) (resp.sh(x), th(x)).

Exemple 3.64CalculerF(x) =
∫

sh3 x

ch x(2+ sh2 x)
dx. On notantω(x) =

sin3 x

cos x(2+ sin2 x)
, ω(−x) =ω(x), ω(π− x) =ω(x)

etω(π+ x) =ω(x). On peut utiliser plusieurs changements de variables :

1. t = sh x donneG(t) =
∫

t 3

(1+ t 2)(2+ t 2)
dt .

2. t = ch x donneG(t)=
∫

t 2 −1

t(1+ t 2)
dt .

3. t = th x donneG(t) =
∫

t 3

2− t 2
dt .

4. t = ex donneG(t)=
∫

(t 2 −1)3

t(t 2 +1)(t 4 +6t 2 +1)
dt .

Les fractions rationnelles à primitiver ne sont pas toutes agréables ! Le mieux ici est d’utiliser le changement de variables
t = th x pour calculer

G(t) =− t 2

2
− ln|t 2 −2|

puis

F(x) =− th2(x)

2
− ln(2− th2 x)+C

C.6.6 Primitives avec des racines

Deux types de primitives avec radicaux sont à connaître :

Primitives
∫

F

(
x,

n

√
ax +b

cx +d

)
dx

Ce sont des primitives de fractions rationnelles enx et en une racinen-ième d’une homographie. Dans la notation précé-
dente,F(X,Y) est une fraction rationnelle. Par exemple :

–
∫ p

x +1+ x

x2 + x
p

x +1
dx où F(X,Y) = X+Y

X2 +XY

–
∫

x

x2 +1

3

√
2x +1

x +2
dx où F(X,Y) = X

X2 +1
Y.

Pour calculer ces primitives, on effectue le changement de variablesy = n

√
ax +b

cx +d
, x =−d yn −b

c yn −a
, dx = ad −bc

(c yn −a)2
nyn−1 dy

et on se ramène au calcul d’une primitive de fraction rationnelle.

Exemple 3.65CalculerF(x) =
∫√

1+ x

1− x

dx

x
sur l’intervalleI =]0,1[. On effectue le changement de variables

y =
√

1+ x

1− x
, x = y2 −1

y2 +1
dx = 4y

(y2 +1)2

et on se ramène à calculer la primitive

G(y)= 4

∫
y2

(y2 −1)(y2 +1)
dy.
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La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit

X2

(X2 −1)(X2 +1)
= 1/4

X−1
− 1/4

X+1
+ 1/2

X2 +1

et on trouve queG(y)= ln

∣∣∣∣
y −1

y +1

∣∣∣∣+2arctan y . Après simplifications :

F(x) = ln

∣∣∣∣∣

p
1+ x −

p
1− x

p
1+ x +

p
1− x

∣∣∣∣∣+2arctan

√
1+ x

1− x
.

On peut utiliser ensuite les quantités conjuguées pour écrire

F(x) = ln
x

1+
p

1− x2
+arctan

√
1+ x

1− x
.

Exemple 3.66Calculer une primitiveF(x) =
∫

dx
p

x + 3
p

x
sur l’intervalleI =]0,+∞[.

On reconnaît une primitive de notre type avec ici6
p

x qui est une racine sixième d’une homographie etF(X,Y) =
1

Y3 +Y2
.

Avec le changement de variablesy = 6
p

x, x = y6, dx = 6y5 dy , on se ramène à calculer

G(y) = 6
y3

1+ y
dy

et en effectuant la division euclidienne deX3 par(X+1) :

y3

1+ y
= y2 − y +1− 1

1+ y

on calcule
G(y) = 2y3 −3y2 +6y −6ln|y +1|

d’où finalement
F(x) = 2

p
x −3 3

p
x +6 6

p
x −6ln(1+ 6

p
x).

Primitives
∫

F(x,
√

ax2 +bx +c) dx

Ce sont des primitives de fractions rationnelles enx et en uneracine carréed’un trinôme. Par exemple, on sait calculer :

–
∫

x +
p

x2 + x +1

x2 +
p

x2 + x +1
dx avecF(X,Y) =

X+Y

X2 +Y
,

–
∫

x4 +1

x(x2 +1)3/2
dx avecF(X,Y) = X4 +1

X(X2 +1)Y
.

Il est bon de connaître par coeur les primitives fondamentales (a > 0) :

♥ 3.16





∫
dx

p
a2 − x2

= arcsin
( x

a

)
(I =]−a, a[)

∫
dx

p
x2 +a2

= argsh
( x

a

)
(I=R)

∫
dx

p
x2 −a2

= argch
( x

a

)
(I =]a,+∞[)

.

Si le trinôme possède deux racines réellesα < β et on veut calculer par exemple une primitive surI =]α,β[, F(x) =∫
F(x,

√
(x −α)(β− x)) dx le plus rapide consiste à se ramener à une racine d’une homographie en factorisant(x −α) :

Exemple 3.67 CalculonsF(x) =
∫√

x(1− x) dx sur I =]0,1[. En écrivantF(x) =
∫

x

√
1− x

x
dx, on se ramène à une

primitive du paragraphe précédent. Le changement de variablesy =
p

(1− x)/x, x = 1/(y2 +1) mène au calcul de

G(y)=−2

∫
y2

(y2 +1)3
dy =

y

2(y2 +1)2
−

y

4(y2 +1)
−

1

4
arctan y.
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On trouve finalement

F(x) = 2x −1

4

√
x(1− x)− 1

4
arctan

√
1− x

x
.

Dans l’algorithme général de calcul de ces primitives, on commence par réduire le trinôme sous forme canonique. Par un
premier changement de variables affiney = (x −a)/b, on se ramène à calculer une primitive de la forme :

1.
∫

F(y,

√
1− y2) dy : on effectue alors le changement de variablesy = sinθ (ou y = cos(θ)). Avec la formule de

trigonométriesin2θ+ cos2θ = 1,
√

1− sin2θ = |cosθ| et on se ramène à une primitive de type
∫

F(cosθ,sinθ) dθ

que l’on sait calculer.

2.
∫

F(y,

√
1+ y2) dy : on effectue le changement de variablesy = shθ. Avec la formule de trigonométriech2 θ−

sh2θ= 1, on élimine la racine :
√

1+ sh2θ= chθ et on se ramène à une primitive du type
∫

F(shθ,chθ) dθ que l’on

sait calculer.

3.
∫

F(y,

√
y2 −1) dy : on effectue le changement de variablesy = chθ car

√
ch2θ−1 = |shθ| et on se ramène à une

primitive de type
∫

F(shθ,chθ) dθ.

Exemple 3.68CalculerF(x) =
∫√

x2 + x +1 dx. On réduit le trinôme à l’intérieur de la racine :

√
x2 + x +1 =

√
(x +1/2)2 +3/4 =

p
3

2

√[
2x +1
p

3

]2

+1

et par le premier changement de variablesy = (2x +1)/
p

3, on se ramène au calcul deG(y) = 3

4

∫√
y2 +1 dy . Ensuite,

avec la changement de variablesy = shθ, dy = chθdθ, on se ramène à

H(θ)= 3

4

∫
ch2θ dθ.

Il suffit de linéariserch2θ= ch(2θ)+1

2
pour calculer

H(θ)=
3

16
sh(2θ)+

3

8
θ

G(y) = 3

8

(
y

√
1+ y2 +argsh(y)

)

F(x) = (2x +1)
p

x2 + x +1

4
+ ln(2x +1+2

√
x2 + x +1).

Remarque 3.16 Les primitives
∫p

x2 +a2 dx,
∫p

x2 −a2 dx,
∫p

a2 − x2 dx se calculent plus rapidement en intégrant
par parties. Par exemple :

F(x) =
∫√

x2 +1 dx = x
√

x2 +1−
∫

x2 +1−1
p

x2 +1
dx

d’où l’on tire

F(x) = x
p

x2 +1

2
+ 1

2
argsh(x) = x

p
x2 +1

2
+ 1

2
ln(x +

√
x2 +1)

C.6.7
∫

f (xα)
dx

x

Lorsque la primitive à calculer s’écrit sous la forme
∫

f (xα)
dx

x
, on peut utiliser le changement de variablesy = xα. En

effet,
dy

y
= α

dx

x

1235



et on se ramène à calculer la primitive
∫

f (y)
dy

y
qui est plus simple.

Exemple 3.69Pour calculerF(x) =
∫

x3

(x2 +1)2
dx, il suffit d’écrire

F(x) =
∫

x4

(x2 +1)2

dx

x

et de faire le changement de variablesy = x2,
dy

y
= 2

dx

x
pour se ramener à la primitive

G(y)= 1

2

∫
y2

(y +1)2

dy

y
= 1

2

∫
y

(y +1)2
dy

et on trouveG(y) = 1

y +1
+ ln|y +1| puisF(x) = 1

x2 +1
+ ln(x2 +1).

Exemple 3.70 CalculonsF(x) =
∫

dx

x
p

x4 +1
dx. Cette primitive ne fait pas partie des classes connues, mais avec le

changement de variablesy = x4,
dy

y
= 4

dx

x
, on se ramène à calculer

G(y) = 1

4

∫
1

y
√

y +1
dy

C’est une fraction rationnelle eny et en une racine nième d’une homographie. Avec le changementde variablesu =√
y +1, y = u2 −1, on se ramène à calculer

H(u) = 1

2

∫
du

(u2 −1)
= 1

4
ln

∣∣∣∣
u−1

u+1

∣∣∣∣

Finalement,

F(x) = 1

4
ln

p
x4 +1−1

p
x4 +1+1

Exemple 3.71Calculer poura > 0, F(x) =
∫

x
p

a4 − x4
dx. En écrivant

F(x) =
∫

x2

p
a4 − x4

dx

x

le changement de variablesy = x2 mène au calcul de

G(y)= 1

2

∫
dy√

a4 − y2
= 1

2
arcsin

y

a2

d’où finalementF(x) = 1

2
arcsin

x2

a2

C.6.8 Intégration par parties

On sait calculer des primitives de type
∫

ex P(x) dx. Il suffit d’intégrer plusieurs fois par parties en dérivantle polynôme.

Exemple 3.72Calculer
∫

(x2 − x +3)e2x dx. Une première intégration par parties donne :

F(x) =
e2x

2
(x2 − x +3)−

∫
(x −1/2)e2x dx

︸ ︷︷ ︸
G(x)

et une deuxième permet de calculer

G(x) = (2x −1)e2x

4
− 1

2

∫
e2x
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Finalement,F(x) = (x2 −2x +4)e2x

4
.

Exemple 3.73 CalculerF(x) =
∫

ex sin(x) dx. La première méthode consiste à intégrer deux fois par parties pour

retrouverF(x) :

F(x) = ex sin x −
∫

ex cos x dx = ex (sin x −cos x)−F(x)

d’où F(x) = 1

2
ex (sin x −cos x).

La deuxième méthode consiste à utiliser qu’un sinus ou un cosinus s’exprime à l’aide des exponentielles imaginaires.
On primitive une fonction à valeurs complexes et on prend ensuite la partie réelle :

F(x) = Im

(∫
ex ei x dx

)
= Im

(
e(1+i)x

1+ i

)

F(x) = Im

(
ex (1+ i )(cos x + i sin x)

2

)
= ex

2
(sin x −cos x)

Le seul espoir pour calculer des primitives faisant intervenir ln, arctan, arcsin,. . .consiste à intégrer par parties. En effet,
les dérivées de ces fonctions sont des fractions rationnelles ou des racines de trinômes. On espère ainsi se ramener à l’une
des classes de fonctions que l’on sait primitiver.

Exemple 3.74CalculerF(x) =
∫

arctan(x) dx. En primitivant par parties,

F(x) = x arctan x −
∫

x

x2 +1
dx = x arctan x − 1

2
ln(x2 +1)

Exemple 3.75F(x) =
∫

ln(x +1)

x
dx. Si l’on intègre par parties en dérivantln,

F(x) = ln(x) ln(x +1)−
∫

ln x

x +1
dx

et la nouvelle primitive fait encore intervenir un logarithme. On ne sait pas primitiver cette fonction à l’aide des fonctions
usuelles.

C.6.9 Exercices

Exercice 3.11 ♥♥

Calculer une primitiveF(x) =
∫

x +2

x +1

√
1− x

1+ x
dx sur l’intervalleI =]−1,1[.

Solution : En posanty =
√

1−x
1+x , x = −y2+1

y2+1
, dx =− 4y

(y2+1)2 et on se ramène au calcul de

G(y)=−2

∫
y2(y2 +3)

(y2 +1)2
dy

G(y) = y +
∫

dy

y2 +1
−2

∫
dy

(y2 +1)2

et en utilisant la technique du paragraphe C.6.3, on trouve que

F(x) =−(1− x)

√
1−x

1+x

Exercice 3.12 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
1

x(x2 + x +1)2
.
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Solution : Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples :

1

X(X2 +X+1)
= 1

X
− 1+X

X2 +X+1
− 1+X

(X2 +X+1)2

On primitive chacun des éléments simples. Pour calculer la dernière primitive, procéder dans l’ordre :

1. Éliminer le x du numérateur :
∫ x +1

(x2 + x +1)2
dx = 1

2

∫ 2x +1

(x2 + x +1)2
dx + 1

2

∫ dx

(x2 + x +1)2
= − 1

2(x2 + x +1)
+

1

2

∫ dx

(x2 + x +1)2
.

2. Par réduction du trinôme et un changement de variables, seramener à
∫ dy

(y2 +1)2

3. On calcule cette dernière primitive en intégrant par partie
∫ dy

(y2 +1)
.

On trouve finalement,
∫

dx

x(x2 + x +1)2
=

−x +1

3(x2 + x +1)
−

5

3
p

3
arctan

(
2x +1
p

3

)
+ ln

(
x

p
x2 + x +1

)

Exercice 3.13 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
arctan

(
x −1

x −2

)
dx.

Solution : En intégrant par parties,

F(x) = x arctan
x−1

x−2
+

∫
x

2x2 −6x +5
dx

︸ ︷︷ ︸
G(x)

On calcule ensuite la primitive de la fraction rationnelle :

G(x) =
1

4

∫
4x −6

2x2 −6x +5
dx +

3

2

∫
dx

2x2 −6x +5
dx

︸ ︷︷ ︸
H(x)

et

H(x) = 1

2

∫
dx

(x −3/2)2 +1/4
= arctan(2x −3)

d’où
F(x) = x arctan

x−1

x−2
+ 1

4
ln|2x2 −6x +5|+ 3

2
arctan(2x −3)

Exercice 3.14 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
dx

x3(x2 +1)
.

Solution : On écritF(x) =
∫

1

x2(x2 +1)

dx

x
et avec le changement de variablesy = x2,

dy

y
= 2

dx

x
,

G(y) = 1

2

∫
dy

y2(y +1)

On décompose la fraction rationnelle :
1

y2(y +1)
=

a

y
+

b

y2
+

c

y +1

En multipliant pary2 (resp.y +1) et en prenanty = 0 (resp.y = −1), on tireb = 1, c = 1. En multipliant pary et en
faisant tendrey vers+∞, on obtient la relation0= a +c.

G(y)=−1

2
ln|y |− 1

2

1

y
+ 1

2
ln|y +1|

F(x) =− ln|x|−
1

2x2
+ ln(x2 +1)
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Exercice 3.15 ♥♥
CalculerI=

∫1

0

x3 + x +1

(x2 +2)2
dx.

Solution : On décompose la fraction rationnelle avec l’astuce suivante pour profiter de la parité :

F(x) = X3 +X

(X2 +2)2
= aX+b

X2 +2
+ cX+d

(X2 +2)2

CommeF(−X) =−F(X), b = d = 0. En multipliant parx et en faisant tendrex vers+∞, on tirea = 1. En divisant parX
et en prenantx = 0, on tireb =−1. On a donc

x3 + x +1

(x2 +2)2
=

x

x2 +1
−

x −1

(x2 +2)2

Ensuite,

I = 1

2

∫1

0

2x

x2 +2
dx − 1

2

∫1

0

2x −2

(x2 +2)2
dx = 1

2
ln(3/2)+

[ 1

2(x2 +2)

]1

0
+

∫1

0

dx

(x2 +2)2

et en intégrant par parties
∫1

0

dx

x2 +2
, on tire

∫1

0

dx

(x2 +2)2
= 1

4
p

2
arctan(1/

p
2)+ 1

12

et finalement,

I = 1

2
ln

3

2
+ 1

4
p

2
arctan

1
p

2

Exercice 3.16 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
x2 ln x

(x3 +1)3
dx.

Solution : Commençons par écrire

F(x) = 1

3

∫
x3

(x3 +1)3
ln(x3)

dx

x

Par le changement de variablesu = x3,
du

u
= 3

dx

x
, on se ramène à calculer

G(u) = 1

9

∫
ln u

(u+1)3
du

et avec une intégration par parties,

G(u) = 1

9

(
− ln|u|

2(u+1)2
+ 1

2

∫
du

u(u+1)2

)

On décompose la fraction
1

u(u+1)2
= 1

u
− 1

u+1
− 1

(u+1)2

et on calcule
G(u) = ln

∣∣∣ u

u+1

∣∣∣+ 1

u+1

et finalement,

F(x) =− 1

12

ln|x|
(1+ x3)2

+ 1

6
ln|x|+ 1

18(x3 +1)
− ln|x3 +1|

18

Exercice 3.17 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
dx

sin3 x cos5 x
.

Solution : Avec Bioche, on aω(−x) =ω(x) et on effectue donc le changement de variablest = cos x :

G(t) =−
∫

dt

(1− t 2)2t 5
=−

∫
1

(1− t 2)2t 4

dt

t
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Avec le changement de variablesy = t 2, dy/y = 2 dt/t , on se ramène à calculer

H(y)=−1

2

∫
dy

(1− y)2 y3

Il faut alors décomposer cette fraction rationnelle :

1

(y −1)2 y3
= 3

y
+ 2

y2
+ 1

y3
− 3

y −1
+ 1

(y −1)2

On a calculé directement le coefficient de(y − 1)2 et de y3. Pour calculer les autres, on a retranché1/y3 aux deux
membres, simplifié et calculé le coefficient de1/y2 en multipliant pary2 et en prenanty = 0 et ainsi de suite. On obtient
alors

H(y)=−3

2
ln|y |+ 1

y
+ 1

4y2
+ 3

2
ln|y −1|+ 1

2(y −1)

puis

F(x) = 3ln|tan x|+
1

cos2 x
+

1

4cos4 x
−

1

2sin2 x

Exercice 3.18 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
dx

1− th x
.

Solution : Avec la règle de Bioche, on effectue le changement de variablest = th x, dt = (1− t 2) dx :

G(t) =
∫

1

(1− t)2(1+ t)
dt

La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit :

1

(t −1)2(t +1)
= 1/4

t +1
− 1/4

t −1
+ 1/2

(t −1)2

d’où G(t) = 1

4
ln

∣∣∣∣
t +1

t −1

∣∣∣∣−
1

2(t −1)
et finalement

F(x) =
1

4
ln

∣∣∣∣
th x +1

th x −1

∣∣∣∣−
1

2(th x −1)

Exercice 3.19 ♥♥

Calculer l’intégraleI=
∫2

1

√
t −1

t +1

d t

t
.

Solution : C’est une fraction rationnelle ent et en la racine nième d’une homographie. Posons doncu =
√

t −1

t +1
:

t =
u2 +1

−u2 +1
d t =

4u

(1−u2)
du

Donc

I =
∫ 1p

3

0

4u2

(1−u2)(1+u2)
du

et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle,

4u2

(1−u2)(1+u2)
= 1

1+u
− 1

u−1
− 2

u2 +1

on trouve finalement :

I= ln

(p
3+1

p
3−1

)
− π

3
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Exercice 3.20 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
dx

x +
p

x2 +1
.

Solution : On primitive une fraction rationnelle enx et une racine d’un trinôme qui est déjà réduit sous forme canon-
ique. Le changement de variablesx = sh t donne

G(t)=
∫

ch t

sh t +ch t
dt =

∫
e t +1/e t

2e t
= t

2
− e−2t

4

En remplaçantt parargsh(x) = ln(x +
p

x2 +1), on trouve que

F(x) = 1

2
ln(x +

√
x2 +1)− 1

4(x +
p

x2 +1)2

Exercice 3.21 ♥♥
CalculerF(x) =

∫ d x
p

x2 +1−
p

x2 −1
sur l’intervalleI =]1,+∞[.

Solution : En multipliant par les quantités conjuguées :

F(x) =
∫p

x2 +1+
p

x2 −1

2
dx

on se ramène au calcul de deux primitives simples. Le plus rapide consiste à intégrer par parties pour calculerG(x) =∫√
x2 +1 dx et H(x) =

∫√
x2 −1 dx. On trouve finalement :

F(x) = 1

2

(
1

2
x
√

x2 +1+argsh x + 1

2
x
√

x2 −1− ln(x +
√

x2 −1)

)

Exercice 3.22 ♥♥
CalculerF(x) =

∫
dx

x2(1+ x2)3/2
.

Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes connues. Essayons le changement de variablesz = x2.

On se ramène à primitiverG(z) = 1

2

∫
dz

z3/2(1+ z)3/2
. En écrivant

G(z)=
1

2

∫
dz

z3

(
z +1

z

)3/2

On se ramène à une primitive de la forme
∫

F(z, n

√
az+b
cz+d

) dz que l’on sait calculer avec le changement de variables

y =
√

z +1

z
, z = 1

y2 −1
, dz =− 2y

(y2 −1)2
. On se ramène à calculer

H(y) =−
∫

y2 −1

y2
dy =−y − 1

y

d’où finalement,

F(x) =−
p

x2 +1

x
− x
p

x2 +1

Exercice 3.23 ♥♥

CalculerF(x) =
∫√

1+
p

1− x2

1− x2
dx sur l’intervalleI =]−1,1[.
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Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes qu’ona vues. Essayons d’éliminer une racine carrée
avec le changement de variablesx = sin t sur l’intervalleJ =]−π/2,π/2[ :

G(t) =
∫p

1+|cos t |
|cos t |

cos t dt =
∫p

1+cos t dt

En effet,cos t > 0 sur J. On n’a toujours pas à primitiver une fonction qui entre dansles catégories connues. Avec la
trigonométrie,1+cos t = 2cos2(t/2), on a

G(t)=
p

2

∫
cos(t/2) dt = 2

p
2sin(t/2)

d’où finalement

F(x) = 2
p

2sin

(
arcsin(x)

2

)
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Annexe D
Conseils

Heureux comme une rivière
qui peut suivre son cours

sans sortir de son lit.
Graffiti anonyme en salle de classe. XXe siècle.

D.1 Conseils d’étude

D.1.1 Attitude pendant le cours

Il est très important d’être parfaitement concentré pendant les heures de cours. Ne jamais vous dire que si vous ne com-
prenez pas quelque chose sur le moment, vous aurez le loisir de reprendre ce point chez vous. Un quart d’heure d’inat-
tention vous prendra plus d’une heure à rattraper et vous n’aurez matériellement pas le temps de combler ces lacunes plus
tard. Il est donc important de se présenter au cours en bonne condition ; pour cela il est indispensable d’adopter un rythme
de vie équilibré et en particulier de bien dormir pour arriver en cours parfaitement reposé.

En ce qui concerne la prise de notes, tout dépend de votre faculté à écrire rapidement. Votre professeur doit boucler un
programme très chargé, et par moments il est obligé d’accélérer. Le plus important est de comprendre l’essentiel pendant
le cours, quitte à ne pas tout écrire. Notez précisément les définitions et les énoncés des théorèmes, mais ne notez pas
les phrases complètes pendant le cours, utilisez des abréviations. Il faut être en permanence attentif à ce que dit votre
professeur et comprendre les idées qu’il exprime, quitte à ne pas tout noter.

Après chaque cours le soir, faites une synthèse de ce que vousavez vu pendant la journée en mettant en évidence les points
importants. Vous devez vous présenter au cours suivant en ayant en tête les définitions du cours précédent. Le moindre
retard dans votre travail peut avoir des répercussions importantes par la suite.

D.1.2 Bien comprendre les définitions et les hypothèses de théorèmes

Les définitions ainsi que les théorèmes du cours sont très importants, vous aurez à les utiliser pendant les devoirs et elles
vous serviront à comprendre la suite du cours. Une erreur fréquente consiste à vouloir aller trop vite lors des révisionsen
ne se contentant que d’une connaissance superficielle. Il est normal de passer du temps à bien réfléchir aux définitions et
aux hypothèses des théorèmes. En particulier, prenez l’habitude de chercher vos propres exemples, contre-exemples etde
faire le maximum de schémas pour vous imprégner de ces connaissances fondamentales.

Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis :

THÉORÈME 4.1 Accroissements finis
Soit f : [a,b] 7→R une fonction vérifiant les hypothèses :

1 f est continue sur le segment[a,b],

2 f est dérivable sur]a,b[,

Alors il existec ∈]a,b[ tel quef (b)− f (a)= (b −a) f ′(c).

1243



a

A

BC

bcc c ′

Pour comprendre ce théorème, essayons de visualiser le résultat. On peut écrire
f (b)− f (a)

b −a
= f ′(c). Le quotient

f (b)− f (a)

b −a
représente la pente de la corde joignant les pointsA = (a, f (a)) et B= (b, f (b)). Le réelf ′(c) représente la pente de la tan-
gente à la courbey = f (x) au pointC = (c, f (c)). Si l’on place une règle joignant les pointsA et B et qu’on déplace cette
règle en maintenant sa pente, on va rencontrer au moins une tangente à la courbe. On voit sur notre dessin que lec du
théorème n’est pas nécessairement unique.
Réfléchissons aux hypothèses du théorème. Pour parler def ′(c) oùc ∈]a,b[, il faut supposer quef est dérivable sur]a,b[.
Si l’on suppose uniquement quef est continue sur]a,b[, le résultat peut être faux comme le montre le contre-exemple
suivant :

a b

f (a)

f (b)

A

B

La conclusion du théorème dit qu’il existe un réelc intérieur au segment[a,b]. Le fait quec 6= a et c 6= b est important
dans les applications. On peut se demander si ce théorème reste valable lorsque la fonction est à valeurs complexes. La

réponse est négative. Si l’on considère la fonctionf :

{
[0,2π] −→ C

x 7−→ ei x , on a bienf qui est continue sur[0,2π], f

dérivable sur]0,2π[ mais f (1)− f (0) = 0 et pour toutc ∈]0,2π[, f ′(c) = i eic 6= 0.

D.1.3 Faire une synthèse des points importants d’une démonstration

Prenez l’habitude derésumerles points importants d’une démonstration en quelques phrases et schémas. C’est ainsi que
vous les retiendrez sur le long terme. Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis. Si l’on observe le schéma
précédent, on s’aperçoit que le pointC rend extrémale la hauteur entre la courbe et la corde[AB] ce qui nous conduit à
introduire une bonne fonction auxiliaire.

a

A

BC

c c ′

L’équation de la corde s’écrity = f (a)+ (x −a)
f (b)− f (a)

b −a
d’où la fonction auxiliaire définie par

ϕ(x)= f (x)− f (a)− (x −a)
f (b)− f (a)

b −a

On a f (b) = f (a)= 0 et il suffit d’appliquer le théorème de Rolle (en vérifiant leshypothèses) à cette fonction auxiliaire.
Sur une fiche, vous pouvez résumer les idées de cette démonstration :
– Introduire la fonction auxiliaire et faire le dessin ci-dessus.
– Vérifier les hypothèses de Rolle pour cette fonction auxiliaire.
– En déduire qu’elle admet un extremum.
Prenons un autre exemple typique, le théorème du rang :
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THÉORÈME 4.2
Soit u : E 7→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels avec E de dimension finie. On a la formule du
rang :

dimE = dim(Keru)+ rg(u)

On résume la démonstration avec les points suivants :
– Vérifier queImu est isomorphe à tout supplémentaireV deKer u.
– Pour vérifier cet isomorphisme, considérer la restrictionv deu à V.
– Vérifier quev est surjective en décomposant un antécédent d’un vecteury ∈ Imu surKeru et V :

Keru

V

E = Ker u⊕V

x

x1

x2

Imu

y = u(x) = v(x2)

F

– Utiliser quedimV = dimImu et quedimE = dim Keru+dimV.

D.2 Conseils de rédaction

Vous préparez des épreuves écrites de concours. Contrairement au baccalauréat, les examinateurs n’ont pas de consignes
d’indulgence pour vous attribuer artificiellement des points, mais leur but est de vous classer par rapport aux autres
candidats. Si vous rendez une copie mal rédigée, illisible où il manque des arguments essentiels, ou au contraire, si
vous utilisez trois pages pour un calcul qui ne nécessite quedeux lignes, vous serez inévitablement pénalisé. Il est très
important de s’entraîner pendant les deux années de préparation à rédiger de façon correcte vos devoirs pour prendre de
bonnes habitudes et être bien préparé pour les concours. Voici quelques mauvaises habitudes à perdre :
– Écrire directement sur votre copie la première idée qui vous passe par la tête (quelquefois au crayon de papier . . .)
– Commencer une phrase ou une démonstration et s’arrêter en plein milieu ! Au lieu de montrer votre inconsistance au

correcteur (n’espérez pas gagner quelques centièmes de points ainsi), mieux vaut ne rien écrire.
– Effectuer un calcul directement sur votre copie en détaillant toutes les étapes de façon maladroite.
– Sauter une question dont vous ne trouvez pas la solution immédiatement, quitte à y revenir ensuite en écrivant dans la

marge, en mettant une astérisque demandant au correcteur dese reporter à la dernière page . . .
– Utiliser des formules de type « c’est évident », « trivialement ». . .
– Citer vaguement un théorème : « d’après un théorème »sans vérifier ses hypothèses d’application.
– Écrire de façon très compacte sans jamais passer à la ligne.Les quelques centimes d’euros que vous économisez en

feuilles n’intéresseront certainement pas votre correcteur qui tient à sa vue !
– Écrire trop gros en utilisant quelques dizaines de feuilles doubles pour un problème qui n’en nécessite que deux.
Il faut au contraire :
– Utiliser impérativement un brouillon sur lequel vous pouvez chercher les idées de démonstrations, faire des calculs

longs . . .C’est uniquement une fois que vous avez les idées claires sur la façon de procéder que vous rédigez au propre
le calcul ou la démonstration.

– Si vous vous apercevez que vous avez fait une erreur, n’utilisez pas l’effaceur ni le blanco (perte de temps et souvent
illisible), mais barrez proprement ce que vous avez écrit etrecommencez.

– Une fois que vous avez trouvé une idée de preuve, prenez le temps de vous demander s’il n’y a pas moyen de la
simplifier encore. Repérez les points importants qu’il faudra mettre en évidence au propre, ainsi que les détails que
vous pourrez minimiser dans la rédaction définitive. Faitesde même pour un calcul, ne recopiez pas toutes les étapes,
mais uniquement les plus importantes.

– Encadrez les résultats de calculsdemandés.
– Ne cherchez pas à grappiller des points, mais traitez les questions les unes après les autres en passant un minimum de

temps à chaque question. Ce temps n’est jamais perdu car vousaurez mieux assimilé l’énoncé, repéré que le résultat
peut servir par la suite et vous serez moins bloqué sur les questions suivantes.

– Numérotez correctement les questions que vous traitez en laissant un espace blanc si vous n’avez pas trouvé le résultat.
Vous pourrez compléter cet espace par la suite et le correcteur suivra votre copie selon l’ordre du problème.

– Pour rédiger une démonstration ou un calcul, passez souvent à la ligne, centrez des formules . . .Le but est de mettre en
évidence les points importants et de montrer à votre correcteur que vous les avez vus.

1245



– Tirez un trait horizontal pour séparer chaque question, vous facilitez ainsi la lecture de votre copie.
– Si vous devez utiliser un résultat précédent du problème, citez précisément le numéro de la question où ce résultat a été

démontré. De même, respectez scrupuleusement les notations de l’énoncé.
– Si vous utilisez un théorème du cours, citez-le précisément (il a souvent un nom), et surtoutvérifiez ses hypothèses

précisesavant de l’appliquer (vous montrez ainsi que vous connaissez votre cours).
– Évitez trop de phrases longues et verbeuses, allez à l’essentiel. Au contraire, une copie avec uniquement des formules

est illisible. Il faut savoir trouver le juste milieu. N’abusez pas des abréviations et essayez de rédiger des phrases simples
mais correctes.

– N’utilisez jamais les symboles=⇒ ,⇐⇒ dans vos démonstrations, mais des mots comme « donc », « par conséquent ». . .
Si on vous demande une démonstration, commencez par travailler au brouillon :
– Bien analyser l’énoncé pour comprendre ce que vous devez montrer. Demandez-vous la nature de chaque objet manipulé

(vecteur, application . . .).
– Écrire le plan de démonstration au brouillon.
– Chercher un brouillon l’idée de la démonstration. Pour cela,

– Essayez de voir un lien entre le résultat à démontrer et un point du cours ou une question précédente du problème.
– Faites éventuellement des schémas pour trouver l’idée.
– N’hésitez pas à chercher un exemple ou à traiter la questiondans un cas plus simple, ou à faire des hypothèses

supplémentaires.
– Demandez-vous dans quel ordre vous devez introduire les objets nécessaires.
Une fois que vous pensez que vous avez bien compris l’idée, vous pouvez rédiger au propre :
– Commencez par citer le résultat que vous allez démontrer.
– Si vous voulez montrer une équivalence ou une égalité d’ensembles, procédez systématiquement par double implication

ou double inclusion.
– Rédigez la démonstrationen respectant le plan.
– Mettez en évidence les points importants (en soulignant, en passant à la ligne . . .).
– Une fois votre preuve rédigée, relisez-la en vous assurantque chaque objet est bien introduit et que le plan a été respecté.
– Si un schéma n’est pas suffisant à lui seul, il peut illustrervotre démonstration. N’hésitez pas à le reproduire sur votre

copie.
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Annexe E
Formulaires

E.1 Trigonométrie

Formules d’addition

cos(a +b) = cos a cosb − sin a sin b sin(a +b)= sin a cos b +cos a sin b tan(a +b) = tan a+tanb

1−tan a tanb

cos(a −b) = cos a cosb + sin a sin b sin(a −b)= sin a cos b −cos a sin b tan(a −b) = tan a−tanb

1+tan a tanb

Formules de linéarisation

cos2 x = 1+cos(2x)

2

sin2 x = 1−cos(2x)

2

cos a cos b = 1

2
(cos (a +b)+cos (a −b))

sin a sin b = 1

2
(cos (a −b)−cos (a +b))

cos a sin b = 1

2
(sin (a +b)− sin (a −b))

Formules de factorisation

cos p +cos q = 2cos
p+q

2
cos

p−q

2
sin p + sin q = 2sin

p+q

2
cos

p−q

2
tan p + tan q = sin(p+q)

cos p cos q

cos p −cos q =−2sin
p+q

2
sin

p−q

2
sin p − sin q = 2cos

p+q

2
sin

p−q

2
tan p − tan q = sin(p−q)

cos p cos q

cos(2x) = cos2 x − sin2 x

= 2cos2 x −1

= 1−2sin2 x

sin(2x) = 2cos x sin x
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Tangente du demi-angle

En notantt = tan
x

2
, on a :

cos x =
1−t 2

1+t 2
sin x =

2t

1+t 2
tan x =

2t

1−t 2

E.2 Trigonométrie hyperbolique

PROPOSITION5.1 ♥

∀x ∈R, ch x + sh x = ex

∀x ∈R, ch x − sh x = e−x

∀x ∈R, ch2 x − sh2 x = 1

PROPOSITION5.2 ♥
∀(x, y) ∈R2,

ch(x + y) = ch x ch y + sh x sh y

ch(x − y) = ch x ch y − sh x sh y

sh(x + y) = sh x ch y +ch x sh y

sh(x − y) = sh x ch y −ch x sh y

PROPOSITION5.3 ♥
∀x ∈R,

ch2x = ch2 x + sh2 x = 2ch2 x −1 = 1+2sh2 x

sh 2x = 2sh x ch x

PROPOSITION5.4 ♥
∀(x, y) ∈R2,

ch x ch y = 1

2

[
ch(x + y)+ch(x − y)

]

sh x sh y = 1

2

[
ch(x + y)−ch(x − y)

]

sh x ch y = 1

2

[
sh(x + y)− sh(x − y)

]

ch2 x = 1

2
(ch2x +1)

sh2 x =
1

2
(ch2x −1)

PROPOSITION5.5 ♥
∀(x, y) ∈R2,

ch x +ch y = 2ch
x + y

2
ch

x − y

2

ch x −ch y = 2sh
x + y

2
sh

x − y

2

sh x + sh y = 2sh
x + y

2
ch

x − y

2

sh x − sh y = 2sh
x − y

2
ch

x + y

2
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PROPOSITION5.6 ♥
∀(x, y) ∈R2,

th(x + y) = th x + th y

1+ th x th y

th(x − y) = th x − th y

1− th x th y

PROPOSITION5.7 ♥
Pour toutx ∈R, posantt = th

x

2
, on a :

th x = 2t

1+ t 2

sh x =
2t

1− t 2

ch x = 1+ t 2

1− t 2

E.3 Dérivées des fonctions usuelles

Dans tout le formulaire, les quantitées situées au dénominateur sont supposées non nulles

Dérivées des fonctions usuelles

Dans chaque ligne,f ′ est la dérivée de la fonctionf sur l’intervalleI.

f (x) I f ′ (x)

λ (constante) R 0

x R 1

xn (n ∈N∗) R nxn−1

1
x ]−∞,0[ ou ]0,+∞[ − 1

x2

1
xn où n ∈N, n Ê 2 ]−∞,0[ ou ]0,+∞[ − n

xn+1

p
x ]0,+∞[ 1

2
p

x

ln x ]0,+∞[ 1
x

ex R ex

sin x R cos x

cos x R −sin x

tan x
]
−π

2
+kπ, π

2
+kπ

[
, k ∈Z 1+ tan2 x = 1

cos2 x

Domaine de définition et de dérivabilité des fonctions usuelles

• sh : R→R est dérivable surR.
• ch :R→ [1,+∞[ est dérivable surR.
• th : R→ ]−1,1[ est dérivable surR.

• argsh : R→R est dérivable surR.
• argch : [1,+∞[ →R est dérivable sur]1,+∞[.
• argth : ]−1,1[ →R est dérivable sur]−1,1[.

• arcsin : [−1,1] →
[
−π

2
, π

2

]
est dérivable sur]−1,1[.
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• arccos : [−1,1] →R est dérivable sur]−1,1[.
• arctan : R→

]
−π

2
, π

2

[
est dérivable surR.

Domaine de définition et de dérivabilité des fonctions usuelles

Dans chaque ligne,f ′ est la dérivée de la fonctionf sur l’intervalleI.

f (x) I f ′ (x)

ax (a > 0) R ax ln a

loga x (a ∈R∗
+ \ {1}) R∗

+
1

ln a
1
x

xα (α ∈R) R∗
+ αxα−1

ch(x) R sh(x)

sh(x) R ch(x)

th(x) R 1− th2(x) = 1

ch2(x)

coth(x) R∗ −1
sh2(x)

argsh(x) R 1p
x2+1

argch(x) ]+1,+∞[ 1p
x2−1

argth(x) ]−1,1[ 1
1−x2

arcsin(x) ]−1,1[ 1p
1−x2

arccos(x) ]−1,1[ −1p
1−x2

arctan(x) R 1
1+x2

Opérations et dérivées

( f + g )′ = f ′+ g ′ ( f ◦ g )′ = g ′× ( f ′ ◦ g )

(λ f )′ = λ f ′ ,λ désignant une constante(un)′ = nun−1u′ (n ∈N, n Ê 2)

( f g )′ = f ′g + f g ′ (
1

un

)′ =− nu′

un+1 (n ∈N, n Ê 1)
(

1
g

)′
=− g ′

g 2 (eu)′ = u′eu

(
f
g

)
= f ′g− f g ′

g 2 (ln |u|)′ = u′
u

En particulier,siu > 0 : ∀a ∈R, (ua )′ =αu′ua−1
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E.4 Primitives des fonctions usuelles

Primitives des fonctions usuelles

Dans chaque ligne,F est une primitive de f sur l’intervalleI. Ces primitives sont uniques à une constante près

notéeC.

f (x) I F(x)

λ (constante) R λx +C

x R x2

2
+C

xn (n ∈N∗) R xn+1

n+1
+C

1
x ]−∞,0[ ou ]0,+∞[ ln |x|+C

1
xn où n ∈N, n Ê 2 ]−∞,0[ ou ]0,+∞[ − 1

(n−1)xn−1 +C

1p
x

]0,+∞[ 2
p

x +C

ln x R∗
+ x ln x − x +C

ex R ex +C

sin x R −cos x +C

cos x R sin x +C

1+ tan2 x = 1
cos2 x

]
−π

2 +kπ, π2 +kπ
[

, k ∈Z tan x +C

Primitives des fonctions usuelles

Dans chaque ligne,F est une primitive de f sur l’intervalleI. Ces primitives sont uniques à une constante près

notéeC.

f (x) I F(x)

ax (a ∈R∗
+ \ {1}) R 1

ln a
ax +C

xα (a ∈R\ {−1}) R∗
+

1
α+1

xα+1 +C (α ∈R)

sh(x) R ch(x)+C

ch(x) R sh(x)+C

1− th2(x) = 1

ch2(x)
R th(x)+C

1p
x2+1

R argsh(x)+C

1p
x2−1

]+1,+∞[ argch(x)+C

1
1−x2 ]−1,1[ argth(x)+C

1p
1−x2

]−1,1[ arcsin(x)+C

1
1+x2 R arctan(x)+C

Opérations et primitives

On suppose queu est une fonction dérivable sur un intervalleI

• Une primitive deu′un surI est un+1

n+1 (n ∈N∗)

• Une primitive deu′

u2 surI est− 1
u

.

• Une primitive deu′

un surI est− 1
(n−1)un−1 .(n ∈N,n Ê 2.

• Une primitive de u′
p

u
surI est2

p
u (En supposantu > 0 surI.)

• Une primitive deu′
u

surI estln |u|.
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• Une primitive deu′eu surI esteu .
En particulier, siu > 0 surI et sia ∈R\ {−1}, une primitive deu′ua surI est :

{
1

a+1 ua+1 +C si a ∈R\ {−1}

ln u+C si a =−1

E.5 Coniques

E.5.1 Définition et équation générale d’une coniqueC

K

H

F

M

D

∆

d

~i

~j

SoitD une droite,F un point n’appartenant pas àD et e un réel
strictement positif.
La conique de directriceD, de foyerF et d’excentricitée est
donnée par l’ensemble des pointsM du plan
tels que :

d(M,F) = e d(M,D)

L’équation cartésienne de cette conique dans le repère(O,~i ,~j )

est :

x2 + y2 = e2 (x +d)2

E.5.2 ParaboleP (e = 1)

K
F

M1

M2

p

O

D

∆

p

2

p

2

~i

~j

y2 −2px = 0

p = d(F,D)
{

x(t) = p t 2

2
y(t) = p t

: t ∈R

D : x =− p

2
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E.5.3 EllipseE (0 < e < 1)

~i

~j

K K ′A A′F F ′O

B

B′

∆

D D
′

a b

c

a
2

c

p

(
x

a

)2
+

(
y

b

)2
= 1

a = ed

1−e2
b = ed

p
1−e2

c = e2d

1−e2
où d = d(F,D)

a2 = b2 +c2 c = ea

e = c

a
p = b2

a
d = b2

c

OA = a OB= b
{

x (t) = a cos t

y (t) = b sin t
: t ∈ [−π,π]

D : x =− a2

c

M ∈E ⇐⇒MF+MF′ = 2a

E.5.4 HyperboleH (e > 1)

A′ AF ′ FO
∆

D
′ D

~i

~j
a

b

c

a
2

c

p

(
x

a

)2
−

(
y

b

)2
= 1

a = ed

e2−1
b = ed

p
e2−1

c = e2d

e2−1
où d = d(F,D)

c2 = a2 +b2 c = ea

e = c

a
p = b2

a
h = b2

c

OF= c OA = a
{

x (t) = a cosh t

y (t)= b sinh t
: t ∈R

{
x (t)=−a cosh t

y (t) = b sinh t
: t ∈R

D : x = a2

c

M ∈ E ⇐⇒
∣∣MF′−MF

∣∣= 2a

E.6 Limites usuelles

Limites usuelles

ln x

x
−−−−−→
x→+∞

0 x ln x −−−−→
x→0+

0
ln(x)

x−1
−−−→
x→1

1
ln(1+x)

x
−−−→
x→0

1

ex

x
−−−−−→
x→+∞

+∞ xex −−−−−→
x→−∞

0
ex−1

x
−−−→
x→0

1

De manière plus générale

Soientα, β etγ desréels strictement positifs.
• En+∞ :

(ln x)α

xβ
−−−−−→
x→+∞

0 et
eγx

xβ
−−−−−→
x→+∞

+∞

• En 0 et−∞ :

xα |ln x|β −−−→
x→0

0 et |x|αeγx −−−−−→
x→−∞

0
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Suite géométrique

an −−−−−→
n→+∞





diverge sia ∈ ]−∞,−1]

0 si a ∈ ]−1,1[

1 si a = 1

+∞ si a ∈ ]1,+∞[

E.7 Équivalents usuels et croissances comparées

Comparaison des suites de référence

Soienta > 1, α> 0 etβ> 0 alors :

(ln n)α = o
n→+∞

(
nβ

)
nβ = o

n→+∞

(
an

)
an = o

n→+∞
(n!) n! = o

n→+∞

(
nn

)

Équivalents classiques pour les suites

Si un −−−−−→
n→+∞

0 alors :

sin un ∼
n→+∞

un tan un ∼
n→+∞

un [1−cos un ] ∼
n→+∞

u2
n

2

ln (1+un ) ∼
n→+∞

un

[
eun −1

]
∼

n→+∞
un

[
(1+un )α−1

]
∼

n→+∞
αun (α ∈R∗).

Comparaison des fonctions usuelles

Soientα, β etγ desréels strictement positifs.

• En+∞ :

(ln x)α = o
x→+∞

(
xβ

)
et xβ = o

x→+∞

(
eγx

)

• En 0 et−∞ :

|ln x|β = o
x→0

(
1

xα

)
et eγx = o

x→−∞

(
1

|x|α

)

Équivalents classiques pour les fonctions en0

ln (1+ x) ∼
x→0

x ex −1 ∼
x→0

x

sin x ∼
x→0

x tan x ∼
x→0

x sh x ∼
x→0

x th x ∼
x→0

x

arcsin x ∼
x→0

x arctan x ∼
x→0

x argsh x ∼
x→0

x argth x ∼
x→0

x

cos x −1 ∼
x→0

−
x2

2
ch x −1 ∼

x→0

x2

2
(1+ x)α−1 ∼

x→0
αx (α ∈R)

De manière plus générale

Si f (x) −−−→
x→a

0 alors :
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ln
(
1+ f (x)

)
∼

x→a
f (x) sin

(
f (x)

)
∼

x→a
f (x) tan

(
f (x)

)
∼

x→a
f (x)

cos
(

f (x)
)
−1 ∼

x→a
− ( f (x))2

2
e f (x) −1 ∼

x→a
f (x)

(
1+ f (x)

)α−1 ∼
x→a

α f (x) (α ∈R)

E.8 Développements limités

x 7→ 1
1−x

♥ 1

1−x
= 1+ x + x2 +·· ·+ xn + o

x→0

(
xn

)

 
1

1+x
= 1− x + x2 −·· ·+ (−1)n xn + o

x→0

(
xn

)

 
1

1−x2
= 1+ x2 + x4 · · ·+ x2n + o

x→0

(
x2n

)

Fonctions exponentielle et hyperboliques

♥ ex = 1+ x +
x2

2!
+

x3

3!
+·· ·+

xn

n!
+ o

x→0

(
xn

)

♥ ch x = 1+ x2

2!
+ x4

4!
+·· ·+ x2n

(2n)!
+ o

x→0

(
x2n+1

)

♥ sh x = x +
x3

3!
+

x5

5!
+·· ·+

x2n+1

(2n+1)!
+ o

x→0

(
x2n+2

)

 tanh x = x − x3

3
+ 2x5

15
+ o

x→0

(
x6

)

Fonctions trigonométriques

♥ cos x = 1− x2

2!
+ x4

4!
−·· ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o

x→0

(
x2n+1

)

♥ sin x = x − x3

3!
+ x5

5!
−·· ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!
+ o

x→0

(
x2n+2

)

 tan x = x +
x3

3
+

2x5

15
+ o

x→0

(
x6

)

Fonction logarithme

 ln (1+ x) = x − x2

2
+ x3

3
−·· ·+ (−1)n+1 xn

n
+ o

x→0

(
xn

)

♥ ln (1− x) = −
(

x +
x2

2
+

x3

3
+·· ·+

xn

n

)
+ o

x→0

(
xn

)

Fonctionx 7→ (1+ x)α avecα ∈R

♥ (1+ x)α = 1+αx +·· · +
α(α−1)···(α−n+1)

n!
xn + o

x→0

(
xn

)
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Cette dernière formule appliquée àα= 1
2

et n = 2 donne :

p
1+ x = 1+ x

2
− x2

8
+ o

x→0

(
x2

)

p
1− x = 1−

x

2
−

x2

8
+ o

x→0

(
x2

)

Fonctions réciproques

 arctan x = x − x3

3
+ x5

5
−·· ·+ (−1)n x2n+1

2n+1
+ o

x→0

(
x2n+2

)

 argth x = x + x3

3
+ x5

5
+·· ·+ x2n+1

2n+1
+ o

x→0

(
x2n+2

)

 arcsin x = x + 1

2

x3

3
+ 1·3

2·4

x5

5
+ 1·3·5

2·4·6

x7

7
+·· ·+ o

x→0

(
x2n+2

)

 argsh x = x − 1

2

x3

3
+ 1·3

2·4

x5

5
− 1·3·5

2·4·6

x7

7
+·· ·+ (−1)n o

x→0

(
x2n+2

)

 arccos x =
π

2
− x −

1

2

x3

3
−

1·3

2·4

x5

5
−

1·3·5

2·4·6

x7

7
−·· ·+ o

x→0

(
x2n+2

)

La dernière s’obtient en remarquant quearccos x = π
2
−arcsin x.

Légende :♥ = à savoir par coeur, = à savoir retrouver rapidemment.

E.9 Espaces vectoriels

Dans tout la suiteK désigne le corps des réelsR ou celui des complexesC. (E,+, .) est unK-espace vectoriel.

Sous-espace vectoriel

Soit F ⊂ E, une partie deE. On dit queF est unsous-espace vectoriel deE si et seulement si :

1 F 6=∅

2 F est stable par combinaison linéaire :

∀
(
x, y

)
∈E2, ∀

(
α,β

)
∈K2, αx +βy ∈ F

Remarque : si F est un sous-espace vectoriel deE alors0 ∈ F.

Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Soientn vecteurs deE : v1, . . . , vn . On a :

Vect (v1, . . . , vn) = {α1v1 + . . .+αn vn | α1, . . . ,αn ∈R}

C’est le plus petit sous-espace vectoriel deE contenantv1, . . . , vn .

Sous-espaces supplémentaires

On dit que deux sous-espaces vectorielsF et G deE sontsupplémentairessi et seulement si ils vérifient :

H1 E = F+G

H2 F∩G = {0}

Caractérisation des sous-espaces supplémentaires

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels d’unK-espace vectoriel(E,+, ·). On a équivalence entre :

1 E = F⊕G (c’est à direF et G sont supplémentaires).

2 ∀x ∈ E, ∃ ! (x1, x2) ∈ F×G : x = x1+x2 (c’est à dire, tout vecteur deE se décompose de manièreunique

comme somme d’un vecteur deF et d’un vecteur deG.)

Dans toute la suite(E,+, .) et (F,+, .) sont deuxK-espace vectoriel.
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Application linéaire

Soit f : E → F. f est linéaire si et seulement si :

∀
(
x, y

)
∈E2, ∀

(
α,β

)
∈K

2, f
(
αx +βy

)
=α f (x)+β f

(
y
)

Á propos deKer f et Im f .

Soit f ∈L (E,F). On appelle :

1 – Noyau de f et on noteKer f le sous-ensemble deE : Ker f =
{

x ∈ E | f (x) = 0F

}

– Image de f et on noteIm f le sous-ensemble deF : Im f =
{

f (x) | x ∈E
}

.

2 Ker f est un sous-espace vectoriel deE et Im f est un sous-espace vectoriel deF.

Injectivité et surjectivité des applications linéaires

Soit f ∈L (E,F).

1 f est injective si et seulement siKer f = {0}. 2 f est surjective si et seulement siIm f = F.

Projecteurs et symétries

SoientE1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires deE : E = E1 ⊕E2. Tout vecteurx ∈ E s’écrit d’une
manière uniquex = x1 + x2 avecx1 ∈ E1 et x2 ∈ E2. Soit p et s deux applications deE dansE. On dit que :

1 p est le projecteur deE surE1 parallèlement àE2 si p :

{
E −→ E

x = x1 + x2 7−→ x1

2 s est une symétrie par rapport àE1 parallèlement àE2 si s :

{
E −→ E

x = x1 + x2 7−→ x1 − x2

Propriétés des projecteurs et des symétries

Avec les notations de l’encadré précédent :

1 p et s son linéaires :p, s ∈L (E).

2 s = 2p − IdE.

3 Ker p = E2 et Im p = E1.

4 Ker s = {0} et Ims = E (autrement dits est un auto-
morphisme deE).

5 p (x) = x ⇐⇒ x ∈ E1 (E1 est l’ensemble des
vecteurs invariants parp).

Caractérisations des projecteurs et des symétries

Soientp, s ∈L (E).

1 p est un projecteur si et seulement sip ◦p = p.

2 s est une symétrie si et seulement sis ◦ s = id.

Pour montrer qu’un ensembleF est un sous-espace vectoriel deE

1 On montre queF⊂ E.

2 On montre queF 6=∅ (la pluspart du temps on montre que0∈ F).

3 Soit
(
α,β

)
∈K2 et soit(u, v) ∈ E2. On montre queαu+βv ∈ F.

Pour montrer queF⊕G = E

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels deE.

1 Montrons que la somme est directe :Il faut donc montrer queF∩G = {0}. Soit x ∈ F∩G. ... doncx = 0.

2 Montrons queE = F+G : Soit x ∈ E. Posonsx1 = . . .. Posonsx2 = . . .. On a bien :
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1 x1 ∈ F. 2 x2 ∈ G. 3 x = x1 + x2.

4 méthodes pour montrer qu’une partieF deE est un sev deE

Soit F une partie deE. Pour montrer queF est un sev deE, on peut :

1 Montrer queF est non vide et stable par combinaison linéaire.

2 Montrer queF = Vect (A) où A est une famille de vecteurs deE à déterminer.

3 Montrer queF = Ker f où f est une application linéaire à déterminer.

4 Montrer queF = Im f où f est une application linéaire à déterminer.

Pour montrer qu’une application est linéaire

Soit f : E → F.

1 Soientα,β ∈R. Soientu, v ∈ E.

2 Montrons que : f
(
αu+βv

)
=α f (u)+β f (v)

Remarque : si f est linéaire alorsf (0E) = 0F.

Pour montrer qu’un endomorphisme ...

Soit f ∈L (E).

1. f estbijectif si et seulement si il existeg ∈ L (E) tel que f ◦ g = g ◦ f = id . Si une telle applicationg existe

alors f −1 = g .

2. f est uneprojection si et seulement sif ◦ f = f .

3. f est unesymétriesi et seulement sis ◦ s = id .
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Index

Symboles
On (R) 1062
O+

n (R) 1060
�m,n� 293

A
Abscisse curviligne 626
Addition

matricielle 936
Affinité

orthogonale 262
Affixe

d’un point du plan 7
d’un vecteur 7

Aire
d’un domaine plan 688, 690

Algorithme
d’Euclide 736
d’exponentiation rapide 725
de Horner 760
de Schmidt 1052

Alignement de trois points 1033
Analyse-synthèse 1125
Angle

de deux vecteurs 1061
Angles

moitiés 14
Anneau 709

intègre 710
sous-anneau 711

Antisymétrie
du déterminant de deux vecteurs 57

Application 1122
affine 1089
bijective 1127
composée 1123
identité 844, 1122
injective 1123
linéaire 842
surjective 1124

Approximation
décimale des réels 350
des fonctions continues par morceaux par des fonctions

en escalier 508
projecteur orthogonal 1056

Arc paramétré
longueur 625

Argument
d’un nombre complexe 15

principal d’un nombre complexe 15
Arrangement 298
Associative

loi 703
Astroïde 228, 626, 630
Asymptote 158, 222
Asymptotes

de l’hyperbole 265
Automorphisme 707

affine 1090
d’espaces vectoriels 842

Axe
d’un repère du plan 49
demi-axe focal 265
demi-axe focal de l’ellipse 261
demi-axe non focal 265
demi-axe non focal de l’ellipse 261
demi-grand axe 265
demi-grand axe de l’ellipse 261
demi-petit axe 265
demi-petit axe de l’ellipse 261
focal 257
focal de l’ellipse 261
focal de l’hyperbole 265
grand axe de l’ellipse 261
grand axe de l’hyperbole 265
non focal de l’ellipse 261
non focal de l’hyperbole 265
non transverse de l’hyperbole 265
petit axe de l’ellipse 261
polaire 53

Axiome
de la borne supérieure 327

B
Barycentre 1086
Base

canonique deKn 885
canonique deKn [X] 885
canonique deMq,p (K) 936
d’un espace vectoriel 884
de l’espace 99
de même sens ou de sens contraire 965
directe de l’espace 100
du plan 48
indirecte de l’espace 100
orthogonale 1051
orthogonale du plan 48
orthonormale 1051
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orthonormale du plan 48
repère cartésien dans un espace affine 1088

Bicorne 242
Bifocale

Définition bifocale de l’ellipse 266
Définition bifocale de l’hyperbole 266

Bijection 1127
réciproque 1127
théorème de la 136

Bilinéarité
du déterminant 58
du produit scalaire 55, 105

Borne inférieure 327
Borne supérieure 327
Branche

infinie 158, 222
parabolique 223

C
Caractérisation

de la borne supérieure 327
séquentielle de la limite 651

Caractérisation de la fonction exponentielle
par une équation différentielle 183

Caractérisation de la fonction exponentielle
par une équation fonctionnelle 184

Cardinal 293
Cardioïde 631, 688
Cauchy-Schwarz 1048
Centre

de courbure 631
de l’ellipse 261
de l’hyperbole 264

Cercle 65
principal d’une ellipse 262

Cesáro 1138
Champ de vecteurs 688
Changement

de paramétrage 625
de repère 52
de repère orthonormal 52
de variable dans une intégrale 518

Changement de variables
intégrale double 686

Coefficients
binomiaux 301

Cofacteur 963, 1031
Comatrice 964, 1034
Combinaison

p-combinaison 298
linéaire 833, 882

Commutative
loi 703

Comparaison
des fonctions usuelles 415
des suites de référence 357

Complétion
d’une famille libre 886

Complexe
Argument d’un nombre 15
module d’un nombre 8

Complexes
Corps des nombres complexes 4

Composante
d’une fonction vectorielle à valeurs dansR2 216

Composantes
d’un vecteur relativement à une base 885

Composé
nombre 741

Composée 1123
Composition

de polynômes 756
Condition

initiale 185, 195
Congruence 734
Conique 257
Conjugué

d’un nombre complexe 6
Continuité

à droite 408
à gauche 408
d’une fonction en un point 408
de la composée de deux applications 411
de la composée de deux fonctions 419
uniforme 423

Convergence
d’une suite géométrique 352

Convexe
partie 1088

Coordonnées
d’un point dans un repère d’un espace affine 1088
d’un point dans un repère de l’espace 101
d’un vecteur relativement à une base 885
polaire d’un point 53

Coordonnées cartésiennes
d’un point 49
d’un vecteur 49

Coplanaires
vecteurs 99

Corps 711
archimédien 329

Cosinus 146
hyperbolique 151

Courbe
développée 634
de Lissajoux 237
intégrale 184, 195
paramétrée 218

Courbure 628
centre de 631

Critère
de convergence d’une suite 348
de divergence d’une suite 348

Cycle 1019
longueur 1019
support 1019

Cycloïde 229

D
Décompositon

rotation 1062
Décomposition
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d’un entier en produit de facteurs premiers 742
d’une permutation en cycles 1019
d’une permutation en transpositions 1020
en éléments simples 800
en facteurs premiers 742

Degré
d’un polynôme 754
d’une fraction rationnelle 798

Dense
partie 330

Déplacement 1095
Dérivabilité

d’une fonction réelle 216
d’une fonction sur un intervalle 457
d’une fonction vectorielle 216
d’une fonction vectorielle sur un intervalle 216

Dérivée
d’une composée 657
d’une fraction rationnelle 798
des fonctions composées 458
partielle d’une composée 658
selon un vecteur 653

Dérivées
successives 464

Déterminant
d’ordre2 et 3 d’une famille de vecteurs 959
d’un endomorphisme 961, 1027
d’un système de deux équations à deux inconnues 58
d’une matrice carrée 1028
d’une matrice de taille2 ou 3 958
d’une matrice triangulaire 1030
d’une transposée 1030
développement selon une ligne, colonne 1032
dans une base 1025
de Cauchy 1041
de deux vecteurs 56
de Vandermonde 979, 1033

Développée
d’une courbe 634

Développement
d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne 963
déterminant 1032
limité 581
limité à l’ordre1 d’une fonction d’une variable réelle

456
limité d’ordre 1 pour une fonction de deux variables

réelles 656
Développement limité

composée de 585
primitive de 587
quotient de 586
somme et produit de 585

Dichotomie 420
Difféomorphisme 624, 665
Différentielle 657

extremum local 658
Dimension

d’un espace vectoriel 888
Direct

repère orthonormal 49
Directrice 257

Discriminant 20
Distance

d’un point à un plan 115
d’un point à une droite 62
d’un point à une droite de l’espace 117
entre deux droites non parallèles 118
entre deux réels 326

Divergence
d’une suite 346

Divisibilité
dansK [X] 756
dansZ 733

Division
selon les puissances croissantes 757

Division Euclidienne
dansK [X] 756
dansZ 735
quotient 735
reste 735

Domination
d’une fonction par une autre 414
d’une suite par une autre 353

Droite
affine du plan 48
asymptote 222
numérique achevée 328
perpendiculaire commune 117
vectorielle 836
vectorielle du plan 48

Droite de Simson 89
Droites

orthogonales 48
parallèles 48
perpendiculaires 48

Dual 1054

E
Égalité

du parallélogramme 1048
Élément

neutre 703
Nilpotent 710
orbite d’ 1019
plus grand 327
plus petit 327
symétrisable 704

Ellipse 257
définition bifocale 266
paramétrage de l’ 262

Endomorphisme 707
d’espaces vectoriels 842
orthogonal 1057

Ensemble
fini 293
infini 293

Ensembles
équipotents 293

Équation
aux dérivées partielles 663
caractéristique 195, 898
cartésienne d’un sous ensemble du plan 52
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linéaire 845
normale d’un plan dans l’espace 113
normale d’une droite 63
polaire d’une conique 258
réduite d’une parabole 259
réduite de l’ellipse 260
réduite de l’hyperbole 263

Équation cartésienne
d’un cercle 66
d’un plan dans l’espace 113
d’une conique 258
d’une droite 61

Équation différentielle
homogène 184, 195
linéaire du premier ordre 184
linéaire du second ordre 195
normalisée 184
sans second membre 184, 195

Équation polaire 54
d’une droite ne passant pas par le pôle 65
d’un cercle passant par l’origine d’un repère 67
d’une droite passant par le pôle 64

Equivalentes
fonctions 416
suites 354

Équivalents
classiques en0 418
usuels pour les suites 357

Espace
affine 1084
euclidien 1047
préhilbertion réel 1047
vectoriel 830
vectorielKn 831
vectoriel de dimension finie 886
vectoriel de fonctions 832
vectoriel des suites à coefficients dansK 832

Espace vectoriel 48
Excentricité 257
Exponentielle

de basea 142
imaginaire 11
néperienne 140

Extremum
d’une fonction d’une variable réelle 400
local d’une fonction d’une variable réelle 400

F
Factorielle 292
Factorisation

par les angles moitiés 14
Faisceau

de plan issu d’une droite 128
Famille 1131

de parties 1131
génératrice de vecteurs 884
liée de vecteurs 883
libre de vecteurs 883
linéairement dépendante 883
linéairement indépendante 883

Fermat

nombre de 748
petit théorème de 749

Folium de Descartes 235
Fonction

argch 1154
argsh 1154
k fois dérivables 217
arcosinus 148
arcsinus 147
arctangente 150
argument cosinus hyperbolique 156
argument sinus hyperbolique 154
argument tangente hyperbolique 157
bornée 400
continue par morceaux sur un intervalle 511
continue par morceaux sur un segment 506
continue sur un intervalle 418
coordonnée 216
croissante 401
décroissante 401
définie par une intégrale 517
dérivable à droite 454
dérivable à gauche 454
dérivable en un point 455
dérivable sur un intervalle 457
de classeC k 217
de classeC n 465
de classeC 1 655
de Leibniz 1086
deux fois dérivable 464
dominée par une autre 414
en escalier 504
exponentielle complexe 16
impaire 401
lipschitziennes 402
majorée 400
minorée 400
monotone 401
négligeable devant une autre 414
périodique 402
paire 401
plan d’étude 159
polynomiale 758
puissance 143
strictement croissante 401
strictement monotone 401
tangente 146
uniformément continue 423
vectorielle à valeurs dansR2 216

Fonctions
équivalentes 416
usuelles, comparaison 415

Forme
n-linéaire 1023
n-linéaire alternée 1024
n-linéaire antisymétrique 1024
n-linéaire symétrique 1024
linéaire 842, 1054
multilinéaire alternée 959

Formule
d’Al-Kashi 82
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de changement de base 1026
de changement de base pour le déterminant d’une famille

de vecteurs 960
de changement de base pour un endomorphisme 953
de changement de base pour un vecteur 952
de changement de base pour une application linéaire

952
de changement de base pour une forme linéaire 953
de Green-Riemann 690
de Heron 44, 82
de Leibniz 465
de Leibniz pour les polynômes 762
de Machin 171
de Moivre 13
de Stirling 391
de Taylor avec reste intégral 522
de Taylor avec reste intégral pour les fonctions de deux

variables réelles 662
de Taylor pour les polynômes 762
de Taylor-Young 524
de Taylor-Young à l’ordre2 pour les fonctions de deux

variables réelles 663
du binôme 1144
du binôme de Newton 300, 710
du rang 896

Formules
d’Euler 13
de Cramer 967, 1029
de Frenet 628
de Taylor complexes 644

Foyer 257
Fraction rationnelle 797

décomposition en éléments simples 800
dérivée 798
degré 798
pôle 798
partie entière 799
partie polaire 799

Frenet
formules de 628
repère 627

G
Gradient 657
Gronwall

Lemme de 563
Groupe 704

U des nombres complexes de module1 9
alterné 1022
calcul dans un 706
commutatif 47
de Klein 714
de Lorentz 1000
des translations 1091
linéaire 845
orthogonal 1058, 1060, 1062
permutations 1018
produit 706
symétrique 1018

H
Hadamard

lemme d’ 986
Homomorphisme 707
Homothétie 22, 1091

vectorielle 844
Hyperbole 257

équation réduite de l’ 263
équilatère 276
centre 264
définition bifocale 266
paramétrage 265
sommet 265

I
Identité 844, 1122

de polarisation 1048
Image

d’un intervalle par une application continue 421
d’un nombre complexe 7
d’une application linéaire 843
directe 1129
réciproque 1128

Inégalité
arithmético-géométrique 308, 470
de Cauchy-Schwarz 513, 1048
de la moyenne 513
de Minkowski 513, 1049
de Taylor-Lagrange 523
des accroissements finis 462
triangulaire pour une norme 1049

Inégalités
triangulaires 9, 326

Injection 1123
Intégrale

calcul approché 527
d’une fonction complexe 643
d’une fonction continue par morceaux sur un segment

509
d’une fonction en escalier 505
d’une fonction périodique 519
d’une fonction paire ou impaire 520
de Wallis 569

Intégration
par parties 518

Interprétation cinématique 218, 462
Intersection

de deux droites 65
d’un cercle et d’une droite 68

Intervalle 329
Invariance

de l’intégrale par translation 514
Inverse

à droite 897
à gauche 897

Isobarycentre 1088
Isométrie 1057

affine 1093
directe 1060
indirecte 1062
matrice 1059
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Isomorphisme 707
affine 1090
d’espaces vectoriels 842

J
Jacobien 686
Jordan

Matrice de 992

L
Leibniz

fonction de 1086
Lemme

d’augmentation d’une famille libre 886
d’Hadamard 986
de diminution d’une famille liée 886
de Lebesgue 1179
de Steinitz 887
des trois pentes 467

Lemniscate de Bernoulli 238
Ligne

de niveau 59
Limaçon de Pascal 254
Limite

à droite 408
à gauche 408
conservation des inégalités par passage à la 345
d’une famille de droites 218
d’une fonction en un point 403, 405
d’une suite 341
infinie d’une fonction en un point 404

Linéarité
de l’intégrale 510

Lipschitzienne
Continuité d’une fonction 419

Liste
p-liste 297

Logarithme
décimal 141
de basea 141
népérien 137

Logarithmique
Critère de comparaison 356

Loi
associative 703
commutative 703
de composition interne 4, 702

Longueur
d’un arc paramétré 625

Lorentz
Groupe de 1000

M
Majorant 327
Maple

combine 1151
convert parfrac 1211
diff 1183
evalm 939
expand 1157
factor 1157, 1183

GramSchmidt 1054
int 1211
matrix 939
series 1195
transpose 939

Matrice 935
élémentaire 936
antisymétrique 949
carrée 935
colonne 935
d’un endomorphisme dans une base 944
d’un système linéaire 965
d’un vecteur relativement à une base 940
d’une application affine 1090
d’une application linéaire relativement à deux bases

941
d’une famille de vecteurs relativement à une base 940
d’une forme linéaire relativement à une base 941
de changement de base 950
de Jordan 992
de passage 1059
diagonale 948
identité 935
inverse 1034
inversible 944
ligne 935
nulle 935
orthogonale 1058
scalaire 948
spéciale orthogonale 1060
symétrique 949
transposée 938
triangulaire supérieure 948

Maximum
d’une fonction d’une variable réelle 400
local d’une fonction d’une variable réelle 400

Médiateur
plan 126

Mesure algébrique 54, 1099
Méthode

d’intégration par parties 518
des rectangles 527
du pivot de Gauss 967

Mineur 963, 1031
Minimum

d’une fonction d’une variable réelle 400
local d’une fonction d’une variable réelle 400

Minkowski 1049
Minorant 327
Module

d’un nombre complexe 8
Morphisme

d’espaces vectoriels 842
de groupes 707

Multiplication
d’une matrice par un scalaire 936

N
Nombre

complexe 4
composé 741
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de Fermat 748
de Neper 138
imaginaire pur 6
premier 741

Nombres
premiers entre eux 737

Normal
vecteur normal à un plan 99

Norme
associée à un produit scalaire 1048

Notation∏
291∑
291

Noyau
d’un morphisme 708
d’une application linéaire 843

O
Opération

élémentaire 1029
élémentaire sur les colonnes 951
élémentaire sur les lignes 951

Opérations
sur les dérivées 457
sur les fonctions 399
sur les polynômes 753
sur les suites 340

Orientation
d’un arc paramétré 625
du plan ou de l’espace 965

Origine
repère cartésien dans un espace affine 1088

Orthogonal
d’une partie d’un espace vectoriel 1051
groupe 1060

Orthogonale
matrice 1058

Orthogonalité 1050
de deux vecteurs d’un espace préhilbertien réel 1050
Schmidt 1052

Orthoradial
vecteur 230

P
Parabole 257
Paramétrage

admissible 625
de la parabole 260
normal 627

Paramètre
angulaire 627
d’une conique 257

Partie
entière d’un réel 330
principale d’un développement limité 581
régulière d’un développement limité 581

Permutation
circulaire 1019
inversion 1021
signature 1021

PGCD 736, 767

Plan
médiateur 126
tangent à une sphère 120
vectoriel 836

Plan de démonstration 1116
Plans

parallèles 114
perpendiculaires 114

Plus grand élément 327
Plus petit élément 327
Point

anguleux 456
critique 658
régulier 219
stationnaire 219

Pôle 53
Polynôme 752

conjugué 764
dérivé 761
dérivé d’ordren 761
irréductible 765
normalisé 754
réciproque 781, 786, 1161
scindé surK 763
symétrique élémentaire 766

Polynômes
associés 756
de Tchebychev 987, 1150
premiers entre eux 768

Potentiel scalaire 689
PPCM 736, 769
Prédicat 1115
Premier

nombre 741
Prépondérance

d’une fonction devant une autre 414
d’une suite devant une autre 354

Preuve
par neuf 735

Primitive
d’un développement limité 587
d’une fonction 515

Principe
de récurrence 290
des tiroirs 295

Problème
de Cauchy 185

Produit
cartésien 4
d’espaces vectoriels 831
de matrices élémentaires 938
matriciel 937
scalaire 54

Produit scalaire 1047
orthogonalité 1050

Projecteur 847
orthogonal 1055

Projection
affine 1091
affine orthogonale 1094
orthogonale 54
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Prolongement
par continuité 409

Propriété
d’Archimède 329
vraie à partir d’un certain rang 341
vraie au voisinage d’un point 403

Puissance
d’un point par rapport à un cercle 90

Pythagore
théorème de 1050

Q
Quantificateur 1115
Quantité conjuguée 1194

R
Racine

n-ième d’un nombre complexe 17
n-ième de l’unité 17
carrée d’un nombre complexe 19
d’ordrep 760
d’un polynôme 759
double 760
multiple 760
simple 760

Rang
d’un système linéaire 965
d’une application linéaire 895
d’une famille de vecteurs 895
d’une matrice 953

Réciproque
du théorème de Thalès 1099

Réflexion 1056, 1094
Règle

de l’Hospital 487
de Sarrus 110, 958, 1026

Règles
de calculs avec les matrices 938

Régulier
point 219

Relation
de Chasles 510
de Pascal 299

Relations
entre les coefficients et les racines d’un polynôme 766

Repère
axe d’un 49
cartésien 49
cartésien dans un espace affine 1088
Changement de 52
de Frenet 627
direct de l’espace 100
indirect de l’espace 100
origine d’un 49
orthogonal 49
orthonormal 49
orthonormal direct 49
Polaire 53

Repère orthonormal
Changement de 52

Représentation paramétrique

d’un cercle 66
d’une droite 60

Résolution
d’une équation du second degré à coefficients com-

plexes 20
d’une équation du second degré à coefficients réels

20
Reste

d’un développement limité 581
euclidien 735, 756

Rotation 22
décompositon 1062
matrice 1065
vectorielle 1061

Rotationnel 689

S
Scalaire 830
Second membre

d’un système linéaire 965
Segment 329, 1088
Série

géométrique 352, 711
géométrique complexe 641

Similitude 1097
directe 1097

Similitude directe 23
Simson

Droite de 89
Sinus 145

hyperbolique 151
Solution

d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
184

d’une équation différentielle linéaire du second ordre
195

Somme
binômiale 1144
de Newton 1163
de Riemann 528
de sous-espaces vectoriels 838
directe de sous-espaces vectoriels 839
géométrique 1144

Sommet
d’une parabole 259
de l’ellipse 261
de l’hyperbole 265

Sous-corps 711
Sous-espace vectoriel 833

engendré par une partie d’un espace vectoriel 836
orthogonal 1050
somme 838

Sous-espaces vectoriels
en somme directe 839
supplémentaires 840

Sous-groupe 706
Sphère 119
Stationnaire 219
Strophoïde droite 232
Subdivision

d’un intervalle 503
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plus fine qu’une autre 503
subordonnée à une fonction continue par morceaux sur

un segment 506
subordonnée à une fonction en escalier 504

Suite
arithmétique 292
bornée 340
complexe 640
constante 340
convergente 341
croissante 340
décroissante 340
définie par récurrence 291
de Cesáro 371
de Fibonacci 749, 898, 988
divergente 341
dominée par une autre 353
extraite 347
géométrique 292
géométrique complexe 641
majorée 340
minorée 340
monotone 340
négligeable devant une autre 354
réelle 339
strictement monotone 340

Suites
équivalentes 354
adjacentes 349
de références 357

Support
d’un arc paramétré 218

Surjection 1124
Symbole

de Kronecker 938, 1164
Symétrie 848

affine 1092
affine orthogonale 1094
du produit scalaire 55, 105
orthogonale 1056

Symétrique
d’un élément 704

Système
de Cramer 59, 967
homogène associé à un système linéaire 965
linéaire àn équations etp inconnues 965
linéaire compatible 965

T
Tangente

à la parabole 260
à un cercle 68
à une ellipse 262
en un point stationnaire 219
hyperbolique 153

Taux d’accroissement 454
Terme

dominant d’un polynôme 754
Thalès

Réciproque du théorème de 1099
Théorème de 1099

Théorème
Composition des fonctions continues 653
d’intégration par parties 518
d’opérations sur les dérivées 457
d’opérations sur les fonctions continues 419
d’opérations sur les fonctions de deux variables de classe

C 1 655
de Bézout 738
de Bolzano-Weierstrass 351, 641
de caractérisation séquentielle de la continuité 411
de Cesáro 371
de composition des limites 410
de d’Alembert-Gauss 763
de dérivation de la bijection réciproque 136, 137,

459
de dérivation des fonctions composées 458
de Fubini 685
de Gauss 739
de Heine 423
de la base incomplète 887
de la bijection 136, 424
de la limite monotone pour les fonctions 413
de la limite monotone pour les suites 348
de la limite séquentielle 411
de Lagrange 719
de majoration pour les fonctions de deux variables 651
de majoration pour les fonctions réelles 405
de majoration pour les suites complexes 640
de passage à la limite dans les inégalités 409
de Poincaré 689
de Pythagore 1050
de récurrence 290
de Rolle 460
de Schmidt 1052
de Schwarz 661
de Thalès 1099
des accroissements finis 461, 1228
des gendarmes pour les fonctions 410
des gendarmes pour les suites 345
des segments emboîtés 351
des valeurs intermédiaires 419, 421
fondamental de l’algèbre 763
fondamental de l’analyse 516, 644
formule de Taylor avec reste intégral 522
formule de Taylor-Young 524
inégalité des accroissements finis 462
petit théorème de Fermat 749
relèvement 627

Trace
d’une matrice carrée 947

Translation 22
affine 1090

Transposée
d’une matrice 938

Transposition 1020
Triangle

de Pascal 299
Trifolium 250
Troncature

d’un développement limité 582

1267



U
Uniforme

continuité 423

V
Valeur

absolue 326
décimale approchée 350

Valeur moyenne d’une fonction 514
Valuation

d’un polynôme 755
Variable

muette 1116
Variation

de la constante 190
Vecteur 830

colonne d’une matrice 935
directeur 48
ligne d’une matrice 935
normal 62
normal à un plan 99
normal unitaire 106
nul 830
orthoradial 230
symétrique 47
unitaire 48, 1050

Vecteurs
angle 1061

Vecteurs
colinéaires 48
coplanaires 99

Voisinage
à droite 408
à gauche 408
d’un point 649
d’un point dansR 403
pointé d’un point 408
strict à droite 408
strict à gauche 408

W
Wallis

intégrales de 390
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