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Chapitre

Nombres complexes

C’est plus Zamuzanten Z.
Publicité Peugeot20€ siécle.

Pour bien aborder ce chapitre

En 1545, le mathématicien Gerolamo Cardano publie une formule donone solution par radicaux de I'équation

X=ax+b:
s| b b\ (a\3 s|b b\? (a3
=A==+ = -l #A -V =] -3
o 2 (2) (3) 2 (2) (3)
Cette formule avait été découverte par les mathématiciglfsedlro et Tartaglia. Ce dernier I'avait communiqué a Caoda

en lui demandant de s’engager a ne pas la publier, promeesgagdano ne tint pas.
Bombelli, en1572, applique la formule a I'équatiom® = 9x + 2 et il obtient :

x=\3/1+ —26+§/1—\/—_26.

Il reléve par ailleurs que = 4 et x = —2 + /3 sont les3 solutions de I'équation. Il se retrouve donc face au prokelém
suivant : alors que les solutions de I'équation sont toudedies, il faut écrire des racines de nombres négatifs ur |
calculer. Bombelli ne se démonte pas et il invente alors dgles de calcul permettant de manipuler des quantités de
la formea+ v—b avech > 0 qui nont pas de sens. Il écrit par exemple1 x v—1 = —1. Ces nouveaux nombres ne
sont pas compris tout de suite et leur manipulation conddésiabsurdités. Al7€ siécle, René Descartes propose, tant
leur existence est contestable, de les appeler nombresniaii@g?. |l faut attendre la fin dus® siécle et les travaux de
Caspar Wessel pour que la construction des nombres corsgeitdien formalisée et pour comprendre leur interpi@rati
géométrique. Ses travaux passent malheureusement cemplétinapercus. Quelques années plus tard, Carl Friedrich
Gauss redécouvre et popularise les travaux de Wessel. braéenen particulier le théoréme fondamental de I'algebre
(voir théoréme 21.24 page 778) qui dit qu'un polynéme a coefits complexes de degréadmetn racines comptées
avec leur multiplicité.

Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprisegaelquant aux nombres complexes. On verra en particulier
comment on peut les utiliser pour trouver les racines daterpolyndmes a coefficients réels ou complexes, comment
ils servent a résoudre des problémes de géométrie planeqamsles probléemes d’analyse réelle comme celui de la
primitivation de produits de fonctions trigonométriqueda résolution d’équations trigonométriques. Ce chagitreira
aussi d'introduction a la notion de structure algébriquples particulierement a celle de groupe et celle de corps. Le
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qoritsssnniprésents dans le cours de mathématiques durant vos
deux années en classe préparatoire.

Les fonctions trigonométriques seront utilisées en peeme@ pendant ces deux années et ce des ce premier chapitre. Il
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite digpsghe B.1 page 1155 de I'annexe B.

1. Les nombres complexes ont été découvert en étudiant datigits polynomiales de degséet non pas de degeécar les mathématiciens da®
siécle considérent que des quantités comfe1 sont strictement positives et que cela n'a pas de sens dehendeurs racines

2. Les nombres négatifs ne sont d’ailleurs alors guére ndemypris. Dans son dictionnaire raisonné des sciencesridext des métiers, d’Alembert
en parle comme d'une idée dangereuse : « Il faut avouer qesk pas facile de fixer I'idée des quantités négatives, & guelques habiles gens ont
méme contribué a I'embrouiller par les notions peu exaatésen ont données. Dire que la quantité négative est agedes du rien, c’est avancer une
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui prétendent n@st pas comparable-al, & que le rapport entré & —1 est différent du rapport entre
——1& 1, sont dans une double erreur : (...) Il N’y a donc point réedlet & absolument de quantité négative isolég pris abstraitement ne présente
a l'esprit aucune idée. »
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Vous aurez aussi souvent a manipuler des sommes ou destpr@yuibolisés respectivement par les symbpes IT).

Il sera utile pour vous familiariser avec ces calculs delérparagraphe B.2 page 1158, toujours dans I'annexe B. Vous
y trouverez les définitions de ces symboles ainsi que desauéshet des formules classiques : télescopage, formule du
binbme, sommes géométriques, arithmétiques, etc ... Gemaaeront re-précisées au chapitre 8.

1.1 Le corpsC des nombres complexes

1.1.1 Un peu de vocabulaire

DEFINITION 1.1 © Produit cartésien
On appelleproduit cartésierde deux ensembleset B I'ensemble, noté x B, des couplesa, b) oua € A etb e B.

"' Notation 1.1 On noteraA? le produit cartésie x A.

| Exemple 1.2 R? est 'ensemble des couples de réels.

(DEFINITION 1.2 © Loide composition interne
SoitE un ensemble. On appele de composition internane application d& x E dansE :

[ ExE — E
P\ (@b — axb

Exemple 1.3 Si E =N, la multiplication ou I'addition des entiers forme une l@ domposition interne. Ce n’est pas le
cas de la soustraction car la différence de deux entiergifigosest pas toujours un entier positif.

1.1.2 Construction deC

N

(DEFINITION 1.3 Corps des nombres complexes
Nous appelleronsorps des nombres complexgse nous noteror, I'ensembleR? muni des deux lois interneset ®
définies de la fagon suivante. Pour tous coupies), (a,b') € R?, on pose

(a,b)® (@, b)=(a+d,b+ b

(a,b)® (d',b)=(ad —bb',ab +a'b)

. J

| Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l'utilisation du namrpsun peu plus loin.

— Pour simplifier les écritures, nous noteranst x (ou-) les lois de composition interne et ®.

— Pour tout nombre réel, nous conviendrons d'identifier le nombre compléxg) avec le réelr. Nous noterons par
ailleursi le nombre complexé, 1). En appliquant cette convention et en utilisant la définiiile I'addition et de la
multiplication dansC, on peut écrire pour tout nombre compleéxeb),

(a,b)=a+1ib.

En effet,(a, b) = (a,0) + (0, b). Par ailleurs(0, b) = (b,0) x (0,1) = i.b donc(a, b) = a+i.b ou plus simplement + i b.

PrRoPOSITION1.1
Le nombre complexé précédemment introduit vériff i> = -1 |.

Démonstration On ai = (0,1) x (0,1) = (—1,0) = — (1,0) = —1.

1.1.3 Propriétés des opérations sut

Avec les conventions d’écriture précédentes, I'additida enultiplication définies suR? deviennent pour tous complexes
a+ibeta +ib,
(a+ib)+ (@ +ib)=(a+a)+i(b+D)

(a+ib)(d +ib)=(ad —bb)+ilab +ba)
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(PROPOSITIONT.2 Propriétés de I'addition dansC

L'addition dansC

— estassociative Vz,z',z" €eC z+ (2 +2")=(z+2)+72";

— estcommutative Vz,z’eC z+z' =z +z

— possede uglément neutré : VzeC z+0=z;

— de plus, tout nombre complexe- a+ i b posséde uoppose—z=—a—ib.
On résume ces quatre propriétés en disant{gue) est ungroupe commutatif

Démonstration Vérifications laissées en exercice au lecteur.

Remarque 1.2 Expliquons brievement ce qu’est un groupe. Cette noticladéveloppée et étudiée dans le chapitre 19.
Considérons un ensemiieet une application- qui a un couplgx, y) d’éléments des associe un élément noiéx y
deG. Une telle application est appelée une loi de composititarire suiG. On dit que(G, x) est un groupe sk est une

loi de composition interne sui¥ qui vérifie les propriétés suivantes :

1 laloi x estassociative¥x,y,z€G, xx(yxz)=(xxy)*z.
2 laloi x admetun élémentneuteee G: Vxe€G, xxe=exx=xX.
3 tout élémentt deG admet un symétrique: VxeG, JyeG: x*xy=y*xx=e.

Si de plus la loix est commutative, c'est-a-dire si elle vérifigx, y€ G, x* y =y * x, alors on dit que le groupe est
abélien(ou commutatij.

Il est clair que I'addition dan€ vérifie ces propriétés. C'est aussi le cas de la multipicetiansc* 3 :

(PROPOSITIONL.3 Propriétés de la multiplication dansC h
La multiplication dangC

— estassociative Vz,z',z" € C z(z'z") = (z2))z"

— estcommutative Vz,z' e C zz' =2’z

— possede uBlément neutreé : VzeC zxl=z

De plus, tout nombre complexe non m a + i b posséde urinversez~! vérifiantz x z=! = 1 donné par

1 a ; b
a2+ b? @+ b?
On résume ces quatre propriétés en disant(Gtie<) est ungroupe commutatif )

Démonstration  Prouvons l'existence d’un inverse. Seit a+ib un complexe non nul. Remarquons duae+ib)(a —ib) =
a® + 2. Le complexez étant non nula? + b% # 04. En divisant les deux membres de I'égalité par- b%, on trouve
a—-ib
a+ib)x ———— =
( ) a? +b?
. \ . 1o .. A—1b
ce qui prouve que posséde un inverse " qui s'écrit— 2
T . . . . as L.
De plus, la multiplication est distributive par rapportaﬁdltlon :

Vz,2,2"€C, z(2+2")=zz'+z7" et (z+2)2'=zz"+2'7".

On résume les deux propositions précédentes en disatgtie<) est uncorps Nous définirons ce terme dans le chapitre
19.
Une conséquence importante est que les formules fondalegatavantes sont valables dahs

(a+b)"=x1_ (})a*pm* Formule du bindme
a"-b"=(a-b) Y]} a" "k Formule de factorisation
Yi k=4 1-g¢ . Somme géométrique

n+1 Sig=1

Les deux premieres seront démontrées dans le théoremepk@j@ 725 et la troisieme dans la proposition 8.7 page 307.

3. C* représente I'ensemble des nombres complexes privé de
4. En effet, sila somme de deux nombres positifs est nultes @es deux nombres sont nécessairement nuls.
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1.2 Parties réelle, imaginaire, Conjugaison

1.2.1 Partie réelle, partie imaginaire d’'un nombre compler

(PROPOSITIONL.4

Soienta, a’, b etb' des réels. On a:

e a+tib=0ca=0etbh=0.

e atib=ad+iboa=detb=".

Pour tout nombre complexeil existe donc un unique couple, b) de réels tels que=a+ib.
— a+ib est laforme algébrique de.

— a est lapartie réelle dez. On la noteRe(z)
|~ b est lapartie imaginaire dez. On la notdm(z). )

Démonstration En utilisant les conventions précédentes,ib =0 se lit(a, b) = (0,0) ce qui est vrai si et seulementast 0 et
b=0. La suite en découle facilement.
Dans toute la suite du chapitreet b désignent des nombres réels sauf mention du contraire.

(PROPOSITION1.5 Nombre imaginaire pur

1. Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partgimaiee est nulle

|z€IR©Im(z):0I

o7

2. Si un nombre complexe a sa partie réelle nulle, on dit gsflimaginaire pur On noteraiR I'ensemble de
nombres imaginaires purs

|z€iIR©Re(z)=0I

Démonstration C'’est une conséquence directe des définitions.

1.2.2 Conjugaison

[ DEFINITION 1.4 Conjugué d’'un nombre complexe
Soitz = a+ib € C, un nombre complexe. On appetiemplexe conjugude z que I'on notez le nombre complex

défini par| Z=a-ib I

1)

(PROPOSITION1.6
Pour tout complexe € C, on a

w
nn
1l
N

zZ+2z
1. R = —
e(z) 2

z<—=z€eR

b
N
I

N

2. |Im(z) =

~.
N

5. |2=—z<=>zei[RzI

Démonstration Calculs immédiats.

(PROPOSITIONL.7 © Propriétés de la conjugaison
Pour tous complexes z' € C,

siz' #£0.

1. z+z’=2+2’| 3. (z_):

N\'l NI

2. | z2 !

=Zz

J

Démonstration Calculs immédiats. Pour le quotigB}, on peut raccourcir les calculs en remarquant quesst/z' alorsz = uz'
et appliquer2).

22



Application 1.4 Mise sous forme algébrique d'un quotient de nombres compless.Pour mettre sous forme algébrique

3-2i - . . . .
le complexez+—,, on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjuguééhominateur :
l

3-2i (B3-2))2-1) 4-7i 1 .
— = - — = = ==(4-7i)
2+ C+DE-i) 22-i2 5

| Remarque 1.3 SizeC alorszz e R}.

1.3 Représentation géométrique des complexes

1.3.1 Représentation d’Argand

On noteraZ” 'ensemble des points du planét'ensemble des vecteurs du plan. S@it= (O, 7,7) un repére orthonor-

mal du plan. A tout poinbI de coordonnées;, y) dans ce repére on peut faire correspondre le nombre comgpiexe i y.

On réalise ainsi une bijection devers le plan. A tout nombre complexe on peut faire correspoad unique point du
plan et réciproguement a tout point du plan on peut faireespondre un unique complexe. Cette représentation est due
au mathématicien francalkean Robert Argand (1768 — 1822) et va s’avérer d’'un grand intérét en géométrie. Certains
problémes de géométrie se traduisent trés bien en calés#mtantervenir des nombres complexes et réciproquement,
certains calculs avec les nombres complexes ont une iBtatjun géométrique naturelle.

FIGURE 1.1 — Représentation d’Argand

De la méme fagon, on peut identifier 'ensemble des vectéuds plan aved en associant a tout vectewr de ¥ de
coordonnéegy, B) dansZ le complexex+ i et réciproquement.

(DEFINITION 1.5 Image d’'un nombre complexe, affixe d’un point, d'un vecteur
Soit% = (0, 7,7) un repére orthonormal du plan.
— L'imagedu nombre complexe= x+i y est le point du plan de coordonnéesy) dans le repérez.
— L'affixe du poinM de coordonnées;, y) dans le repéré est le nombre complexe= x+i y que I'on notera AftM).
|- L affixe du vecteuli = a7 +p 7 estle complexe+if que I'on notera Affu).

Remarque 1.4 Les points du plan d’affixe réelle sont situés Baxe réel (0, 7). Ceux qui ont une affixe imaginaire
sont situés sufaxe imaginaire(O, ).

1.3.2 Interprétation géométrique de quelques opérations

On considére dorénavant et pour tout le reste du chapittqepére orthonorma® = (0, 7, 7)) a été fixé, ce qui permet
d’identifier C au planZ”.

PrRoPOSITION1.8 Propriétés de I'affixe
Soient et v deux vecteurs d¢’. SoientA etB deux points deZ :

Aff (U + ) = Aff (W) + Aff (V)
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Aff (AB) = Aff (B) — Aff (A)

Démonstration
1. Supposons quiff (i) =a+ib etAff(V)=c+id alorsu =a7+bj,v=ci+djetu+v=(a+c7+b+d)7.Ce
qui prouve queNt (i + V) = (a+c)+i(b+d) = (a+ib) +(c+id) = Aff (u) + Aff (7).
2. CommeOB = (ﬁh@, en utilisant 'égalité précédente, on obtidxft ((ﬁ) = Aff ((TA) + Aff (ﬁé), soit Aff (B) = Aff (A) +

Aff (AB).

PROPOSITIONL.9 Interprétation géométrique dez— z+a
Soit u un vecteur d’affixez. La translation de vectei est I'application qui a tout poir¥! d’affixe z associe le point
d’affixe z + a.
Démonstration Au pointM de &2, la translation de vectetii associe le poirk1’ tel queOM’ = OM+ 7. Siz,z eta sont les
affixes respectives dd, M’ et u, la proposition précédente conduit'a= z + a.

PrROPOSITION1.10 Interprétation géométrique de z— z
La réflexion d’axg(O, 7) est I'application qui & tout pointt d’affixe z associe le point d’affixé.

Démonstration La réflexion d’axe0,7) associe a tout poim¥l de coordonnées, y) le pointM’ de coordonnéets, -y). La
proposition s’en déduit imnmédiatement.

1.4 Module d’'un nombre complexe, inégalités triangulaires

(DEFINITION 1.6 Module d’'un nombre complexe
Soientz = a+ i b un nombre complexe & son image dans?. On appellenodulede z le réel positif ou nuhoté|z]|

et donné par :
|zl = [|OM]]|

\

[PrOPOSITIONL.11 © Expression du module d’'un nombre complexe

Pour tout complexe = a+ib,
lzl=Vzz=V a?+b?

J

Démonstration Soitz = a+ib e C et soitM l'image dez dansZ alors on sait quéz|? = ||OM|? = a2 + b2. Par ailleurs,
zz=(a+ib)(a—ib) =a®+b>.
(PrROPOSITION.12 © Propriétés du module )
Pour tout nombre complexg
1. |z]|=0©2=0 3. Re(z) < |Re(2)| < |z|
2. |zl =z| 4. Im(z) < |Im(2)| < |z|
L J
Démonstration
1. Soitz=a+ibeC tel que|z| =0 alorsa® + b?> = 0 ce qui n'est possible que 8i= b = 0. Réciproquement, si= 0 alors
|z| =0.
2. Evident.
3. Siz=a+ibalorsRe(z) =a<lal=Va2<Va2+p? =)zl
4. De méme.

(PROPOSITION1.13
Pour tous nombres complexes/,

1 74 i
1. - =% sizzo. 3. |1z2| = |zl 2| |

z  |z[2

NE]
F4

¥4

p siz' #0.
z

4,

1
2. |zl=1—-=2.
z
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Démonstration
1. SizeC*,ona
z 2z |z
Z X —=—=—=
1212 12> |zf?
1
donc- = —.
z |z
) . L 1 - -
2. Silzl =1, le résultat précédent améne = z. La réciproque est évidente.
z

3. Pour la troisiéme, écrivonsz'|? = (zz')(z2') = zzz' 7' =zI?|Z'|?. On termine en passant a la racine carrée et en remarquant
que|zz'| =0 et quelz| 2 0, || = 0.

z z |z|2
77

4. Etpour la derniére|:£, |2 = TR On termine alors de la méme fagon qu’en 3.
Z <z Z

PROPOSITION1.14 QOO Inégalités triangulaires
Pour tous nombres complexegt z’, on a

1. |lz+ 2| <|zl+12'] || 2. ||lzl-12l| <1z—2|

Démonstration Soient deux complexes z' € C.

1. On peut démontrer de maniére géométrique la premiéralitégriangulaire en remarquant que c’est une traductians
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classéndaiéme. Si le poind est I'image du complexe et le point
N limage du complexe +z' dans<?, alors, dans le triangleMN, ON < OM +MN. CommeAff (m) =Aff(N) -Aff M) =
z+z7Z —z=2',0onaMN = |Z/|. Par ailleursON = |z + z'| etOM = |z|. On peut aussi démontrer cette premiére inégalité de
maniére algébrique. Développons le module au carré
lz+2|° = (z2+2)Z+2) = 2|* + 2Re (z2)) + 12|

En utilisant l'inégalitéRe [z?) <|zl|Z'|, on en tire que

lz+2' 1P <12l +21zl12 | +12'1? = (121 +12'1)?

et il suffit de prendre la racine carrée de ces nombres positif
2. Utilisons I'inégalité triangulaire déja démontrée :

lzl = (z+2) + (=2 s |z+ 2| +|-Z | = |z + 2| +|Z]]
dol|z|-|Z'| < |z +Z'|. On obtient de facon symétrique
12| =l(z+2") + (~2)| <|z+ 2| + ]z

d’ou égalementz'| - |z| < |z +Z'|. Puisquaz| -|z'| <|z+7Z'| et que—(|zl-1z'|) <|z+Z'|, on a biedlzl - |z'|| <l|z+7|.

PROPOSITION1.15

Soienta € C etr e R%. SoitA le point du plan d’affixez. Lensemble des points du plan d’affixe C vérifiant
» |z—al=r estle cercle de centreet de rayorr.

e |z—al <r estle disque fermé de centkest de rayorr.

e |z—al <r estle disque ouvert de centkeet de rayorr.

Démonstration Ces trois résultats proviennent de I'égalié al = AM

1.5 Nombres complexes de module

1.5.1 GroupeU des nombres complexes de module

(PROPOSITION1.16 Groupe U des hombres complexes de module
Nous noteron&l, 'ensemble des nombres complexes de module égal a

[Uz{zeCllzl:l}I

Cet ensemble vérifie les propriétés suivantes.
1. U eststablepour le produit Vz,z' €U, z.z' eU.
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2. Le produit estssociatif: Vz,z',z" €U, (zx2')xz"=zx (2 x2").
3. Le complexd est élément d& et est I'élémenheutredu produit :\VzeU, zxl=1xz=z.

. iz . 1 . 1
4. Siz est éléement d#, alors sorinverse— aussi. De plus, on| — =z |.
z z

5. Le produit estcommutatif: Vz,z2' €U, zxz =z'xz.

On dit que(U, x) est un groupe commutatif appeajéoupe des nombres complexes de module

FIGURE 1.2 — groupéJ des hombres complexes de module

Démonstration Soientz,z' € U.

1. Ona.’|z><z’| =|z| x |z'|=1><1=1. Doncz x z' € U.

2. L'associativité est une conséquence directe de I'aasaité de la multiplication dang.
3. Ona11|l=1 doncl € U. La suite est évidente.
4

. Ona:zxz=2zxz=|z1®=1 doncz est l'inverse dez. En utilisant les notations introduites précédemment, lotient
-1 -
z t=1lz=2z.

5. La commutativité est une conséquence directe de la coativité de la multiplication dans.

| Remarque 1.5 On verra dans I'exemple 19.10 page 722 une méthode pluserppia vérifier queU, x) est un groupe.

1.5.2 Exponentielle imaginaire

On suppose ici connues les propriétés élémentaires desdiesicosinus et sinus ainsi que les différentes formules de
trigonomeétrie circulaire. On pourra se reporter a ce sujah&exe B paragraphe B.1. Ce paragraphe doit étre parfarie
maitrisé.

LEMME 1.17
Soient(a, b) € R? tel quea? + b* = 1. |l existe un réel (pas uniqué)tel quea = cos etb = sin0.

Démonstration Commea? +b? =1, on a nécessairemeat <a<1let-1<b<1. L’image deR par la fonctiorcos étant{—1,1],

il existea € R tel quecosa = a. Comme cos® a+sin®a = 1, il vient sin® a = b?. Une des deux égalités suivantes est alors vérifiée
para, sina = b ou biensina = —b.

— Sila premiére est vraie, nous posénsa.

— Sinon, la seconde est alors vraie et nous po8ensa.

Dans les deux cas, le rdetonstruit vérifie les deux égalités mentionnées dans I'édaiu lemme.
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PrROPOSITION1.18
Pour tout complexe € U, il existe un réeb tel quez = cosO + i sin6.

Démonstration Soitz = a+ib € U. Par définition d&), a etb vérifienta® + b* = 1. Par application du lemme précédent, il existe
donco € R tel quea = cosB etb =sin6. On a doncz = cosB + i sin 6.

Remarque 1.6
Soitz € C et soitd € R tel quez = cos0 + i sin6. On rapporte le plan & un repére orthonormé difect’, 7). Soitw un

vecteur d’affixez alors6 est une mesure de I'angﬂﬁ). Cette mesure est définiean prés (€ 7).

L.
-

FIGURE 1.3 — Interprétation géométrique de la proposition 1.18

(DEFINITION 1.7 Exponentielle imaginaire

Pour tout réeb € R, nous appelleronsxponentielle imaginairde et nous noterons® le nombre complexe défini par

0

e"” =cos0+isin0

Remarque 1.7
— Soitze U. D'apres la proposition 1.18, il existec R tel quez = e,
— Réciproquement, tout nombre complexe de la foefiest de module. Donc

Uz{zeCIHBER,zzeie}

Remarque 1.8 La définition précédente est justifiée par I'égalité suigagti généralise la propriété fondamentale de

I'exponentielle réelle/a, b e R, e**? = e%el,

[PROPOSITIONL.19 © Propriété de morphisme de I'exponentielle imaginaire

ve,e/ € [R, ei(9+9’) — eieeiel
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L.
-

FIGURE 1.4 —¢'®

Démonstration Soientd, 0’ eR.Ona:

e!0+9) = cos(0+0)+isin(0+0) par définition de 'exponentielle d’'un nombre imaginaire pu

(cos(0) cos(0) —sin(0) sin(®)) + i (cos(6) sin(0”) + sin(0) cos(0')) par application des formules d’addition
(cos(B) + isin(0)) (cos(e') + isin(e'))
eieeie’

Remarque 1.9

Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu'est morphisme de groupes. Cette notion sera étudiée dans le
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. S6it, x;) et (G, x2) deux groupes. On dit qu’une applicatiprde G; dansG; est
un morphismele groupes lorsque

VX, yeGl, ¢(xx1y)=@ @ *x2¢(y)

Nous pouvons alors reformuler la propriété précédente.

PrROPOSITION1.20
La fonction exponentielle est un morphisme du gro(@®e-) sur le group&u, x)

Remarque 1.10
Avec les notations de la définition 1.9, on définit

« Le noyaudu morphismep comme étant le sous-ensembleGienotéKer ¢ donné par Kerg = {x€ G; | ¢ (x) = e}
ol e; est le neutre dés,.

« L'imagedu morphismep comme étant le sous-ensemble@enotéIm¢ donné par Iim¢ = {¢ (x) | x€ G1}.
Notre morphisme de groupes

eie

0 —

a pour noyaliKer ¢ = 2nZ | et pour imag .

PROPOSITION1.21
Soientd et®’ deux réels, on | e = ¢/ < Jkez, 0=0+2kn

{ ®,+) — (C*x)

Démonstration Sie® = ¢ alorse!®-9) =0 et -0’ = 2kn ot k € Z. Par conséquerit=0' + 2kn aveck € Z. La réciproque
est évidente.
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Remarque 1.11 ¢i*0 =1, ¢'% =1, ¢i™ = —1. Cette derniére égalité, écrite sous la f0|| e™ +1=0 | est connue sous
le nom de Relation d’Euler». Elle est remarquable car elle lie cing nombres fondanuerga mathématiquesi, i, 1
eto.

[ COROLLAIRE 1.22

p . 1 —
Pour tout réebe R, on a e~ = — =e
e

Démonstration  En effet, sio € R, e®e~10 = ¢/(0-0) = ix0 — 1 par conséquent, inverse du nombre compleXeeste™°.

Commee™® e U, par application de la proposition 1.16, I'inversea® est ausséi®, d’otl les deux égalités ci-dessus.

THEOREME1.23 © Formules d’Euler

i — il
+
VO eR, cosezi et [sinB=

Démonstration SoitbeR. Ona:

i0

e = cos0+isind
e "Y' =cosO-isin0

En additionnant la premiere équation a la deuxiéme et egativies deux membres de I'égalité obtenue2pan obtient la formule
annoncée poutos6. De méme, en soustrayant la deuxiéme équation a la prentiéredivisant les deux membres de I'égalité
obtenue pazi, on obtient la formule annoncée paiin 6.

— Bio 1| Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 a Béle et mort le 18 septerh783 a Saint-Pétersbouy:g_

Peu aprés sa naissance les parents d’Euler déménagenea Rielpére d’Euler
est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dontdfylrofita des lecons,
est alors considéré comme le meilleur mathématicien eerop& pére d’'Euler
souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jeaoli qui a
remarqué les aptitudes remarquables de son éléve, le oorydlil est destiné
aux mathématiques.

Aprés ses études a Bale, il obtient un poste a Saint-Pétegslea 1726 qu'l
quitte pour un poste a I'académie de Berlin en 1741. Malgiguiaité de ses
contributions a I'académie, il est contraint de la quitterraison d'un conflit
avec Frédéric Il. Voltaire qui était bien vu par le roi avaésdqualités rhé-
toriqgues qu’Euler n'avait pas et dont il fut la victime. En6E{ il retourne a
Saint-Pétersbourg ou il décéda en 1783.

Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problemes @e Fait remar-
quable, il effectua la plus grande partie de ses découvintesles dix-sept |
derniéres années de sa vie, alors qu'il était devenu avdufile avec886 pub-
lications, un des mathématiciens les plus prolifiques de tes temps. Il est
a l'origine de multiples contributions en analyse (nomhlsesiplexes, introduction des fonctions logarithmepg et
exponentielles, détermination de la somme des inversesatess d’entiers, introduction de la fonction gamma,
invention du calcul des variations, ...), géométrie (eegatldroite d’'Euler d’un triangle, formule liant le nombre|de
faces, d'arétes et de sommets d’'un polyédre, ...), théesendmbres (fonction indicatrice d’Euler, ...), théoris de
graphes (probléme des sept ponts de Kénigsberg) ou mémeysiypé (angles d’Euler, résistance des matéripux,
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de ldlpaeadu soleil,...).

ProPOSITION1.24 © Formule de Moivre

VOeR, Vnez, |e"= (eie)”

Démonstration Soit8 € R. Montrons d’abord par récurrence la propriété poam.

. ; P LU .
— Sin=0,0na:e*%=1= [e’e) . L’'égalité est donc vraie au ramg
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— Supposons I'égalité vraie au ranget démontrons-la au rang+1 :

Qln+D0  _ i(n0+0)

¢'9¢M9 carexp est un morphisme de groupes

. .Y

e0 (e’e) par hypothése de récurrence
.0\ n+1

-

Démontrons maintenant la propriété peur Z\N. On a alors-n € N et on peut appliquer la relation que nous venons de prouver

\ ; ; 0\ . N . ; ; 1 0\ 1\
al'entier—n. Cela donne ¢! (=9 = (e"e) . Mais d’aprés la proposition 1.22, ored="0 = ¢=ind — — et(e"e) = (Te) ,
e e

1 n . . A\ 1 i , ,
donc 5= (%) et I'on a biene! 9 = [e’e) . La relation est alors démontrée pour taut 7.
e e

Les formules suivantes interviennent souvent dans lesees:

(PROPOSITION1.25 QOO Factorisation par les angles moitiés
Pour tout réek e R :

ix ix (ix  _ix ix X ix ix [ ix  _ix D ix (X
e"+1l=e2 |e2 +te 2 |=2e2 COSE e"—1=e2 |e2 —e 2 |=2ie2 sz

Remarque 1.12 On a la factorisation de I'angle moitié plus générale (vgjufe 1.6) :

) ) aty) ( ix=y)  _ix=y) XY X—
e +eV=e" 2 (e 2 +e 2 ):29’ 2 cos( y).

€' 4 et

; ix X . ; ;XY X—
FIGURE1.5—e* +1=2e2 cos(g) FIGURE 1.6 —e'* + ¢V =2¢' 2 cos( 5 y)

B10o 2| Abraham de Moivre né le 26 mai 1667 a Vitry-le-Francois ettfeo27 novembre 1754 & Londr«%;s_‘

Abraham de Moivre est un mathématicien francais qui vécpltua grande
partie de sa vie en exil a Londres en raison de la révocatiofEdé de
Nantes. Il fut I'auteur de deux ouvrages majeurs en mathgoed. Le pre-
mier, consacré aux probabilité®dctrine of chancéet paru en 1718, s'in-
téresse en particulier au calcul des probabilités d’'un éwemt aléatoire
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’alpgmes de conver-
gence des variables aléatoires. Le secoitisCellanea Analytica, paru en
1730, est un ouvrage d’analyse dans lequel figure pour laiprerfois la
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoirsi.get de sa mort.
Il s’était rendu compte qu’il dormait un quart d’heure despdihaque nuit. En
utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé a dpidhte il mourrait : cela
devait correspondre au jour ou il dormirait 24 heures. CeeXalctement ce
qu’il advint.
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe

1.6.1 Argument d'un nombre complexe

(PROPOSITION1.26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’'un nombre complexe )

Soit z un nombre complexeon nul Il existe au moins un nombre réetel qug z = pe® foup = |z| € R* estle modulg

dez.
— pe'® est undorme trigonométriquele z.

— Le réelb est appelé&n argument de.
Un tel nombre n’est pas unique : & est un argument de, 'ensemble de tous les arguments dest donné par

{00 + 2km | k € Z}. On noterarg (z) = O [271]. Enfin, il existe un unique argument dappartenant a l'intervalle- rt, n].
LOn I'appellerd’argument principalde z. )

Démonstration ~ Soitz un nombre complexe non nul. Posgns |z| # 0, on a alors/p € U. D'aprés la remarque 1.7, il existe
B eR tel que :z/p = e® ce qui prouve I'existence d’'un argument deSi®’ € R est un autre argument deon a bien 8’ = 6 [2n].

En effet, en partant de= ¢™® = el et en utilisant la proposition 1.21, il existes Z tel qued’ =0+ 2kmn.

Exemple 1.50n a:
argl =0[2n] argi= g [2n] arg-l=m([2n] arg—i= —g [27]

Y

FIGURE 1.7 — Représentation trigonométrique d’'un nombre complexe

PLAaN 1.1 :‘ Comment calculer le module et un argument d’un nombmepdexe donné—

Soitz=a+ibeC* d’argumend € R et de module € R;. Exprimons et en fonction dez etb :
e Onap=lzl=Va?+b?

e Commez = a+ib=p(cosB+isinB) =p

, on cherche un unique réele] — n, |

+1i
vVa?+b?>  Va?+b?

a
va? + b? VaZ+p®

( g - - Zg

PROPOSITION1.27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme tfpnométrique
- 5 Y
Soient deux nombres complexes non nuis=pe™® etz’ = p’e’’,

Vérifiantcos0 = etsinb =

i(0+0") 2 | 2 _ P ,ie-9)

1. |zz' =pp'e ==
< p
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Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 1.19.

P
COROLLAIRE 1.28
Soientz et z' deux nombres complexes non nuls. On a :

1. | arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27]

_ 1
3. |arg(z) = arg(—) = —arg(z) [2m]
z

2. arg( Z) = arg(z) —arg(z’) [2n]

Zl

(& J
Démonstration Démontrons la premiére égalité, la démonstration des dauarges est identique. Notogrespectivemertt’)
un argument de (respectivement de') etp (respectivement’) le module de: (dez'). Par application de la propriété précédente,
2z = pp'e!®+9) par conséquentg (22') =0+ [2n] =argz +argz [27].

PrROPOSITION1.29
VYneZ,VzeC*, | arg(z") = narg(z) ([2n])

Démonstration ~ Soientn € Z et z € C*. L'écriture trigonométrique de estz = pe'® ol 6 € R est un argument de et p
est le module de. On a donc z" = [pe’e) =p" (e’e) = p"e'™® par application de la formule de Moivre. Par conséquent,
arg(z") = nB ([2n]) = narg(z) [2n].

1.6.2 Fonction exponentielle complexe

On suppose ici connues les propriétés de la fonction expigfierréelle. On pourra a ce sujet consulter le paragraphe
4.1.2.

(. . . .
DEFINITION 1.8 Fonction exponentielle complexe
Soitz = a+ i b un nombre complexe. On appelle exponentielle tienombre complexe

a+ib _ ,a ,ib

e“=e ee

La fonction qui a tout nombre complexeassocie le nombre complexé ainsi définie s’appelléonction exponentiell
.complexe

D

J

Remarque 1.13

— Soitz=a+ibeC.On ae® = e** il = ¢l = ¢%[cos b + i sin b]

— Soitz=a+ibe C. On ale?| = |e®e’®| = [e?]|e?| = |e%| = ¢ car la fonction exponentielle réelle est strictement
positive.

— La fonction exponentielle complexe ne s’annule jam#is§|:= e? # 0. La fonction exponentielle complexe est donc a
image dan€*.

— La fonction exponentielle complexe prolonge la fonctiapanentielle réelle ( ce qui signifie que sa restriction aux
nombres réels coincide avec la fonction exponentielléggel

— SiZ est un complexe non nul, on peut I'écrire sous forme trigoétmigueZ = pe’®. Un complexez = a + ib vérifie
e? = Z si et seulement si%e’? = pe’®. En prenant le module, on trouve q puis ensuit,
(kez).

. . c — C* — . —_ . L
— Lafonction exponentielle comple>{e I est surjective (Moir la définition 1.7 page 1139) mais pasadnj

tive (Voir la définition 1.6 page 1138). Il sera impossibleddra niveau de définir un logarithme complexe.

(PrROPOSITION1.30 La fonction exponentielle complexe est un morphisme du grqe (C, +) dans le groupe(C*, x)

! ! -1 —
Vz,Z €C, |e*™* =e%e? I VzeC, |(ef) =(e7?)
Démonstration
H . . g [PV y . ~ .. . ! : ! : 1,/
« Soientz = a+ib,z' = a' +ib € C. En utilisant les propriétés de I'exponentielle réelleratiginaire,e?e? = e%eile? ol =
ea+a’ei(b+b’) — ez+z’.

« Soitz € C. Par application de la propriété précédenfe % = e*~% = ¢° = 1. Par conséquent, ? est l'inverse de? et(ez)_1 =
(e7%).
Vous pouvez maintenant étudier I'appendice B.3 pour debcapions trés importantes de I'exponentielle imaginaie
calculs trigonométriques. Avant cela, il est conseilléidellappendice B.2 pour vous familiariser avec les teche&de
calcul de sommes et a la notatipn
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1.7 Racinesn-iemes de l'unité

Dans tout ce paragraphedésigne un entier naturel non nut & N*.

DEFINITION 1.9 Racine n-ieme d’'un nombre complexe
Soitz € C. On appellgacine n-ieme du nombre complexdout nombre complex&vérifiant| £" = z I

in

Exemple 1.6 i est une racine deuxiéme g&, e 3 est une racine cubique deiv/2 est une racine deuxiéme de.

DEFINITION 1.10 Racine n-iéme de l'unité
On appelleacine n-iéme de 'unitéune racinen-iéme del, c’est-a-dire un nombre complexeel que. On
noteral,, I'ensemble des

racinesn-iemes de l'unité (U, = {ze C | z" =1} ||.

.

Remarque 1.14

— Pourtoutr=1,0na:1eU, et—-1€U, si et seulement si est pair.

— On au, c U. En effet, size U, alorsz” =1 et donc|z|” = |z"| = 1. Comme|z| € R}, cette égalité n’est possible que
Silz| =1.

") Notation 1.7 Soientm, ne Z tels qguem < n. On note[m, n] I'intervalle d’entiers donné par :

[m,n] ={keZ | m<k<n}.

( A
. . T 2ikm |

PROPOSITION1.31 OQOQ Les racinesn-iemes de I'unité sont de la formany=e 7 oU ke [0,n—1]

Notonsw = e 7 . Il y a exactement racinesn-iémes de I'unité. Elles sont données par les puissances:de* ou

kel0o,n—-1]

[Unz{wk | ke[[O,n—l]]}z{eZi']lm | ke[[o,n—l]]}

(S J

Démonstration Soitz € C tel quez™ = 1. En prenant le module, on en déduit gaie= 1. Il existe donc un unique réele [0,2n[

tel quez = ¢'®. On doit alors avoie'™® =1, c’est-a-diren® = 2kn aveck € Z. Comme on veu € [0,2x[, on doit avoiro < k < n
2kn

etdoncke[[0,n—1] dotiz=e' "1 =wk. Réciproquement, tout complexe de cette forme vérifie biea 1.

(PROPOSITION1.32 (U, x) est un groupe commutatif )
L'ensembleU,, vérifie les propriétés suivantes :

1. U, eststablepour le produit (c-a-d Y&, e U,,, &x& e Up).
2. Le produit eshssociatif(c-a-d :VE,&,&" e Uy, (ExE)xE=Ex (' x&M).
3. Le complexd est élément d&,, et est I'élémenheutredu produit (c-a-d Y€ U, &x1=1xE=E).

. L1z . 1 .
4. Si¢ est élément d&,,, alors sonnverseg aussi. De plus,on a:

1 -
—=f
3
5. Le produit estcommutatif(c-a-d :VE, &' e U, Ex& =& x¢).
\(Un, ) est donc muni d’'une structure de groupe commutatif. )

Démonstration Soients, &' e Uy, :
1. Ona(gxt) " =E"xg" =1. DoncE x &' € Uy,.
L’associativité est une conséquence directe de I'agsaité du produit dan§.
Ona 1™ =1 doncl e U,. La suite est évidente.
Remarquant tout d’abord qgé = " = 1. Donct € U,. De plus £ x&=Ex& =1 carUy, c U. Par conséquert; ! = 1/£ = .
La commutativité est une conséquence directe de la coatiwité de la multiplication dans.

(SARNEC SN SUNIN
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Remarque 1.15 En fait, (U, x) est un sous-groupe d¥, x) qui lui-méme est un sous-groupe g, x). Nous verrons
l& aussi plus tard comment prouver la propriété précédemtmahiére plus rapide (voir 46 page 722). L'application
0:U—U,z— z" est un morphisme de groupe de noyau

FIGURE 1.8 -Uj3 FIGURE 1.9 -U,

FIGURE 1.10 —Us FIGURE 1.11 —Ug

ProPOSITION1.33 © La somme des racinesi-iemes de ['unité est nulle

Soitunentiem=>2.0na|l+w+ow’+...+w" =Y z=0|
zelUy,

Démonstration On utilise la formule d’'une somme géométrique de raisel etw” =1 :

l+o+---+0" = =0.

in

Remarque 1.16 On utilisera trés souvent les racines cubiques de l'unitén@ej = e 3 . C’est une racine cubique
primitive de I'unité au sens olUs = {1, j, j?}. Les puissances diesont simples a calculer :

1  sik=3p
j*={j sik=3p+1
j? sik=3p+2

Les propriétés suivantes interviennent souvq j2=j=1/j fet| 1+j+j>=0}.
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FIGURE 1.12 — Racines cubiques de 'unité

e . X s )
PROPOSITION1.34 Expression des racinesi-iemes d’'un nombre complexe
Un complexenon nulz = pe’® admetn racinesn-iémes données par

(0, 2kn .
Zk:pl/nel(n+ n ) :pl/nele/nwk, ke [[O,I’l—l]]
N 2in . s AR O i 2
\OU w=e n O0OU toute autre racine-ieme primitive de l'unité. )

Démonstration NotonsZg = p/ neidin ona bierzj = z et doncZ" = z si et seulement $£/Zy)" = 1 c’est-a-dire si et seulement
Si(ZIZg) est une racin@-ieme de l'unité.
On pourra consulter plus tard I'annexe B paragraphe B.4mdd&fivoir le rdle des racines de I'unité dans la factorisation
de certains polynémes.

1.8 Equations du second degré

1.8.1 Racines carrées

DEFINITION 1.11 Racine carrée d’un nombre complexe
Soit un nombre complexee C. On appelle racine carrée daine racine deuxiéme dg c’est-a-dire un complexé
vérifiantz? = z.

Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer :

PROPOSITION1.35
Tout nombre complexe non nul posseéde exactement deux sa@nees. De plus, ces deux racines carrées sont opposées
'une de l'autre.

/\ Attention 1.8 La notation/z n'a de sens que poure R,. Si on l'utilise & mauvais escient, on aboutit vite & des

absurdités. Par exemple1=v—1°=v-1xv-1=v(Dx (D =vI=1.

Remarque 1.17

— Le complexe nuk = 0 ne posséde qu’une seule racine cafrée

— SixeR,, ses deux racines carrées sont donnéesg/paat —/x.

— Si x e R*, ses deux racines carrées sont données yhi et —iy/]x]. En effet, la forme trigonométrique deest
x = |x| e!™. D'aprés la proposition 1.34, les deux racines carréesstmty/[x[e’™? = iy/[x] et/]x[e™?e?™'? = —i\/[x].
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Pour calculer en pratique les racines carrées d’'un nomhmplexez, le plus simple consiste souvent & mettreous
forme trigonométrique et a appliquer les formules préctster©n dispose également d'une méthode permettant de cal-
culer les parties réelles et imaginaires des racines e

PLAN 1.2 :| Comment calculer les racines carrées d’'un nombre cmm}pl

Soitz=a+ibeC. SoitZ =X+ iY une des deux racines carréesd&?=z. Ona:

1ZI? = ||
ReZ?=Rez

ImZ?=Imz

On en déduit

X2 +Y? = Va?+ b?
X?-Y?=aqa
2XY=Imz

Et en particulier
X2 +Y2 =VaZ+b?
X?-Y?=a
XY est du signe dém z

Exemple 1.9 Calculons les racines carréesade 8 — 6i. SoitZ =X + iY une des deux racines carréeszdées réelsx

etY satisfont
X2 +Y?=4/100=10

X*-Y?=8
XY est négatif
Par addition des deux premiéres équations, on obtirt3 ouX = —3. Par soustraction de ces deux mémes équations,

on obtientY =1 ouY = —1. Comme le produiXY est négatif, les seules possibilités skrt3 etY = —1 ou alorsX = -3
etY = 1. En conclusionZ = 3—i ouZ = -3 +i. On vérifie au brouillon que ces deux complexes vérifient dfens —6i.

1.8.2 Equations du second degré

THEOREME 1.36 © Résolution d’'une équation du second degré a coefficients cqhexes
Soienta, b, c trois nombres complexes aveéet 0. Considérons I'équation d’'inconnue C

azz+bz+c=0 (%)

Notons* A=b?—-4ac I le discriminantde I'équation(x). On a :

. , : , . -b
e SiA=0, 'équation(x) admet une racine doubkg donnée par| z; = 54
a
e SiA#0 etsid désigne une des deux racines carréeas dors I'équation*) admet deux racines distincteset z,
. -b-3 -b+3d
données par| z; = et| z, =
2a 2a

Démonstration Soitz € C une solution de I'équatiotx). Puisquea # 0, nous pouvons écrire le trinbme sous forme canonique

( b
z+ —
2a

2 p-4ac
4q?

2 b c
Z"+—z+—|=a
a a

O=a

En notantZ = z + b/2a, on doit avoirZ? = Al4a?.
— SiA=0, alorsZ =0 c’est a direz=-b/(2a).
. . . s -b-5 -b+8
— SiA#0, en notant une racine carrée complexe Ne(Z—6)(Z+8) =0 c’est a direéZ. = +£6 ou encorez = Ty ouz= .
a
On vérifie dans chacun des cas précédents:qst effectivement solution de I'égquation.

2a

COROLLAIRE 1.37 © Résolution d’'une équation du second degré a coefficients rée
Soienta, b, c trois nombres réels avec# 0. Considérons I'équation d’inconnues C

ax* +bx+c=0 (%)

36



(< o
Notong A = b? —4ac I son discriminant. Remarquons gye R. On a :
e SiA >0, (%) admet deux solutions distinctes, toutes deux réeallest x, données par

-b-VA -b+VA
X = ——— et |xp=——
2a 2a
e SiA=0, (x) admet une seule solutiog donnée par :
b
Xo=——
0 2a

e SiA<0, (x) admet deux solutions distinctes, toutes deamplexes conjuguées et x, données par

—-b—iVI|A| —b+iVIA|
X1=—— et [xp=——

2a 2a
\_ J
Démonstration

— SiA =0, une racine de\ est donnée pas = v/A et les formules pouxg, x et x, se déduisent de celles énoncées dans le

théoréme 1.36.
— SiA <0, une racine de est donnée, d’apres la remarque 1.17%ari+/|Al. D'aprés les formules énoncées dans le théoreme

-b=ivIAl —b+iVIAl

1.36, les deux racines @) sontx; = —n etxp 5 qui sont bien complexes et conjuguées.
< a .. . . A ,
On pourra se reporter a I'annexe B paragraphe B.4.1 pourr(fesspnns supplémentaires sur les trindmes du second degré
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relatidresles coefficients et les racines d’un polynéme.

1.9 Nombres complexes et géométrie plane

1.9.1 Distance

PROPOSITION1.38
SoientA et B deux points du plan d’affixes respectivest b. La distance d& aB est donnée pd AB = |b— al

Démonstration L'affixe du vecteusB est donnée pakff (B) — Aff (A). De plus, par définitionb — al = |IAB|| = AB.

1.9.2 Barycentre

~

(PROPOSITION1.39
SoientA, B et G trois points d’affixes respectives b et g ; Soienta et deux réels tels que +p # 0. Alors, G est le
barycentre des pointset B affectés respectivement des poidstf si et seulement si

a(g—a)+P(g—-b)=0.

Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de I'égalité vecttziaGA + ﬁ(ﬁ =0 qui définit le barycentre.

Remarque 1.18 Sia=p =1, le pointG est le milieu du segmenAB]. On a alors, avec les notations précédentes,
'égalité g = (a+ b)/2.

(PROPOSITION1.40 )

Soientn = 2 un entier,Ay,...,A,, des points du plan d’affixes respectivgs...., z,,. Soientay,...,a, des réels tels qu

D

n

Y a; #0. Le pointG est le barycentre des points affectés des poids;, i = 1,..., n si et seulement si son affixe
i=1
vérifie 'équation

n
Z(x,-(zl- -2)=0
i=1

—_—

n
Démonstration C’est une traduction en terme d'affixe de I'égalité vecttgi®_ o;GA; = 0.
i=1
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1.9.3 Angles

PROPOSITION1.41
SoientA, B, etC trois points du plan tels que est distinct deA et deB, d’affixes respectives, b et c. Une mesure d

—_— — —_— b
I'angle (CA, CB) est alors donnée p{ (CA,CB) = arg(a—c) [27]

. ) b- . —
Démonstration  Remarquons tout d’abord qqug(a—Z) = arg(b—c) —arg(a—c) [2n]. Par ailleursb — ¢ = Aff (BC) eta—

¢ = Aff (CA). Doncarg(b-c) = (7,CB) et arg(a—c) = (7,CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour lesemgl
(CA,CB) = (7,CB) - (7,CA) [2n.

COROLLAIRE 1.42
SoientA, B, etC trois points du plan tels que est distinct de\, d’affixes respectives, b etc.

. L, . C— b L,
— A, B, etC sont alignés si et seulementsi— est réel.
c—da

. . . . ¢c—b . L
— Les droitegCA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulementsi— est imaginaire pur.
c—a

1.10 Transformations remarquables du plan
On notera?? le plan et? I'ensemble des vecteurs du plan. On appfi@sformation du platoute application bijective

du plan dans lui méme. A toute transformatifdu plan, on peut associer une applicatipdu plan complexe dans lui
méme qui au complexed’image le pointM € & associe I'affixe du poinf(M) :

. C — C —
g'{Aﬁ(M) AR M) ouM' = f(M).

On dit alors queg représente I'applicatiorf dans le plan complexe

1.10.1 Translations, homothéties

N

(DEFINITION 1.12 Translation, homothétie
— Soit un vecteur du plan. Laanslation de vecteur;, notéer-;, est la transformation du plan qui a tout paifie &

associe le poin’ € & tel queMM' = U
— SoitQ un point du plan ek un réel non nul. Lhomothétie de centi@ et de rapporiA, notéhg, , est la transformation

du plan qui a tout poiny € & associe le poin¥’ € &2 tel quel QM' = AOQM |.

Remarque 1.19

— Si le rapport d’'une homothétie vaut1, alorsh est I'application identique ( L'application identique dé est celle
qui a tout pointM € 2 associe lui méme).

— Les translations conservent les longueurs (on dit que edesisométried, les homothéties de rappadries multi-
plient par|A|.

(PrROPOSITION1.43
Soit Q un point du plan d'affixav et A un réel différent d@ et 1. Lhomothétie de rappomt et de centre peut étr

représentée dans le plan complexe par I'application quitzte C associez’ € C tel que z' —w = A(z—w) | (ou encor
12 =Az+(1-Nw).

Démonstration Le pointM' est I'image deM parhg, ) si et seulement €M’ = \QM ou encoreAff (M) — Aff (Q) = A(Aff (M) -
Aff (Q)) c’est-a-direz’ - o = A(z — w).

1.10.2 Rotation

DEFINITION 1.13 Rotation
SoientQ € & et6 un réel. La rotation de centte et d’angled, notéerg g est la transformation du plan qui
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— aQ associd),

(OQM, OM) = 0 [271]

— atout pointM différent deQ associe le point!’ tel que o
QM| = |1QM]|

~

(PROPOSITIONL.44
SoientQ € &2 et 6 un réel. Soitw I'affixe de Q. La rotation de centr€) et d’angled peut étre représentée dang

e

plan complexe par I'application qui & torte C associe le complexe tel que| z' —w = e (z— ) | (ou encorez’ =

ez +(1-e'B)w).

Démonstration Soientz etz' les affixes respectives d& etM’. SIM#Q, ona:

M’ est 'image deM par la rotation de centi@ et d’angled <
(OQM, QM) = 0 [2n1] etOM = OM’

Z-w ,

arg =0 (2n] etlz—w| =z —w| &
z-w
Z-w z—w

arg =6 2] et| S| =1 (o).
z-w Z -0

Soitpe!™ une représentation trigonométrique @;ﬂ Les deux relations précédentes sont équivalentes & eta = 6 [2m].
Z' —Ww

L . —_— w o . o . L ., .
Donc(x) est équivalente aZ,— =e® soitz —w=e®(z—w). SIM=Q alorsM’' =Q etz =z = w. L'égalitéz’ —w = ® (z— w)
—
est alors trivialement vérifiée.

1.10.3 Similitudes directes

N

(DEFINITION 1.14 Similitude directe
Unesimilitude directeest une transformation du plan admettant comme reprégentins le plan complexe I'appli

cC — C

z — az+b

cation : { oU(a,b)eC* xC.

PROPOSITION1.45
Une similitude directe conserve les angles orientés etl@sarts de longueurs.

Démonstration Soit f la similitude représentée par az+ b, A1, Az, Az, A4 des points de? tels queA| # Az etAs # Aq, z1,
23, 23, z4 leurs affixes respectives g}, z}, z}, z, les affixes respectives de leurs images faaPour touti € {1,2,3,4}, on a donc
z; = az; +b. En particulier :
{ zé —zi =alzp—21)
zy — 2y = a(zg — z3)

!
24743 z—23

/
/

et donca étant non nul : r = . Par conséquent
zZ,—=2; 22-21
—_—— Z —z 24— 23 —_—
(AJA), ALAY) = arg(——3) = arg(—) = (A1A2,A3A4) [27]
zZy— 2 2-21
et ! Al / /
AzA, _ Zy — 2y _|ra==|_ AzAy
AN, |z-z)| lzz—z1] AlA2’

ce qui prouve la propriété.

PROPOSITION1.46
La composée de deux similitudes directes est encore unktsduaidirecte.

Démonstration Soientf et f’ deux similitudes directes représentées dans le plan cample, respectivement,— az+b et
z—a'z+b ol(ab)eC*=xC etou(a',b')eC* xC. Alors f' o f est représentée par- a'(az+b) + b’ soitz— aa'z+a' b+ 1.
Notanta=a'a etp=a'b+b' et remarquant que est non nul, on a représentté f parz — az+p avec(o,p) eC* xC etf'o f est
donc bien une similitude directe.
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(PROPOSITION1.47 R
Soient(a, b) e C* x C. Soit f la similitude du plan représentée dans le plan complexe patz + b.

— Sia=1, f est la translation de vecteur d’affike

— Sia#1, f admetun uniquepoint invariantQ ( f(Q) = Q) appelécentre de la similitudeDe plus, dans ce cas, si

1. a estun argument de,
2. r est la rotation de centi® et d'anglex ( 7q,q« ),
3. h est’homothétie de cent@ et de rapportal ( hq,jq ),

alorsf s’écrit comme la composée deetr : f=roh=hor. Le réella| est appelé leapport de la similitudeet o
est unemesure de lI'angle de la similitud&n particulier,

— siaeR*, f est’'homothétie de centr® et de rapportal.
— silal =1, f estlarotation de cent@ et d’anglea.

_ J
Démonstration
— Sia=1, on reconnait I'application étudiée dans la propositich 1.
— Supposons maintenamtt 1 et recherchons les points invariants paiSoit un tel point gu’on suppose d’affixg. zy est alors
solution de I'équatiory = azy + b. Cette équation possede une et une seule solution gy eslt— (cara#1!). NotonsQ le
—a
point d’affixe zg. Q est donc I'unique point invariant de SoientM un point d’affixez. NotonsM' le point d'affixez’ = f (z).
Ona:z' —zy = a(z- zy). Soienta un argument de, h I'homothétieng, |, etr la rotationrq, 4. Vérifions quef s'écrit comme
la composée de et der. Notonsz, I'affixe der(M) etz celle deh(r(M)). D’apres les propositions 1.43 et 1.13 :
z1—20= el%(z— 20)
zp — 20 =lal(z1 — 2zp)
donc )
23— zg = |ale'®(z - z9) = alz - zp)
ce qui prouve que, = z' et donc quez, est I'affixe def (M) On a donc bien montré que= hor. On montre de la méme facon
quef=roh.
Multimédia : On donne un rapport, un angle et un centre. On poi nte avec la souris
sur un z du plan complexe et le logiciel construit I'image de z par la rotation ,

puis I'image de ce point par I'homothétie

En résumé

1 il faut savoir manipuler parfaitement les opérations sutiea sur les nombres complexes : addition, multiplication,
conjugaison, calcul du module ou d’'un argument.

2 il faut connaitre parfaitement les formules d’Euler et dewim

3 la fonction exponentielle complexe doit étre bien mai&idéa technique de factorisation par les angles moitiés
est d’'un usage fréquent dans les exercices.

4 il faut savoir calculer les racines carrées d’'un nombre dergpainsi que les solutions d'une équation du second
degré a coefficients complexes.

5 il faut avoir bien compris les groupésetU,, tant au niveau algébrique que géométrique.

6 les différentes transformations du plan doivent étre biafitnsées ainsi que la traduction en terme d’affixe des
notions d’'angle ou de distance.

Il est essentiel de compléter la lecture de ce chapitre plardes paragraphes suivants de I'annexe B :
1 Trigonométrie, voir paragraphe B.1 page 1155.
2 Calculs de sommes, voir paragraphe B.2 page 1158.
3 Trigonométrie et complexes, voir paragraphe B.3 page 1164.
4

Calculs sur des polynémes, voir le paragraphe B.4.1 pagé ddsacré au trindme du second degré ainsi que le
paragraphe B.4.4 page 1176 consacré a la factorisatiorotigghmes grace aux racines de l'unité.
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1.11 Exercices

1.11.1 Forme algébrique - Forme trigonométrique

Exercice1.1  Q
Donner I'écriture algébrique des nombres complexes stgvan

1 5. z5=02+1i)3

1. ZIZ(%—zi)(%-F%) 3. Zgzm
2. zp=(1-2i)? 4. z4=%1 6. z6=(1+10)*—(2—1i)*
Solution :
1. z1:1(7—5i) 3. zszi(l—si) 5. z5=2+11i
6 10
1 .
2. zp=-3—-4i 4. Z4=§(1_3l) 6. zg=—-3+6i
Exercice 1.z
On donne les nombres complexes
-1+iv3
2= (V6+iV2) l+i§) ot 5o 1HIV3
4 4 1,;¥3
2 2

1. Mettrez, etz, sous forme algébrique+ i b.
2. Déterminer le module puis un argumentaez, etz z,.

3. Déterminer le module puis un argument/de % 7' =z5. EcrireZ etZ' sous forme algébrique.

Solution :
g 1 . V3
. :  L14iv3 ((1+iV3)(3-i%) :
1. Uncalculdlrectdonnezl_. De plus :z; = §+i§ = |%+173| =|1+iV3|

2. Il est alors clair que; = et quez, =2(1/2+v/3/2i) =.
3. CommeZ = zi/z = V2/2/™2M9 = /2/2¢™8, il vient ||Z|=Vv2/2| et |arg2)=m/6 [2n]| d'oU

2 . .
Z= % (\/§+ i) . De méme7! = 28 = (2¢i3)° = 64e2™ =[ 64].

Exercice 1.3 Q

1-i

20
1+i\/§)

Déterminer le module et et un argumenm(

. . T I ;351
Solution : On montre facilement que+ iv/3 = 2¢'3 et quel —i = v2e 1 d'oliz=21%"3"
(36m —m)/3. Le module de: est done'® et un argument de est-3.

= 210,713 car35m/3 =

Exercice 1.4 Q0
1. Soitd € [-m,n]. Déterminer le module et un argument aé®+1 et e —1.
2. En déduire le module et un argument, pean—mn,n[, de :

cosO+isinO+1
cosB+isinf-1"

Solution :
1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposifi.25 page 30 ), on trouve :

; 0 -0 _;0 0 ;06
z=eP+1=¢2 (e’2 +e ’2)=2c0s—el2.
2
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Il reste a étudier le signe des3. Comme0 € [-n, 7], alors$ € [-n/2,m/2] etcosd = 0. Il vient donc ;

) 8 R .y
lz| = 2cos£ et arg(z) = > (2n1] |. On montre de méme quezi= e™® —1 alors :

0 ( .0 _;0 .. 6 08 .0 j(8yz
z’=e’2(e’2—e 12)=21s1n—e’2 =2s1n—el(2+2).
2 2

On étudie alors le signe dmg. Commed e [-m, 7], sinB/2 =0 Si0 € [0,7] etsinB/2 <0 si6 € [-m,0[. Donc :

e , e%“[zm sife (0,7
|z|=2‘sm£| et |arg(Z)= 023n

[2n] SiB€[-m,0]

2. En utilisant les résultats de la question précédentebtierd :

. 0

cosO+isinf+1 eP+1 €2 2cosg
- o . _ - 0 _ - Q . g
cosO+isin0—-1 eMY-1 o3 2isind

_iZ
=cotan-e "2
2

etarg(Z) = arg(z) —arg(z') =

D

On obtientZ| = |z| / |z’| —

cotan -
2

—1/2 sife[0,m
-3 [2n] si@e]-m0[

Exercice 1.5  ©
Trouver les entiera e N tels que(v/3 +i)" soit réel.

Solution : Commey/3+i =2¢'5, sineN :(y3+i)" = 2"e"%. Ce nombre est réel si et seulement&i=0 [r]
c'est-a-dire si et seulementsiest un multiple dé.

Exercice 1.6
On considére, pore R etneN, le complexez = [1 —sinB + i cos0]”. Déterminer les réel tels queRe (z) = 0.

Solution :  En utilisant la factorisation par les angles moitiés (veogmsition 1.25 page 30 ), on trouve :

z=[1+e 02 =21 co5 (1/4 4 0/2) PV 40/

et donc :
Re(z) =2"cos" (m/4+0/2)cos(nmn/4+nd/2)

Par suite Re(z) =0 si etseulement1§8=2kn+n/2 ou‘e=(2k+ Dn/n—-n/2|oukeZ.

1.11.2 Polynémes, équations, racines de l'unité
Exercice 1.7 Q
SoitP le polynéme défini danG par :
P(2) =222+ (5+7i)z+10-2i.
1. Montrer que? possede une racine imaginaire pure.
2. En déduire une factorisation &ede la formeP(z) = (z—2i)Q(z) ouQ est un polynébme du second degré a

coefficients complexes.
3. Résoudre alom(z) = 0 et factoriser complétement le polynémeurc.

Solution :
1. Le nombre complexei | est une racine de.

2. P admet alors une factorisation de la forfe) = (z—2i)Q(z) avedQ (z) = az>+bz+c un polynéme a coefficienfs
complexes a déterminer. Par identification, on montreQug = z> + (-1 +2i)z+1+5i.

3. En appliquant le théoréme de résolution des équationsahnd degré a coefficients complexes, on trouve que
les racines d@ sont-1+i et2—-3i. On a donc }'P =(z-20)(z+1-1i)(z—2+30) |
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Exercice 1.6 ©
Déterminer les racines carrées des nombres complexesuiva

1. z;=-3+4i 3. z3=-24-10i
2. 2p=-5-12i 4, zg=—1i
Solution :

1. On utilise la méthode vue en cours. Sbit X + iY une racine carrée dg. (X,Y) vérifie le systéme :

X2+Y2 =5
X2-Yy2 =-3.
XY >0

Par addition-soustraction des deux premiéres équationspt que2X? = 2 c’est-a-direX = +1 et2Y? = 8 c’est-a-
direY = +2. On utilise alors qUEY > 0 et on trouve quEZ = 1 + 2i | ou| Z = —1 - 2i |. Réciproquement, on vérif
que ces deux solutions conviennent.

2. On procéde de méme et on trouve que les deux racines cdergesont 2 —3i | et -2 +3i |

3. On procéde encore de la méme fagon et on trouve que les aleioks de4 soni 1-5i | et -1 +5i].

4. On peut procéder comme avant. Mais on peut aussi utiliserie exponentielle dei qui est-i = e">"/? donc|
Z=pe'® est une racine carrée dé si et seulement si

p =1
20 =31 [27]

. . _ " 2 .
et alorsp = 1 et® = 3n/4[n]. DoncZ = e"3™'* ouz = ¢!™'* ce qui donne, sous forme algébrigtie % (1-1)

ouZ=|— (-1+1i) |. On vérifie reciproquement que ces deux solutions conviginne
2

Exercice 1.5 ©
Déterminer les racines des polynbémes suivants :

1. z22+iz+5-5i 3. Z2—iz+1-3i
2. 22+z—-iz—5i 4. z2-3iz-3-i=0
Solution :

1. Lediscriminant de®+iz+5-5i estA = —21+20i. Une racine carrée deest2+5i. Les racines du polynon
sontdoncf1+2i|et| -1-3i|.

2. Le discriminant de’® + z—iz—5i estA = 18i. Une racine carrée de est3 +3i. Les racines du polynéme sd
donc{1+2iet|—2-i ]

3. Lediscriminantde? —iz+1-3i estA = -5+12i. Une racine carrée de est2 + 3i. Les racines du polynén
sontdoncf1+2i et ~-1-i |

4. Le discriminant de? —3iz—3—i=0 estA =3+4i. Une racine carrée de est2 +i. Les racines du polynén
sont donc l'1+2i |et| -1+i |

Exercice 1.1C Q
Déterminer :

1. Les racines troisiémes 6. 2. Les racines cinquiémes dé 3. Les racines sixiémes 61(%

[3

Solution : Soitz = pe® € C avecp e R* et e R.
1. On a-8 = 8e'™ et z est une racine troisieéme de si et seulement $° = 8 et30 = n [2n]. Il vient alorsp = 2

etd =n/3 [2n/3]. Doncz = 0Uz = 26/T/3+113) 261 = [ 23] 0u 2 = 2614T/3+113) = 2i5TI3 [ 271713 |

On vérifie réciproquement que ces trois nombres conviennent
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i X q T . 9
2. Comme-i=e"'2, 0na:z’> =—i si et seulement $° =1 et50 = - ¥ [2n] c’est-a-dire si et seulementsi=1 et

. q q g i(4k—1)L
0=-% [2]. Les cing racines cinquiémes de sont donc { e"“*~ V10 | aveck € [0,4].
2in
A -4 _ o Sl 5 6 _ _—4 g 6 _ — 21
3. De méme, on montre ques = = 2e 3 . Par consequenty = vl et seulement $° =2 et60 = 5 [2m],
c'est-a-dire si et seulement gi = V2 et = X [%]. Les six racines sixiéme ‘%‘3,4_\/5 sontdoncfe' 9  |aved
k€ 0,5].
Exercice 1.11 Q9
Résoudre dans I'équation
(z-1D+(z-13+1=0 (%)
Solution : Posong. = (z—-1)3. L'équation devient alorg? + Z+1 = 0 qui admet deux solution<Z; = —% + z@ =e 3
1_ V3 _ -4n 3 3 By 5 . R ; (6k+2)m
etZ;=—5;—i%>=e 3 .0Onaalordz—-1)° =7, ou(z—1)° = Z,. La premiére équation aménegz=e'" 9  +1

3 (6k—2)n
9

aveck € [0,2] et la seconde|:z=e +1| aveck € [0,2]. On vérifie réciproquement que ces six nombres [sont

solutions déx).

Exercice 1.1Z VAV

1. Résoudre darts, I'équation
(1+i2°=01-i2)° (») (1.1)

Ly T 271 ;
2. En déduire les valeurs e 5 ettan = que I'on exprimera sous la forme :

Vp+avn, (np,geN’xZ

3. En déduire la valeur dan 1.

10
Solution :
. . 1+ o g
1. Soitz une solution dex). z # —i doncl—iz # 0. PosondJ = | l,z. Le nombre complexe doit vérifieru® =1.
—1Z
.2
En posanty = elTn, il existek € [0,4] tel que :
U=oF
Alors :
of-1 (kn)
=—i =tan|—
ok +1 5

e . kn .
On vérifie réciproquement, qlie = tan = est solution pouk €10, 4[.

2. Résolvons de facon différente I'équatien en développant les deux membres a l'aide de la formule dubené
de Newton :

1+5(i2) +10(i2)% +10(i2)2 +5(i2)* + (i2)°
=1-5(iz) +10(iz)> - 10(i2)° +5(iz)* - (i2)°
< 5iz+10(i2)3+(z)°=0

= z[z*-10z%+5]=0
Et siz est une solution non-nullg,= z* est racine du trinéme
7?2 -10Z+5=0

qui posséde deux racines réelles :
Z1=5-2V5 Z;=5+2V5

0, +\/5+2v5, +\/5-2V5
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3. En utilisant la formule de trigonométrie :

km . . b 27
Commetan = est strictement positif pour=1,2, et commeaan = <tan = on trouve que

T 271
tangz 5-2v5| et tan?= 5+2v5

2tan0

tan2f = ————
1-tan20

T L . o
avecd = T et en posar = tan ot A doit vérifier :

V5-2V5A%+2A—1\/5-2v5=0

etA est alors la seule racine positive de ce trinbme :

5-2
A= v5
5-2v5
Exercice 1.15 09
Résoudre les équations suivantes d’inconna€ :
z+i (z+i\% (z+i)® 2. (z+)"=(z= )"
1.1+ -+ - -1 =0 ’

zZ—1 zZ—1 zZ—1

Solution :

1. Soitz une solution de la premiére équation. On a nécessairexentari n'est pas une solution de I'équatiq

zZ+i S . .
Posong. = ——. Ce complexe vérifie + Z+ 7> + 73 = 0. Remarquons qué+# 1 car il n’existe pas de comple
zZ—1
4

etZ vérifie :1-7* = 0. Le complexeZ. est donc une racirj

z+i
z tel que=—— =1. Doncl+Z+7>+73 = N
Z—1

. e epps . \ ) . L. . Z+1
quatrieme de l'unité différente de ce qui améné& = i,—1,—i. On écrit ensuite que = i et on trouve les

trois solution$ z = 1,0,~1]. On vérifie réciproquement que ces trois nombres sont safsitie I'équation.

. Considérons maintenant une solutiode la deuxieme équation. Comme précédemment, il est clai gi.
PosongJ = Z—H Il vient alorsU™ =1 et dondJ est une racina-ieme de l'unité différente de 1U = e% aveg
kell,n- 1]]? 6;1 écrit alors que

2ikn

U+1 e n +1
z= =

1 =1
— 2ik
U-1 51n _1

[\

5 S — k AT B
Aprés factorisation par I'angle moitié, on trouve que {cotan—n; kel0o,n- 1]]} . On vérifie réciproquement
n

qgue ces nombres sont solutions de I'équation.

Exercice 1.14 VIV

Résoudre

2=z

Solution : QO  On remarque que = 0 est une solution de cette équation. Supposons algre. En prenant le
modules, on a |z|* = |z| = |z| et donc |z| = 1. Si z est solution, alors en multipliant paron trouve que* = |z|* = 1
d'od z€{1,i,—1,-i}. On vérifie réciproquement que ces solutions conviennéegriskmble solution de I'équation ¢

2]

pSt

Exercice 1.1% Q

Soitw une raciner-ieme de I'unité différente de. On pose

n—

1
S=Y (k+Dok.
k=0
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Déterminer une valeur de
Indication 1.9 :On pourra calculefl — ) S.

Solution :
n—1
1-w)S = (1-w) ) (k+Dho*
k=0
n—1
= Z (k+ 1) (wk_wkH—l)
k=0
= (1-w+2(w-0’)+3(0*-0’)+...+n(0" -0")
= 1+0+0°+...+0" ! +n0" par télescopage
=0
= n
etls = 2|
w-1

Exercice 1.1€  QQ
Soitn eN, n= 2. Calculer le produit des élémentsdg.

Solution :

-1
n-1 ,; n-1 G008 ity 1+2+..+n—1 i\ 3 _
2ikn 2in 2in 2in 2 2inn(n-1) o _
HE’:HQ n :H(eﬂ ) :(e n ) :(en ) =e 2n :el(n I)IT: (—l)n 1
0 k=0

EelU, k=

Exercice 1.17  ©
Résoudre dans I'équation

n-1

1422422244227 1+ 2" =0

Indication 1.9 :Multiplier par (1 - z).

Solution :  Soit z une solution de I'équation. Commen’est pas solution de I'équation, nécessairenestl. En
multipliant I'équation pafl — z), on se raméne a I'équation équivalente :

1+z2(1-2"=0

Les solutions de cette équation sont les racinéggmes de I'unité différentes deainsi que-1.

Exercice 1.1€ (VIV)
2in .
Pourn =2, on notew = e n . Calculer les sommes suivantes :

n-1 k n-1 n © n-1 ©
S1=) o’ (pe2), SZ=Z( )w, S3=Z|w —l‘.
k=0 k=0 k k=0
Solution : ’L
« La premiére somme est géométrique de raisénLa raison est différente desi et seulement sp n'est pas u

multiple den. Alors
pn_1

w
S = =
1=—— =]
Sip est un multiple dex, on trouves; = n.
« La deuxiéme somme se calcule grace a la formule du binbme :

= (n k n n n nZ
Sg:Z(k)m -0 =(1+w)"—1=|-2"cos"——-1
k=0

en utilisant la factorisation par I'angle moitié
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« La troisieme somme se calcule en remarquant que

. km
=2sin —

k . kn
|u) —1‘ :2‘sm—
n n

La premiére égalité est une conséquence de la factorisdgiéangle moitié et la seconde provient du fait que sinus
est positif sik € [0,n—1]. On introduit alors la somme des exponentielles imaginaires correspondante que I'on
calcule et finalement, .
. 1418
=l g e™m—1 2ie 2n

E=2) en =2—— ="

k=0 eln—1 Sy,

S3=Im(E) = Zcotan(l)

2n

Exercice 1.1¢  QQQ Racines primitives de I'unité

SoitneN, n=1 et soitw € U,. On dit quew est une racine primitive-ieme de l'unité si et seulement si toute racine
n-iéeme de l'unité s’écrit comme une puissancexddutrement dit :

Unz{mklkez}

. 2ikn . L N S . .
Soitk € [0,n—1]. Montrer quew = e" 1 est une racine primitiva-ieme de l'unité si et seulementlsiest premier
avecn.

Solution :

Par contraposée, kietn ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un divieenmurd # +1 : n=dn’

- , 2ink'd \"
etk = dk' avecn’,k’ € N. En particulierw"™ = (e T ) —1et

{w"|reN}cUy cU,

carn' < n. On en déduit que n’est pas primitive.
Si k etn sont premiers entre eux alors d'apres le théoreme de Békexistea, b € 7 tels queak + bn = 1. Donc
pour toutl € [0,n—1],

( 2ikn)‘” 2ikaln  2i(-bmin  2iln
e n =e n =e n =e n

etw est bien primitive.

Exercice 1.2C  QQQ
it 4 2 4 3 5 6
Posonsy =e 7 etconsidéronX = w+w°+w* ety = w® + o> + w®.

1. Montrer qué&¥ =X et queimX > 0.
2. CalculeX +Y etXY. En déduire qu& etY sont solutions d’une équation du second degré puis calKLeey.
3. ExprimeiReX en fonction deos 2.

4. En déduire queos 2 est une racine du polynrge® + 4x* —4x—1=0.

Solution : On remarque que est une racine septieme de l'unité.

1. On remarque que = w®, ®° = 0°® etw* = w3. Il est donc clair qu& =X. Par ailleurs, commé&, 4 ¢ [0,n],

on a :sin? >0 etsin4 > 0. De plus|sin®| = sinZ < sin2® carsin est croissante syo,%]. DoncImX =
s 2T s Am i 81
sin %= +sin == +sin == > 0.
1— 7
2. On applique le coursL+ o + w? + w3 + 0* + 0’ + w8 =

ailleurs

=0 carw’ = 1. Il vient alors qu& +Y = —1.Palr]

XY=0'+0’+0°+30" +0®+ 0’ +0' =0+’ + 0l +3+ 0+ 0w’ +0d =2.
En utilisant les relations entre les coefficients et lesmaeid’un trinbme du second degré, on obtient Xjue¢Y

sont racines du trinbm& + X + 2. On en déduit que, comnimX >0, X = —% + i@ et quey = —% - ig.
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3. Remarquons quee (w*) = Re (w®). Donc :

ReX = Re(m+w2+m4)
= Re(m+w2+m3)
2m 2m 2n
= €0S— +Cc0s2— +cos3—
7 7 7
21 227( 3211 21
= cos— +2cos“— —1+4cos” — —3cos —
7 7 7

3 21 2 2n 21
= 4cos” —+2cos”"— —2cos——1
7 7 7
4. CommeRe X) = —1/2, I'égalité précédente devient :
1 3 2m o 2m 21
——=4cos” —+2cos“"— —-2cos——1
2 7 7 7

Soit :
3271 9 21 2m
8cos” —+4cos”“— —4cos——-1=0
7 7 7

2n i A
eton prouve queos = est une racine du polynome.

1.11.3 Application a la trigonométrie

Exercice 1.21  ©
Pourx € R, linéariser les expressions suivantes :

1. sin?x 3. sinx 5. cosxsin? x 7. cosacosb
2. costx 4. sin® x. 6. cos? xsin® x 8. cosacosbcosc
Solution :

1. Par la trigonométriesin® x = (1 - cos(2x)) /2
2. On utilise les formules d’Euler et la formule du binbme :
eix + e—ix )4

COS4 X

2

1 . . . .
— E (ez4x +4el2x +6+4€_21x +e—4zx)

= %(cos(4x) +4cos(2x) +3) |

5 1
3. On procéde comme avant. On trofisia®* x = B (cos(4x) —4cos(2x) +3) |.

~ . 1
4. De méme, on obtiehgin® x = = (sin(5x) —5sin(3x) + 10sin(x)) |.

5. On calcule
.2 1 ix —ix ix —ix z
cosxsm x = —2—3(6 +e )(e —-e )
1 i3x —i3x ix —ix
= —= (e +e —-e " —e )
23

= —i(cos(3x) —cos(x)) |

~ . 1
6. De méme cos? xsin? x =| - (—cos(4x) + 1)
8

7. Par la trigonométrie ou en utilisant les formules d’Etiless acos b = é (cos(a—b)+cos(a+b)) |.

8. On utilise les formules d’Euler :

cosacosbcosc = i(cos(a—b—c)+cos(a—b+c)+c0s(a+b—c)+cos(a+b+c)) .
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Exercice 1.2Z Q
Pour toutx € R, transformer :

1. cos(3x) en un polynéme etos x.
2. sin(3x) en un polynéme esin x.
3. cos(4x) en un polynéme etos x.

Solution :

1. D’apres la formule de Moivre et la formule du binéme :

cos(3x)+isin(3x) = (cosx+isin x)3

= cos®x+3isinxcos® x—3cosxsin® x—isin® x

et il vient en identifiant les parties réelles et imaginair@ss(3x) = cos® x — 3 cos xsin® x maissin® x = 1 — cos? x
donc{ cos3x =4cos’ x—3cosx |.

2. Il vient ausskin(3x) = 3sin xcos? x — sin3 x. Commecos? x = 1 —sin? x, on obtient | sin(3x) = 3sin x — 4sin> x

3. On procéde de méme que dans la premiére question et orltres4x) = 8cos* x —8cos? x+1|.

Exercice 1.2 Q Equations trigonométriques
Résoudre dans I'ensemble des nombres réels les équatgorsoimétriques suivantes :

1. cos(2x) +cos(x) =0 5. cos(2x- %) =sin(x+ %")
2. sinxcosx=1/4 6. sinx—1/sinx=3/2.
3. tan(3x— %) = tan (x+ 3F) 7. sinx+sin3x =0
4, cosx—+v3sinx=1 8. 3cosx—/3sinx =6
Solution :
1. cos(2x) + cos(x) = 0 < cos(2x) = —cos(x) < cos(2x) = cos(x+7) < 2x = x+ 7 [2n] OU2Xx = —Xx —

m[2n] < x=7 2n] oux=-3% [2?“]

2. D’aprés les formules de trigonométties x sin x = sin (2x) /2 donccos xsinx = 1/4 < sin(2x) = 1/2 < 2x =
/6 [2n] ou2x=n—n/6 2n] < x=7n/12 [f] ou x=5mn/12 [n].

3. tan(3x—%)=tan(x+%’T)@3x—%=x+%T M <=2x=n [n] = x=0 []].

4. cosx—/3sinx =1« %cosx— @sinx = % — cos%cosx—sin%sinx = cos% — cos(§+x) = cos% —
T+x=% [2n] ou F+x=-% [2n]<=x=0[2n] ou xz—%" [27]

5. cos(2x— %) = sin(x+ ) < cos(2x— %) = cos(F - (x+3F)) < cos(2x-F) = cos(-x—-F) <= 2x-% =
—x—2% 2n] ou2x-E=x+% 2n] <= x=2% [&] oux= 1 [27]

6. On suppose que#0 [rn] Ona :sinx—1/sinx=3/2 < sin?x—1=3/2sinx < sin?x—3/2sinx—1=0. On
effectue le changement de varialile sin x et on cherche les racines du trin6ife-3/2X -1 = 0. On trouve2
et-1/2. Seule la deuxiéme racine améne des solutions pour notegiéquOn résout alorsinx = —1/2 et on
trouvex =-n/6 2n] etx=n/6+mn [2n] =7n/6 [27].

7. Cette équation se traite comme la premiére. On trawe |7 ]

8. On multiplie les deux membres de I'équation 8’3’5 et on effectue alors des calculs similaires a ceux d
troisiéme. On trouve = 5 [21] oUx = —%‘ [27].

e la

Exercice 1.24 Q0 Equations trigopnométriques
Résoudre les équations trigonométriques suivantes :

1. cos(2x) +cos(x) = -1 2. cos*x+sin*x=1 3. cosx+cos2x+cos3x=-1

Solution :

1. On utilise les formules de duplicationgs(2x) + cos(x) = =1 < 2 cos?x—1+cosx=—-1<cosx(2cosx+1) =

0<=cosx=00Ucosx=—3 <> x=% [n] oux=(n+%) 2n] =4 [2n] oux=-4F [2n].
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2. On utilise les linéarisations effectuées dans I'exerti@1 et on obtientcos* x + sin*x =1 < cos(4x) =1 =
4x=0 [2n] <= x=0[n/2].

3. On utilise les calculs de I'exercice 1.22. On sait qo2x) = cos® x — 1 et quecos(3x) = 4cos® x — 3 cos x, dond
COSX+ 082X+ cos3x=—1 <= 2cos® x+cos®?x—cosx =0 < cosx(Zcoszx+cosx— 1) = 0. Afin de résoudre
2cos? x+cosx—1=0, on pos& = cos x et on cherche les racines &€’ + X — 1 = 0 qui sont1/2 et—1. Donc
2cos? x+cosx—1=0 si et seulement sbsx =1/2 <> x =+7/3 [21] OUcosx = —1 <> x =7 [27]. Finalemen
les solutions de I'équation initiale sont = /2 [n], x = +n/3 [2n] etx =7 [27].

U

Exercice 1.2% Q
SoientneN et e R\2nZ.

1. Montrer que :

b de

. (n+1)0
Xn: eike_ ind SN
k=0 sing
2. En déduire :
n n
cos(kB) et sin (k0O).
k=0 k=0
3. En déduire :
n
ksin k0.
k=0
Solution :
1. Commed e R\2nZ, e® #1 et en reconnaissant la somme des1 premiers termes d’une suite géométrique
raisone®®, ona :
no no, ok poentne Y 8 a0 g sin 10
ikf _ 0" _ _ _| ,in 2
D e _Z(e)_ B 8 BT =leri——y
k=0 k=0 l-e ei? e7i3 _ i sin§
2. Par ailleurs :
. (n+1)0
n no. 9y sin -2
cos (k) =Re| ) /¥ | = cos(n— _—g
k=0 k=0 2 sin
. (n+1)0
n L 0y SIn ——
sin (kB) = Im Zelke = sin(n— _73
k=0 k=0 2 sin 3
. (n+1)0 . (2n+1)8
L . . L. )2 ) SIN"— sin *==
3. Pour la derniere somme, il suffit de dériver I'egalité_ cos (k) = cos(ni —5— = —— — 5 par
sin 5 2sin 5 2
rapport &@. On trouve alors
noo 1(2n+1)c0s%sing—sin%cosg
ksin k0 = - — 5 .
k=0 4 sin® 3

Exercice 1.2€ Q

On pose
A:sin(%) B= Cos(ln—z) C= tan(ln—z)

1. En utilisant la trigonométrie, montrer qie/érifie une équation du second degré.

2. ExprimerA , B, C en utilisant des racines carrées.

Solution :
1. Pour toutx € R, on a la formulecos(2x) = 1 - 2sin®x. Appliquée ax = n/12, il vient quesin® (n/12) =
(1-cos(n1/6)) /2. Doncsin (/12) est une solution dg* — (2—+/3) /4=0.
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2. On résout cette équation. Ses deux solutions Xoat + sz‘ 3 Commesin (m/12) > 0, il est clair qud

sin (n/12) = . Pour calculeros (/12), on utilise alors la formule fondamentale de la trigonoieégt

12

le fait que ce cosinus est positif. On trouve

2-v3 2++/3
cos(m/12) = \/1—sin? (m/12) = \/1 - 4\f: ;f_

Enfin, d’apres la définition de la fonction tangente, il vigae :

sin (7/12 2—v3
tan(m/12) = ( ) = v3 .
cos (1/12) 2++v3
Exercice 1.27  QQ
Calculer la somme
4
k
S=Y cos®—
k=1 9
. 5 1+ cos2x N ,
Solution :  Pour toutx € R, cos® x = - et donc, d’aprés les formules d’Euler :
4 4 4 8
k 1 1 2ikm _2ikn 1 2ikm
S:Zcosz—nz— (1+cos—n)=2+—2(e 9 +e =2+- 9
k=1 2 k=1 40 40
la derniére égalité étant conséquence du fait que
_i2n i2x8xm  _ i2x2xW 2x7m _i2x3x7 i2x61 _I2x4xm i2x5x7
e 9 =e 9 ,e 9 =e 9 ,e 9 =e 9 et e 9 =e 9

(Placer les racines neuviemes de I'unité sur un dessin !jr@mwe alors par application du cours :

7 18 2ik 7
=—+=)e 9 =|-=|
4 45 4
Exercice 1.2€ VIV
Pour toutx € R, calculer les sommes suivantes :
n _ coskx
1.8 =ZZ_o(k) coskx 3. S3= Z—OF (avecx # 1/2 [n]).
2.S,=" i k nk
- S2=20 | ST 4.84=%7_ T (aver;én/Z [m]).

Solution : Soitx € R.
1. Remarquons que d’apres la formule du binbme de Newtonfacésrisant par les angles moitiés :

n . n
n\ o \n nx [ ix —ix n X jnx
S:Z elkx=(1+e’x) =e' 2 le2 +e 2 | =2"cos"~e' 2.
=0 \k 2

MaisS; =Re(S) =|2" cos Ecos% |

nx

2. EtS, =Im (S) =| 2" cos” ;sm? .

3. Calculons
n+1

eix
1 (cosz)
k COSX

n o gikx ~ n ( elix ) —————  Six#0 [7m]
k=0

COS X
n+1 six=0 [n]

52




L e . ) " .
car on a reconnu une somme géométrique de raisen. Or cette quantité est égalelasi et seulement $i
i COS X
x=0 [n]. Six #0 [n] alors
el'x n+1
1 — . . .
(cosx) 1 cos"lx—elmtDx 1 (cos™ ! x— e/ DY) (cosx—e”™)
eix "~ cos’x cosx —elx " cos™x  cos2x—cosx (ei* +e7¥) +1
coSs X
1 cos™! x — e!("*tDX) (cos x — e~ 1X 1 q
( — )( ) =— ((Cosm—l x_el(n+l)x) isinx) _
cos x sin“ x sin“ xcos” x
——(sin(n+ D x+i (cos"Jrl x—cos(n+1)x))
sinxcos” x
Lo . sin(n+1)x | .
CommeSs =Re(S'), il vient u six =0[n] et qug S3 = —— | sinon.
(8) que|Ss=n+1] q B ——T
. ; . cos"lx—cos(m+1) x| .
4. De mémeS, =Im (S') =0 |six=0[n] et|Ss = - sinon.
sinxcos” x
Exercice 1.2¢  QQ
n-1 pr
Calculervy neN*, Z (=DP cos” (—)
p=0 "
Solution: Ona
n—1 pr n—1 eipnin o p=ipnin nop-1 elpm . .
Y (~DPcos" (2] = Z(—l)”(—) = Y )P (1+e72Pmn)
- n - 2 - 2n
p=0 p=0 p=0

1)?
n

n—1 _
= S S (1 2temia)E 2 (1 g 2ipnin]

= 2

p=0

n-1

3

2n
i (n)e—Zipkn/n — i (n) er—:l e—2ipkn/n
k 2" k=0 k p=0

_ 1
2" 20 k=0

n-1 X n-1 X
Or Y e 2Pk — o pourk =1,2,...,n—1. Restenk = 0 etk = n pour lesquelsy_ e~ >P*"/" = .
p=0 p=0

n—1
_DPcos (7T = L[ al™ o
DonCZ( 1)” cos (n)_Z” (n(0)+n(n))_2n_l.

p=0

1.11.4 Application des nombres complexes a la géométrie

Exercice 1.3C  ©
Sotz un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les poiat§&@'s respectives
1. z,—-z,zet—=z.
2. 2,2z, iz, izetz+1+i etv2(1+1i)z.

3. z,z Y, zetz? si|z|=1.

Solution :  Pour tout I'exercice, on appelid le point d’affixez.
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1.

. Multiplier z par un réel non nuk revient a ap-

3. SizeU alors d’aprés le cours; ! = z. Par ailleurs|
z=¢'% 000 est un argument de Doncz® = &30 et

On utilise que est déduit de par la symétrie d’axe
les abscisses et que est déduit de par la symétrie

de centre. on peut alors placer le point d’affixg.
-z i z
-3 - —-——- -*
| |
| |
! . !
| O |
| |
| |
- ————— <
it z

pliqguer au pointM I'homothétie de centre®d et
de rapportk. Multiplier z par i revient a appli-
quer aM la rotation de centr® et d’anglemn/2.
Ajouter au complexez un complexez, revient
a appliquer aM une translation de vecteur d'af-
fixe zo. Commev2(1+i) = 2¢™*, multiplier z
par v2(1+i)z revient a appliquer & la simil-
itude de centreD, de rapport2 et d’anglen/4.
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Exercice 1.31 Q

Déterminer et représenter les ensembles de nombres carsplex

1. Ey={zeC|z=2z.
2. BEy={zeC]| |z| <4].
3. E3={z€eC||z—1=|z+1]}.

4. E4={z€C| |z—-1+2i|=1}.
5 E5={zeC| Imz=-1}
6. E¢={z€eC| arg(z) =n/4 [nl}

7. Ez={zeC| arg(z) =n/3 [2n]}.
8 Eg={zeC| arg(z—1) =n/6 [n]}

Solution :  Dans toute la solution, on appelele point d’affixez.
1.
2.
3.

o N O O A

. D’apres le courBs est le cercle de centre le point d’affixe 2i et de rayon.

. L'ensemblés est constitué de la droite passant par le point d’affiket paralléle a I'axe réel.

. L'ensemblé est la bissectrice principale.

. Lensemblé; est la demi-droite d’extrémité I'origine et formant un amglen/3 avec 'axe des abscisses.

. L'ensembleEg est I'image par la translation de vectetrde la droite passant par l'origine et le point d’affjxe

. Enfin 'ensembl&, est I'image par la translation de vectéui1 — 2i) de la demi droitéOy).

Un complexe est égale a son conjugué si et seulement srdedgiond®, = R.
On applique le coursE;, est le disque fermé de centret de rayor.

SiA est le point d’affixe-1 etB celui d’affixe—1 alors|z — 1| = |z + 1| si et seulement gl (M, A) = d (M, B). Donc
M est un point de la médiatrice du segmeB] , c’est a dire de I'axe imaginaire, dohg = iR.

(V3+i)/2 angle det/3 avec I'axe des abscisses.
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Exercice 1.3Z Q
SoientA (1 + i) etB (4 +3i).

1. Trouver I'affixe du point pour que le trianglABC soit équilatéral direct.
2. Trouver I'affixe des point® etE pour que le quadrilate®BDE soit un carré direct.

Solution :

1. Le triangleABC est équilatéral direct si et seulementGsiest déduit deB par une rotation de centré
et d’anglePi/3 donc on doit avoirZc = e'™3 (zg — zp) + za. Aprés calcul, on trouve que l'affixe dé est|

z2c=5/2—V3+ (2 + 3/2\/5) i |. Réciproguement, on vérifie que ce point convient.

2. Le quadrilatéerdBDE est un carré direct si et seulement si on a en méme temps :
— le pointD est I'image de\ par une rotation d’anglen/2 et de centra.
— le pointE est I'image deB par une rotation d’anghe/2 et de centre\.
On trouve alorgp = —i(za — zg) + 28 c’est-a-dir etzg =i(zg—zp) + 2a c’est-é-dir.
On vérifie réciproquement que ces deux points conviennent.

Exercice 1.35 ©
Calculer la longueur d’un cété d’un polygone régulier aommets inscrit dans le cercle unité.

Solution :  On calcule pour cela :

. 1
=|2sin—
n

Exercice 1.34 O
Soit ABC un triangle direct. On construit & I'extérieur de ce triangs triangleARC etBSC isocéles et rectangles
respectivement eR etS. SiT est le milieu ddAB], montrer qu&ST est rectangle et isocéle &n

Solution : Quitte a effectuer une translation, une rotation et une Hbét®, on peut supposer que I'affixe Hesto,
celle deA est—1 et celle d&B, 1. On notex, r, s les affixes respectives dg R etS. CommeARC est isocéle et rectandle
enR, C est déduit de\ par une rotation de centteet d’anglen/2. Doncc—r =i (-1-r). De mémeB est déduit d&
par une rotation de centseet d’anglern/2, doncl — s =i (c — s). On déduit de ces deux relations que

c+i _—l+ic

r=—— et s=—
1-1i i—1

Il est alors clair qués = r doncR est I'image des par une rotation de centiieet d’anglen/2. Autrement ditRST est
rectangle et isocéle an

Exercice 1.3 Q0
Trouver tous les nombres complexes tel que les pdipts, P d’affixes respectives, z> etz* sont alignés.

Solution : Il est clair quez = 0 et z =1 sont solutions du probleme. On suppose dans la suitezgue etz # 1.

On utilise la condition d’alignement de trois points danplen complexes et on trouve givé N, P sont alignés si €
seulement siz* — z?) / (z— z%) € R (Remarquons que— z* # 0 carz est différent d@ et1), c’est-a-dire si et seulement
si il existea € R tel que-z(z+1) = a. Résolvons I'équation® + z+a = 0 poura € R. Son discriminant est = 1 — 4a.
SiA=0, c’estadire sik<1/4, alorsz=-1/2+v1/4—a. SIA<O0, c’esta dire sk >1/4, alorsz=-1/2+iv-1/4+a.

—~
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T

vV 1/4 1/4

//

[ 1-00,1/4] — R [ /4,400 — R
- En b’e“fl-{ o  — -12+/I-a En b’e“gL{ o« — VoTATa
[ 1-o0,1/4] — R [ /4,400) — R
- En m“gefz'{ o — —1/2-y1/4—-« En m“gegz‘{ « —  V=1/4+a

Donc, en faisant variex, sia < 1/4, on voit que tous les réels sont solutions de I'équation $il/4, alors tous le
complexes de la formel/2 + ai aveca € R* sont solutions de I'équation. On en déduit le lieu recherd¥ié N, P
sont alignés si et seulement\iest sur la droite réelle ou alors sur la droite passant-par,0) et paralléle a 'ax¢
imaginaire.

2}

Exercice 1.3¢  © Construction a la régle et au compas du pentagone régulie
1. (a) i. Résoudre darsl'équationz® =1  (%).
. Posonsy = cos (&) +isin (). Montrer que I'ensemble solution de I'équation est {1, 0, w?, w?, w*}.
fii. Represente{l,w,m ,w3, 0} dans le plan complexe.
iv. Calculer :1+w+ o+ 03 +o?.
(b) On posax=w+n? etp = w? +wd.
i. Déduire de 1(a)iv que etp sont solutions d&> +Z—-1=0 (xx).
i. Exprimer alorsx en fonction decos (%) etp en fonction decos (4F)
(c) Résoudre I'équatiotx =) et en déduire une valeur exacteaaﬁs(?).
2. (a) Ondésigne pay, A1, Ao, As etAy les points d’affixe respective w, w?, w® etw?.
i. Par quelle transformation simple passe-t-omg@ A, ? puis deA; aA, ? Généraliser ce résultat.
ii. Quelle estl'abscisse du poiHt intersection de la droite\1A4) avec I'axe des abscisses ?

(b) Soit¥ le cercle de centre d’affixe —l et passant par le poiit d’affixe i. On désigne pa¥i etN les
points ol rencontre I'axe des absc:ssM;,ayant une abscisse positive.

i. Prouver queM a pour affixex et queN a pour abscissg.
ii. Prouver quéH est le milieu déOM].

iii. Déduire de ce qui précéde la construction a la régle et@upas d’un pentagone dont on connait
le centreO et un sommel,. Effectuer cette construction en se plagant dans un repérermrmal
direct(0,7,7) avect = OA,.

Solution :

. . . . . . . ., . 2k
1. (a) i Les solutions darsde I'équationz® =1 sont less racines cinquieémes de 'unité: = n, k€ [0,4].

o 21kn k
. Il est clair quew = cos (%) + isin (%) = . Il est aussi clair que, pour tolte [0,4], e 5 = w*.

i. Voir 1.10 page 34.

iv. On reconnait une somme géométrique de raisalonc :1+ w + w? + w* + w* = (1 - w®) / (1 - w) mais|
commew® =1, il vient : 1+ w + 0? + w® + 0* = 0.

(b) Posons = +w* etp = w? +n.

. 2in 4 8im _2im oL ~ 5 i 5 6in
i. Ona:w=e5 etw*=e 5 =e 5 .llestalorsclairquaw = w*. De mémew-=e¢5 etw’=e 5 =
—4in —
e 5 =

ii. Onao®+a-1= (m+w4)2+(w+m4)—1=w2+2w5+m8+w+m4—1=m2+2+w3+m+w4—1=
1+w+0?+w?+0*=0. Donca est solution d&? +Z—1 = 0. On fait de méme pou.
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iii. Onaa=w+0*=0+w=2cosZ etf=w?+0’ =w?+w? =2cos ()
(c) Lesracines d&*+Z—1 sont(—1-+/5) /2 et(~1++/5) /2. CommeZ € 10,n/2| et que™® € |n/2, x|, il vient :
cos & = (-1+/5) /4 etcos 3 = (-1- V/5) /4.
2. (a) I Onpasse de aA,, puisdeA; aA,, puis deA; aA;.; par une rotation de centteet d’angle2n/5.

ii. L'abscisse du poiritl intersection de la droite\,A4) est I'abscisse d&, qui vautcos 2 = (-1 + V/5) /4.

(b) i. Par application du théoréme de Pythagore dans legledpOJ, on obtient que le rayon du cercle gst

V/5/2. Donc l'affixe deM est—1/2++/5/2 = a et I'affixe deN est—1/2—+/5/2=f
ii. Laffixe du milieu de[OM] est(0+ ) /2 = (-1 ++/5)/4 ce qui correspond a I'affixe de..

iii. Pour construire un pentagone régulier a la regle et anpgas, on commence par tracer le cercle unité

%o de centré@) et passant pax,. On place ensuite le poiitd’affixe i et le pointQ) d’affixe —1/2. On
trace Ie€ et le milieuQ passant paB ce qui nous permet de construire les poMtgtN. On leve leg

perpendiculaires a I'axe des abscisses passaMipiN. Ces perpendiculaires intersectent le cecle

unité en les pointa&,, Ay, Az etAy.

Exercice 1.37 09 Propriété de I'angle au centre
Dans le plan muni d'un repére orthonormal dirg@f 7, ), on considére un cercté de centre, de rayorR > 0 et
trois pointsA,B,M € €. Prouver lgpropriété de I'angle au centre:

((TA, (ﬁ%) =2 (ﬂ,ﬁé) (27

Solution :  Quitte a effectuer une translation, on peut supposefH®©. En effectuant une homothétie de certiret
de rapport /R, on peut supposer qle=1 et grace a une rotation, on peut se ramener au cs est le point d’affixd
1. Ces transformations n’affecteront par le résultat casatonservent les angles orientés. On motem les affixeq
respectives des poinksB,M. On sait quéal = |b| = 1 et quem = 1. Soita, € R des arguments pouaretb. On sait que

—_— — b
(OA, OB) = arg; =arg P =p—a[2n]

et que

. . (B

—— b-1 e -1 s1n(§) B B«

MA,MB | = arg =arg— = arg— e 2 =—[nml
a-1 el —1 sin (%) 2

par factorisation par les angles moitiés. L'argument namtnu qu'an prés car on ne connait pas le signe

sin (g)/ sin(§). On en déduit qué(l\ﬁ,l\ﬁé) =p-al2n] = (ﬁ(ﬁ) et la propriété de I'angle au centre est prouvée.

Exercice 1.3¢ VIV

Soitze U\ {1}. Montrer que :

z+1
e iR.

On pourra prouver cette propriété par trois méthodes @iffi&s :
1. Une méthode algébrique utilisant les propriétés du grup
2. Une méthode utilisant la factorisation par I'angle n@iti
3. Une méthode géométrique.

Solution :
Méthode algébrique( :CommezeU\{1},ona:z '=zet

z+1 (z+1)(z-1) Zz-z _ . Im(2)

= = =-2i .
z-1 lz—1/? lz—1/ lz—1/2

Avec les angles moitié# :Commez € U\ {1}, il existe® € 10,2n[ tel que :z = e'®. Par factorisation par I'angle moitig :

98 -8
i0 e2le2+e 2 0
z+1 eV +1 ,cosy 0 .
o oP_1 a0 PR =icotan- € iR.
z—-1 e - elj (elj _ e—lz) Slni 2
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Méthode géométriquq :Si A est le point du plan complexe d’affixeB celui d'affixel etC celui d’affixe—1, ABC est
un triangle inscrit dans le cercle unitéBst est un diamétre de ce cercle. Par application du théorénserdédiang

z+1 n 2 z+1 ] e
ABC est donc rectangle enetarg —=% [t]. On en déduit que—1 est un imaginaire pur.
z— z—

Exercice 1.3¢ Q0
Déterminer les pointst du plan d’affixez tels que :

+1
1. 2R, 3 |2
z—1 z—
+1
2.5——€iR
z—1
Solution :  Soitz € C\{1}. Supposons quil est le point du plan complexe d’affixe A est celui d’affixel etB est|

celui d’affixe—1. Ona :MA =|z—1|, MB = |z + 1| et(l\ﬁ,l\ﬂ) =arg(Z4).

MB,MA| =0 [n] et donc les

|

pointsA,B,M sont alignés. La réciproque est évidente. Par conséq{entC | % eR} =R\ {1} |.

z+1 . . .
1. Supposons que:—1 € R. Alors soit ce quotient est nul, dans quel d&as: B, so:t(
o

2. Supposons que% € iR. Alors : [MB,MA| = 3 [nl. Le triangleMBC est donc rectangle ek et d'apres lg

d

h

théoreme de la médiarid, est un point de cercle de diametteB], c’'est-a-dire un point du cercle unité différent
deA. La réciproque est immédiate. Donfze C | £ € iR} =| U\ {1}|.

3. Supposons enfin qu}azf_fLH =1. Alors :|z—1| = |z+1| , ce qui s’écrit aussi AM = BM. DoncM est un point
de la médiatrice du segmeiit, B] qui est I'axe imaginaire. Par conséquente iR. La réciproque est triviale et
{zeci|25|=1}=[ir]

Exercice 1.4C  O9 Une caractérisation des triangles équilatéraux
SoientA, B etC trois points du plan complexe d'affixes respectived et c. Montrer I'équivalence des assertions

suivantes :
1. ABC est un triangle équilatéral.
2. j ouj? estracine du polynénmie= aX? + bX + c.

Solution :  Rappelons que commgest une racine troisiéme de l'unité, on g3:= 1 et1+ j + j2 = 0. De plus,
eM/3 = omiMAiNI3 — _ 2 ate=iN/3 = g=img2INI3 — _j On a la série d’équivalences :

ABC est équilatéral

< Bestlimage deA par la rotation de centré et d’angle+n/3
— b-c=e¢™¥@a-c) ou b-c=e ™3 (a-¢
— b—c=—j%a—c) ou b-c=—-jla-o
= jfa+b-(1+j%)c=0 ou ja+b—(1+j)c=0
— j2a+b+jc=0 ou ja+b+j’c=0
— aj*+bj?+c=0 ou aj*+bj+c=0
< j?estuneracined® ou j estune racine d
Exercice 1.41 Q9

Dans le plan muni d’un repére orthonormé diréxt7,7), on considére un cercle de cenesur lequel on place,

dans le sens trigonométrique direct, 6 points distingC,D,E etF de facon a ce que les triangleaB, OCD e

t

OEF soient équilatéraux. On noté N etP les milieux respectifs dBC], [DE] et[FA]. On veut montrer QUBINP est

équilatéral.
1. Effectuer un dessin a la regle et au compas.

2. On notez, z' etz" les affixes respectives deC etE. Donner les affixesg, zp et zg des pointsB, D etF en

fonction dez, z' etz”.
3. Donner les affixesy;, zx €tzp des pointM,N etP en fonction dez, z' etz".
4. Conclure (on pourra utiliser I'exercice 1.40).
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Solution :

_ iX oy
ep=e3z | et

il! 1"
e 37 +27

2

et que

1.
. e . 2 A
2. Le triangle OAB est équilatéral. Par conséquepnts =e'3 z|. De méme, on montre qu
LS
zr=e'3z2"|
ei%z+z’
3. CommeM est le milieu deBC], zy = 3% = . De méme, on montre quezy =
2
i
e37'+z
zZp =
2

4. On utilise le critere prouvé dans I'exercice 1.40. Pountrer queMNP est équilatéral, il suffit de montrer q

ZM+jZN+jZZp =0.0na:

i1
. ) iz Y PR - 2[e32 4z
avt+jzntj°zp = -—-|e3z+z+jle3z+Z |+] 5

= S (ei%+j2)z+(1+jei%)z"+(j+jzei%)z”
—_— e —

[0 B Y

=j(1+j)=j+j?=-1donch=0.
e j2e'5 = j2(1+j)=j2+1=—] doncy=0.
ce qui prouve le résultat.

e

Exercice 1.42 Q9 Formule de Heron
C

Soitl le centre du cercle inscrit au triang®8C. Les longueurs des cotés sant y+z, b=z+x etc=x+y. On

appelles le demi-périmétre + y + z. Les angles ehvérifienta+p +y = 7.
1. Démontrer que + ix = ue'™.
2. Calculenr +ix)(r+iy)(r+iz).

3. En prenant les parties imaginaires, démontrengue= r*(x+ y + z).

(s—a)(s—Db)(s—c)
S .

4. En déduire que = \/
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5. Démontrer que I'aire du triangh8C vaut

b
o = % + % + % =vs(s—a)(s—b)(s—c¢) (Formule de Heron)
Solution :
1. Dans le triangl&lH rectangle e, r = ucosa etx = usina, d’'oUr + ix = u(cosa + i sina) = ue'®.

2. r+in)(r+iy)(r+iz) = ue™ veP wel = uywe! @by = ypwe™ = —yvw.
3.
4. On en déduit?s = xyz. Ors=x+(y+2z)=x+a d'oll x = s—a. Doncxyz = (s—a)(s— b)(s— c) et dond

. . . ) R ) b
. L'aire du triangleABC égale l'aire d8BIC + celle deCIA + celle deAIB a savo:r% + % +—.

En prenant les parties imaginaires, dn=ar’z + r’y + r’x — xyz, d'ou le résultat.

2 (s—a)(s—b)(s—0c)
s

, d’ou le résultat.

re
2

(s—a)(s—Db)(s—c)
S

rb rc r
—+—=—(a+b+c)=rs=s
2 2 2

=Vs(s—a)(s—b)(s—0).

ra
Donc.«/ = Bl +

1.11.5 Transformations du plan complexe

Exercice 1.4% Q

Identifier les transformations complexes suivantes :

1 fitz—z+1+i. 5 fsiz——-z+2-1.

2. foiz— ez, 6. fo:2— Z.

3. f3:z-—>e”‘/3z+1. 7. friz— A+ z+i.

4. fa:z—2z+1-1. 8. fg:z—>(1+i\/§)z+l.
Solution :

1.
2.
&

. Latransformatiorf, est une homothétie de rapp@riPour trouver son centre, on résout I'équatfan) = z et on

. La transformatiorf; est une homothétie de rappert et de centra +i/2.
. La transformatiorfs est la symétrie d’axéDx).
. Commel +i =+/2e'™*, la transformatiorf, est la composée de 'homothétie de rapp@tet de centre-1 aved

. Commel +iv/3 = 2¢™'3, la transformatiorf est la composée de I'homothétie de rappoet de centré+/3/3

La transformatiotf, est la translation de vecteur d’affixe-i.

La transformatiotf, est la rotation d’angle/3 et de centr®.

La transformatiorf; est une rotation. Son centre est le point d’affixe solutiofiépiationf (z) = z, c’est a dire
z=(1+iv/3)/2. L'angle de la rotation est/3.

trouvez =—-1+i.

la rotation d’anglet/4 et de méme centre.

avec la rotation d’angle/3 et de méme centra/4 et de méme centre.

Exercice 1.44 Q

Donner les applications qui représente dans le plan corafésxransformations suivantes :

1. Latranslation de vecteur d’affixe + i.

La symétrie de centrie

La rotation d’anglex/6 et de centra.

L’homothétie de rappoBtet de centra + 2i.

La similitude de rappo#, d’anglen/3 et de centré +i.

a ~ 0N

Solution :
1.
2.

z2—2z—2+1

On peut voir la symétrie de centbecomme I’homothétie de centieet de rapport-1. Une telle transformatio
est représentée pfir z— —z+ b oub € C. Pour trouveb, on utilise quef (i) = i et on trouve qué = 2i.
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3. La transformation est représentée par une applicatitefdeme :f : z— e™®z+ b ot b e C. Pour trouveb, on
utilise quef (1) =1 et on trouveb = —/(3)/2+1—i/2.

4. La transformation est représentée par une applicatida tteme : f : z — 3z+ b ot b € C. Pour trouvei, on
utilise quef (1+2i) =1 et on trouveb = -2 —4i.

5. La transformation est représentée par une applicatida tteme : f : z — 2e¢/™3z+ b o0 b € C. En utilisant I3
méme démarche que précédemment, on trouveégue3 (1 —i).

Exercice 1.45 O
On considére :
— le pointQ du plan complexe d’affixe+2i
— I'homothétieh de centre& et de rappor?.
— la rotationr de centre et d’anglen/4.
— la transformation du plan complexe r o h.
Donner I'écriture complexe de

Solution :  La transformatiors est une similitude de cent®, d’anglen/4 et de rappore. Pour toutz € C, on
a doncs(z) = 2e™*z+b=+v2(1+i)z+b ou b est un complexe a déterminer. Comsie +2i) = 1+ 2i, il vient :

b=1+v2+i(2-3v2). Donc 's:z~\/§(l+i)z+1+\/§+i(2—3\/§) L

Exercice 1.46  ©
Etudier la similitudes qui envoie le poinh d’affixei sur le pointA’ d’affixe 1++/3/2+i/2 et le pointB d’affixe 1+ i

sur le poinB' d’affixe 1+ 3v/3 +2i.

Solution : Commes est une similitude, il existe, b € C tels que, pourtoute C, on a :s(z) = az+b. Des(A) = A’ et
s(B) =B, on tire le systeme :
ai+b =1+V3/2+i/2
{a(1+i)+b =1+3v3+2i

On en déduit qua =3/2(1-iv/3) =3¢~ et queb = 1/2(-1+3v3+i(1+3V3)). En résolvant 'équation(z) = z,
on trouve que le point fix@ des a comme affixa — i. La similitudes est donc la composée de ’homothétie de centre
Q et de rappord avec la rotation de centte et d’angle-n/3.

Exercice 1.47  OQ
Démontrer que :

1. la composée de deux symeétries centrales est une translati
2. la composée d’une rotation et d’'une translation est utagion.
3. la composée de deux rotations est une rotation ou unédatiams

Solution :
1. La premiere symétrie centrale est représentée par utieadgm de la formef; : z— —z + by et la seconde par
une application de la formg : z— —z+ b, oUb;, b, € C. Size C alorsfi o f> (z) = z+ b; — b, et on reconnait qu

fi— f> est une translation de vecteur d’affixe— b; .

2. La rotation est représentée par une applicatian— e®®z + b ouB eR etoubeC. La translation est représentée
part:z— z+a olacec C. Alors pour toutz € C, ro t(z) = ez +e®®a+ b et on reconnait encore une rotation
d’angled. De mémetor (z) = ez + a+ b qui est aussi une rotation d’andle

3. On noter: z — ez + betr':z— e z+ ' les deux rotations avet;0’ € R etb,b' € C. Pour toutz € C, on a
ror' (z) = e'®9) z + (' + b) et on reconnait I'écriture d’une rotation d’angle '.

D
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Chapitre

Géométrie elémentaire du plan

J'étais incapable de relancer la balle par

dessus le grillage ; elle partait toujours a environ

un radian de la direction ou elle aurait dd aller.
Richard Feynman - 1985.

Pour bien aborder ce chapitre

En plus de proposer quelques rudiments de géométrie plambapitre a deux vocations importantes :

1 lapremiére est d’apprendre a calculer. On verra commetainsproblémes de géométrie se raménent a effectuer
des calculs qui peuvent s’avérer difficiles si on ne procedegyec un minimum de méthode.

2 la seconde de donner des représentations concrétes pourtedtalgébre linéaire qui nous occupera en seconde
période. On verra que I'ensemble des vecteurs du plan estdatune structure algébrique particuliere appelée
espace vectorieLa bonne compréhension des notions et propriétés destd®mpB et 24 passe par une bonne
représentation de ces notions dans le cas particulier du(plae I'espace).

Il est conseillé dans une premiére lecture de ne s’attaahiaug démonstrations marquées du sighe
Comme indiqué dans le programme, on suppose connues lessistiivantes :

— calcul vectoriel — orientation
— distance et norme euclidienne — angles et angles orientés
— orthogonalité

Ces différentes notions seront précisées dans les ct=ap8ret 27.

Aprés quelques rappels sur les reperes cartésiens et lmpooées polaires, on introduit deux outils fondamentaux e
géomeétrie (plane) : le produit scalaire et le déterminaafptemier permet de tester I'orthogonalité de deux vecetles
second leur colinéarité. On mettra en évidence leurs prgwalgébriques (bilinéarité, (anti)symétrie) et leuoppétés
géomeétriques (projection, calcul d'aire,...).

On s’intéressera ensuite aux droites et aux cercles du @ladéterminera leurs équations cartésiennes (sous une form
plus générale que celle vue au lycée), paramétriques (gqresmpnd en fait a I'équation du mouvement d’'un solide au
cours du temps suivant la droite ou le cercle considéré)lafrps. On mettra en place des méthodes efficaces de calcul
de la distance d'un point & une droite. Elles serviront dansambreuses situations.

2.1 Quelgues notations et rappels

Dans tout le chapitre on noter& I'ensemble des points du plan#tI’ensemble des vecteurs du plan.
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Bio 3| Euclide, né vers -325, mort vers -265 a AIexan{irip

On sait peu de choses au sujet d’Euclide.

Il parti en Egypte afin d'y enseigner les mathématiques gaiita au monseiof d’Alexan-
drie. Il mena de nombreux travaux de recherche. Il est llautes "Eléments. Ce texte,
formé de treize livres, est une compilation du savoir matitéqoe de son époque. Il resta une
référence pendant prés 2@0 ans et contient, entre autre, les fondements de la géordétrie
plan. ALY
C’est dans les Eléments que pour la premiére fois un trawaiématique a été réalisé sur la=\
base d’'une démarche axiomatique. j

a. Temple dédié aux muses rattaché a la bibliotheque

2.1.1 Addition vectorielle

<y

FIGURE 2.1 — Addition vectorielle

Rappelons que pour former la somme de deux vecieues v de 7, il suffit de considérer trois points B,C de Z tels
queu = AB et 7 =BC. Le vecteur sommai + 7 est alors donné par

% +7 = AB+BC = AC.

L'addition vectorielle vérifie les propriétés suivantes :
— elle estassociative pour tousu, v, w dans¥, ona:

Remarquons que le vecteur nul est représentable, pouramitipde & par le VeCcteunA.
— chaque vecteuri dans? posseéde umecteur symétrique vérifiant :

U+T=T+u=0.
On notera-T le vecteurd symétrique d&i. Comme0 = AB+BA=BA+AB=BB= 0, cette notation conduit & celle
—AB = BA.
— l'addition dans?” estcommutative pour toutu, v de?,
U+T=V+U.

Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que le cduple) est ungroupe commutatif

2.1.2 Produit d'un vecteur et d'un réel

A tout nombre réeA et & tout vecteuti € ¥, on peut associer le vectelrzi. Ce produit que I'on dit externe posséde les
propriétés suivantes :
— Pourtoutvecteur € ¥,1-u =1.
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— Pour tous réels, u et tous vecteursi € 7, (A.p) = A(u).

— Le produit par un scalaire est distributif par rapport adiion vectorielle : pour tout réel et tout vecteursi, v de
VAU +T)=AU+AT.

— Le produit par un scalaire est distributif par rapport éldiidion des réels : pour tout réelsu ettoutz de’?’, A+p)u =
AU+ .

On dira, pour résumer c@spropriétés de I'addition vectorielle et du produit extergee le triplet(¥, +,.) est unespace

vectoriel surR.

2.1.3 \Vecteurs colinéaires, unitaires

DEFINITION 2.1 © Vecteurs colinéaires
Deux vecteursi et v de”? sontcolinéairessi il existe un réel tel quez = A7 ou un réeh tel quev =nu.

Remarque 2.1
Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs du plast W'ailleurs le seul vecteur du plan a vérifier cette praprié
(exercicel).

DEFINITION 2.2 © \ecteur unitaire ou normé
Un vecteur est ditinitaire ou normési sa norme est 1.

2.1.4 Droites du plan

U Notation 2.1
SoitA un point deZ et % un vecteur d&/. On noteA + % I'unique pointB de & donné paAB = 7.

(DEFINITION 2.3 Droite vectorielle
Soit % un vecteur non nul du plan. On appefl®ite vectorielle dirigée paw le sous-ensemble d&, notéVect (u),

des vecteurs du plan colinéairesia
Vect(u)={A\u | A eR}

N

(DEFINITION 2.4 Droite affine
Soit A un point du plan? et i un vecteur non nul d¢'. La droite D passant pari et dirigée paru est I'ensemblé

des points du plan de la fornde+ A% ol A est réel.

174

D={A+AU | AeR}=A+Vect(u).

| Un vecteur non nul d¢” est unvecteur directeude la droite donnée par le couptlg %) si il est colinéaire &i.

Remarque 2.2 Remarquons que si une droldeest donnée par le coupl&, ) et siM est un point du plan, alorson a :

MeDoIAeR: M=A+AT oAM= AT < AM et 7 sont colinéaires

[ DEFINITION 2.5 © Droites paralléles, orthogonales

Ondit que:

— deux droites sorgarallélessi leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

|— deux droites sordrthogonalegou perpendiculaire}si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

2.2 Modes de repérage dans le plan

2.2.1 Reperes Cartésiens

DEFINITION 2.6 © Base

— Un couple de vecteui7, ;') de # est unebasede 7 'si et seulement si ces deux vecteurs sont non colinéaires.
— Une base est diterthogonalesi les deux vecteurs la composant sont orthogonaux.

— Elle est diteorthonormalesi elle est orthogonale et si les deux vecteurs la composantle plus unitaires.
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FIGURE 2.2 — Repére cartésien

Remarque 2.3 En vertu de la remarque 2.1 page 64(8i v) forme une base du plan, alors aucun des deux vecteurs
U, v nestnul.

(PROPOSITION2.1 © Caractérisation des bases du plan
Soitu, v € ¥. Le couple(u, V) forme une base du plan si et seulement si :

Vo,pER, auU+PV =0 = a=p=0

Démonstration ©

Nous allons effectuer un raisonnement par contraposée awvez consulter la page 1128 si vous n'étes pas familear av
ce type de raisonnement). Supposons eV ) ne soit pas une base du plan. Alaiset v sont colinéaires. Donc il existe
B’ € R tel queu =B’ V. On prouve ainsi I'existence de deux réels 1 etp = —p' non tous deux nuls tels quéi +pv =0 et

l'implication directe est prouvée.
Effectuons a nouveau un raisonnement par contraposéeoSuppqu'il existe deux réedsetp non tous deux nuls tels que

au +pv =0.
— Sia#0, on obtient ‘u = —p/av et les vecteursi, v sont colinéaires. Ils ne peuvent donc pas former une bastadu p

— Sia=0 alorsp est non nul et on aiv = 0, ce qui n’est possible quesi = 0. D’aprés la remarque précédant la proposition,
(i, V) ne forme la encore pas une base du plan.
L’implication réciproque est ainsi prouvée.

~N

(DEFINITION 2.7 © Repére Cartésien, Origine d’'un repére, repéere orthogonalprthonormal
Un repére cartésier? du plan2? est donné par un triplgéD, 7, 7)ou O est un point deZ et ot(7, ) forme ung
base dev'.

— Le pointO est l'origine du repére
— Siles deux vecteurg et sont orthogonaux, on dit qu# est unrepére orthogonalSi ils sont de plus unitaires, |e

repéreZ est alors dibrthonormal
— Les droites passant parde vecteur directeur respectiiset 7 sont appeléaxes du repére7 et sont notésOx) et

(Oy). )

-

DEFINITION 2.8 © Repere orthonormal direct
Un repére orthonorma0, 7, 7 )est ditdirectsi 'angle (7', ;) a pour mesuré-.

(PROPOSITION2.2 © Coordonnées cartésiennes d’un vecteur, d’un point

Soit (0, 7, 7)un repére du plan?.

— Soitz un vecteur de“’et (7, 7) une base dé . Il existe un unique couple de régls y) tel que
U=xT+y7.

Ce couple(x, y) représente lesoordonnées ( ou les composantes) du veciedans la basé7, 7). On notera cela
sous une des formes suivantes :
— [ X
ou @ ( ) .
y

— SoitM un point du planZ? et (0, 7, 7)un repéreZ de Z. Il existe un unique couple de réels y) tel que

—_ —_ X
ulx,y), u
Y y

OM=x7+y7. y

-
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Ce couplex, y) représente lesoordonnées du poi dans le repéreZ. De méme que précédemment, on écrir

M(x; ), M‘x ou M(x).
y y

Démonstration  Soienti un vecteur de/ et soientu; le projeté deu sur(Ox) parallélement &0y) etuy le projeté deu sur
(Oy) parallélement &0x). On a :u = uj + u. Commeu, est colinéaire & etuy est colinéaire & , il existe des réels ety tels
queu; =x7 etuy =y . Par conséquenti =x7 +y7J.

Ce couplex, y) est de plus unique : $i’,y") est un autre couple de réels tels qué = x'7 +y'J, on obtient, par soustraction :
0=x-x)T+(—-y)7T, soitencore tx—x)T = (y' —y) 7. CommeT et ne sont pas colinéaires, cette égalité n’est possible
que six=x"ety=y'.

Remarque 2.4

— Cette proposition permet d’identifier 'ensemble des fitu plan avec 'ensembi?. En effet, si un repére cartésien
Z est fixé dans?, a tout pointM de & correspond un unique couple de réelsy) : ses coordonnées. Réciproque-
ment, & tout couple de réet, y) correspond un unique poiM de & dont les coordonnées dans le repére considéré
sont données par ce couple.

— De méme, si une basg est fixée, on peut identifier lensemble des vecteurs du placik?. Notonsd 4 I'application
qui a un vecteur; de¥’ lui associe ses coordonnéesy) dans% :

e_@—»[R{Z
ZAIM — (ny)

La proposition 2.2 dit qué 4 est bijective. Cette identification « respecte » de pludiéoh et la multiplication par

/

un scalaire. Ainsi, st/ et 7’ sont deux vecteurs du plan qui ont pour coordonnées regpsati ;C/ etu ;C/, dans#
alors

0z(u)=(xy) et 0x(u')=(x,y) (2.1)
et le vecteur

U+Uu' =xT+yT+xXT+y T =(x+x)T+(y+y)7T
a pour coordonnéds + x', y + y') ce qui s’écrit aussi
0z (u+u')=(x+x,y+y) (2.2)

En identifiant les relations 2.1 et 2.2, on obtient
0p(u+u')=04(u)+04(u")
On montrerait de plus facilement que Asést un réel, alor » (Au) = A-04 (1), ce qui n’est qu’une autre fagon de

. — A p s . L,
dire queAu a pour coordonné i; Pour résumer ces deux égalités, on dit gueest uneapplication linéaire Une

application entre deux espaces vectoriels qui est a laif@aire et bijective est appelée isomorphisme d’espaces
vectoriels

— Sion connait les coordonnées d'un poi@’\) et celles d'un poinB (jB) dans un repéred, 7, 7), on obtient celles
A B
(ﬁ) deAB. Ainsi, x7+y7 =AB=AO+0B=0B-O0A=xg T +y87 —xa T —yaJ = (x5 —xa) T+ (ys—ya) 7 etdonc

en identifiant AB (xB - xA).
VB — YA

(ProPOSITION2.3 Identification de & et de ¥ avecR?

En résume :

— unrepérez (0, 7, 7)étant fixé dans?, I'application qui a un point de# associe ses coordonnées dafgst ung
bijection de#? dansR?. Cette bijection permet d’identifier le planit.

— une baseZ étant fixée dan¥’, I'application64 qui a un vecteur d&¢/ lui associe ses coordonnées dasdsest
bijective et linéaire. Si on prend un peu d’'avance sur le itt@@3, on dit qued » est unisomorphisme d’espaces
vectoriels Cet isomorphisme permet d’identifigf et R?.

J
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B10 4| René Descartes, né 31 mars 1596 a La Haye, mort a Stockhalhféerier 165q—

René Descartes est un philosophe, physicien et mathéeratieincais. La pensée
de Descartes a eu des répercussions fondamentales suokophie et la science
moderne. Il est I'auteur du famewbDiscours de la méthode En tant que scien-
tifique, les lignes suivantes, extraites de ce discourgailavt vous interpeller. La
méthode fixe quatre principes pour la conduite de I'espnihin : « Le premier
était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, quelgeamanusse évidem-
ment étre telle : c’est-a-dire, d’éviter soigneusementé&ipitation et la préven-
tion ; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que se présenterait
si clairement et si distinctement & mon esprit, que je neassune occasion de |
mettre en doute. Le second, de diviser chacune des diffioylté j'examinerais, en
autant de parcelles qu'il se pourrait, et qu'il serait requour les mieux résoudre
Le troisieme, de conduire par ordre mes pensées, en commgrarales objets
les plus simples et les plus aisés a connaitre, pour monted peu, comme par
degrés, jusqu’a la connaissance des plus composeés; etssuphpmeéme de 'ordre
entre ceux qui ne se précédent point naturellement les arasitees. Et le dernier,
de faire partout des dénombrements si entiers, et des revgésérales, que je fusse assuré de ne rien omettre. ».
Bien que Francois Viéte utilise déja une notation semi-sylighe, René Descartes est le premier a utiliser|une

notation entierement symbolique. Il est a l'initiative detloduction des lettres latines dans les notations nathe
tiques. Il propose d'utiliser les premieres lettres dephelbet &, b, c, ...) pour les paramétres et les derniéres (
¥, z, ...) pour les inconnues. Nous utilisons toujours cettevention! Descartes est aussi a l'origine de la notion
de repére du plan et de ce qu'on appelle maintenant la géienaélytique, ce qui nous intéresse ici. On raconte
gue c’est en observant une mouche qui se promenait sur lesagard’'une fenétre, qu'il aurait pensé a définir, a
I'aide des carreaux, des coordonnées du plan. Descartgwittepremier qu’on peut transformer un probléme de
géométrie en un probléme algébrique. La géométrie de Diesazst publiée en frangais 8687 et traduite en latin
par Van Schooten er649, puis, dans une édition considérablement augmentée et entémen deux volumes en
1659 et1661. Cette seconde édition favorisera considérablement jgagrattion des idées de Descartes.

2.2.2 Changement de repere

=

:
P

FIGURE 2.3 — Changement de repére

Un changement de repére consiste a changer simultanéroggtnie O’ et la base(:', ') d’'un repére cartésiesr’

—_ —

(O, ¢, ;") enl'origineO et la basé 7, ;) d’'un nouveau repére (O, 7, 7). SoitM un point du plan? de coordonnées
(x',y") dans I'ancien repérg’ et de coordonnéds;, y) dans le nouveau repégé. Cherchons a exprimer les nouvelles

67



coordonnéesy, y) en fonction des anciennés, y'). Notons(xy, yor) les coordonnées d@’ dans#. On a
P +y 7 = oM
= 00+OM
= OM-00'
= XT+yT x0T -yo T
= (x=x0)7T+(y-yo) T

Si (a,B), (y,8) désignent les coordonnées respectives tlet 7’ dans%, on a aussi

YT = XTI +Y T +8T

(ax'+yy\ T +Px' +6y")T

On obtient alors les relations recherchées
x—xo =ox' +yy'
y-yo =Ppx'+38y

(PROPOSITION2.4 © Changement de repére )

SoitM un point deZ? de coordonnées’, y') dans un premier repegg’ et de coordonnées, y) dans un second repére
Z. Soient(xy, yor) les coordonnées d@’ dansZ, (a,f), (v,8) les coordonnées respectives déet 7' dansZ. Les
nouvelles coordonnéés, y) deM en fonction des anciennés), y’) sont données par les relations

x—xo =ax'+yy
y=yo =px'+38y

. J

/
Remarque 2.5 Sous forme matricielle, cette relation s'é At | = &Y x, +| O
y p &)y Yo

(PROPOSITION2.5 @ Changement de repére entre deux repéeres orthonormaux dires l
SoientZ(0,7,7) et#(0',7',7') deux repéres orthonormaux directs. Notens(_z',_z"). Les nouvelles coordon-

nées(x,y) d’'un pointM du plan” dans le reperez s’expriment en fonction des ancienr(e$ y’) dans le repere?’
par

{x—xor =cosBx’—sinBy’

y—yo =sinbx’+cos6y’

\OL‘J (xor, yor) représente les coordonnéesledans le repérez.

Démonstration Par projection sur les ax¢®,7) et(0,7’), on obtient, pour les vecteurs et ;' les relations

—
I —

{ ! =cos07 +sin07

J'=—-sin®7 +cosB

Par application de la proposition précédente avecosb, p =sin8, y = —sin6 etd = cos0, on obtient la formule de changement

de base annoncée.
cos® -—sin0 x' X0
+ .
sin®  cosO ¥ Yo

Remarque 2.6 Sous forme matricielle, cette relation s’éc(r@ )

Equation cartésienne

DEFINITION 2.9 © Equation cartésienne
Soit Z (0,7,7)un repére. Une équatidf(x, y) = 0 est uneéquation cartésiennd’une partie<s du plan si on
I'équivalence

M(x,y) € & < F(x,y) =0.
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Exemple 2.2Un repére orthonormd0, 7,77) du plan étant fixé, 'ensemble des points du plan d’équatiotésienne :
o y—x—1=0 est la droite affine dirigée par le vecteur+ J et passant par le point de coordonn@es).
o x?+y?—1=0est une équation du cercle de certiret de rayon.

2.2.3 Repeéres polaires

FIGURE 2.4 — Repéres polaires

( N 5 ~ - )\
PROPOSITION2.6 © Repére polaire, pble, axe polaire

SoitZ (0, 7, 7)un repére orthonormal direct. Séiun réel. SoitZ(0) le repérgO, u (0), v (0)) image deZ par une
rotation de centr® et d’angled. Ce repeére, qui est encore orthonormal direst lerepére polaireattaché au rédl. De
plus

7 (0)=cos07 +sin@7
T(0)=—sinB7 +cosO

| Le pointO est appelé I@bleet la droite orienté¢0, 7) est appelée #ixe polairede ce repére. )

Démonstration Les rotations sont des transformations du plan qui consefes mesures d’angles orientés et les longueurs.
L'image d’un repére orthonormal direct par une rotationdesic encore bien un repére orthonormal direct. Les formsies

obtenues par projection des vecte@ etﬁi sur les axes dez.

Remarque 2.7 Sion considére un repére orthonormal dirgtO, 7,7), 0 unréel,Z(0) le repere polaire associéda
(0,7 8), 7 (0)) et si on identifie¥” AC via le repérez, on a Aff(i (0)) = e et Aff(7 (0)) = ie'®.

T Notation 2.3 Il est fréquent de rencontrer les notatidig, z) pour le couplgu(8), v(6)).

(DEFINITION 2.10 © Coordonnées polaires d’un point
On rapporte le pla?” a un repére orthonormal dire@t(0, 7, 7). On dit que(r,0) € R? est un couple deoordonnée

x=rcos0
y=rsinf

polairespour le pointM (x, y) o, & si et seulement

.

Remarque 2.8

— SiM e £ a pour affixez # 0 alors un couple de coordonnées polaires pduwst donné pafr,6) ou 8 est un argument
dez etr estle module de.

— SiM un point du plan distinct du pole de coordonnées polaig8,) alors les autres couples de coordonnées polaires
pourM sont les coupleg, 0) vérifiant

r=rp ou r=-rg
0=0g[2n] 0=0¢+m[2n]

— Lescoordonnées polaires de I'origir@nt données par n'importe quel couggd) ou 6 € R.

PLAN 2.1 :| Comment calculer les coordonnées polaires d’'un pqiairér de ses coordonnées cartésier}.n.es_‘

—
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SoitM € & de coordonnées cartésienfiesy) dans un repere orthonormal diregttel quex # 0. Un couple d
coordonnées polaires poMrest donné pa, ) avec

X

Gzarctan(i) et rzcose.

Equation polaire

DEFINITION 2.11 © Equation polaire

SoitZ (0,7,7), un repére orthonormal direct. Une équatkin 0) = 0 est uneéquation polaired’une parties” du
plan lorsqu’un poinM appartient & si et seulement si I'un des couples de coordonnées polajsde M vérifie
F(r,0) =0.

—

Exemple 2.4 Un repére orthonormdD, 7, 7 ) du plan étant fixé, 'ensemble des points du plan d’équatmaire
« 0=0estlaxe(0,7) deZ.
e r=1estle cercle de cent@ et de rayor.

2.3 Produit scalaire

2.3.1 Définition

U Notation 2.5 Si % est un vecteur ¢, on note|| % | sa norme. S et B sont deux points de? tels quei = AB, la
norme deu est donnée par la longueaB.

(DEFINITION 2.12 © Produit scalaire A

Le produit scalairede deux vecteurs et v du plan¥’, noté . v (on rencontrera aussi les notatigng| 7 ) ou encorg
(u | 7)) est défini, de maniére géométrique, par :

%7 =||%| | 7| cos (i, v) siles deux vecteur& et ¥ sont non nuls
.U =0sinon.

Remarque 2.9
— Le produit scalaire ne dépend pas de I'orientation chadiaies le plan.

—

— T =[G %] cos (@, %) = | @])*. En résumd @ -7 = | @|* |

PROPOSITION2.7 ©
Deux vecteurgi et v de? sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalatrewds

Démonstration © Siun des deux vecteu ouv est nul, le résultat est immédiat. Supposonsquet v ne sont pas nuls.

Si etV sont orthogonaux alor(sz_f,:v') =7/2 [n] etcos (ﬁ) =0et7i. 7 = || |7 cos(@, 7) =0.

Réciproquement, §ii. T = 0 alors || || 7| cos (%, 7) = 0. Mais commeii etT ne sont pas nuls, on a nécessairement
cos (ﬁ) =0, C'esta dire(ﬁ’) =m/2 [n] etw, v sont bien orthogonaux.

2.3.2 Interprétation en terme de projection

DEFINITION 2.13 Mesure algébrique
Soit D une droite deZ” orientée par un vecteur unitairé. SoientA et B deux points distincts d®. La mesur

algébriquerB est I'unique rée tel queAB= A7

PROPOSITION2.8 © Projection orthogonale

SoitD une droite et soifA un point du plan#?. Il existe un unique poind’ deD tel que le VecteuRA’ soit orthogon
a la droiteD. Ce point est appelé f@rojeté orthogonatle A surD.
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FIGURE 2.5 — Interprétation en terme de projec- FIGURE 2.6 — angle obtus
tion du produit scalaire : angle aigu

Démonstration Soitu un vecteur unitaire directeur @& Soitw un vecteur unitaire d& choisi en sorte que le coupl@, v)
forme une base orthonormale du plan. Considérons le reprenormal% (Q,u,7) ouQ est un point dé. Soient(xa, ya) les
coordonnées de dans ce repére. Un poikt est élément db si et seulement si daiig, son ordonnée est nulle. Considérons donc
M(x,0) un point deD. On aAM (x—xa,—ya). Ce vecteur est orthogonalasi et seulement si il est colinéairélg c’est-a-dire si

et seulement si— x5 = 0. On prouve ainsi a la fois 'existence et I'unicité se

Remarque 2.10 SoitZ (0, 7,7) un repére orthonormal étun point du plan de coordonnégsy) dans ce repére. La
droite des abscisses est orientée par le vectel8i A, est le projeté orthogonal desur (Ox) alorsOA, = x.

N

(PROPOSITION2.9 © Interprétation du produit scalaire en terme de projection
Soientu et v deux vecteurs d¢. SoientO, A, B trois points deZ tels queOA = u et OB = . SoitH le projeté
orthogonal deB sur la droite(OA). Choisissons pour cette droite I'orientation donnée paetgeurOA. On a alors

ﬁ.?:ﬁ.o—lq

J

Démonstration & Avec l'orientation choisie pour la droit®A), || 7 | = OA = OA. Si(i, 7) est un angle aigu, aloll& || cos(%i, 7) =
OH et si(i, V) est un angle obtus alofd || cos (u, v) = —OH. Par conséquenf,v || cos(i, v) = OH et . v = || u|| | V|| cos (u, V)
OA.OH.

2.3.3 Propriétés du produit scalaire

PROPOSITION2.10 © Symétrie du produit scalaire
Le produit scalaire estymétrique si 7 et v sont deux vecteurs d€ alors| 7.7 = 7.4 I

—
—

Démonstration Il suffit d'écrire @7 = ||| | || cos (@, ) et 7.5 = || 7| || 7] cos (¥, w) puis d'observer ques, v) =

—(v, ) et que la fonction cosinus est paire.

PropPOSITION2.11 © Bilinéarité du produit scalaire
Le produit scalaire edtilinéaire : pour tous vecteurs, ui, uz, v, v1, v; de’? et pour tous réela;, A,

7.()\1?{+)\2?§)=)\17.;{+)\27.U£ et ()\15{+)\ZE£).T}»=)\1§1’.?+)\2£.?

Démonstration ~ Supposons que # 0. Soient7 = % etO un point deZ. Soitj le vecteur image da” par la rotation de
centreO et d’angle}. Le triplet(O, 7, 7)forme un repére orthonormal dire@t du plan. Dans cette base, les coordonnées de
U sont(x,0) avecx = || u|.

V1 sont(xy,y1)

— U3 sont(xz, y2).

)\1;{ + )\2;2> sont(A;xy + )\2)(2,)\1_)/1 + )\2_)/2).
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Par application de la proposition 2.9, il vient :

—

7.(A171)+)\272))=x()\1x1+)\2x2), Ti.l/l =x.x; et ﬂ.;ﬁ=x.)@

Ceci prouve quai.(\; 7] +A2v2) = A\ U.v] + A2 U.v5. La seconde égalité se démontre de la méme fagon ou ennitlissymétrie
du produit scalaire et la premiére égalité.

PROPOSITION2.12 QO© Expression du produit scalaire dans une base orthonormale
/

Soit (7,7) une base orthonormale et soiéf v deux vecteurs d¢ de coordonnées ‘; etv ;, dans cette basg.

Alors

- = / 12
U.v=xx+yy

Démonstration © Commeu =x71 +yJ etv =x'7 +y'J, par bilinéarité du produit scalaire, il vient

— —
u.v

CT+yD.ET+YT
= x1.T+yYD+yT. TV
= xX T T+xy T Ty T T +yyTT

CommeT et sont orthogonaux, d’aprés la proposition 2.7, on&.7 = 0. Par ailleurs,7 etj étant unitaires, on @.7 =
17N N7 =1etT. T =\7I-I7|=1. Il vient alors queu.v = xx' +yy'.

(COROLLAIRE 2.13 © Expression de la norme d’'un vecteur dans une base orthonornie

Soit(7,7) une base orthonormale. Soiémtun vecteur de coordonné@’s‘; dans cette base. Alors

5]l = v/ 2%+ 2

Si(0,77,7) est un repére orthonormal et ga@t B sont deux points de” de coordonnées(xa, ya), B(xg, ys) dans ce
repéere alors

AB= ”ﬁs” = \/(XB —xa)%2+ (yB—ya)?

- J

Démonstration ~ Ces formules sont immédiates. Pour la premiére, dinif = v u.u = /x*+y2. Pour la seconde, il suffit
d’appliquer la premiéere au vectetB dont les coordonnées sont données(pgr-xa, yg — ya)-

2.3.4 Interprétation en termes de nombres complexes

PROPOSITION2.14 ©
Un repére orthonormdD, 7, ;) étant fixé, on peut identifiet” et C. Si u et v ont pour affixes respectiveset z/,
alors

U. TV =Re(z.2).

Démonstration Exercice...

2.4 Déterminant
2.4.1 Définition

(DEFINITION 2.14 © Déterminant
Le déterminantle deux vecteurs du plafi u et v, notédet(u, v) est défini, de maniére géométrique, par :

det(,7) = || % | | 7| sin (%, ) si les deux vecteur® et 7 sont non nuls
det(u, V) =0 sinon.
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Remarque 2.11
— Le déterminant dépend de I'orientation choisie dans la.f#& on avait choisie I'orientation contraire, on aurait un

déterminant de signe contraire.
— Pour toufzi € ¥, det (%, %) = 0. En effet, siti # 0, det(%,%) = | 4| - | @ sin (TZTZ) =0 etsiu =0 le résultat est

immédiat.

PROPOSITION2.15 ©
Deux vecteur3i et v sont colinéaires si et seulemen| det(u, 7) =0

Démonstration © Si I'un des deux vecteurg ouv est nul, alors la proposition est évidente. Supposons quiades deux

vecteurs est nul. - - i
Siu etV sont colinéaires alo:(sTi _u') =0 [n] etsin (TZ,T/’) =0. Il vient alors quelet (u, ) = | % || - | % | sin [Ti,ﬂ) =0.
Réciproquement, siet (i, ) = || d||-|| 4 sin ( u/i') =0 alors comméi etv sont non nuls, cette égalité n’est possible que

sisin (TZ,TI) =0 ce qui améneéu, 1/) =0 [n] et les vecteursi etv sont donc colinéaires.

Remarque 2.12 Un corollaire immédiat a cette proposition est que troisfsodu planA,B et C sont alignés si et
seulement silet(AB, AC) =

2.4.2 Interprétation en terme d’aire

FIGURE 2.7 — Interprétation en terme d’aire du déterminant

~

(PROPOSITION2.16 © Interprétation du déterminant en terme de projection

Soient@ et 7 deux vecteurs d¢. SoientO, A, B trois points deZ? tels queOA = 7 etOB = 7. SoitH le projetd

orthogonal deB sur la droite(lOA). Choisissons pour la droit8H) I'orientation dans le sens directement orthogonale a

OA.On aalors :
| det(#, 7) = OATIB.

lLa valeur absolue de ce déterminant correspond a I'aire chllglmgramme construit selon les vecteuret v .

Démonstration Il est clair que| 7 | = OA. Compte tenu de F'orientation choisie pdiiB), sia est la détermination d@i, )
appartenant g-n, 1] alors
— sia est positif,| V| sin(u,

— sia est négatif| 7 || sin(ii, 7) = —HB.

Par conséquellfv | sin(zi, ) = TIB et .7 = | %|| | 7| sin(@, ) = OA.HB.

%,7)=HB

2.4.3 Propriétés du déterminant

PROPOSITION2.17 © Antisymétrie du déterminant
Le déterminant esintisymétrique si u et v sont deux vecteurs d€ alors| det(u, v) = —det(vV, %) ||

Démonstration C’est une conséquence directe du fait g, v) = —sin(v, ).
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PROPOSITION2.18 © Bilinéarité du déterminant
Le déterminant ediilinéaire : pour tousu, uy, u, v, v1, v; de? et pour tous réeld;, A,, on a

det(U, A1 +A212) =\ det(U,v1) + Aodet(U,v2) | et |det\iug +As2tiz, V) = A det(uq, 7) + Ao det(uz, V).

Démonstration Supposon3i #0. Soient7 = % etO un point de??. Soitj le vecteur image de par la rotation de centi@
etd'angle. Le triplet(0, 7, T)forme un repére orthonormal diregt du plan. Dans cette base, les coordonnées de :

— U sont(x,0) avecx = | u|.

— 171 sont(xy,y1)

— U3 sont(xy, y2).

-\ U{ + )\272 sont(A1x1 +A2x2,A1y1 +A2)2).

Par application de la proposition 2.16 :

det(1,A\1 7] +A212) = x(A\1 y1 +A2y2), det(u,vi)=x.y; et det(u,vs)=x.yo.

Il vient alorsdet( , A1 77 + A2 U3) = A1 det(, v7) + Ao det(, 13). La seconde égalité se démontre de la méme fagcon ou ennittilisa
I'antisymétrie du déterminant et la premiére égalité.

(PROPOSITION2.19 QOO Expression du déterminant dans une base orthonormale diree )

Soit(7,7) une base orthonormale directe et soi@énfv deux vecteurs d¢” de coordonnées ‘; etv

xl
o dans cettg

base. Alors
det(u,v)=xy —yx

/
On noter% ; * ‘ le déterminantlet(z, v). On a donc
det(@, 7)=| ~ = xy' -x'y
’ vy
(& _/

Démonstration © Commeu =x71 +yJ etv =x'7 +y'J, par bilinéarité du déterminant, on a

det(w,7) = det(x7 + yT,x'_f + y'7)

xdet(7, X' T +y' T +ydet(7,XT+y'7)

x.x' det(7,7) +xy det(7,7) + yx' det (7, 7) + yy' det(T, 7).

Comme la bas¢7,7) est orthonormale et directéet(7,7) = 1 etdet(7,7) = —1. D’'aprés la proposition 2.15et(7,7) =
det(7,7) =0. On obtient alorslet(1, V) = xy' - yx'.

2.4.4 Interprétation en terme de nombres complexes

PROPOSITION2.20 ©
Un repeére orthonormal dire¢d, 7, ) étant fixé, on peut identifier” etC. Si u et v ont pour affixes respectiveset
Z', alors

det(u,7)=Im(z.2)).

Démonstration Exercice...

2.4.5 Application du déterminant : résolution d’'un systéemdinéaire de Cramer de deux équa-
tions & deux inconnues

Soit

ax+by=a

(y):{cx+dy:f)

On appelledéterminant de ce systérteeréel 6 = ad — be. Ce systéme linéaire est dit de Cramer si et seulement si son
déterminan® est non nul. On a alors la proposition suivante.
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(PROPOSITION2.21 ©
Si () est un systemde Crameralors il admet un et un seul couple solutiony) donné par

o b‘ a «
ad - bc ad—bc
|\ J

Démonstration
1 Prouvons lunicité du couple(x, y). Soient(x1, y1) et (xz,y2) deux couples solutions de”’). On vérifie facilement que le
couple(X,Y) = (x2 — x1,y2 — y1) est solution du systéme

ax+by=0
cx+dy=0"

Ceci prouve que dans le plan, identifi@%‘lpar le choix d’un repére orthonormal, les vecteurd) et(c,d) sont tous deux
orthogonaux au vecteuX,Y). Mais comme

det((a, b), (¢, d)) =‘ .

b‘=6#&

les deux vecteurg, b) et (c,d) ne sont pas colinéaires. Le vectéXrY) étant orthogonal a deux vecteurs non colinéaires
ne peut étre que nul doc=0 etY = 0. Ceci prouve que; = x» et quey; = y, et donc 'unicité du couple solution.

2 Pour prouver kxistencedu couple(x, y), il suffit de vérifier que le couple donné dans I'énoncé de éppsition est bien
solution de(.¥), ce qui ne pose pas de difficulté.

| Remarque 2.13 Si le déterminant du systeme est nul alors ce systeme adihehsadnfinité de solutions soit aucune.

2.5 Droites

2.5.1 Préambule : Lignes de niveau

DEFINITION 2.15 © Ligne de niveau
Soita un réel. Une partie du plan est unégne de niveaw d'une fonctionF: & — R si &/ est solution de I'équatio
F(M) = «a.

Me& ©«FM) =«

2.5.2 Lignes de niveau d&l— #i.AM

My

F(M) = a

FIGURE 2.8 — Ligne de niveau del — ii..AM

~

(PROPOSITION2.22 ©
: . — . ¥ — R . .
SoientA un point deZ?, u un vecteur non nul d¢’, o un réel etF : { . = A La ligne de niveaw de

F : F(M) = a est donnée par la droite dont la direction est orthogonalesd qui passe par le poiM, de & défini par

—

u
AM() ZQ.W o
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Démonstration Posond =% /|| % | et considérons un vecteur unitaire d¢ tel que(a, U, V) forme une repére orthonormale
directe de/’. Soient(x, y) les coordonnées dé dans ce repére atun réel. Commaéi (|| % ||,0) etAM (x,y), ona:

FM)=a = TuAM=o = x|7|=a = x=ﬁ
u
ce qui prouve que NI est élément de la ligne de niveB(M) = « alorsM est élément de la droite orthogonaleigpassant par le

pointMy tel queAM = a.ﬁ.
u
Réciproquement, 3il est élément de cette droite alors les coordoonéas dans le repéres, U, V) sont de la forméa/ | %, y)

ouy € R et on vérifie facilement queM) = % .AM = a. DoncM appartient a la ligne de nive&M) = a.

2.5.3 Lignes de niveau de/1— det(ﬁ,m)

AMO:—

Mo F(M) =a

8

FIGURE 2.9 — Ligne de niveau del — det(ii, AM)

(PROPOSITION2.23 ©
— R

—, —.Laligne de niveau de
M — det(u,AM)

SoientA un point deZ?, u un vecteur non nul d&’, a un réel eG: {

—

G : G(M) = a est donnée par la droite de vecteur direcigat qui passe par le poiM, de &2 défini paif AM, = O‘W

\ou 7 est le vecteur directement orthogonakzet de méme norme.

J

Démonstration Comme dans la démonstration de la proposition précédemsenpU = /|| % || et considéron’ un vecteur
unitaire dey” tel que(A,I_f,V) forme une repére orthonormal direct fle Soient(x, y) les coordonnées dé dans ce repére. Soit
o un réel. Comméi (|| 4| ,0) etAM(x,y), ona:

GM) =a = det(d,AM)=a = .|| =a = y:ﬁ
u

Donc siM(x, y) vérifie I'équationG(M) = a alors il est élément de la droite de vecteur directéypassant par le poind tel que
AMg = a.ﬁ. Réciproguement, il est élément de cette droite, alors ses coordonnées dampete e G,V) sont de la forme
(x,/ || %) ot x € R et on vérifie facilement qust est élément de la ligne de nive@@M) = a carG (M) = det(#,AM) = . Par
ailleurs, siv = || || V, on obtient bielAM = a.W etV est comme indiqué dans la proposition.
u
2.5.4 Représentation paramétrique d’'une droite

Cette représentation peut étre utilisée quandonnait un point et un vecteur directeurde la droite étudiée.

(PROPOSITION2.24 © Représentation paramétrique d’une droite )

SoitZ(0,7,7) un repére du plan. Sail une droite du plan passant par un peirde coordonnées;,, ya) dansZ et

dirigée par le vecteur non nial 'g D admet commeeprésentation paramétrique

X =xXptia
{ ;teER (%)

y =ya+ip’
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XM=XA+)\0(X

(Ce qui signifie quéM(xy, ym) €D © N €R { M= ya+Aof

Démonstration SiM (x,y) € D alors les vecteurSM et @ sont colinéaires. Il existe donc un réetel queAM = 17 et I'égalité
des coordonnées de ces deux vecteurs se traduit par lggsigaliRéciproquement, les égalités impliquent I'égalité vectorielle
AM = tu et le fait que le poinM € D.

Exemple 2.6 SoitZ (0,7, 7) un repére du plan. Déterminons une équation paramétrigleedteiteD passant par le
point : A(1,—2) et dirigée par le vecteuni ‘2
Par application du théoréme précédent, une équation paiquedeD est :

{ x=1+4+3t«x cR

y=-2+5tp

2.5.5 Equation cartésienne d’'une droite

Cette représentation est aussi utilisable quamdonnait un point et un vecteur directeurde la droite en question. On
se remémorera au préalable ce qu’est une équation cartégpair la définition 2.9 page 68).

(PROPOSITION2.25 QOO Equation cartésienne d’une droite A
SoientZ(0, 7,7) un repére orthonormal du plam,p, c trois réels tels qua etp ne sont pas tous deux nuls.
1. LadroiteD passant par le poirt de coordonnéesia, ya) dansZ et dirigée par le vecteur non nul _aﬁ admet

une équation cartésienne de la forme

ax+Ppy+c=0 I

2. Réciproguement, I'ensemble des points du plan d’équatio+ fy + ¢ = 0 est une droite de vecteur directeur

ring
x
S 3. Deux telles équations représentent deux droites confmsi et seulement si elles sont proportionnelles.
Démonstration
1. On pourrait démontrer cette égalité en éliminant le pateen dans I'équation paramétrique &e Il est plus rapide de
constater que
M(x,y)eD = det(i,AM)=0
p—t _ﬁ xX= xA =
a Y- JIA
-

—(alx—xa)) +B(y—yn) =0
=  ax+Py=—-(axa+Pya)
qui correspond a I'égalité recherchée avec—(oxp +pya)-

2. Réciproquement, six +py + ¢ = 0 est une équation cartésienne d’un sous ensenibti plan et si(xp, ys) est élément
de ce sous-ensemble alors ses coordonnées vérifient féguat- By + ¢ = 0 et, pour touM(x, y) de.o/ : a(x—xp) +p(y —
ya) + ¢ =0. Donc, pour tout poirt de </, det(AM, W) =0 00" (-B,a). o7 est donc la ligne de nivedude I'applicationG
de la proposition 2.23.7 est donc, d’aprés cette proposition, la droite orthogoaalepassant pak.

3. Considérons les deux équations cartésiennes
1) apx+Pry+c1=0 et (2) apx+P2y+c2=0,

la premiere représente une drdite et la seconde une droite,. Si ces deux équations sont proportionnelles, alors taat po
M dont les coordonnéeés, y) vérifient I'équation1) (< M € D) Vérifient aussi I'équatiorR) et donc est aussi élément de
D,. Ceci prouve qu®; = D,. Réciproquement, si une droiteposséde deux représentations cartésietinest (2) alors,
ui (—P1, 1) etuz (—P2, o2) étant deux vecteurs directeurstlgils sont colinéaires et il existe dome R* tel queas = kay,

B2 = k1. Considérons un poim(xa, yp) deD et étudions les égalités

{ a xp +Pp1ya+ec1 =0
apxp +P2ya+c2=0 "’

on montre que, = kc; et donc quél) et(2) sont proportionnelles.
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Remarque 2.14 Une droite donnée dans un repére orthonormal posséde umiéifiéquations cartésiennes propor-
tionnelles.

Exemple 2.7 SoientZ (0, 7,7) un repére orthonormal du plab, une droite passant pas le poitl, -1) et dirigée
1
2

SoitM(x,y) e #.Ona:

par le vecteuu |,,. Calculons une équation cartésienneDigansZ.

x-1 1

Me % < AM et TZsontcolinéairebdet(m,ﬂ)=0<=> yi1 2

Une équation cartésienne Beest donc|2x—y—-3=0

2.5.6 Droite définie par deux points distincts

‘:04:»2x—y—3=0

Cette méthode est a utiliser pour déterminer I'équatiotésanne d’une droitqguand on connait deux points de cette
droite. Soit D une droite passant par les poimtset B de &7 de coordonnées respectives, ya) et (xs, yg) dans un
repere orthonormal direct du plan. On détermine une reptétien paramétrique ou une équation cartésiennb de
remarquant qu® admetAB comme vecteur directeur et en se ramenant & une des méthbdaspapées dans I'un des
deux paragraphes précédents.

2.5.7 Droite définie par un point et un vecteur normal

DEFINITION 2.16 © Vecteur normal
SoitD une droite du plan €& un vecteur non nul orthogonal & un vecteur directeubd& est unvecteur normaéD.

La proposition qui suit permet de calculer I'équation csiggne d’une droitguand on connalit un point et un vecteur
normal de cette droite.

PROPOSITION2.26 ©
Le plan étant rapporté & un repere orthonormal, on considerelroiteD d’équation cartésiennex+py + ¢ = 0. Alors

le vecteul u (—p,«) | est un vecteur directeur deet| v («,p) || est un vecteur normali.

Démonstration © Le fait que (-, ) est un vecteur directeur d& a déja été prouvé dans la proposition 2.25. Le vecteur
U (o, p) est par ailleurs clairement orthogonalidet est donc un vecteur normaba

PROPOSITION2.27 © Equation d’une droite définie par un point et un vecteur normal
Un repeére orthonormal étant fixé, la droidepassant par le poimt(xa, ya) et de vecteur normat (a, ) a pour équatio

a(x—xa)+P(y—ya) =0 |

Démonstration © SoitM (x, y) un point du plan. Supposons gz D alorsAM.7i =0, ce qui S'écrit aussi(x—xa)+B(y—ya) =
0. Réciproquement 1 vérifie cette égalité alors le produit scalak®l.7 est nul et les vecteursM et 7 sont orthogonaux. Le
vecteurAM dirige donc la droit@®. A étant un point de cette droite, ceci n’est possible qdé sD.

2.5.8 Distance d’'un point a une droite

DEFINITION 2.17 © Distance d'un point & une droite
SoitD une droite eM un point du plan. On appellgistance deM a D et on noted(M, D) la plus petite distance entre
M et un point deD.

Remarque 2.15 SiH est le projeté orthogonal dd surD et siN est un point deD alors, d'aprés le théoreme de
Pythagore,
MN? = MH? + HN? > MH?

Le minimum de la distance enth et un point de la droite existe, est atteintiéet vautMH.
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FIGURE 2.10 — Distance d’'un point & une droite

(PROPOSITION2.28 © R
SoitZ% (0,7,7) un repére orthonormal direct du plan. Soitine droite du plan :

o passant par un poimt(xa, ya) « de vecteur directeu
« de vecteur normak « et d’équation cartésiennec+ by + ¢ = 0.

SoitM(xp, ym) Un point du plan, alors

jdet (AN )| _ [R5 _jays + by

dM,D) = ——— =1—— =
%] 7] Va?+ 1?2

Démonstration © SoitH le projeté orthogonal diel surD.
« Par application des formules de trigpnométrie dans legleaxtHM rectangle e, on a
[ 12 s (AN, )| et (i )|

] ]

d(M,D) =HM = AM

sin (AM, TZ)

o Par ailleurs, toujours par utilisation de la trigonométtams le trianglAHM, on a aussi
|An] 171 cos(m,ﬁ) |37

7] I

——
p—

cos (AM, ﬁ)‘

d(M,D) =HM =AM

« Enfin, prenant pour le vecteur normal ® de coordonnée@, b), on a

)AM'W) _ |a(xm —xa) + B (ym — ya)| _ |axp + bym — (axa + bya)| _ |axp + bym + ¢
I7] Va2 + b2 Va2 + b? Va2 + b2

carAeD etdoncaxy +bya+c=0.

dM,D) =

2.5.9 Equation normale d’une droite

DEFINITION 2.18 © Equation normale d’une droite
On dit queax +py = ¢ est uneéquation normale d’une droitgi a? +p2 = 1.

PROPOSITION2.29 ©

SoitZ (0,7,7) un repére orthonormal du plan. Pour toute drditdu plan, il existe des réetset p tel quexcos +
ysin6 = p soit une équation normale dedansZ.

Démonstration Soitax+ by = ¢ une équation cartésienne beAlors

a + b c
X X =
VaZ+b? VaZ+b? VaZ+b?
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cosbx + sinBy = p

FIGURE 2.11 — Equation normale d’une droite

est une équation proportionnelle & notre premiére équatiest donc une autre représentation cartésienfed#nsZ. Comme

a 2 b 2
(=) =) =

il existe ( défini modul@n) 6 € R tel que

a b
cosf = etsinf = .
Va?+D? Va?+b?
Posong = a26+b2 . Une équation dB est doncxcosB + ysin® = p et cette équation est, par construction, normale.

Remarque 2.16
— Sixcos6+ ysin0 = p est une équation normale d’une drditelans un repére orthonorm), la seule autre équation

normale d&D dansZ estxcos(0 + 1) + ysin(@+m) = —p
— Interprétation géométrique deo et p : SoitD une droite du plan rapporté a un repére orthonormal dige@, 7, 7).
On suppose qub ne passe pas par l'origine de ce repére. Holi¢é projeté orthogonal d& surD et soitxcos6 +

. . . —. |cosO . . Lo
ysin® = p une équation normale d& Le vecteurn sin® est un vecteur normalla. Par conséquent, il est colinéaire

au vecteuOH. Donc(_z’,ﬁi) =0 [n]. De plus,

|0 x cos®+0xsin® - p|

d(O,D) = =|p|

co0s20 +sin®0

et donc|p| = d (0,D).
— En corollaire a cette derniére remarquexsis 6 + ysinf = p est une équation normale @eet siM est un point du
plan alorsd(M, D) = |xcos8 + ysin6 — pl.

2.5.10 Equation polaire d’une droite
Dans tout ce paragraphe, on considére un repére orthondimeet.% (0, 7, 7) et un repére polairé?, (0, u (), v (0)).

( . N
PROPOSITION2.30 © Equation polaire d’une droite passant par le pole
Une droiteD passant par le p6le du repére polaireZy a une équation polaire du type

e=%[m|

ou By est un réel. Ceci signifie que si le potest représenté par le couple de coordoniidg®dy) dansZy alorsM

est élément d® si et seulement gy = 0g.
\Réciproquement, une telle équation est celle d’'une draissant par le pole de Zy. )

Démonstration Soitu un vecteur directeur de. Soitdy une mesure de I’ang(e_f,\fi ). M est élément dB si et seulement si il

existea € R tel queﬁ/l =tu, c’est a dire si et seulement $i|,00) ou (|t],0q + ) forme un systéme de coordonnées polaires de

M.
L’'équation® = 0y [n] définie donc bien une équation polaire passantper dirigée paiii .
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( z
PROPOSITION2.31 © Equation polaire d’une droite ne passant pas par le pble
Une droiteD ne passant pas par le p&edu repére polairéZy admet une équation polaire du type

r= P
cos (0 —0g)

oup =d(0,D) et ouby = (T,ﬁi) [211], H étant le projeté orthogonal desurD.

\Réciproquement, une telle éguation est celle d’'une dreiteassant pas par le pddede Zg. )

Démonstration On utilise une équation normale de la draitet son interprétation géométrique. Comme la ditee passe pas
par l'origine, elle admet une équation normale de la foxroes 6y + y sinfy = p ou6y € R et olp # 0. Quitte a changedy enby+,

on peut méme supposer qpie 0. Si(r,0) est un systéeme de coordonnées polaires pour uniodht plan, alors les coordonnées de
M sont données da par le couplér cos6, rsin6). Le pointM appartient & si et seulement si(cosdcos By +psinBsinby) = p,
c'est-a-dire si et seulementist WP_GO) .

2.5.11 Intersection de deux droites, droites paralléles

Dans tout ce paragraphe, on considére un repére orthongfalz, 7).

~

(PROPOSITION2.32 ©

SoientD et D’ deux droites d’équations respectives+ by = ¢ et a'x+ b’y = ¢’ dansZ ou (a, b) € R?\ {(0,0)} et
(a',b") e R*\ {(0,0)}.
— D etD’ sont paralléles si et seulement si les coupdes) et (a’, b’) sont proportionnels, c’est a dire si et seulement si

!
Z Z, =0 (Dans ce cas soit les deux droites sont confondues soitrlearsection est réduite a I'ensemble vide).
- SiD etD' ne sont pas paralleles, elles ont un unique point d’intéim®c )

Démonstration © Les vecteursi (-b,a) etu' (-b',a’) sont, respectivement, des vecteurs directeurd éeD’. D etD’ sont
paralléles si et seulement si ces deux vecteurs sont coésga’est a dire si et seulement si

_ _1n
ab ; ‘=—Im'+ab'=0.

/

Cette derniére quantité étant éga e% Z, , la premiere partie de la proposition est démontrée.
. . , R , o . ax+by =c
Si par ailleur® etD’ ne sont pas paralléles, alars' —ba' # 0 et, d’aprés la proposition 2.21 page 75, le syst me y ,
ax+by =c
posséde une unique solution :
_bce-bd
" ab - by’
_ac' - aﬂc ’
y = ab' — ba'

2.6 Cercles

2.6.1 Définition

DEFINITION 2.19 © Cercle
Le cercle de centré&) et derayonR = 0 est 'ensemble des points du plan situés a une distameQ :

fte 7+ [ )

Ce cercle sera noté(Q,R).

2.6.2 Equation cartésienne d’un cercle

Dans tout ce paragraphe, on considére un repére orthonﬂ’t@aﬁ,?).
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FIGURE 2.12 — Equation cartésienne d’un cercle

(c - : .
PROPOSITION2.33 QOO Equation cartésienne d’'un cercle

Une équation cartésienne du cercle de cesnl{rga et de rayorR >= 0 est donnée par

(x—)?+(y-Pp)* =R?

ou sous forme développée

¥ +y* —20ax-2By+o® +p*-R*=0

Réciproquement, si un sous-ensemble du plan satisfaitelleeétjuation, alors ce sous-ensemble est le cercle de rayon
\R et de centre). )

Démonstration © Appelons? le cercle de centr@ ‘g et de rayorR > 0.

— — 12
Supposons qul (x, y) est un point d&’. Alors ”QMH =R et élevant au carrHéQM" =R? ce qui s’écritlx —a)? + (y—p)® = R2.

— 12 —
Réciproquement, si les coordonnéesvife, y) vérifient(x - «? + (y —f)? = R? anrsHQMH =R? et "QM" =R. Par suiteM € €.

PROPOSITION2.34
L'équationx? + y? — 2ax—2py +y = 0 représente :

1. L'ensemble vide si® + % —y <0.
2. Le cercle de centr@(a,p) et de rayorR = \/a? +p2 -y sia? +p% —y = 0.

Démonstration Remarquons que
x? +y2 —2ax-2py+y= (x—a)? + (y—[f))2 —o? -p? +Y.

Sia? +p% -y <0, cette équation cartésienne ne peut avoir de solutionnSotoapplique la proposition précédente.

2.6.3 Représentation paramétrique d’un cercle

(PROPOSITION2.35 @ Représentation paramétrique d’'un cercle )

Soit Z(0,7,7) un repére orthonormal. Le cercle de cernb,p) et de rayorR > 0 admet comme représentatipn
paramétrique

x =a+RcosH
0eR

y =P+Rsind’

XM =a+RcosOy

(Ce qui signifie quéM € € (Q,R) © 30 € [Rz{
(.

ym =P+Rsin®p "

Démonstration SoitM(xy, ym) tel qu'il existe un réeb vérifiant :

XM = a+RcosBg
yMm =P +Rsin0B °
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FIGURE 2.13 — Représentation paramétrique d’un cercle

On vérifie facilement queéxy;, yn) Vérifie 'équation(x — w2 + (y —p)? = R?.
Réciproquement, sdil xy, ym) € € (Q,R). Les coordonnées dé vérifient(xy —o)? + (yv—p)? = R?. Posons: = %22 eth = J’Tﬁf’.
Commea? + b? = 1, il existe un réeb tel quea = cos8y etb =sinfy. Donc

xpM = a+RcosBg
yMm =P +RsinBy

2.6.4 Equation polaire d’'un cercle passant par I'origine dun repére

~ . . . Rt A h
PrROPOSITION2.36 © Equation polaire d’'un cercle passant par 'origine d’un repére

SoitZ(0,7,7) un repére orthonormal. Sdit(a, ). Le cercle? de centre, passant pad et de rayorR > 0 admet
comme équation polaire

| r =2acos0+2psin0

ou, de maniére équivalente

| r =2Rcos(0—0g)

ou (R, 0p) est un systeme de coordonnées polaires four
Réciproquement, toute équation de la forme2acos6 + 2 sin6 est I'équation d’'un cercle de centtEq, ), passant
(par l'origineO de % et donc de rayor \/a® + .

J

Démonstration Soit% un cercle de centi@, passant pab et de rayomR > 0. Comme0 est élément d&, € admet une équation
cartésienne de la formec? + y? — 2ax - 2py = 0. Remplagcank parr cos8 ety parrsin®, on obtient :

x? +y2 —2ax—-2py =0
— - 2r(acos0+psinB) =0
r=2acos0+2fsin® (1)
— ou
r=0 (2)
La seconde équation admet pour ensemble solution le samgf@t. La seconde peut étre ainsi réduite (RsBy) est un systeme de
coordonnées polaires pofy; r = 2Rcos(0 - 0g) est équivalente &). Comme le poinD vérifie cette équation (polir= 0 + %),
les deux conditionél) et(2) se résument @) r = 2acos6 +2psin® ou encore- = 2Rcos(0 — ).

Réciproquement, si un ensemble du plan admet comme équati@iner = 2acos0+2fsin 6 alors c’est le cercle de centtEa, )
et passant pab.

2.6.5 Caractérisation d'un cercle par 'équationMA.MB = 0

4 =~ - N
PrROPOSITION2.37 © Caractérisation d’un cercle par I'équation MA.MB = 0

SoitZ(0,7,7) un repére orthonormal. Soiefitxa, ya) etB(xs, ys) deux points du plan. Soif 'ensemble des poin{
M du plan vérifiant

7]

MA.MB = 0.
Alors % est le cercle de diamétrB. Une équation d&” est donnée par

(x—xaA)(x—xg)+(y—ya)(y—yB) =0
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FIGURE 2.14 — Caractérisation d’un cercle par I'équatddA.MB = 0

Démonstration Soitl le milieu de[A,B]. Pour tout poinM du plan :

MA.MB =0

(Wi +IR). (Vi + 78) - 0
MIMI + (TA +IB).Mi + IB.IA = 0
MI% -1A% =0

IM=1A

Lol

carlA+IB = 0. En résumé, V1 est élément d& alorsIM = 1A, c'est a direM appartient au cercle de diamens.
Réciproquement, il est élément du cercle de diamétig alorsIM = IA et remontant les implications précédentes, on montre que
Me%.

Remarque 2.17 La précédente proposition est une reformulatiortfttoréme de la médianesu au collége :« Un
triangle est rectangle si et seulement si un de ses coté eshmmétre de son cercle circonscrit ».

2.6.6 Intersection d'un cercle et d’'une droite

D
D
D \
FIGURE 2.15-d(Q,D) >R FIGURE2.16 —d(Q2,D) =R FIGURE 2.17 —d(Q,D) <R

(PROPOSITION2.38 ©
SoientD une droite e’ (2, R) un cercle de rayoR > 0.

1. Sid(Q,D)>RalorsDn% = 2.
2. Sid(Q,D) <R alorsDn % est formée de deux points distincts.

3. Sid(Q,D) =R alorsDn % est constitué d’'un unique point. 81 est ce point, on dit qu® estla tangente ay

cercle% au pointM. M est le projeté orthogonal de surD.
- J

Démonstration SoientD une droite e%’ (Q,R) un cercle de rayoR > 0 et de centre).

1. Sid(Q,D) >R, il ne peut y avoir de point d’intersection entfeetD.
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2. Sid = d(Q,D) <R, nommonsH le projeté orthogonal d& surD. Pour tout pointM de D, QM? + HM? = QM?, soit
d% +HM? = QM?2. M est élément d& nD seulement sion a a la fofM? = R? etHM? = QM? — d?, c’est a dire seulement
siHMZ = R% — d2. Supposons qu& oriente la droiteD, il y a alors deux possibilités pot, elles sont données par

HM = +VR2 - 24

Réciproquement, les deux poitisdonnées par cette derniére égalité sont bien élémeftada.

3. Supposons enfin quiQ, D) = R. Cette distance est celle enfeeetH, le projeté orthogonal d@ surD. H est donc élément
de?@ nD et c'est le seul élément possible de cette intersection.

e z . . .
PROPOSITION2.39 © Equation cartésienne de la tangente a un cercle

SoitZ(0,7,7) un repére orthonormal. St un cercle de centr@(a,p) et de rayorR > 0. ¥ admet comme équatign

cartésienne :
¥ +y* —20x—2By+Y=0

(avecy = o +p? — R?). La tangente & enM(xo, yo) € ¢ admet pour équation cartésienne

XoX+ Yoy —alxo+x)—P(yo+y)+y=0

- J

Xp —«&
Yo—Pp
tangente si et seulement@My.MoM = 0. On obtient ainsi une équation cartésienne de la tangetiterdV :

Démonstration Un vecteur normal a la tangentééaenMy est donné pafiM, . Un pointM ; est élément de cette

(xo —a)(x—x0) + (yo —P)(y—y0) =0 (%)

Soit en développant :
xx0 +yyo —alx —xp) —B(y - y0) —xé —J’g =0

CommeM, ;0 est élément de cette tangervt§,+ yg —2axp —2Pyo +Y =0 et I'équation cartésienne de dépar} est équivalente a
0

Xox+yoy—alxg+x)—P(yo+y)+Y=0

En résumé

1 Il convient d’avoir bien compris :
— l'utilité du produit scalaire
— ['utilité du déterminant
et les différentes méthodes pour les calculer.
2 |l faut savoir effectuer des changements de repere, vousreaz an grand besoin en physique.

3 |l faut savoir calculer rapidement et sans hésitation :
— [I'équation cartésienne
— I'équation paramétrée
— I'équation polaire
d’un cercle et d’'une droite.
4 il faut aussi savoir calculer la distance d’'un point & unetdret I'aire d’'un parallélogramme dans le plan avec le
déterminant.
5 Auterme de ce chapitre, vous devrez savoir organiser deglsalfin de pouvoir les effectuer dans des conditions
optimales.
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2.7 Exercices

/\ Attention 2.8 Penser & dessiner, cela aide souvent a résoudre un exercice.

2.7.1 Produit scalaire et déterminant

Exercice2.1  Q
Soientu etV deux vecteurs du plan. Développer :
-  — 2 —_ =2
1L ||u+7| - |u-7|"

2. det(T+ 7,7 -7)

Solution :
1. Comme le produit scalaire est une forme bilinéaire syiaqég; on a, pour tous vecteudset b du plan :
—_ — |2 —_ g -
I@|1°-|%| =@+ 51@-b) donc

QuRD)
4{u|v)

|z +7 -7 -7

2. De méme, comme le déterminant est une forme bilinéairesgmtétrique alternée, il vient :

—

det(u+7v,u-7v) = 2det(u,v)

Exercice2.z  Q
SoientA, B etC trois points du plan. Montrer que :

det (E,A_é) =det (B_()],ﬁ) =det (a&,(ﬁé)
1. En raisonnant géométriquement.
2. En utilisant la bilinéarité et I'antisymétrie du prodsdalaire

Solution :
1. Orientons le triangl&BC dans le sens direct. On peut choisir une détermination [@arispour les trois angle
(H%,A_é , CTA,CTS), I?C,lg\). Les trois déterminants sont alors positifs et sont de ghagwen égaux au double
de l'aire du triangleABC, ce qui prouve les égalités.

[72)

2. D’aprés la relation de Chasles et en utilisant la biliftéat I'antisymétrie du produit scalaire :

det (HS,A_Q det (Hs,ﬁ% + BT:)

= det (Hé,ﬁé) +det (ﬁé, B_C))
= —det (ﬁ, I?C)

= det (ﬁ:, lﬁ\) .

On prouve de méme la derniére égalité.

Exercice 2.3 Q
Dans le plan, on considére un parallélogranMBED. On noteE le pied de la perpendiculaire menée@a (AB). On

noteF le pied de la perpendiculaire menéea (BD). Montrer queﬁiﬁ: = |BC||? + BA.BE.

Solution :  Faire un dessin! Calculons
BD.BF — BA.BE = BD.(BC + CF) — BA.(BC + CE)
= BD.BC-BA.BC
= (A_BS + ﬁ).l?c)
= AD.BC
=BC.BC
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Exercice 2.4 QO

SoitABCD un parallélogramme. Montrer que

AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + DA2.

Solution : Soitl le milieu de[AC] et donc aussi le milieu d8D].

AB? + BC? + CD? + DA% = AB.AB + BC.BC + CD.CD + DA.DA
=(KI+1T3).(XI+1?I)+(1?1+1?:).(1?1+1?:)+(€1+1T)).(€1+1T))+(51+17x).(1§1+17x)
= AI? +1B% + 2ALIB+ B2 +IC? + +CP+ID%+ +DI? +1A% + 2DLIA
= 4AT% + 4BI? + 2ALIB + 2ALID +
=AC2+BD2+2K1.(I_I§+IT))+
= AC? + BD?

2.7.2 Coordonnées cartésiennes dans le plan

Exercice 2.5 Q

Calculer une équation cartésienne puis une équation paigoede la droite :

1. passant pax(2,1) et de vecteur normat = (1,—-1).

2. passant pax(—1,0) et de vecteur directeltf = (1,-2).

3. passant pak(1,2) etB(-2,3).

4. passant par l'origine et paralléle a la dr&ite: x+y—-1=0.

. L . =1+2¢
5. passant pax(1,1) et perpendiculaire a la droite’ : {x N ;teER.

y =1+t

Solution :
1.

. Comme2 est dirigée pani elle admet comme vecteur normal celui de coordonées-1) ou encoren =
(2,1). Une équation d& est donc de la formex+ y+c =0 ol c e R. CommeA € 9, il vient quec =2 donc|
2 . . x =-1+¢
9 :2x+y+2=0. Une équation paramétrique @eest? : { oy teR.
y ==

. CommeéA etB sont des points dg, le vecteuAB = (-3,1) dirige et le vecteuni = (1,3) dirige@. Une équatio

. Un vecteur directeur d@' estn = (2,1) qui est normal & car les deux droites sont perpendiculaires.

Comme? admetnn comme vecteur normal, une équation cartésienri dst de la forme—y+c = 0 avecc € R.
CommeA e, onac=-1et2 :x—y-1=0. Un vecteur directeur @ est celui de coordonné@s1) donc une

P ] A X =2+t
équation paramétrique deest? { oy ;teR.
y =1+

cartésienne d@ est alors de la forme+3y+c =0 avecc € R. CommeA € 9, on trouve que = —7 et finalemen

. . . s x =1-3¢
9 :x+3y—7=0. On trouve par ailleurs qu’'une équation paramétriqu® aest2 : { . ;teER.
=2+

. Commez et2' sont paralléles, le vecteu = (1,1) normal a2’ est aussi normal @ et donc une équatid
cartésienne d@ est de la formec+y+c=0 avecce R. CommeO e 2, c=0 et2 :x+y=0. Un vecteuf
. . - . . - X =-t
directeur & estu = (-1,1) et une équation paramétrique@deest® : { L teR.
y =

équation dey est donc de la formex+ y+c =0 avecc e R. CommeA € 2 alorsc =-3 et9 :2x+y-3=0.Un

=1-t¢
;TER

. — L . - x
vecteur directeur d@ estu = (—1,2) donc une équation paramétrique@lest : { Le2p
=1+

Une

Calculer une équation cartésienne de la di@ité¢'équation parametrlqu%
y

Exercice 2.6 Q
=1-t
=2-3¢
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Solution : On pourrait lire sur I'équation paramétrique @eles coordonnées d’un point et d’un vecteur directedr de
9. Procédons autrement :

x =1-t ro=1-x 2-y
= 2—y :l—szz—3x+y+1=0

etdonc? :-3x+y+1=0.

Exercice 2.7
On rapporte le plan a un repére orthonormal direct. On censiés pointa(—1,-1), B(2,3) etC(3,-3).

1. Calculer I'aire du trianglaBC.

2. En déduire la distance dea la droite(BC).

3. Former une équation de la drofteB).

4. En déduire la longueur de la hauteur issu€ @ retrouver l'aire du triangl&BC.

Solution :
det(AB,AC
1. L'aire deABC est donnée par|:e(27)| =2-/1]
2. SoitH le projeté orthogonal d& sur(BC). (AH) est donc une hauteur d8C et I'aire deABC est aussi donnge

11v37

par : B2 CommeBC = /37, on trouve | AH —

3. Le vecteuAB (3,4) dirige la droite(AB). Par conséquent, une équationAB) esl‘ —4x+3y—-1=0 ‘

4. La longueur de la hauteur issue @eest la distance d€ a la droite(AB). Par conséquentd (C,(AB)) =
22

Sx —
—4xc+3yc—1 22 . . . AB x d (C, (AB
% =5 | L'aire du triangleABC est alors donnée par-—— ; Gl _ > & =[11]

Exercice 2.8 Q
-2

PN \ Saa 1
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal, on cons:dsrmdmtsa‘_ 9 etB‘ 3 -

1. Ecrire une équation cartésienne de la droii).

2. Déterminer la distance du poia i a la droite(AB).

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogna@éC sur(AB).
4. Retrouver la distance du poibta la droite(AB) en utilisant la question précédente.

Solution :

1)

1. SoitM ; un point du plan. Il appartient & la droit&B) si et seulement slet(AM,AB) = 0, ce qui donne un

équation cartésienne de la draiB) : | (AB) :5x+3y+1=0 |

[5+3+1]| 9
2. Avec la formule du coursi(C, (AB)) = —— = —.
V52 +32 V34
— g . . . =1+5¢
3. Commen = (5,3) est normal &AB), il dirige (CH) et une équation paramétrique@al) est(CH) : {x ) * o
y =1+

Les coordonnées dé sont solutions du systéeme :

X =1+5¢
y =1+3t.
5x+3y+1 =0
On trouvet = -9/34, x=-11/34 ety =7/34. DoncH (-11/34,7/34).
4. Il suffit de calculer la norme deH = (45/34,27/34), on trouve”CTIH =/81/34=9//34.
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Exercice 2.6  QQ
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on cons:depemm{z‘ . Parmi toutes les droites passant par

’ . . s g . -1
déterminer celles qui sont a distaricdu pointA 4

Solution : On peut décrire toutes les droites passanfpg@auf la droite verticale) a I'aide d’un seul parameétre datp
m. L'équation cartésienne d’une telle drof#g, est dondy —2) = m(x—1), c’est-él-dire* D cmx—y+2-m)=0]|.
La distance du poirk a la droitez,, est alors donnée par la formule :

-m—-4+2-m 2lm+1
d(A,@m)=| |: | |

m2+1 m2+1

Cette distance vaatsi et seulement gi(m + 1)> = m? + 1, c’est-a-dire8m? + 8m +3 = 0, et on trouve les deux pentes

—4+V7 —4—V7
3

solutions,m; = . On vérifie ensuite que la droite verticale passantpae convient pas en
écrivant son équation cartésieme 1 et en calculant la distance dea cette droite qui valzt.

etmy =

Exercice 2.1C  ©
Calculer la distance du pointa la droite dans les cas suivants :

1. A(0,0) et passe paB (5,3) et est dirigée pati (1,2).
2. A(1,-1) et passe paB(-1,1) et est perpendiculaired (2,3).
3. A4,1) etZ est la droite d'équation cartésienne 2y +3 = 0.

Solution :
N |det(l§i,7)‘ _ 7\/5
1. dAD) = =
_ |ﬁ'ﬁ| _ 2/13
2. d(A,@)— W =13

3. d(A2) = 7““\2%“3' =955

Exercice 2.11  ©
Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct, on comsitis 4 point$\ (-1,3), B(-6,-2), C(2,-6) etD(3,1).

1. Montrer quAABCD est un trapéze.

2. Calculer les coordonnées de l'intersection de ses diagsn
3. Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires.

4. Calculer l'aire deABCD.

Solution :

1. CommeAD = (4,-2) etBC = (8,—4) il est clair queB_é = 2AB et que les droite\D) et (BC) sont paralléles. Par
suite,ABCD est un trapeze.

2. On calcule une équation cartésienng &le). Cette droite est dirigée p&Té = (3,—9) ou encore par le vectelr
U = (1,-3). Un vecteur normal & cette droite est dame= (3,1). Une équation cartésienne ghC) est donc dg
la forme3x + y+ ¢ = 0 avecc e R. CommeA € (AC), il vient quec = 0. Donc(AC) : 3x+y = 0. On montre de
méme quéBD) : —x+3y =0. On remarque que ces deux droites passent par I'originegéuegalonc leur poir
d’intersection esD.

3. Un vecteur normal 8AC) estn = (3,1) et un vecteur normal @D) estn’ = (-1,3). Il est clair quen -1’ =0 et
donc que les diagonales sont perpendiculaires.

4. On utilise la formule vue au college. Si désigne I'aire deABCD alors «f = (petite base grande bagex
hauteur2. On sait quepetite base “Hﬁ“ =2+/5 etgrande base HB_C)H =4+/5. De plus

D

~

- -5 8 1 2
‘detAB,BC‘ -5 —4 -20 1 -1 60
IBCI 4y 45 45

hauteur=d (A, (BC)) =

etof =45.
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Exercice 2.1z  ©
On considére deux droités et2’ d’équations respectives :

D:3x+4y+3=0etD’": 12x-5y+4=0

1. Montrer que ces deux droites sont sécantes.
2. Déterminer une équation de chacune de leurs bissectrices

Solution :

1. Un vecteur directeur de estu (—4,3) et un vecteur directeur d&’ estu’ (5,—12). Ces deux vecteurs ne sq
pas colinéaires donc ces deux droites ne sont pas paralléles

2. SoitM(x,y) un point du plan. On a la série d'équivalences :

M est un point d’'une des bissectrices aux deux droites
dM,2)=d(M,2')
[3x+4y+3| |12x-5y+4|

5 13
13(3x+4y+3) =5(12x—5y+4) ou13(3x+4y+3) =-5(12x—-5y +4)
—21x+77y+19=00U99x+27y+59 =0.

1111

Donc les bissectrices ont pour équatie@lx+77y+19=0 | et/ 99x+27y +59=0|

Exercice 2.15 Q09 Bissectrices de deux droites
On considere deux droités et2' non paralléles et d’équations normales respectives :
xcos0+ysin@—p=0etxcosd +ysin® —p' =0

oup,p'eR etf,0' eR,0#0 [n].

1. Déterminer une équation normale de chacune de leurshisss’.

2. Montrer que sii etu' sont des vecteurs unitaires qui dirigent les draitest2’ alors les vecteurs + u' et

u - u' dirige chacune de ces deux bissectrices.
3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires

Solution :
1. SoitM (x,y) un point du plan. On a la série d'équivalences :

M est un point d’'une des bissectrices aux deux droites
—dM,9) = d(M,@’)
|xcosB+ ysin® - p| B |xcos®’ + ysin®’ - p/|

cos20+sin?®  cos2® +sin?6/
< |xcos0+ysin®—p| =|xcos®' + ysin®' - p'|

/

< xcosB+ysinO—p=xcos® +ysin®' —p’ ou xcosb+ysinh—p=—(xcos® +ysind' - p’)

< (cosB—cost’) x+ (sin@—sinb’)y=p-p' ou (cosO+cos®)x+(sin6+sind)y=p+p’

. 6+0" | 0-0 0+6" | 06-0 / 0+6' 0-0' . 6+0 6-6' '
< —-2sin—sin—x+2co0S—sSin—y=p—p OU 2C0S— COS—X+2SiIn—COS—Yy=p+p
2 2 2 2 2 2 2 2

o o+0  2(p-p' 0+6' o+0'  2(p+p’
s x+c0s+—y=M ou  cos— x+sin+—y=M
2

< —sin i 7
2 sin % 2 2 cos %

ce qui est licite cab # 0' [n]. Les équations des deux bissectrices sont donc :

. 0+0 o+ 2(p-p) 0+0' _6+0  2(p+p)
—sm—x+cos—y=T Cos—x+sm—y=T
2 2 sin =5~ 2 2 cos -

Ces deux équations sont de plus normales.

1. Rappelons qu’un point est sur une bissectrice de deutedrsi et seulement si les distances de ce point & chacuneuesmites sont égales
2. Voir la note 1
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2. Commeu etu’ sont unitaires, on peut supposer gile: (cos6,sin6) et queu’ = (cos®’,sin0’) alors

/

- = . . 0+0" . 0+0'
U+ u' = (cosB+cosd’,sinf+sinb’) = 2cos (cos ,sin )
2 2

qui dirige clairement la premiére bissectrice. De méme :

- - ) ) .00/ . 0+0'  0+0'
u—u'=(cosb-cos®’,sinf—sin6’) = 2sin (—sm ,COS )
2 2 2

qui dirige la deuxiéme.

3. Comme(i +u'). (i - ') =||@|* - | @’'||* = 0, les deux bissectrices sont perpendiculaires.

Exercice 2.14 Q0
Dans le plan, on considére trois poiatsB etC non-alignés. Une droit® coupe les droite@8C), (AC) et(AB) enA’,
B’ etC’ respectivement. P& on méne les paralleles(AB) et(AC) qui coupent respectivement aux poiltgtF la
paralléle &BC) menée pah. Montrer que les droite®'E) et (C'F) sont paralléles.
Indication 2.8 : Le probléme est indépendant du repére choisi, & vous donfeaigircun bon repeére...

Solution :  Faire un dessin!
— Choix du repére : # = (A,AB,AC). Dans ce repere,

0 1 0 . . .
0’ B‘ 0’ C‘l. CommeB' est sur la droitgAC), il existeb e R

tel queB’ 2 De méme, il existe € R tel queC’

c
0"

— Equation cartésienne de la droitez = (B'C') : un pointM‘; est sur cette droite si etseulemerdai(ﬁ,lﬁ) =0,

c'est-a-dirg (B'C) : bx+cy—bc=0],

— On calcule de méme ['équation de la draBe€) et I'on trouvei (BC) :x+y—-1=0]|.

— Coordonnées deA’j : puisqueA’ est sur la droiteB'C’) et sur(BC), ses coordonnées vérifient le systé
c(l-b)

+ =1 . N . . R
s . On en tirgl A’ b(cl_—b ) | On remarque que le cas @= ¢ correspond a une droite paralléle
bx+cy =bhc g

b-c

a(BC) ce qui est exclu par I'énoncé.
— Equation cartésienne de la droite’, paralléle a(BC) passant parA : on trouv.

c(1-b)
— Coordonnées deE : il existeA € R tel QueE = A’ + AAB, c’est-a-dir * T b(Cl—_bC) " )\. PuisquéE€ 2', x+y =0
b-c
b(l-oc)
et on en tire QUEE b(cl_—bc) |
c—-b
c(1-b)

— Coordonnées dé& : de la méme fagon, en écrivant A' + AAC , on trouve queF CC(I— b b |
" c-b

b(l-c¢) c(l-c)

— Pour montrer quéB'E) et (C'F) sont paralleles, calculo n8'E b(cb_—bl) et| C'F Cc(l‘ —bb) . Ensuite, calculons e

c—b c—b

déterminant det(ﬁ, C_’IE) =
Le résultat est montré.

1
(c—Db)?
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Exercice 2.15 09
On considére un poirtt) ())\ de I'axe(Ox) et un pointB) a 2 A de I'axe(Oy).

1. Ecrire I'équation cartésienne de la médiatrice du segfaB, .

2. Montrer que lorsqug varie, cette médiatrice passe toujours par un point fixe.

Solution :

1. SoitM ; Le pointM appartient a la médiatrice d#&,,B,] si et seulement $i(A),M) = d(B),M), c’est-a-dire sj

et seulement gix— \)? + y> = x*> + (y—a+ )\)2. Ceci amene ['équation cartésienne

Dy: 2Ax+2A—a)y -2 a+a* =0

. 2 . N .
2. On remarque que le poii Z; 9 appartient a toutes les droites.

Exercice 2.1¢€ VIV

On considére dans le plan euclidien un triangle équilat&8il). On choisit un repére orthonormé d’origine le milieu
— AB -
de[AB], avec le vecteui = —— dans lequeh Oa etB
I ABI|

a
0 aveca > 0.

1. Déterminer les coordonnées du pdaint
2. Ecrire les équations cartésiennes des drok€s et (BC).

3. Montrer que sM est un point intérieur au triangle, la somme des distancés dehaque c6té du triangle est
constante.

4. Retrouver ce résultat en partitionnant le trianglt& en trois triangles dont on déterminera les aires grace au
déterminant.

Solution :

—_ . . . — N . 0
, on calculg|AC||? = ¢? + a* qui doit valoir||AB||? = 4a*> d’oti I'on tire ¢ = v/3a et doncC J3a’

3a

1. sic|®
C

2. SoitM’; un point de la droitg¢AC). Il doit vérifier det(AM, AC) = 0, d’oul I'on tire

(AC) : V3ax - ay+ V3a® =0

et de méme

(BC) : V3ax+ ay— V3a® =0

3. Soit un poinM j intérieur au triangle. La distance tea la droite(AB) vauty (y =0). Appliquons la formule

du cours pour calculer la distanceea la droite(AC) :

|\/§ax—ay+ V3ad?| B \/§x—y+ V3a
V3a?+a? 2

On a utilisé que le poirtl était a droite de la droiteAC) pour enlever la valeur absolue. De méme,

|V3ax+ay—-v3a?| —V3x-y+V3a
V3a? + a? 2

La somme des trois distances est constante etwauit

d(M,AC) =

d(M,BC) =
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4. SiU,V etW sont trois points du plan, on notetgyyw l'aire du triangleUVW. On a :

d(M, (AB)) +d M, (BC)) +d (M, (CA))
‘det (m,@)‘ ‘det (W,B_C)” ‘det (C—l\)/I,C_A)‘
— + — + —
|28 |5¢] <A
N + G+ 3

ou.<, estl'aire du parallélogramme porté par les vectaviset AB, % est l'aire du parallélogramme porté [
les vecteur8M etBC et est l'aire du parallélogramme porté par les vectéivset CA. Mais <) = 2.9/ as,
ot = 290 pc etats = 2ahca. Donc :

d M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) = 2 (e/MmaB + 2MBC + Mca) = 2.9ABC

har

ce qui prouve que la somme des trois longueurs est constante.

Exercice 2.17 VIV

Dans le plan, on considére un trianghBC) et on notd le milieu du segmenBC]. Une droite passant paicoupe

les droiteAB) enD et (AC) enE. Déterminer le lieu des points d'intersection des drdig&s et (CD).

Solution :  On se place dans le repépeﬁ,A_C)). Danc ce repére

. L |1/2
1. le pointl a comme coordonnela'ﬁj ;

2. la droite passant p&r admet comme équation cartésienfig=1/2) = A(x—1/2) avecA # 0 (puisque cette droif
n’est pas paralléle @B) ni a (AC).
3. les coordonnées des poilt®tE sontD|1/2—1/2A, E 1/2 E \/2
4. la droite(BE) admet comme équation cartésienfie=\)x+2y=1-\
5. la droite(CD) admet comme équation cartésiena&x+A—1)y=A—-1.
A-1 2

6. l'intersection de ces deux droites est formée du powm .')\)\“L_ll = )\+21 (les deux droites ne sont p|

-—  |-l+—

A+1 A+1

paralléles lorsqui # —1).

. ) . . o A-1 L
7. Le pointM est sur la droite d’équation+ y = 0. L'application\ — il étant une bijection dR \ {0} vers
R\{-1,1}, on trouve tous les points de cette droite sauf ceux d’asstist—1.

D

Exercice 2.1& (V)

On considére dans le plan euclidien un triangle iso@&€) avecAB = AC. On considére un poifi qui varie sur le

. — 11— . s
segmentAB] et un poinE sur le segmerBC] tels qUED'E = EBC ouD' est le projeté orthogonal d&sur(BC). Par

le pointE, on méne la perpendiculaire a la drdift). Montrer que cette droite passe par un point fixe

Solution :  On choisit le repére orthonormé tel quF;, B‘_Ob etC’g. NotonsD"g, on a alor&® )\J(;

A
a\+ ab | puis I'équa
2

I'équation cartésienne de la droit&B) : | ax—by+ab=0 | les coordonnées du poibt: | D

a\+ab

tion cartésienne de la perpendiculaireken| —bx + y+b(A+b)=0|. On peut voir cette équation comme

polynébme e\ :

A[b+ %] +[b(b-x) +ay] =0

b. On détermine

un
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Il suffit d’annuler le coefficient de et le coefficient constant pour voir que cette droite pass@tws par le point

0

N _w2ral

Exercice 2.1¢ VIV

Dans le repére canonique du plan, on considére deux pointsssaxesA 3 etB‘a?)\. On noteC le point tel que

(OACD) soit un rectangle. On no, la perpendiculaire a la droitAB) passant pat. Montrer que la droit&), passe
par un point fixe a déterminer lorsqhevarie.

. A . = . 2 . L >
Solution: C a N’ Pour obtenir I'équation cartésienned@g, on traduitCM.BA = 0 et I'on trouve

D\ Ax+(A—a)y—-2a\+a’=0

que I'on peut écrire comme un polynémelen

Ax+y-2a)+(—ay+a®) =0.

En considérant le poin ; avecx ety qui annulent les deux coefficients de ce polynéme, on trogipeint fixg 1 al

Exercice 2.2( (V)
Déterminer l'intersection des droites etD :

r+2

=
It

= 2t-1
D { "~ =l R Dy teR
y = —t+2 y = 3t+1
Solution :
1. On prend deux paramétres distinctet u et on égale les abscisses et ordonnées pour obtenir le gy/sfem
2t—-1 = 2 . 2t — = . 1 L 1 13
g ur dou t-u 3 dou-7u=1etu=-=. 0Onendéduitt=-=-+2=— et
—t+2 = 3u+1 -t-3u = -1 7 7 7
.
y==3 v 7
2. u(2,-1) est vecteur directeur dg;, doncii(1,2) est vecteur normal de;. Donc une équation cartésiennelle
estx+2y = k. k est déterminé en écrivant que (paut 0) M(-1,2) € D; soitk = —1+2 x 2 = 3. Maintenan
on traduit : un point d®, vérifie cette équation dB; : t+2+23t+1) =3 soitt = == et on conclut commge
ci-dessus.
Moralité : L'intersection de deux objets géométriques aidbien lorsqu’un est défini en paramétrique et I'ajtre
par équation cartésienne.

2.7.3 Géomeétrie du triangle

Exercice 2.21 Q00 Centre du cercle circonscrit d’'un triangle et médiatrices
SoientA, B, C trois points non alignés du pla#. Montrer que les médiatrices du triangNBC sont concourantes en
un pointO centre du cercle circonscrit au triangle :
1. En utilisant la définition et les propriétés de la médiatd’'un segment.

2. En effectuant des calculs dans un repére bien choisi.

Solution :

1. La médiatrice du segmemB] admet comme vecteur normeas, celle du segmeniAC] admet comme vecte
normalAC. Les pointsABC étant non alignés, ces deux vecteurs ne sont pas colinéidesic ces deux méd
atrices ne peuvent étre paralléles. Elles se coupent alaug @oint qu’on noter®. On a :0A = OB = OC. On
déduit de ces égalités queest le centre du cercle circonscrin8C et queO est élément de la médiatrice
[BC]. Par conséquent, les trois médiatrices du triangles somieoantes ef.

ur

de
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2. On peut aussi proposer la solution calculatoire suivadtepeut choisir un bon repére orthonormé dans lequel

2 IF A . J1bl2
les coordonnées de B etC sontA g, B g, C S Les milieux des cotés du triangle ont pour coordonn@%%{z ,
2 b)/2 . . . . . . L .
B’ Z// 2 ¢ @ +0 )/ . Les perpendiculaires issues respectivemeft dg’ etA’ ont pour équations cartésiennes :
a+b a’-c? b’ - c?
X = , —ax+cy+ 2 =0, —-bx+cy+ =0
28R , (a+Db)/2
et on vérifie qu’elles passent par le pai l; 12+ abl2¢ |
Exercice 2.2z Q09 Centre de gravité et médianes d’un triangle

SoientA, B, C trois points non alignés du plaa. SoientG l'isobarycentre dABC.
1. Soitl le milieu de[BC]. Montrer queA_G) = %Ki. En déduire qué est élément de la médiane ABC issue de\.

2. En déduire que les médianes du triarfg¥€ sont concourantes én

Solution :
1. CommeG est I'isobarycentre daBC, on a :GA+GB +GC = 0. Utilisant la relation de Chasles, on en tire :
GA+GA+AI+IB+GA+AI+IC = 0 c'est-a-dire 3GA+2Al= 0 d'ou la relation annoncée. La médiane issu¢ de

A étant la droitdAl), il est alors clair qué& est élément de cette médiane.
2. On démontrerait de méme que] siésigne le milieu d¢AC] etK celui de[AB] : BG = %ﬁi etCG = %a& Le
pointG appartient donc a la médiane ABC issue deB et celle issue d€. Les trois médianes de&8C sont dond
concourantes €@.

Exercice 2.2z Q0 Centre du cercle inscrit a un triangles et bissectrices
SoientA, B, C trois points non alignés du pla#. Montrer que les trois bissectrices intérieures du triangIC sont
concourantes en un poiKtdu plan et ce que ce point est centre du cercle inseit@ (c’est a dire le cercle tangent
aux trois c6tés du triangle).

Solution : Notonsdy, dg etdc les bissectrices intérieures ABC issues respectivement deB et C. Les pointsA,
B et C n’'étant pas alignésj, etdg ne sont pas paralléles et se coupent en un goidti plan. Par définition d’une
bissectrice, on ad (K, (AB)) = d (K, (AC)) = d (K, (AB)) = d (K, (BC)). Par conséquend, (K, (CA)) = d (K, (CB)) etK est|
élément de la bissectrice issue @eOn en déduit que les trois bissectrices intérieureARIe sont concourantes ¢n
K. NotonsKy, Kg, K¢ les projetés orthogonaux ®esur respectivemenBC), (AC) et (AB), on a :d (K, (AB)) = KKc,
d (K, (AC)) =KKp etd (K, (BC)) =KKa. D'aprées ce qui a été fait précédemment, on peut affirmer gsi¢rais longueur
sont égales KK = KKg = KKc¢. Le pointK est donc le centre du cercte circonscrit au triangl&,KgKc. Il reste 3
montrer que les trois cotés du trianglBC sont tangents a ce cercle. ComKg est le projeté orthogonal de sur
(BC), la droite(BC) est perpendiculaire a un rayon du ceréleet est donc tangente@d. On fait de méme avec lgs
droites(AC) et(AB) et on montre qu& est bien le cercle inscrit&BC.

(7]

Exercice 2.24  QQ Orthocentre d’un triangle
SoientA, B, C trois points non alignés du plan.

1. En exprimant chacun des vecteurs de I'expression ci desso moyen de vecteurs d’origine montrer que
pour tout poinM de2? ona:
AB.CM +BC.AM + CA.BM = 0.

2. Montrer que la hauteur issue Aelans le triangl&BC et celle issue dB ne sont pas paralléles. On notérde
point d'intersection.

3. Montrer que@.ﬁi =0. En déduire que les hauteurs du triangRC sont concourantes. Le point de concours
estl’orthocentredu triangle.
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Solution :
1. SoitM un point du plan.

ARGV + BCANI+CABM = AP (GA -+ AM) + (BA-+ AC) NI+ GA. (34 + AN

_ (AB+BR) AN+ (RC+ GA) AN + (36 + BA) CA
= 0

2. La hauteur issue deadmet comme vecteur nornigt et celle issue dB le vecteuAC. Les pointsABC n’étant]
pas alignés ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires etugshduteurs ne peuvent donc étre paralléles. Elles
sont donc sécantes en un point qu’on notéra

3. Utilisant I'égalité établie dans la premiére questioaaM = H et le fait queH est a l'intersection des hautelirs
issues de\ et deB, on obtient AB.CH = 0. On en déduit qUEL est élément de la hauteur issuel@et que les
trois hauteurs d&BC sont concourantes éh.

Exercice 2.25 Q0 Droite d’Euler d'un triangle
Dans un trianglABC non équilatéral et non aplati, on considére 'orthoceHtrée centreO du cercle circonscrit et
le centre de gravité.

1. Exprimer(Y; en fonction deDA, OB etOC.
2. Soit¥ =30G-OH. Montrer quev est orthogonal AB.
3. En déduire quﬁi =30G.
La droite passant par ces trois points est apgeige d’Eulerdu triangleABC.

Solution :
1. CommeG est I'isobarycentre d&, B etC, par la relation de Chasles, on obtie@G = % (Cﬁ+ OB + (f)

2. On appellé le milieu de[AB]. Il vient :

TAB - (30G-Of)AB

(G4 + OB + ¢ - T A8

(FiC-+ OA + OB) AB
= HC.AB+ (@\+ ﬁ%) .AB carHC dirige la hauteur issue d&
——
=0
- (Oi+A+0i+iB) A8
= 201.AB carlA=-IB
= 0 carOl dirige la médiatrice du segmeiB]

3. En effectuant le méme calcul, on pourrait montrer q_im_é = 0. Par conséquent, le vectewr est a la fois
orthogonal AC et AB. Mais le triangleABC n’étant pas plat, ceci n’est possible quersi= 0, c'est-a-dirg
seulement sDH = 30G. Le triangle n'étant pas équilatéral, on en déduit que l@stp0, G etH sont alignés. La
droite portant ces trois points est appeléeite d’Euler du triangleABC.

Proposons une preuve calculatoire de cette propriété :

X . . . b |0 o
Dans un repére orthonormé adapté, les coordonnées Beet C sontA'g, B' , C'C, le centre de gravité a pour

0
. (a+b)/3 . . . L.
coordonnéasG 3 I les trois hauteurs ont pour équation cartésienne
x=0, —-bx+cy+ab=0, —-ax+cy+ab=0
S ] g ] 0 . .
d’ou le point d’intersection des hauteunsH _able | Pour trouver le centre du cercle circonscrit, on peut diec
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(a+b)/2

c/2+abi2c | On calcule ensuitg

l'intersection des médiatrices ou résoutiig\ || = |QB|? = |QC|1? ce qui donngQ

(a+b)/3  (a+b)2 |_

CEHIEIGIR0) = c/3+ablc c/2+3abl2c|”

ce qui montre que ces trois points sont alignés.

Exercice 2.2¢ Q0 Formules des sinus, d’Al-Kashi, de Heron
Dans le plan orienté, on consideére un triangB non aplati de sens direct (c’est-a-dire qu’'on passe ¢ du momt
pomtB et du poinB au poiniC en tournant dans le sens direct) . On nate=BC, b = CA, ¢ = AB, A = BAC, B = CBA,
C =ACB et.< I'aire deABC. On note ausd le rayon du cercle circonscritABC, r le rayon du cercle inscrit A8BC
etp =3 (a+b+c) le demi-périmétre daBC.

1. Montrer qualet (EA_C’) =det (B_C)ﬁ) =det (C_A 53) =29/
2. En déduire ldormule des sinus:
a b ¢ abc

o2 ¢ 4 g
sinA sinB sinC 24

3. Prouver lesormules d’Al-Kashi :

a’=b*+c? —2hcc0s§, =c+d® —ZCacosﬁ, c®=a®+b*-2abcosB

Ces formules généralisent la formule de Pythagore dansangte quelconque.
4. Déduire des deux dernieres questionefenule de Héron :

1 . A_a_bc_ _ _ -
Q/—;bCSIDA— 4R—\/p(p a)(p-b)(p—c)=rp

Solution :
1. Chacun de3 déterminants est égal, le triangle étant direetgya
2. Par définition du déterminant et utilisant les égalité&cpdentes, on a :

5 ]sins = ] [ sin= 5[5 sinc -2
c'est-a-dire : R R R
bcesinA = acsinB = absinC = 2.2/ .
En divisant ces derniéeres égalités par, on obtient :

sinﬁ_sinﬁ_siné_&cﬂ
a b ¢ abc

Par ailleurs, si on notele milieu de[BC] etO le centre du cercle circonscritdC, I'angle inscritBAC intercepte
le méme arc de cercle que I'angle au cef¥&C. Par conséquentBOC = 2BAC = 2A. Par ailleurs, commie
OB = 0OC, Ie triangleBOC est isocéle e etBIO est rectangle eh Dans ce dernier triangle, on peut écrife :
sinBOI = £, ce qui amene = =2R.

3. Ona:

ZR’

Q
Il

|
_ (BA+AC).(BR+AC)
_ BRBA-2ABAC+RCAC
ol e B |

= c¢®>—2bccosA+b?

On obtient les deux formules suivantes par permutationtettessa, b etc.
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4. Les deux premieres égalités découlent directement dekats établis dans la seconde questiork 8ésigne le
centre du cercle inscrit dans le triang/BC et siKa, Kg, K¢ désignent respectivement I'intersection de ce cercle
avec les c6té®BC], [AC], [AB] deABC alorsKKy, KKz, KK¢ sont les hauteurs respectives des triangis, KAC
etKAB et ces hauteurs sont toutes de longuelres aires de ces trois triangles sont donc respective%ﬁef%f
et<. Comme ces trois aires partitionnent celle du triange, on a :of = 4 + b 4 & = &A1 _ 4 Enfin,
ona:

1 ~
o -bcsinA
2

1 —
Ebcv 1-cos?A

1 = =
;Ioc\/(l —cosA) (1+cosA)

2_p2_c2 2_p2_c2 i i .
lIoc\/(l -2 ‘ ) (1 +2 ‘ ) par application des formules d’Al-Kashi
2 2bc 2bc

i\/(zbc—a2+bz+cz) (2bc+ a2 — b? - c?)

l 2_ 2 2 _ _ 2
4\/((b+c) a?) (a? - (b-c)?)

i\/((b+c)+a)((b+c)—a)(a—(b—c))(a+(b—c))

= i\/(—a+b+c)(a+b+c)(a—b+c) (a+b-c)

\/a+b+c a+b+c-2a a+b+c-2b a+b+c-2c
2 2 2 2

= \/pp-a)(p-b)(p-0

Exercice 2.27 Q0
On consideére un triangldBC). On noteA’, B', C' les symétriques respectifs des poiRt8, C par rapport aux points
B, C, A. Quel rapport y a-t-il entre Iesca}ires des triangle8'C’) et(ABC) ?

FIGURE 2.18 — Exercice 2.27

. , . e . . 1 —_ —
Solution : L’aire d’un triangle(ABC) est la moitié de I'aire du parallelogramrgelet(AB,AC). En notant# le double
de l'aire du triangle\BC et<¢' le double de celle d&’'B'C’, on calcule en utilisant la relation de Chasles :

o' =det(A'B’,A'C")
=det(A’B+BB’,A’A+ AC)
= det(BA + 2BC, 2BA + CA)

= det(AB,AC) + 4det(BC, BA) — 2det(CB, CA)
=of +4of +29 =TA

L’aire du triangle(A'B'C’) vaut donc7 fois I'aire du triangle(ABC).

2.7.4 Cercle

Exercice 2.2¢  ©
Déterminer le centre et le rayon des cercles d’équationésiannes :
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1 X+ —4x+4y—1=0 2. x> +y*—6x+8y+24=0

Solution :

1. 2 +y2—4x+4y—1=0< (x—2)2+(y+2)° = 9. Cette premiére équation est celle d'un cercle de cetre)
et de rayors.

2. x2+y?—6x+8y+24 =0 (x—3)2+(y+4)> =1 qui est 'équation d’un cercle de centtge—4) et de rayon.

Exercice 2.2¢  ©
Soient% le cercle de centr8(2;-1) et de rayon? et 7 la droite d’équatiorzx + y = 0. Déterminer les droites qui
sont tangentesd et paralléles & .

Solution :  Un droite2' parallele & a une équation cartésienne de la forme- y + ¢ = 0 avecc € R. Si de plus?’
est tangente & alorsd (w, 2') = V/5/2 ce qui améne |3+ c| /5= V/5/2 et donc :c=1/2 ouc =11/2. La droite%’

est donc celle d’équation cartésiemb@x +y+1/2=0 ‘ ou‘ 2x+y+11/2=0 ‘ Réciproquement, ces deux droites gont
solutions du probléme.

Exercice 2.3C  OQ
On considére le cercle d’équation

€ x*+y*+x-3y-3=0

. 1 . .
et le pointA| - 9" Une droite passant parest tangente au cercg au pointM. Calculer la longueukM.

_ -1/2 . ey \ i
Solution : Le cercle est de centfe 3 ! et de rayorR ouR? = 11/2. PuisqueQM.AM = 0, d’apres le théoréme dle

12

PythagoreAQ? = AM? + R%. On en tireAM = 3.

Exercice 2.31 Q09
On consideére le cercle d’équation

€: x> +y?+10x-2y+6=0

et la droite d'équation
D:2x+y-7=0

Ecrire les équations cartésiennes des tangentes au eeatlparalléles a la droit.

. -5 ] 5 2 g 2]
Solution : Le cercle est de centte 1 et de rayom = 2+/5. Une droite paralléle @ a pour équation cartésienne

Dy 2x+y+1t=0

Cette droite est tangente au cerélesi et seulement 81(Q,2;) = R, c’est-a-dire si et seulement|s9| = 10. On trouve
deux valeurs de, t; =19 ett, = —1, d’ou les deux droites :

2x+y+19=0et2x+y-1=0

Exercice 2.3z Q0
On considére le cercle d’équation

€: x°+y*+4x—-6y-17=0

et la droite d’équation
PD:5x+2y—-13=0

Trouver I'équation cartésienne du diaméetre€iperpendiculaire a la droite.
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Solution : Le cercle€ a pour centré) _32 et pour rayorR = v/30. Le diamétre passe péaret celui recherché ne pgut

étre verticale car il est perpendiculair@all a donc pour équation cartésienpe 3 = m(x +2), c'est-a-dire

Dm -mx—y+B+2m)=0

Un vecteur normal &,,, estn,,,

5 . . . .
9" Pour que les deux droites soient perpendiculajires,

m —
1 et un vecteur normal@a estn

il faut et il suffit quen,,. 7 =0, c’est-a-diren = 2/5. On trouve donc I'équation du diamétre :

2x—5y+19=0

Exercice 2.35 09
Tracer la courbe d’équation= -3 + v21 — 4x — x?

Solution :  On doit avoir(y +3)? = 21 — 4x — x?, c’est-a-dire

(x+2)%+(y+3)?=25

o ] -2 L . . .
On reconnait un demi-cercle de cermJF_ 3 de rayorR =5 situé au dessus de la droite d’équatjon-3.

Exercice 2.34  QO9Q
Déterminer les cercles de cen!‘l*a_g1 qui coupent la droite d'équation

9:2x-5y+18=0

en deux points\,, B avecAB = 6.

Solution : Il suffit de déterminer le rayon du cercle. En appelarié projeté orthogonal da sur% et en utilisant le
théoréme de Pythagore,
R? = QH? + (AB/2)?

On calculeQH? = 29, puisR? = 38. L’équation du cercle est donc

(x-32+(y+1)?>=38

Exercice 2.35 09
Déterminer les équations de cercles tangents aux dewesidgquatiodx -3y +10=0, 4x—3y—30=0 et dont le
centre se trouve sur la droite d'équatiom y = 0.

Solution :  Si'on noteQ aa le centre du cercle, il faut quEQ,2:) = d(Q,9¢), ce qui donn@0a+ 10 = —10a + 30

=2

. 1
etlontirea=1. On trouveQ‘_ 5 et le rayon du cercle vaut

Exercice 2.3¢ 09
On considére le cercle d’équation
€: x*+y*—6x+2y+5=0

. |4 . . )
Par le point\| - 4 Onmene deux tangentes au cercle. Calculer la distamctre les points de tangence.
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Solution : Le cercle est de centte _31 , de rayorR = /5. Une droite passant parest d’équatiory +4 = m(x—4)

Dm mx—y—4m+1)=0
En écrivant quel(Q,2,,) =R, on trouve une équation du second degrénen
2m*-3m-2=0

dont les racines somt; = 2 etmy, = —1/2. Commem; my = —1, les deux tangentes sont orthogonales, et en appelant

etD les points de tangenc@CAD est un carré de diagonalé = v/10 |.

Exercice 2.37 VAV

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, détermindrdétes passant par l'origine, orthogonales et tangentes a

2
un cercle de centr@' 1

Solution : Les équations de deux droites passant par l'origine soné deriney = mx et y = m'x. Pour que ces
deux droites soient orthogonales, il faut quemm’ = 0, c'est-a-diren’ = —1/m (m =0 oum’ = 0 correspondrait aujx
deux axes qui ne sont pas solution du probleme). Un cercleulees) est tangent a ces deux droites si et seulement
. . 2m-1? (2+m)? < .
Si d?>(Q,2,,) = d?(Q,2_1;m) ce qu’on traduit par( o 1) _ L 5 ) , c’est-a-dire8m? —8m —3 = 0, trinébme qu

m m
posséde les deux racines =3 etm, = —1/3. Les deux droites solutions sont de pehtt—1/3.

Exercice 2.3¢ (V)

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considerepaentsA 3

-1

1
1 etB‘

1. Ecrire I'équation cartésienne de la drdit).

2. On considere le cercle d'équation :
x? +y2—8x—10y+37 =0

Déterminer la distance entre la drojteB) et ce cercle.

Solution :
1. Ontrouv#@: x+y-2=0{

2. L'équation cartésienne réduite du cercle est

x-42+(y-5°%=4

C’est donc le cercle de cenlﬂ{;1 et de rayor2. La distance du centfe a la droite(AB) est donnée par :

AQ.P) = [4+5-2]| 7
’ VIZ+1Z2 V2
La distance du cercle a la droite est donc
7-2V2

ad2,2)=dQ,2)-R=

Exercice 2.3¢  OQ
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, poud, on note€), le cercle de centAF)b\ tangent a I'axé0y) etT

le cercle de centr%\ tangent a I'axéOx). Déterminer les coordonnées des deux points d’intergedgcaces cercles,
puis le lieu de ces points lorsqievarie.
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Solution :
B (x—N>+y =A%
Ty :(x=A)%+(y—N)2% =22

. X g S g - s < . e 2
Un pointP 7 appartient a ces deux cercles si ses coordonnées vérialglx équations. En formant la différence des

deux équations, on tirg= A/2. En reportant dans la premiére équation, on trouve
X2 —8Ax+A2=0

d'oux1=@etx2=@.d’oﬂm 2+\/_etQ ‘ 1\/5

=@2+V3)xety=02-V3)x.

. Les points décrivent les droites d'équatipns

Exercice 2.4C (V)

Le plan est rapporté a un repére orthonogié (0,7, 7). On considére le poirt = (a, a) (a > 0).

1. On considére la famille des cerctés passant pak etO. On désigne par 'abscisse du centre dé;. Former

I'équation cartésienne dé;.

2. Le cercle¢, coupe la droitéOx) enO et un second poirk;. Former 'équation cartésienne de la tangange

asE, enk,.

3. Déterminer en fonction del’équation cartésienne de la normalB apassant pak puis les coordonnées de la

projection orthogonaldH,; deA surD;.
4. Reconnaitre 'ensemble des poiHtslorsquet varie.

Solution :
1. Commed(Cs,0) = d(C,A), on trouve

(Gr: x> +y* —2tx+2(t—a@)y=0
On aurait pu partir également d’une équation cartésiennérgée d’'un cercle passant gar.
X+ Y +2ax+2py =0
et dire que le poink appartenait a ce cercle.

t

2
2. k| Cll

0 ’

L d’ou I'équation cartésienne de la tangen@@K; -K,M =0 :

X+(—-a)Y-212=0

t R . .
3. Le vecteum; - est orthogonal a la droite,. On écrit

'X—a t =0 = (t—-aX-a)—-tY—a)=

Y-a t-a

On trouve
t+a

4. C’est la droite d’équatiop= x — a.

Exercice 2.41 Q00
On considére le poirk = (a,0) du plan et un cercl& passant pas de centré® = (xo, o).
1. Ecrire I'équation dés .
2. On considére une droite passant@at'équation
y=mx

Ecrire une condition nécessaire et suffisantensymour que cette droite soit tangent&a
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3. Trouver I'ensemble des poirRstels que les deux tangentegpassant par I'origine soient orthogonales.

Solution :
1.
(x=X0)* + (¥ = y0)* = (o — @* + ¥§

2. Cette droite est tangente au cercle si et seulemelibsh) = R, ce qui donne

lyo —mxo|

— (Xo—a)*+y5

On trouve la condition
[a2 + yg —Zaxolmz - 2x0y0m + (xp — a)z =0

3. Lesdeux pentes,, my doivent vérifiern; m, = 1, c’est a dire puisqu’elles sont racines d’une équation darsd]
degré :

(xo - @)*
— W ]
a? + yi —2amy

Aprés développement, on trouxg= y; d'ou
(xo —2a)2 + yg =2a?

C’est le cercle de centr@a,0) de rayon/2a.

Exercice 2.4z Q09 Droite de Simson d’un triangle

Dans le plan rapporté a un repére orthonogeé (0,7,7), on consideére un triangldBC) avecA g, B’g etC’g,

(a,b,c #0 etb # c).
1. Déterminer I'équation du cerc¥# circonscrit au triangl€ABC).
2. Ecrire I'équation cartésienne de la drdis) et donner un vectear; normal & cette droite.
3. Ecrire I'équation cartésienne de la drdit€) et donner un vecteur, normal a cette droite.

4. On considére un poiit ;C/O du plan. On noté\’ le projeté orthogonal du poit sur la droitgBC), B' le projeté
0

orthogonal deM sur la droitelAC) etC’ le projeté orthogonal del sur la droite AB). Trouver les coordonnées
des points\’, B/, C'.

5. Montrer que les points', B', C' sont alignés si et seulement si le paibise trouve sur le cercfé. Dans ce cas,
la droite portant les points', B’ , C' etM estla droite de Simsondu triangleABC.

Solution :
1. L’équation d’un cercle est de la formé+ y? + ax+py+y = 0. En traduisant qu& g, B‘g, C’(c) sont sur le cercle,
on trouve le systéme
ap+y = —a?
ba+y =-b?
ca+y =-c?

En résolvant, on en tire, p, y et I'équation du cercle :

2
b
Cy+bc=0

€ :x°+y*—(b+c)x—

a

2. SiM ;0, en notant’ le projeté deM, sur(BC), on a A’ )f)o . La droite(AC) a pour équation cartésienne :
0

(AC) :ax+cy—ac=0
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et un vecteur normal a cette droite e_#?. La droite(AB) a pour équation cartésienne
(AB) :ax+by—ab=0

et un vecteur normal a cette droite ES*‘Z.

c(cxo — ayo + a?)

3. Par un calcul d’intersectioB(= My + An) etB’ € (AC), on trouve queB’ a* +c o |
a(—cxp +ayo+c)

a? +c?

b(bxy — ayy + a?)
a2 + c?
a(=bxo+ayo+ %)

a? + b?

De méme, en notaat le projeté orthogonal del, sur(AB), on trouve queC’

4. Les trois points\',B',C’ sont alignés si et seulementdsit(A'B',A'C) = 0, c’est-a-dire si et seulement si ap

calculs : ,

b
x(2)+y§—(b+c)x0—a Cy0+bc=0

a
c’est-a-dire si et seulement si le pomtest sur le cercle circonscrit au trianghC).

res

Exercice 2.45 Q0
On considere deux cercles et€¢’. Déterminer le lieu du milieu des poiritse € etM' € €' tels que les tangen
aux cercles edl etM' soient orthogonales.

tes

Solution : Considérons le repére d’origine le centre du premier cetdie! que le centre du deuxiéme cercle MJ{lg .

L’équation des deux cercles est alors :
€: *+y*=r?
€' (x—-a)?+y*=R?

le pointM est d’affixez = re'® et le pointM' d’affixe z' = a+Re'® . Les tangentes eM et M’ sont dirigées par Ig
—sin0 oy —sin@®’

vecteursu , . Les tangentes sont orthogonales si et seulement si
cosB cosB

sinBsin0’ + cosBcosO =sin(O®+0') =0

c’est-a-dired’' = kn— 0. Alors le milieu defMM'] a pour affixe :

1 ; ; a r+ieR, a ;
Z=-|a+ re’e+Re’(k"_e)] == [—]el9 == +pe'@*®
2 2 2 2
oue=+1 et )
r+ieR

. . L. 2 -
Lorsqued varie entre) et2n, le pointP décrit le cercle de cent}(g(/) (milieu des centres des deux cercles) et de r§

n

ayon

1
p= EVr2+R2.

Exercice 2.44 Q0 Puissance d’un point par rapport a un cercle
SoitM un point et6’ un cercle de centi@. Une droiteh passant pavl coupes’ en deux pointé etB, éventuelleme
confondus sh est tangente & .
Démontrer quéIA.MB ne dépend pas de la droitechoisie.
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Solution : ] N
Soitl le milieu de[AB].

VANIE - MA.VB
- (i B). (i + 3)

= MI2 + MI. (IT\HTS) +IAIB
—
o

=MI? - 1A?

Maintenant, comme&Ol) est la médiatrice deAB],

on a :MI?> = MO? +10? et IA? = OI? + OA%. Dol

MA.MB = MO? +10?% — (OI? + 0A%) = MO? - R?.

Ce nombre s’appelle la puissance du pdinpar rap-
port au cerclé&s’.

Rappelons la méthode utilisée en classe de seconde :
Les trianglesVIBA' et MAB' sont semblables. En effet ils ont 'angdA’ en commun. De plus les ang/BBA’ et
MB'A sont inscrits dans le méme cercle et interceptent le mén ardls sont donc égaux.

On en déduit :
MA'  MB

MA MB
L’inconvénient de cette méthode est qu'il faut distingwerstles cas de figuréM a l'intérieur, a I'extérieur, sur le cercle
€. Triangles aplatis, etc.

d’o0MA.MB = MA' MB'.

Exercice 2.45 09
On consideére dans le plan euclidien un cercle de ceéngede rayom. SoitM un point du plan. On appelfguissance

deM par rapport au cercle, le réel
ncM) = |QM]|* - R?

a. On consideére une droite passantiagt qui coupe le cerclé en deux pointé etB. Montrer que
e (M) = MA.MB

b. On considére deux cercles non-concentrigLesC’ et I'on appelleaxe radical’ensemble des poinid du plan
vérifiantnc (M) = nc(M'). Montrer que cet ensemble est une droite orthogonale a leegoignant les centres

des cercles.

Al

FIGURE 2.19 — Exercice 2.45

Solution :
a. Introduisons le poirk’ symétrique de\ par rapport &). En utilisant quéAA’] est un diameétre, donc que
BA.BA =0, calculons

MA.MB = MA.(MA' + A'B)
= MA.MA/
= (MQ + QA).(MQ + QA"

D

= IMQJ? + MQ.(QA + QA") + QA.QA’
= IMQ||* -R?
=nc(M)
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b. On se place dans un repére orthonormé dans lequel :

©): ¥*+y*=R* (C) :(x-d)*+y*=r?

etQ’ g

0 sont les centres des cercles de rajatr. On calcule

v~ |0
OUQO

tcM) =ncM) <= x>+ > -R¥ = (x—d)> + y> - r?

—2dx=R*+d*-r?

On trouve I'équation d’une droite orthogonal&¥Y').

Exercice 2.4€ 09
Par le sommeA d’un carréABCD, on méne une droite qui rencontre la drdig€) enE et la droite(CD) enF.

Démontrer que la droite qui joint le poifitau milieul du segmeniBE] est tangente au cercle inscrit au carré et

rencontre la droit€DE) en un poinM situé sur le cercle circonscrit au carré.

X

FIGURE 2.20 — Exercice 2.46

Solution : On considére le repére orthonormé d’origine le centre diéadrd’'axes paralléles aux axes du carré. A

A—a,B a ’C(ll
—a —a a

-a . . . . . -
, D’ ,, - On consideére la droite qui passe pak, F. En notanin sa pente, son équation cartésienn

a—-m) a
m . Puis les coordonnées de%(

< g z a
y+a=m(x+a). On en déduitles coordonnéeq H‘%(Zm “Da etlF m m—Da |

Ensuite I'équation cartésienne de la drgitg :

(FI) :m(m—Z)x+2(1—m)y+a(m2—2m+2) =0

On calcule la distance de l'origine a cette droite :

alm?®-2m+2|
Vm2(m—2)2 +4(m—-1)>?

d(o, (FD) =

mais commeém? —2m+2)?> = m?(m—2)2 +4(1 - m)®> = m* — 4m®3 + 8m? —8m + 4, on trouve que cette distance vau

et par conséquent, la droigel) est bien tangente au cercle inscrit dans le carré. Cher@rmmste les coordonnées
ointM. | DE 2a M =D+ ADE d’ou siM|”~
p ’ 2m—-Da |~ v’
x =@2A-1a
y =[+2(m-1A]

ors

p est

du
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2

. mc—2 .
CommeM € (FI), on tireA = ————— et ensuite
m2-2m+2

~ a(m?-2)

2
M mc—2m+2
a(m?-4m+2)

m2—-2m+2

On vérifie ensuite qué(0,M)? = 24°.

Exercice 2.47 VAV

On considére un cercle de centret de rayon. On considére un diaméti&B] de ce cercle et un poifitsur le cercle
différent deA et deB et non situé sur la médiatrice @EB]. On appelleD le point de la droitd AC) qui se projette
orthogonalement syAB) enO. La tangente au cercle au pofhicoupe la droitéAB) en un poin®. Montrer que la

droite(AC), la perpendiculaire BAB] issue deP et la perpendiculaire 8D) issue deB sont concourantes.

Solution :  On considere un repére orthonormal direct centr ed’'axe (Ox) paralléle 4AB] tel queA

-1 1
o
cos

si

existed € R tel quec‘ N g . CommeC n’est pas situé sur la médiatrice theB], cos8 # 0. On calcule une équatid

cartésienne de la droitaC) dans ce repére et on trouve :

| (AC) :sinfBx—(cosO+1)y+sinB=0

. . 0 . . L.
Puis on calcule les coordonnéedq #tane 2| La tangente e au cercle a pour équation cartésienne

|Te! cosOx+sinBy=1

1/cos0

o | On notd l'intersection de la perpendiculairgBD) passant p3

et on trouve les coordonnées du pdint P‘

tan6/2
1

N —>

B et de la perpendiculaire(aB) passant pa? :1=B+A7 oun est orthogonal au vecteBD. En utilisant que

x; =1/cos®, on trouve que

1/cosO
tan©

Il ne reste plus qu’a vérifier que ce point appartient a latdraiC) :

sin® sin® |
—(cosO+1)—— +sin6=0
0s0 cos0

Exercice 2.4¢  QOQ
Soient[AB] et[PQ] deux diamétres d'un cercié. Par le point\ on méne la paralléle @Q) qui rencontre au poirt

n

=

1)

le cercle et em la droite joignant le poin® au symétriqu®’ deP par rapport 34AB). SoitH le point de rencontre de

la droite(AQ) et de la perpendiculaire(&B) menée par le poirit Montrer que les point8, C etH sont alignés.
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FIGURE 2.21 — Exercice 2.48

. - \ . -1 _|1 6 _|-cosO 0
Solution :  On choisit un repére orthonormé en sorte 4 6 B| ., cos ,Q €os , P’ €9SY  On cherche sous
0’ [sinB —sinB —sin0
—|=1 , 2
la formeC = A+\OB| - ).\COSG avech € R. Commex? + y2 = 1, on trouve\ = 2cos0 et finalementC CPS( o) |
Asin® ¢ JC sin(20)
. L — . . —(1+cosB)
On cherche ensuite les coordonnées€é + AOP avecy; = —sin0 ce qui donné = -1 et 1| sind | Cherchon
. o5 —(1+cos0)
ensuite les coordonnées He= A + AQA. Puisquexy = x;, on trouve que\ = 1—cos6 et ensuite H| sin®cos0O
—COS e
1—-cosB
Puisque
cos0(2cosO+1) _| 2cos6+1
. 1-2cos® HP|. 1-2cosO
sinBcos ——— Sin——
1-cosH 1-cosH

on voit que ces deux vecteurs sont colinéaires et donc lssaointsP, Q, H sont alignés.

2.7.5 Coordonnées polaires

Exercice 2.4¢
Déterminer I'équation polaire d’un cercté de centrda,f) et de rayorR > 0.

Solution :  Une équation cartésienne deest :(x — )% + (y - 5)2 =R?, ce qui donne, passant en coordonnées polaires
x=rcos0
{ ) ;| r?—2r (acos® +PsinB) =R? —o® — B2 |.
y=rsin0
Exercice2.5C O
Déterminer une équation normale et une équation polairdméies d’équation cartésienne :
1. y=v3x 2. x+y+2=0 3. x+V3y-1=0
Solution :
1. L'équation normale de la droite d’équatign= /3x est@x - % y =0. Si(r,0) est un couple de coordonnges

. x=rcos0 V3 1. . . . s
polaires poufx,y), ona: . etr>cos@— 5rsin@ = 0, ce qui améne rcos 5 +6 = 0 c'est-a-dirg
y=rsin

0=73 [ |

2. De la méme fagon, I'équation normale de la droite d'équmti+ y +2 =0 est@x + g y+v/2=0, ce qui s’écri
encore xcos§ + ysin ¥ + 2 =0. On a donc rcos (% —6) = —v2. Une équation polaire de la droite est alo

2 .
r= Lﬂ c’est-a-dire|:r = %
cos(n—% +6) cos(32+0)
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3. Par la méme méthode, on trouve pour I'équation norn%ade— @ y—% = 0 et pour I'équation polairg

_ 1
r= 2003(%—6) ’

Exercice 2.51 ©
Déterminer une équation normale et une équation polaira deolte passant par(1,0) etB(3,2).

Solution : Le vecteunlB = (2,2) dirige (AB) donc une équation cartésienne(dB) est de la formec+ y + ¢ = 0 aveg
c e R. CommeA est élément de cette droite= —1 et(AB) : x+ y—1=0. Une équation normale de la droite est dpnc

§x+ @ y= @ Si(r,8) estun couple de coordonnées polaires fjoLy), on a :@ rcosf+ @ rsinf = @ c'est-a-dire
2
r(cosm/4cosO +sinm/4sin0) = g etdongr = L
2cos(0—-1/4)

Exercice 2.5z O
Déterminer une équation polaire des cercles suivants dguerdeur équation cartésienne. En déduire leur centre et
leur rayon :

1. x*+y*-3x-3y=0 2. X +y*=V12x+2y=0

Solution :
1. En passant en coordonnées polaires, I'équation devieAt—:3r (cos@+sinB) = 0 ce qui s’écrit aussi |:
r =3(cosB+sin6) our = 3\/§(§ cos6 + @ sine), c’est-a-dire|:r =3v/2cos(6— %) | Son centre admet dofic

comme coordonnées polair@%ié, %), c'est-a-dire comme coordonnées cartésienijésy) et son rayon vaut|:
3v2
o

2. De la méme fagon, on prouve que = 4cos (0 - %) | est une équation polaire du second cercle. Son raygn est

donc2 et son centre admet comme coordonnées pol@iés c’est-a-dire comme coordonnées cartésienfes :

(v3,1)

Exercice 2.5  09Q
Dans le plan, on considére un cer@eet un poin de ce cercle. Déterminez I'ensemble des projections odifiaigs
du pointO sur les tangentes au cerége

Solution :

1. Choix du repére. NotonsQ le centre du cercle. Considérons le repére orthonormétditee (0,7,7) aveq
— 0Q R R
i = ——. Dans ce repere) 0

et I'équation du cercle& s'écrit
10Q]

(x-R)?+y*=R?

a+Rcos0

Rsing Y7 point du cercle. L'équation cartésienne de la tangenfgauMy au cercld

2. Soito € [0,271] etMgy

S'écrit
(Tg) : cosB(x—R) +sinBy =R

NotonsHg la projection orthogonale du poit sur la droiteTy. Puisque le vecteun Z?jg dirige la normalg

enMy, Hg = O+ A7i. Comme le pointl appartient a la droit&gy, on trouve\ = R(1 + cos0), on obtient le$
coordonnées polaires du polg :
p=R(1+cosB)

On reconnait uneardioide(voir la section 6.3.3 page 246).
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2.7.6 Lignes de niveaux

Exercice 2.54 Q09
Soient deux points distincts du planetB et soitk un réel. Etudier 'ensemble des poidsdu plan tels qU&IA® —
MB? = k.
Indication 2.8 : On pourra considérére milieu de[AB].

Solution : On a la série d’équivalences :

MA? -MB? = k
> (VA-MB). (VA VIB) = &

— —1@). 2MI + IA+IB =k
———
=0 carl est le milieu dgAB]

—_ — k
<~ ABIM=-
2

aAB
2[5

et, appliquant le cour{ est élément de la droite normalég passant par le poifet tel que 1P

Exercice 2.5 Q0
SoientA etB deux points du plan non nécessairement distincts et soéeik r Etudier 'ensemblé&. des pointM
du plan tels que

MA.MB = k.

—_ — — 12
Solution :  Si A etB sont confondus, alors I'égalitddA.MB = k s'écrit HAM“ = k et%; est le cercle de rayoifk et

de centre\ si k > 0, € est réduit au poink si k=0 et%, = @ si k < 0. Supposons quk etB sont distincts. Soit le
milieu de[AB]. On a la série d'équivalences :

MA.MB = k
— (ﬁ+ﬁ\).(l\7i+ﬁ§):k

—_— — —

— MILMI+ ML IA+IB +IAIB
——

Il
at

=0 carl est le milieu dgAB]
= [ -] =
= [F e

— 12
Par conséquent, notaRt k + HIA” , €\ est le cercle de centteet de rayon/R siR>0, 6, = {I} SiIR=0 ety = & Si
R<0.

Exercice 2.5€  OQ
SoientA etB deux points distincts du plan; etV deux vecteurs distincts de plan. Déterminer les pavatsu plan
tels que :

—_—

AM-Ti =BM- 7.

Solution: Ona:

—_—

AM-U
= AM 7= (Eﬁm)i’
— m-(fi—7) =BA- 7
Posons=BA- T etw =1 - U. Appliquant le cours, 'ensemble des poiblu plan vérifianAM -7 = BM- 7 est I3

droite de vecteur normab passant par le poirt tel que AP = %
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Exercice 2.57 VIV

SoientA etB deux points distincts du plan @t un vecteur non nul. Déterminer les poidstels que

_— ., —

U.AM+ 4.BM =0.

Solution : Notonsl le milieu de[AB].

AM+.BM=0

-(AI+IT/[)+T[-(]§+IW[)=O

7 -IM = 0 carl est le milieu dgAB]

u
@TZ

—

Par conséquent I'ensemble recherché est la droite de vewtauali passant pdr Remarquons que cette exercice|est
un cas particulier du précédent dans le casioti—u.

Exercice 2.5¢ (V)

SoientA etB deux points distincts du plan @t un vecteur non nul. Déterminer les poidstels que

det(7,AM) + det(%,BM) = 0.

Solution : Notonsl le milieu de[AB].

det(z,AM) + det(z,BM) = 0
— det(TZ,Ki+IWI) +det(ﬂ,l§i+ﬁf[) =0

— det(T[,IY/I) =0 carl est le milieu d§AB]|

et 'ensemble recherché est la droite dirigéepagt passant par
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Chapitre

Géométrie elémentaire de I'espace

Pour bien aborder ce chapitre

De la méme facon que dans le chapitre consacré a la géonlétte2 ce chapitre a pour vocations de vous familiariser
avec le calcul algébrique et de vous donner des représamgatdur les objets étudiés dans les chapitres 23 et 24 tialge
linéaire.

La encore, on pourra passer dans une premiere lecture lesnd&ations qui ne sont pas marquées par@net se
focaliser sur les autres parties.

3.1 Préambule

Dans tout ce chapitre on notefal’ensemble des points de I'espacefél’ensemble des vecteurs de I'espace.
De la méme fagon que dans le plan, on peut additionner leswesaie I'espace ainsi que les multiplier par des scalaires

réels. Pour résumer I'ensemble des propriétés de cetteatei de cette multiplication, qui sont les mémes que pesir |
vecteurs du plan, on dit que le triplet’, +,.) possede une structure d’espace vectorieRsur

3.1.1 Combinaisons linéaires de vecteurs, droites et pladans I'espace

(DEFINITION 3.1 © Droite vectorielle, droite affine )

— Soitu un vecteur non nul de 'espace. On appélileite vectorielle engendrée (ou dirigée) parl’ensembleD des
vecteursde I'espaces colinéairesa :

D={7 e |INeR: T =Au}

— SoientA un point etz un vecteur de I'espace. Ldroite affine passant par le point et de vecteur directelri est
I'ensembleZ? despoints M de I'espace tel que les vectes! et 7 sont colinéaires :

.@z{MEé’IEIAE[R&: mzm}

g J

Remarque 3.1 Se donnant deux points distinct®et B de I'espace, la droite de I'espace passant par les paiat8
est la droite passant paret dirigée panB.

DEFINITION 3.2 © Combinaison linéaire de deux vecteurs
Soientu, v etw trois vecteurs de I'espace. On dit queestcombinaison linéairgles vecteursi et v si et seulement
si il existe deux réels,p € R tels quew = oz +p .

N

(DEFINITION 3.3 © Plan Vectoriel, plan affine

— Soientu et v deux vecteursion colinéairesde I'espace/’. On appelleplan vectoriel engendré (ou dirigé) par |
vecteursu et v I'ensemble, noté?, deq vecteurlsde ¥ qui sont combinaisons linéaires deet v :

1%
(2]

P={au+p7V | a,PeR}.
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Vs

N
— Soientu et 7 deux vecteursion colinéairesde I'espace? etA € & un point de I'espace. On appefitan affing
engendré (ou dirigé) par les vecteurset v et passant pan I'ensemble, noté?, des point%M de & tels que le

vecteurAM est combinaison linéaire de et v :

ﬂz{Meé"lEl(a,ﬁ)eRZ: m:oﬁ[ﬂ?ﬁ;}.

Remarque 3.2

— Avec les notations précédented est élément du plan affine passant pat engendré pari et v si et seulement si
le vecteurAM est élément du plan vectoriel engendré paet 7 : 2.

— Le couple(u, 7) forme une base de.

— Le triplet(A, %, 7) forme un repére de”.

— On peut aussi définir un plan affit@ en se donnant trois points non aligfés et C de&’. On définit le plan affine

passant par ces trois points comme étant le plan affine gassanet engendré par les vectews et AC.

DEFINITION 3.4 © Vecteur normal
Un vecteur est dihormal a un planZ si et seulement si il est orthogonal a tous les vecteurs d&aoe p

Remarque 3.3
— Se donner un plan vectoriel revient a se donner un vecteorai@a ce plan.
— Se donner un plan affine revient a se donner un vecteur narogplan et un point de ce plan.

3.1.2 \Vecteurs coplanaires, bases

DEFINITION 3.5 © Vecteurs coplanaires
Trois vecteurs non nuls sonbplanairessi I'un des trois est élément du plan engendré par les deugsa(du ce quii
est équivalent si I'un de trois est combinaison linéairedias autres).

Remarque 3.4 En prenant la négation de ce qui précéde : trois vecteursigontoplanaires si et seulement si on ne
peut écrire aucun des trois comme combinaison linéaire ei@s autres (on dit qu'’ils sont linéairement indépendants).

DEFINITION 3.6 © Base de I'espace

Un triplet de vecteurs d¢ : (u, v, w) est unebasede ¥ si il est formé de trois vecteurs non coplanaires.

(PROPOSITION3.1 © Coordonnées d’un vecteur dans une base de 'espace h

Soit (#, 7, w) une base d¢'. Tout vecteurx de” s’exprime comme une combinaison linéaire uniqueiescteurs
U, v etw c'est-a-dire :

—

vxe?, Map,Y)ER: X =au+pv +yYW
7, w). On notera :

Le triplet (o, B, Y) est appel€oordonnéesge x dans la base,

x x
X |p ouX [P | ouaussix (a,p,y)
Y Y
\ J

Démonstration

— Soit # le plan engendré par et V. Soit mg le projeté du vecteum sur & parallélement av. Il existey € R tel que
m = mgy+yw. Commemy est élément du plan engendré paret v, il existe (a,p) € R? tel quemg = ati +pv. Donc
Mm=ouU +pV +YW.

— Ce triplet est unique : Si il existe un autre triplet p',Y') € R3 vérifiantm = o' 1 +p'V +y'w alors(a—a) U + B-p) T + (Y-
Y)W = 0. Supposons qu’un des trois.= o, p—p’, y—y' ne soit pas nul, par exempie- o, alors

—
w

—
u =

etu est combinaison linéaire dé etw, et est donc élément du plan engendré par ces deux vecteuys; est contradictoire
avec notre hypothése de départ. Le trigdep, y) est donc unique.
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DEFINITION 3.7 © Base orthogonale, orthonormale
Soit (1, v, w) une base d¢/. Si les vecteursi, v, w sont deux a deux orthogonaux, on dit que la basest
orthogonale Si ils sont de plus unitaires, on dit qug estorthonormale

3.1.3 Oirientation de I'espace, base orthonormale directe

Comme on I'avu dans le chapitre 2, il est important, pour padéfinir certaines notions ou résoudre certains probé&me
de savoir orienter I'angle formé par deux vecteurs donnéssDe cas du plan, il est facile de fixer cette orientation. Il
suffit de décider, entre le sens horaire et le sens trigoraquét quel sera le sens positif. Dans le cas de I'espace, les
choses sont plus compliquées. Considérons deux vecféums7 de I'espace non colinéaires et nomma#de plan
vectoriel gu’ils engendrent. Ce plan sépare I'espace er demi espaces) et&,. Supposons que chacune de ces deux
parties contient un « observateur » du pf&momméo; pour&; etd, pour&,. Chacun de ces deux observateurs peut
orienter le planZ mais le sens trigonométrique po@y correspond au sens horaire p@yret le sens horaire pour,
correspond au sens trigonométrique poyr L'orientation d'un plan dans I'espace dépend donc de « Kitijpo d’ou

on I'observe ». Nous allons tout d’abord expliquer ce quaifigorienter I'espacepuis nous en tirerons un procédé
permettant ddrienter les plans de I'espace

direct indirect

FIGURE 3.1 — Triédre direct, triedre indirect

Il existe plusieurs regles mnémotechniques pour fixer urdt@ation de I'espace. Parmi celles ci, donnons celle dite «
bonhomme d’ampére ».

ConS|deron$O 7, ] k) un repere orthonormal de I'espace. SoigftetK des points de&’ tels queOI = _f 0] =

OK = k. On considére un « observateur » placé les pied3,damtéte erK et qui a le point devant lui.

Par convention, on dit que :
— le repereo, l , ] k) estdirectsi 'observateur a le pointa sa gauche. On dit aussi que la bQSe] %) estdirecte
— lerepéreO, 7, ] ) estindirectsi I'observateur a le poifjta sa droite. On dit aussi que la base | j ) estindirecte

Choisir une orientation de I'espagce’est choisir de travailler avec les repéres directs, @t d&s repéres indirects. Si on
fixe un repére dans I'espace, on choisit une orientation.

Remarque 3.5 Considérant une base de I'espage

— Sion échange deux vecteurs#e on change l'orientation dés.

— Sion échange un des vecteursdeavec son opposé, on change I'orientatiordde

— Si on effectue une permutation circulaire sur les élém@at® on ne change pas son orientation.

[DEFINITION 3.8 © Orientation d’un plan dans I'espace

Etant donnés un pla? et un vecteur normaki a ce plan, il existe une unique orientation du pl#htelle que pou
toute base orthonormale diredig, v) de ce plan, le triplefu, 7, 77) forme une base orthonormale directe4leOn
|dit que leplan & est orienté pain .
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FIGURE 3.2 — Coordonnées cartésiennes

3.2 Mode de repérage dans I'espace

3.2.1 Coordonnées cartésiennes

Définitions

N

(DEFINITION 3.9 © Repére de I'espace
On dit que le quadruple® (0,4, v, w) € & x ¥3 est unrepére de I'espacé’ si et seulement §iu, v, w) est une bas|
de¥'. O est appelé origine du repése.

« Le repéreZ est ditorthogonalsi et seulement si la bag@, v, w) est orthogonale.
|* LerepéreZ est ditorthonormalsi et seulement si la bage, v, w) est orthonormale.

e Z S - N P N
PROPOSITION3.2 © Coordonnées d’un point dans un repére cartésien

Soit,%’(o,_i),?f) un repére cartésien de I'espace. 9die & un point de I'espace. |l existe un unique trip

(o,B,Y) € R tel queO_l\)/I i+ ﬁ7 + yf. Ce triplet s’appelle les coordonnéesMelans le repérgZ. On le note :

M

(04 (04
B ouM|p | ouaussM(a,p,Y)
Y Y

Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 3.1

Remarque 3.6 La donnée d'un repéer& de& permet de construire I'application :

& — R
(04
e.MMB
Y

on peut identifier etR3.

Calcul algébrique avec les coordonnées
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[PROPOSITION3§ Q Calculs avec les coordonnées )
k|u

Soit%(o, i,j, n repére cartésien de I'espace. Soigrgt ' des vecteurs de coordonnées, dahs
X X
Uuly et uly
z z

Soienta, o’ € R. Les coordonnées du vecteur +pu’ sont :

_|ox+px

- !/ 14,/
au+pu jay+o’y
az+ao'z

- J

Démonstration © Par définition,onati =xi +yj +zk etu' =x"i +y' j +z' k. Par conséquent :

(x7[+[5;7 = (ax+px') 7 +(ay+a'y) [ +(az+d'Z) &

ce qui prouve le résultat.

Norme d’un vecteur, distance entre deux points dans un rep& orthonormé

DEFINITION 3.10 © Norme d’'un vecteur

Soit % un vecteur de/ possédanhB comme représentant datsol A, B € £. On appelle norme d& et on note| 7 |
la longueurAB.

~

p - 3
PROPOSITION3.4 © Expression de la norme d’un vecteur dans un repere orthonorral
Soit%(o, i,j, k) un repérevrthonormalde I'espace €t un vecteur de coordonnéesx, y, z) dans la base associge

acerepéere.Ona:
[T =/ x%+y%+22

Démonstration © SoitMe & tel queOM = 7 . Soient :
« H le projeté orthogonal d¥ sur le plan horizontal (O, i,j )

« 1 le point de(Ox) donné par Ol=x1i.

« ] le point de(Oy) donné par O = y7i.

Par définition du projeté orthogonal, le trian@I®H est rectangle eH. De plus, comme le repérg est orthonormal, le triangle
OIH est rectangle eh Par application du théoréme de Pythagore dans ce triangke,

OH? = OI% +IH?.
Par application du méme théoréme dans le triaBd/e1, on a aussi

OM? = OH2 + HM2.

Il vient alors
OM? = OF+IH? + HM?
= x2 + y2 + Z2
d’ou le résultat.
( )
COROLLAIRE 3.5 ©
SoientZ (O, i,j, k) un repéreorthonormalde I'espaceA (xa, ya, za) €tB(xs, ys, z8) des points de I'espace alors

AB = \/(XB —x2)?+ (v — ya)® + (28 — 2)?

Démonstration © Les coordonnées du vectels sont

XB — XA
AB|yB—yA
2B — 2ZA
Si on applique a ce vecteur la formule précédente, on obiggBskultat escompté.
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3.2.2 Coordonnées cylindriques et sphériques

z z
M /g
| p |
| |
z |l |
| |
y y
r N
0 0 Ny
X P X P
(a) Coordonnées cylindriques (b) Coordonnées sphériques

FIGURE 3.3 — Coordonnées cylindriques et sphériques

Multimédia : Animation: on déplace un point dans l'espace et on représente géométriqguement
ses coordonnées cartésiennes et sphériques/cylindriques

(DEFINITION 3.11 © Systéme de coordonnées cylindriques )
Soient :

- X% 07775) un repereorthonormalde I'espace
X
e M|y un point des’.
z
« P le projeté orthogonal d! sur le plan(Oxy) muni du repére orthonorméd, (P, 77)
On appellesystéme de coordonnées cylindriqded/ par rapport & tout triplet de réelsr, 6, z) tel que

W:rﬂ(6)+z7c)

ou:

— (r,0) est un systeme de coordonnées polaires paefativement &%,.
o restle réel positif tel QUOP = r i (0)

\¢_zestla cote d®1 dansZ. J

(PROPOSITION3.6 © Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnéeartésiennes )

Soit,%’(o,_i)j,?) un repere orthonormal de I'espadé,un point de I'espace de coordonnées cartésie(ingsz)
dansZ et de coordonnées cylindriques par rappa# & 6,z). On a:

x =rcos0
y=rsinf

=2

- J

Démonstration © SoitM un point de I'espace de coordonnées cartésiefmesz) dansZ. SoitP le projeté orthogonal de
M sur le plan horizonta@o,?,?) et (p,8) un systéeme de coordonnées polaires foper rapport au repéere orthonormal direct

R (0,7,7). AvecTi (0) = cos® i +sin67, on a0P = pu(0) et:
OM = OP+PM
= ru (6)+z7c>
= rcose_i)+rsin97+z7c)

d’ou le résultat.

DEFINITION 3.12 © Systéme de coordonnées sphériques
Soient# (O, i,j, ) un repérerthonormalde I'espaceM un point de I'espace @ son projeté orthogonal sur le plan

horizontaI(O, 7, 7) .
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(On appellesysteme de coordonnées sphéricgies! par rapport & tout triplet de réelgr, 6, ¢) tel que :
+ = ol -
* (p,8) est un systeme de coordonnées polaireB dar rapport au repere orthonormal dir@t i,]j )

e ¢ estla mesure de I'angl k,0M | élément deo, 7).

| est appelé lgolatitudedu pointM et 6 la longitude

Remarque 3.7
— 0 étant une mesure de I'angle orierﬁﬁﬁ,(ﬁ;), il est défini modul@n.

— Langle (f(ﬁfl) n'est pas orienté car on n'a pas choisi d’orientation du p@M). C’est pour cela que sa mesure

est donnée modulo.
— On utilise parfois la latitude s — ¢ a la place de la colatitude.

(PROPOSITION3.7 @ Lien entre les coordonnées sphériques et les coordonnéestéaiennes h

Soient# (0,7,7,75) un repére orthonormal de I'espadé,un point de I'espace de coordonnées cartésie(mesz)
dansZ et de coordonnées sphériqye$,¢). On a:

x =rsingcos0O
y=rsingsin0

zZ=TrCcosg

- /

Démonstration © SoitM un point de I'espace de coordonnées cartésiefmesz) dansZ et soitP le projeté orthogonal de
M sur le plan horizonte{lo, 7, 7) Soit(p,0) un systeme de coordonnées polaires [fopar rapport au repére orthonormal direct

Ro (O,_i),T) et ;T (©) =cosOi +sinj.Ona:0P=p7 () et:

—

OM = rcos<p7c> +rsing (0)

- . - . g
= rcos@k +rsingcos6 i +rsingsind j

d’ou le résultat.
Remarque 3.8 Si a la place de désigner la colatitugegiésigne la latitude alors les formules précédentes designn
X =rcos@cosf

y=rcos@sin®

z=rsing

3.3 Produit scalaire
3.3.1 Définition

N

(DEFINITION 3.13 © Produit scalaire . .
Soientu et v deux vecteurs d¢’. SoientO, A, B trois points def’ tel que :0A=u etOB = v et Z la plan contenar
ces3 points. On appelle produit scalaire @deet v leur produit scalaire dans le pla#. En particulier, si et v sont
non nuls, on a

—

—_ —

Uuv=(u,v)=|ul.| 7| cos6

ou 6 est une mesure de I’angﬂ@)\, (YS)) dans le planz.
(&

Remarque 3.9

— Cette définition ne nécessite pas de définir une orientdtos la plan?’ et I'angled = ((T&(ﬁ) ne doit pas néces-
sairement étre orienté. En effet, si on change I'orientatio plan, 'angled est changé en son opposé ce qui laisse
invariant son cosinus.

_[EP=71.
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PROPOSITION3.8 ©
Deux vecteurs non nuls d& sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaireids

Démonstration © C’est une conséquence de la méme propriété mais dans le plan.

3.3.2 Expression dans une base orthonormale

LEMME 3.9
Soientu et v deux vecteurs d¢” alors

w7 = (| + - [% ) -1 7))

Démonstration Soit 2 le plan vectoriel engendré pai et v. Le vecteuru + v est élément de?. Les propriétés du produit
scalaire dans le plan permettent d’écrire

[T +7 )= a|*+|7|*+25.7
Le produit scalaire des deux vecteliset v dans I'espace coincide avec celui dans le planOn obtient donc la formule
annoncée.

THEOREME3.10 QOO Expression du produit scalaire dans une base orthonormale
Soient# (O, i,j, k) un repére orthonormal de I'espage, y, z) et(x',y', z’) les coordonnées respectives des vectpurs

U etV de? dansZ. On a

UV =xx'+yy +z7

Démonstration © Ona|%|* = x>+ y*+ 2% et|T||* = x2 + 2 + 2’2, Par ailleurs

% +7|° (x+x)+(y+Y) +(2+2)

= x2+2xx +x7 +y2+2yy'+y'2+z2 +222 + 2.

Par application de la formule établie dans le lemme préagdarobtient I'expression mentionnée pour le produit soala

3.3.3 Propriétés du produit scalaire

PrROPOSITION3.11 © Symétrie du produit scalaire
[] Le produit scalaire estymétrique si et v sont deux vecteurs d& alors :

Uv=v.u I

Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. On peut aussi vigrmeposition comme une conséquence directe du
fait que le produit scalaire dans le plan est symétrique, praiposition 2.10 page 71.

PrRoPOSITION3.12 © Bilinéarité du produit scalaire
Le produit scalaire ediilinéaire. Ce qui signifie que pour tous vectewss u;, u, v, v1, v> de’# et pour tous réel
A1, A2

Tt).()\la{+)\272>)=)\1?[.ﬁ+)\27.z et ()\15{+A2§2>)7:A1Z7+A252>7

Démonstration C’est clair en passant en coordonnées.

PROPOSITION3.13
Soit,%( i,j, k) une base orthonormale. Saitun vecteur d¢/ de coordonnées;, y, z) dans%. Alors

- = - -
xX=u.i y=u.j z=u.k

Démonstration Laissée en exercice...
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3.4 Produit vectoriel

3.4.1 Deéfinition du produit vectoriel

<

—
u

FIGURE 3.4 — Produit vectoriel de deux vecteurs dans I'espace

~\

(DEFINITION 3.14 © Produit vectoriel
On suppose qu’on a choisi une orientation de I'espace. Sai@t v deux vecteurs d¢’. SoientZ? un plan de I'espac]
contenant ces deux vecteursieun vecteur normainitaire a 2. Fixant7c), on fixe une orientation d&”. On appellg
produit vectorielde 7z et v le vecteur, not&i A v ouu x v, donné par

[¢)

—

UANTV =det(u, V) k.

Remarque 3.10 fondamentalell y a deux choix possibles pour un vecteur normal unitaig# akou-k.Le produit
vectoriel dépend donc a priori du choix fait au départ powexeur normal.

Notons(u N 7) le produit vectoriel construit en ayant choisi le vectauet (u AT 7) le produit vectoriel construit
en ayant choisi le vectewrk . Notons aussﬂetz (u,7) le déterminant des vecteurset 7 dans le planZ orienté par
¥ et det —(u, ) le déterminant des vecteurset v dans le planz orienté par k

En choisissant le vecteurk ala place du vecteu? on change I'orientation dé?, et donc le signe de I'angle orienté
(u, v) ainsi si que le signe du déterminant du coupig 7). Mals ce changement de signe est compensé par le changement
du vecteurk en le vecteur-k : (u N ) _det~(u ) ¥ = —det —'(u (- k)_(u N T ).

(CoROLLAIRE 3.14 © Norme du produit vectoriel de deux vecteurs
Siu et sont deux vecteurs dg :

|% AT | =1det(@d, D)1= | @[ 7] -|sin(id, )|

Démonstration En utilisant la définition du déterminant de deux vecteurssda plan et sii est un vecteur normal unitaire a un
plan vectoriel contenani et v, on obtient :

1% AT | = ldet (%, 7) | = |det (&, 7) || 7| = |det (@, F)| = |7 |.| 7| |sin(%, 7))

Remarque 3.11

— |sin(u, v)| ne dépend pas de I'orientation choisie pour le pldrcontenant les deux vecteurset v .
— |l AT|| est I'aire du parallélogramme construit & partir des vasteuet v.

COROLLAIRE 3.15 © Caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs via le prduit vectoriel
Deux vecteurs d¢ sont colinéaires si et seulement si leur produit vectosehel.

Démonstration Considérons un plagp contenant ces deux vecteurs. Ces deux vecteurs sont é@meéaet seulement si leur
déterminant dans le pla#? est nul.

Remarque 3.12
— Soienti et j deux vecteurs orthogonaux (respectivement orthogonaunitetires) de/”. Alors (i, j, i A j) forme
une base orthogonale (respectivement orthonormale)tdidec’espace.
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— La droite passant par le poiatet de vecteur directeti est I'ensemble des poinkg du plan vérifiant

—_—

AMAT =0.

3.4.2 Interprétation géométrique du produit vectoriel
Soient etV des vecteurs d& etw = 1 A v. On obtienfw a partir deu et 7 en composant :

1. Laprojection sur un planZ orthogonal au. Limage dev par cette projection est un vecteu de norme
[|71lIsin(z, v)|. (Remarquons que cette derniére expression est indépertialorientation de I'espace choisie).

2. Larotation d’angle} dans le planZ” orienté par le vecteur normal qui transforme le vecteur; en un vecteur
v, de méme norme qua et directement orthogonala et v

3. L'homothétie de rapporz || qui transformev; en un vecteuiws de normel|z|||| 7 |||sin(%, V)| directement
orthogonal &z et v. vz est donc par définition égal@ A v .

3.4.3 Propriétés du produit vectoriel

PROPOSITION3.16 © Le produit vectoriel est antisymétrique
Si 1 etv sont éléments d¢ alors

- — - —
VAU=—UNTD

Démonstration C’est une conséquence directe de 'antisymétrie du détarmide deux vecteurs dans le plan.

Interlude

Lors d'une premiére lecture, on pourra passer directemlarqi@position 3.22 page 123. Ce qui suit permet de démontrer
cette proposition mais n’est pas important pour la comprgiea du chapitre.

[DEFINITION 3.15 Application linéaire dans I'espace
Soit f: ¥ — ¥. On dit quef estlinéaire si pour tout coupléz, 7) de 7?2 et tout réel,

fi+D)=fu)+f(V) et fAW)=Af(u).

(PROPOSITION3.17 Caractérisation des applications linéaires
Soit f: ¥ — 7. f est linéaire si et seulement si, pour tout couplev) de #? et pour tout couple de réefs, )

flau+pv)=af(u)+pf(v) |

Démonstration Laissée en exercice.

PROPOSITION3.18
Une application composée de deux applications linéaitesnere linéaire.

Démonstration Laissée en exercice.

(DEFINITION 3.16 Application bilinéaire )

Une applicationf : ¥ x ¥ — ¥ est ditebilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses variables, ce qufisigjie)
pour tout vecteursi, v de :
. o o v — ¥ o
— sionfixeu .f(u,.).{ T o— 3T est linéaire.
. . = vV v o
— sionfixev : f(, v).{ T o— T est linéaire.

- J
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Quelques exemples d’applications linéaires fort utiles par ce qui vient...

Soit  un vecteur dev'. Soient(0,7,7,Z) une base orthonormale directe telle q_i]estT[ sont colinéaires et telle que
(j, k) est une base du plan orthogonale a

PROPOSITION3.19
La projection orthogonalg sur le plan orthogonaled est linéaire.

Démonstration Soientv etv' deux vecteurs d¢ de coordonnées respectivasy, z) et(x',y’,z') dans(7,7,f) alorsp(v)
est le vecteur de coordonné@sy, z) etp(v') est le vecteur de coordonné@sy’,z'). Commev + v’ admet(x+x',y+y',z+2)
comme coordonnéeg(v + ') admet comme coordonné@sy + y',z + z') qui sont aussi celles du vecteptv) + p(v'). Par
conséquentp(V)+p(v") = p(¥ + 7).

Soith un réel. Le vecteuk v a pour coordonnéd&x, Ay, Az). Les coordonnées ggA\v') sont dona0,\y,Az) qui sont exactement
les coordonnées dep(v). Doncp(\7) =Ap(D).

On a prouvé que est linéaire.

PROPOSITION3.20 o
La rotationr d’angle? dans le plan orient@®, j, k) est linéaire.

Démonstration Les vecteurs de ce plan sont ceux de coordontiégsz). Soitw un vecteur de ce plan. L'image parde v
est le vecteur de coordonné@s—-z,y). On prouve la linéarité de cette application en passant aardonnées, comme dans la
proposition précédente.

PROPOSITIONS.21
Soit k un réel non nul. Chomothétig; de rapportc, qui & un vecteuw de ¥ associe le vectelrv est linéaire.

Démonstration Soientv etv' deux vecteurs d& . On a
h (T +0) = k(T +0) = kT +kv' = hi (D) + hi (V).

Si\ est un réel, on a aussi
hi(A\V) = k(AV) = Ahy (D)

ce qui prouve la linéarité de.

Remarque 3.13
— En particulier 'homothétié: de rapporic = | % || est linéaire.
— Cette proposition est une reformulation du théoréme dé&&gha
Ces trois exemples vont nous permettre de démontrer quedeiprectoriel est bilinéaire.
(COROLLAIRE 3.22 © Le produit vectoriel est bilinéaire )
L'application
| rxy — ¥
| U, V) — UAT
est bilinéaire. Autrement dit, pour tout vectearsu;, uz, v, v1, v» de’ et pour tout réeld, A,
TAMNT A =MUATI+ M UAD || et | MU +M)AT =M AT+m AT |
- J

Démonstration Fixonsw dansy . L'application :

X —_ un=x
est linéaire comme composée des trois applications liggajrr et h. Pour montrer que est bilinéaire, il faut encore montrer
que, pourv fixé dansy et pour toufii, u' dans? etA réel,

—

. .
U+UIANT=UANT+U AT etAUAT =AUAT

Ces deux propriété découlent de I'antisymétrie du prodestariel et de la linéarité d& ;. Par exemple pour la premiére égalite,
on procede ainsi

— — — —

U+UAT=-TAU+u) =AU +u)=0_5 U +u)=0_5 () +0_3 W) =-TAU-T AU =UANT+U' AT

3.4.4 Expression dans une base orthonormale directe
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THEOREME3.23 QOO Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale
Soit,@( i,j, k) une base orthonormale directe. Soienét v des vecteurs d¢ de coordonnées respectiesy, z)
et(x',y,z') dans#. Les coordonnéeX,Y,Z) de u A v sont données par :

! ! /
z z X X
X: y y, Y: ’ = /
z z X X Vv oy
Autrement dit :
yz'-y'z
UANTD |zx' - Z'x
xy' —x'y
Démonstration © Ona: . _ _ -
U=xi+yj+zk e V=xi+yj+7k

Utilisant la bilinéarité du produit vectoriel et les relais
i

iNd

=jAT=kAk=0

qui découlent du fait quéd est une base orthonormale directe, on peut écrire :

A

TAT = (x

= xyk-x27
Xk +yZ T
+zx' [ -2y 0
= (yz'—y'z)_i>+(zx'—z'x)7+(xy'—x'y)7c>

ce qu'il fallait démontrer.

3.5 Déterminant ou produit mixte
3.5.1 Deéfinition

N

(DEFINITION 3.17 © Déterminant, produit mixte
Soient u, U, w trois vecteurs de I'espac#. On appelledéterminantou produit mixte de ces trois vecteu
le nombre réelnoté|[u, v, w] oudet(u, v, w), et donné par :

det(W,7,%0) = (W AT). T

(. J

3.5.2 Expression dans une base orthonormale directe

THEOREME3.24 QOO Expression du déterminant dans une base orthonormale dirg¢e
Soit,@( i, 7, k) une base orthonormale directe'deSoientu, v, w trois vecteurs de et soienf(x, y, z), (x',y', 2')
et(x”,y",z") leurs coordonnées respectives dans cette base. Alors :

x X
det(u, v, w)=|y vy
z z
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Démonstration © Il suffit de calculer le produit mixte de ces trois vecteursiilisant les formules vues pour calculer le produit
scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs dans use dahonormale directe.

Remarque 3.14

Le moyen mnémotechnique suivant, app@lgle de Sarruspermet de calculer le déterminant de trois vecteurs assez
facilement en additionnant les produits formés le long dehfts bleues et en soustrayant ceux formés le long des fleches
rouges:

x xl x//

\ 7
//
I /!
J’Y‘y XY
Z ’ 2 g
\< \<
X ’ MR
/7

/ \\
y/ y/ y//

3.5.3 Propriétés du produit mixte

(PROPOSITION3.25 © Le produit mixte est antisymétrique )
Soient, v, w trois vecteurs d¢/’.
« On change le signe du produit mixte de trois vecteurs en parmrhdeux de ces trois vecteurs :

\On résume ces trois propriétés en disant que le produit rastentisymétrique )

Démonstration ©
« Démontron<1) :

det(v,u,w) = (VAu)w
= (-U A7).w par antisymétrie du produit vectoriel
= —(un7v)w
= —det(u,7v,w)

« Pour démontref), il faut se placer dans une base orthonormale directé déécalculer, dans cette base, en utilisant la formule
3.24, les trois déterminandet (v, w, u), det(w, u, V), det (u, v, w) et vérifier qu’ils sont égaux.
o Pour démontre(2), on peut remarquer que d'apr@s, det(u,w, v) = det (7, d, w) et appliquerl).

—_ - —

o Enfin d'aprés4) et(1), det(w, v, u) =det(v,u, w)=—det (U, 7, w)

PROPOSITION3.26 © Le produit mixte est alterné
Soientu, v, w trois vecteurs d¢/’. Si deux de ces trois vecteurs sont égaux alors le produterdixces trois vecteufs
det(u, v, w) est nul.

L—

Démonstration @ Partant de I'égalitéet(V,u,w) = —det(u, vV, w), siu =7, on obtientdet (u, u, w) = —det (4, u, w) ce
qui aménelet (u,d,w) = 0.

DEFINITION 3.18 Application trilinéaire

Une applicationp : 72 — R est ditetrilinéaire si et seulement si :

« pour tout(u, v) fixé dans¥ x ¥, 'application :w — ¢ (U, 7, w) est linéaire.
« pour tout(v, w) fixé dansy x ¥, 'application : i — ¢ (¢, 7, w) est linéaire.
« pour tout(u, w) fixé dansy x ¥, 'application : v — ¢ ( , w) est linéaire.

u, v
u,v

’
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PROPOSITION3.27 ©
Le produit mixte est trilinéaire.

Démonstration
* Fixons(u, V) dans¥ x ¥ et montrons que I'applicationg : w — det(ud, vV, w) est linéaire. Soient, o’ deux scalaires &b,
w' deux vecteurs d¢’. On a

elaw+dw) = det(u, v
)

—_ —

« Fixons maintenarifu, w) dans¥ x ¥ et montrons que I'applicatiop : v — det(u, v, w) est linéaire. Il suffit de remarquer
que pour toufv dans¥’, comme le produit mixte est antisymétriquiet (i, v, w) = —det(ud,w, V) et que I'application
U — —det(u,w,7) est, d'aprés le premier point, linéaire.

« On montre la linéarité de — det(u, v, w) de la méme fagon.

3.5.4 Interprétation géométrique

THEOREME 3.28 © Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur pragdt mixte est nul
Soientw, v, w trois vecteurs d¢/. Ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement spteduit mixte est nul.

Démonstration © Si un des trois vecteurs, v, w est nul, le résultat est clair. On suppose donc désormaigiqui de ces
trois vecteurs n’est nul.
Supposons qu@, v, w sont coplanaires. Une des deux assertions suivantes estedte :
1 7 et sont colinéaires et on a dontA v =0 ce qui entraine quéet (T, 7,w) = (i A V). 7 = 0.
2. U etV ne sont pas colinéaires et doncn v est un vecteur orthogonal au plan engendrépaet v. Commew est
élément de ce planj AU est orthogonal & et nécessairementlet(u, v, W)= (4 A 7). W =0
Supposons queéet (U, V,w) =0. Alors :
1 siu etv sont colinéaires, il est clair qué, v,w sont coplanaires...(ces trois vecteurs sont élémentsastugpigendré
pari etw.
2 sinon,u AU est un vecteur orthogonal au plan engendréipat v et comme(id A V). w =0, W est aussi orthogonal
au AU et est donc nécessairement élément de ce plan.

gl

—

u
FIGURE 3.5 — Interprétation du produit mixte

THEOREME3.29 © Interprétation du produit mixte en terme de volume
Soient, v, w trois vecteurs d¢’. NotonsJ le volume du parallélépipéd® construit a partir de cesvecteurs. Off
a:

¥ =|det(d, 7, )]

Démonstration © Si les trois vecteurs sont coplanaires, le résultat eseévidn suppose donc que ce n’est pas le cas. Soient
0, A, B etC des points de I'espace tels gue= OA, v = OB etw = OC.
« SoitH le projeté orthogonal de sur la droite dirigée pati A V. OH est la hauteur du parallélépipéde OH est donnée par :

OC|cos(u AT, W)| = |w]]|cos(u AT, W)
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« Le parallélogramme formant la base@eest porté par les vecteurs et v et son aire# est donnée par :

|7 sin (2, ¥ = @ A |
Le volumey de2? est donc donné par :
V = o xOH
= |uaT|x||w]]|cos(u AT, )|
= |(unv).w|
= |det(u,V,w)|

3.6 Plans dans I'espace

3.6.1 Représentation paramétrique des plans

/PROPOSITION3.30 QOO Equation paramétrique d’un plan )
Soit,@(o, i,j, k) un repére de I'espac®. Soient :A (xa, ya, za) € &, U (x5, y+, 23 ) €LV (x5, ¥, 25 ) deux vecteur
de . SoientM (x, y,z) un point de I'espace e¥ le plan affine passant paret engendré pas et v. On a équivalence
entre :

1 M est élément de”
2 il existe (a,p) € R? tel queAM = a7i +B 7.
3 il existe(a,p) € R? tel que :

U7

X=xp+0oxy +Pxy
y=yatayy +Byy

z2=2zp+0zg +Pzy

Le systeme

X=xp+0xy +Pxy

y=yat+ay; +Pys
z=2zp+0zy +Pzy

\est uneequation paramétriquee . J

Démonstration SoitM (x, y,z) un point de I'espace. Supposons qiest élément du plag? alors le vecteuAM est combinaison
linéaire des vecteurd et 7. Autrement dit, il existe des scalaires € R tels queAM = a7 +P T . En récrivant cette égalité avec
X =xp +axg +Pxy
des coordonnées, on obtieh = y +ay-; +py+
z=2zp tazg +Pzy
Réciproquement, si les coordonnées du pdifik, y, z) vérifient le systéme précédentes, on montre AMe= o4 +p7 et donc
queMe .

3.6.2 Représentation cartésienne

Pour tout ce paragraphe, on fixe un repére orthonormal difeéﬂ; 7775) de I'espaces’.

N

(PROPOSITION3.31 ©
Soit £ un plan affine de” Soit A un point de” et (u, v) un couple de vecteurs engendradt On a équivalence
entre :

1 le pointM est élément de?.

2 le produit mixtedet (m,ﬂ,_v') est nul.

| J

Démonstration © SiM e & alorsAM est combinaison linéaire d& et et les vecteuraM, %, ¥ sont coplanaires. On a alors
nécessairemenit [m, U, T/’) =0.
Réciproguement, siet [E/I,TZ,T}) =0 alors les vecteuraM, %, ¥ sont coplanaires ce qui n’est possible que si le pifirgst

dans le méme plan que celui passantipat engendré paii, v, c’est a dire? (caru etv ne sont pas colinéaires par hypothése).
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(COROLLAIRE 3.32 )

SoientA (xa, ya, za), B(x8, y8,z8), C (xc, yc, zc) trois points non alignés de I'espaéeAlors M (x, y, z) € & est élément
du plan affineZ? passant pa, B etC si et seulement si

X—XA XB—XA XC— XA

Y—ya ¥yB—Ya Yc—Yya |=0
Z—2ZA ZB—ZA ZC—ZA

(. J

Démonstration Il suffit d’appliquer la proposition précédenteia= AB et v = AC et d’exprimer le produit mixte avec les
coordonnées de ces vecteurs.

(" . )
PROPOSITION3.33 QOO Equation cartésienne d’un plan

« Soit # un plan affine passant par un poifxa, ya,za) de 'espaces et admettant le vecteut (a, b,c) comme
vecteur normal alors une équation cartésienngtest

a(x—xa)+b(y—ya)+clz—za) =0

« Réciproquement, 'ensemble des poiNtéx, y, z) vérifiant I'équationax + by + cz = d ol a, b, c, d sont des réels ¢t

ol a, b, c ne sont pas tous nuls est un plan affine de vecteur n4 7 (a,b,0) |
S J

Démonstration

« M est élément de? si et seulement $iM et 7 sont orthogonaux et donc si et seulemenidiTi = 0. Exprimant cette derniere
égalité avec les coordonnées des vecteurs considérégrauveela formule proposée.

e Sia#0, posonsA(—%,0,0) sinon, sib # 0, posonsA [0,—%,0) sinon on a forcément# 0 et nous posons [0,0, —%). Comme

le pointM (x, y, z) Vérifie I"équationax + by + cz = d, on aAM.7 =0 et doncM est un point du plan passant paet de vecteur
normal7.

~

( Z .
DEFINITION 3.19 © Equation normale d’un plan
Soit Z un plan affine d’équationx + by + cz = d. Comme dit plus haut, le vecteu (a, b, ¢) est un vecteur normalfa
. Si ce vecteur est de plus unitaire, c’est a dire si

177 = a2+ b2+ =1

\alors 'équationax + by + cz = d est appelée équation normale g&

Interprétation géométrique de I'équation normale

Soit £ un plan etH le projeté orthogonal de I'origin® de % sur #2. Posons i = ﬁ. Considérons le3 angles non
orientés :

—

a47jy &413)ety4ha)
On adonc

e
1.

— - — - —
cosa=1.u, cosPp=j.u et cosy=+k.u

et (cosa, cospP, cosy). Commew est unitaire, on a aussbs? a+ cos?p + cos? y = 1. Par ailleurs

M(x,yz)e? < HM.Z =0

= ((W[—ﬁi).?[:o

= (x_i)+y7+z7c)—h7[).7[=00fjh=”(ﬁi”
<= cosax+cosPy+cosyz=h.

Cette derniére égalité forme une équation normalgde
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Position relative de deux plans

L'espace est ici encore rapporté a un repere orthonornedtdi (07775)

DEFINITION 3.20 © Plans paralléles
Deux plans de I'espace sopdrallélessi et seulement si ils admettent un vecteur normal non nuhtom

DEFINITION 3.21 © Plans perpendiculaires
Deux plans de I'espace sop¢rpendiculairesi et seulement si ils admettent des vecteurs normaux nerontiiogo-
naux.

(PROPOSITION3.34 © Caractérisation de la perpendicularité ou du parallélismede deux plans a partir de leur
équations cartésiennes respectives
SoientZ? et &' deux plans d’éguations cartésiennes respectives

ax+by+cz=d et ax+by+cdz=d.

Les vecteursi (a, b, c) et ' (a', b, ') sont donc, respectivement, des vecteurs norma#xet a7’
1 Les plansZ et &' sont paralléles si et seulement si il existe un Pe£I0 tel que

a=Aa, b=Ab et =M\
2 Les plansZ et &2’ sont confondues si et seulement si il existe un k€D tel que
a=\a, b=Ab, c=Ac et d=Ad
3 Les plans?? et 22’ sont perpendiculaires si et seulement si

ada +bb' +cc’ =0
N J

Démonstration ©

1 P et P sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normanixcainéaires ce qui est se traduit en termes de
coordonnées par l8ségalités ci dessus.

2 2 etZ sontconfondues si et seulement si, a la fois, ils sont gdealkt si ils ont un point commu(xa, ya, z). D'aprés
le point précédent, ceci est équivalent a

ad=\a, b=\b, '=Ac et axp+byp+cza—d=a'xp+bys+c'za—-d =0
On obtient alors
Aa—a)xp+Ab—-b) ypa+(Ac—o¢) zA—d+d' =0
ou encore
(A=1)(axp +byp+czp)-d+d =0
Et commeA est élément de?, on a aussi
A-Dd-d+d' =0
Ce qui prouve qud’ = \d
3 Lesdeux plans sont perpendiculaires si et seulement siveateurs normaux sont orthogonaux, c’est-a-dire si é¢isent
sin.n' =0, de quoi découle I'égalité a prouver quand on la transcritardonnées.

PrROPOSITION3.35 ©
SoientZ et &' deux plans de I'espace de vecteurs normaux respectés 7’. Si &2 et 2’ sont sécants alors lepr
intersection est une droite de vecteur directgux 7.

Démonstration © SoitA un point de l'intersection des deux plag% et &'

Si le pointM est élément de? n &' alorsAM est orthogonal & et a7'. Par conséquenM est colinéaire & A7’ etM
appartient a la droite passant padirigée parn A1’

Réciproquement, supposons Qqueappartient a la droite passant padirigée parn A 7', alors le vecteuAM est orthogonal &
etan’'. CommeA est élément des plaii® et %', nécessairemeM est élément de? et &' et donc de?? n &',

3.6.3 Distance d’'un point a un plan
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FIGURE 3.6 — Plans sécants dans I'espace

PrRoOPOSITION3.36 © Distance d'un point & un plan
Soit 2 un plan affine de vecteur normal. SoitM un point de I'espace &l son projeté orthogonal su?. On appell
distance du poinM au plan & la distanceMH. On la note :d (M, &?). C'est la plus petite distance du poivta un
pointA de &7 :

VAe Z, dM,Z)=HM<AM.

Démonstration © SoitAe 2. Le théoréme de Pythagore appliqué dans le triaktis1 permet d’écrireAH? + HAZ = AMZ,
CommeHA? =0, on aMH? < AM? et doncMH < MA.

FIGURE 3.7 — Distance d’un point & un plan

| Remarque 3.15 H est I'unique point de7 tel que les vecteurslH et 77 sont colinéaires.

Deux méthodes de calcul de la distance d'un point & un plan

THEOREME3.37 © Quand le plan est donné par un point et deux vecteurs directas
Soit Z un plan défini passant par un poiitengendré par les vecteurset v et de vecteur normak. SoitM un
point de I'espace. On a

|7-AM| |(@AT)-AM|  |det (@, 7, AM)|

dM, ) = — = —— ——
7] Ex EX
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Démonstration OO SoitH le projeté orthogonal del surZ?. Plagons nous dans le plan défini par les palptd etM. Soit6
une mesure de I'angle non orier(t_é IW\)) On aMH = AM - |cos9)|.
Par ailleurs

|7 | | AM] tcoser |7 -AM|

7] I

MH =AM -|cos0| =

ce qui prouve la premigre formule. Pour la seconde, il sutdjpliquer la premigre aved = 1 AU qui est bien un vecteur normal

a2. Enfin, par définition, on sait quai A 7)-AM = det (Ti, T/',m)

THEOREME 3.38 © Quand le plan est donné par une équation cartésienne
On rapporte le plan & un repére orthonormal SoientZ? un plan d’équation cartésiennex + by + cz+d = 0 et
M (xm, ym, 2m) UN point de I'espace. On a

|axn + bym + cam + d|

4, —_
A = e

Démonstration O Au regard de I'équation cartésienne g le vecteurr (a,b,c) est normal pour??. On considére un point
A(xa,ya,2a) € 2. En utilisant la formule précédente, on obtient

Ti-m(
I7]]

|a(xM—xA)+b(yM—yA)+c(zM—zA)|

dM, &)

Vaz+b?+c?
_ |axy + bym + czm — (axa + bya +cza)|
Va2 +b%+c?
_ |axm +bym +cav +d|
Va?+b%+c?
car comme\ est élément de”, on aaxa + bya + cza = —d.
3.7 Droites dans I'espace
3.7.1 Représentation paramétrique
(PROPOSITION3.39 QOO Représentation paramétrique d'une droite l
SoitZ un repére orthonormal de I'espace. Sgiune droite passant par un poiifxa, ya, za) et de vecteur directeqir

U (x5, y+,23). Une équation paramétrique deest :

X=XxA+1Ixy

y=ya+tyy
Z=zpt+tzy;

Démonstration Il s’agit d’une traduction en termes de coordonnées de i@ e R: vV =\1.

3.7.2 Représentation cartésienne

(PROPOSITION3.40 QU Représentation cartésienne d’'une droite h

SoitZ% un repere orthonormal de I'espace. On se donne desagdels d eta’,b',c’,d’ tels que les tripletsa, b, ¢) et
(a',b',¢’) sont non nuls et non proportionnels. L'ensemble des poinfsah dont les coordonnées vérifient le systq

) ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d =0

est une droite de vecteur direct({ nan I ou 7 (a,b,c) et (d',b',¢).
\Réciproquement, toute droite admet au moins un systemeatiéns de ce type.
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Démonstration Les triplets(a, b,c) et(a’,b',c") n°étant pas proportionnels, les vecteurs normaux auflatiéquationax+by+
cz+d =0 et d’équationa’x+b'y+c'z+d' =0 ne sont pas colinéaires et ces deux plans ne sont pas pesallelir intersection
forme donc une droite affine d’aprés la proposition 3.35. iBtésne d’équations cartésiennes pour cette droite esédaanle
systeméx).

Réciproquement, ¢ est une droite affine dirigée pare ¥ et passant pase ¥, alors si on compléte le vectewr en un triédre
direct(u, v, w) de I'espace, il est clair qu@ est I'intersection des plans passant pafA, 1, v) et (A, 4, w). La droite
admet donc bien un systeme d’équations du type indiqué.

3.7.3 Distance d’'un point a une droite

PropOsSITION3.41 © Distance d'un point & une droite

Soit 2 une droite de I'espace passant par le pdimt de vecteur directeusi. Soit A un point de I'espace &t son
projeté orthogonal su® (H est 'unique point deZ tel que les vecteurst et 7 sont orthogonaux). On appetiéstanc
deA a 2 la distanceAH. C’est la plus petite distance dea un point deZ. Elle est notéel (A, 2).

Démonstration Voir la preuve de la proposition 3.36.

THEOREME3.42 ©
Soit 2 une droite de 'espace passant par le paiet de vecteur directet# . SoitM un point de I'espace. On a

Hmﬂ&“
dM,2) = ——
I

Démonstration © SoientH le projeté orthogonal d¥l sur la droiteZ. Soitd une mesure de I'angle non orier(ﬁ){,m). On
a:AH =AM|sin0|. Par ailleurs, on a
| A &M = |7l |aM]| 1sine)

d’ou I'égalité.

3.7.4 Perpendiculaire commune a deux droites

[ DEFINITION 3.22 © Droites orthogonales, droites perpendiculaires

« Deux droites affines de I'espace somnthogonalesi et seulement si leurs vecteurs directeurs le sont.
« Deux droites affines de I'espace s@erpendiculairesi et seulement si elles sont a la fois sécantes et orthogmnal

Remarque 3.16 Si 2 et 2’ sont deux droites paralléles, il existe une infinité de pedprilaires commune a ces deux
droites. Elle effet, elles sont contenues dans un méme plaexéste une infinité de droites perpendiculaires a ce plan

[PROPOSITION3.43 © Perpendiculaire commune a deux droites

Soient? et 2’ deux droites non paralléles, il existe une unique draifgerpendiculaire a la fois & et a2'. Cette
droite est appeléperpendiculaire commune aux deux droitgset a4 2’. Si de plusZ est dirigée pani et si 2’ est
| dirigée parz' alorsA est dirigée pani A u'.

Démonstration ©

- Soient :
» U un vecteur directeur d@ etA un point de2
« 7' un vecteur directeur d@' etA’ un point de?’.
Posonsw =1 A i’. Comme les droite9 et ' ne sont pas paralléles, leurs vecteurs directeurs ne ssmpfiaéaires et donc
w est non nul. Notons? le plan donné par le tripléh, i, w) et 2’ le plan donné par le triplgt\’, @', w). Un vecteur normal
a P estn =7 AW et un vecteur normal &' estn’ = Ui’ Aw. Ces deux plans ne sont pas paralléles. En effet, si c'était |
cas, alorsi et seraient colinéaires. Il existerait donc des scalaifpsion tous deux nuls tels quéi AW +pi’ AW = 0 ce
qui améneraifai +pu') AW = 0. Alors W serait élément du plan vectoriel engendré aet v ce qui n’est pas possible par
définition dew . L'intersection des plans? et %' est donc une droite affirte qui est dirigée paty et donc perpendiculaire aux
deux droites? et2'.

- SoitA’ une droite affine perpendiculaire aux deux drofest . Alors un vecteur directeat’ deA’ est orthogonal
a la fois au et au'. Autrement difw’ est colinéaire 3 = i Ad'. De plus,A’ est incluse dans le plan affifg, i, w) ainsi
que dans le plafy’, ', w). Par conséquemt’ = §.
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FIGURE 3.8 — Perpendiculaire commune & deux droites

PLAN 3.1 :| Pour déterminer la perpendiculaire commune a deuXerhllni

Dans I'espace muni d’un repére orthonormal direct, on a&reideux droites non coplanaite®t?’ telles que
— 9 est dirigée par le vectelil et passe par le point
— 9' est dirigée par le vecteil’ et passe par le point

Pour déterminer une équation cartésienne d’une perpdaitieaommune & et2' :

1 Onforme le vecteuw =u A4'.

2 On forme une équation cartésienme+ by + cz+d = 0 du plan% passant pak et engendré paii etv. Ce
plan contients.

3 On forme une équation cartésiemie +b'y +c'z+d' = 0 du plan%' passant pak et engendré pari etv .
Ce plan contien®.

4 Lintersection de? et de?' est une droite dirigée par. Par construction, cette droite est la perpendicul
commune\ a2 et a®’. Un systeme d’équations cartésiennes poast donc :

Jax+by+cz+d =0
|ladx+by+cdz+d =0

aire

( g g = A
PROPOSITION3.44 © Distance entre deux droites non paralléles

Soient2 et 2’ deux droites non paralléles. Soientla perpendiculaire commune a ces deux droitése point
d’intersection de\ avecZ etH' le point d’intersection d& avec?’. Pour tout pointd de 2 etM' de %', on a :

d(HH)<d(MM)

avec égalité si et seulementl§i= M et H' = M'. La distanced (H,H') est appeléelistance deZ a 2’ et se notg

d(2.2).

_J/

Démonstration © MH dirige 2 etH'M’ dirige 2'. Ces deux vecteurs sont donc orthogonalid. D’apreés le théoréme

Pythagore, on a :
_2 i, =2 =2
HMM’ = HMH+H’M’ + HHM’
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Il vient alorsMM’ = HH' et on a égalité si et seulemenﬂsﬁ){ +H'M’ H =0, c'est & dire si et seulement)dii + H'M = 0 ce qui
équivaut a1 =M etH' =M.

THEOREME 3.45 © Calcul de la distance entre deux droites non paralleles
SoientZ et 2' deux droites non paralléles de vecteurs directeurs refpectet u’, passant respectivement par Jes
pointsM etM’. On a :

Démonstration © Soit A la perpendiculaire commune aux deux droitest 9'. Comme précédemment notoHsle point
formant l'intersection de7 et A, ainsi queH’ le point formant l'intersection d&’ etA. On ad(2,%') = HH' = "HH’ H Les

vecteursii A ' etHH' sont colinéaires donc
|G a1 = 7 | e .

Par conséquent
|(@ ") H

‘det( ,Ti',lﬁ)‘

HH' = Z
u

IIMAu’II e

On ade plus

(det [T[,TZ’,MM’) - )det (U,T[',W—I +HH +H’M’)

’det (TZ,T[’,HH’)‘ car7 etMH ainsi quez’ etH'M’ sont colinéaires

’(Ti ) IE)” par définition du produit mixte

@A’ "HH H car les vecteursi A T’ et HH' sont colinéaires

d’ou I'égalité.

3.8 Spheres

3.8.1 Généralités

N

(DEFINITION 3.23 © Sphére
SoientA un point de I'espace &< R un réel positif non nul. On appelle sphéere de raRat de centre\ I'ensemble
noté. (A,R) des points de I'espace situés a une distahdeA :

S (AR ={Me& | AM=R}

(PROPOSITION3.46 ©
L'ensemble des pointsl de I'espace vérifiant

MA-MB =0

 est la sphére de diametjB].

Démonstration © Soitl le milieu de[AB]. SoitMe &. On a :

_— — —_— — — = — 2 — —
MA~MB=0<=>(MI+IA).(MI+IB)=0<=>HMI" “IAIB=0<>IM=1IA

PROPOSITION3.47 QOO Equation cartésienne d’une sphére
SoitZ un repére orthonormal de I'espace. La sphére de canug, c) et de rayorR € R} admet comme équatign
cartésienne :

(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2—R2 =0

— 2
Démonstration Il suffit d'écrire que M (x,y,z) € . <> HAMH =R%.
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3.8.2 Spheres et plans

~

(PROPOSITION3.48 Position d’un plan par rapport & une sphére
Soit.” une sphere de centreet de rayorR € R;. SoientZ un plan de I'espace éi le projeté orthogonal d& sur
2.
e Sid(A, P)>RalorsZn.Y =g.
e Sid(A, &)=Ralors#n.¥ ={H}.
e Sid(A &) <RalorsZ n.¥ est le cercle de centié et de rayon/R2 — d? (A, 2).
|Dans le deuxieme cas, on dit g€ est leplan tangent a la sphere” au pointH.

J

Démonstration SoitM e 2. Par application du théoréme de Pythagdre,, M)? = d (A,H)? + d (H,M)? = d (A, 2)? + d (H,M)2.
Par conséquertil € . si et seulement $i2 = d (A,M)? = d (A, )2 + d (H,M)2.

3.8.3 Spheres et droite

Soit%’(o,_i),7,7c)) un repére orthonormal de I'espace.

On étudie dans ce paragraphe l'intersection entre une splet une droiteZ. Afin de simplifier le probléeme, on peut
supposer que est dirigée par le vecteu_f), queO est le centre de. Une équation cartésienne g€ dans# est alors :
x? +y?+2z? =R? oUR e R* est le rayon de”.

2 coupe le plan passant paret dirigé par les vecteurs et7 en le pointA (a, b,0). Elle est donc paramétrée par :
=a

b
t

X
y
z

PrRoOPOSITION3.49 Position d’'une droite par rapport & une sphére

Posonsl =d (0,%2).0na:

e Sid>RalorsZ et.# ont une intersection vide.

» Sid=RalorsZ et. ont un point commun et un seul. On dit que la droitetasgente a la sphére
e Sid <R alorsZ et.” ont exactement deux points en commun.

Démonstration OnaM(x,y,z) € ZnY < x=a,x=bz=1t et P+’ +22 =R =x=ax=hz=t et a’+b+1*=
R%. Commed = a® + b*, on a M(x,y,z) € 7 <> t* =R?> - d?.

En résumé

1 Il convient d’avoir bien compris :
— l'utilité du produit scalaire
— ['utilité du déterminant
— [utilité du produit mixte
et les différentes techniques pour les calculer.
2 |l faut savoir calculer rapidement et sans hésitation
— I'équation cartésienne et de I'équation paramétrée diam p
I'équation cartésienne et de I'équation paramétrée diuoie
— I'équation cartésienne d’une sphére

3 |l faut savoir retrouver rapidement aussi les formules dngements de coordonnées sphériques et cylindriques.
Elles seront utilisées a la fois en mathématiques et en ghgsi

4 Lesdifférentes formules pour calculer la distance d’umpaiun plan, d’un point & une droite, entre deux droites,
ou le volume d’un parallélépipéde doivent étre bien connues
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3.9 Exercices

3.9.1 Produits scalaire, vectoriel et mixte

Exercice 3.1 QO
Soienti, v etw trois vecteurs de I'espace. Montrer que :

UATAD)=(T.B)7T - (4.7)

Solution : Considérons un repére orthonormal diré@ﬁ,?,%) dans lequel les coordonnées desont(a,0,0),
celles dev sont(a’,b',0) (il suffit pour cela quei et’j engendrent un plan contenaiitet 7) et celles déw sont
(a",b",c"). On aalors :

! I

a a la a b 0
UNTAW)=[0A|| A" [=|0A| -dc” =|ad"b —aadb"
0 0 | 0 |db"-bad —aa'c"
et:
a a’ 0
(u.w)v-(u.v)w=ad"|b —ad|b" =|aa"b' - ad'b"
0 C" _aalcﬂ
d’od I'égalité.

Exercice 3.2 QQ o
Dans I'espace, on considére un vectauuanitaire et une base orthonormale directe j, k).

1. Calculerx=un i I+ A jI?+1U A k>

2. En déduire que I'une de ces trois normes est supérieurgale &/2/3.

Solution :
X _ 0 _|=z |y
1. Notonsul|y.Alorstuni|z ,uAj|0,uA k|-x.Parconséquent,=2(x*+ y*+z?) = 2 puisqué| u|?® = 1.
% -y X 0

2. Parl'absurde, si les trois normes étaient toutes strietd inférieures &2/3, on aurait = a < 2/3+2/3+2/3 =2,
ce qui est absurde.

Exercice 3.5 QO Identité de Jacobi _ _
On rapporte I'espace a une base orthonormale directe. (3piatre vecteurs, b, ¢, d de I'espace.

1. Montrer l'identité de Jacobi :

2. Montrer que

3. Montrer que

Solution :
1. Utilisons la formule du double produit vectoriel :




(@anblcnd)y = det
= det
= (ba(Cnd)i@
= «bld)C-(bIT)d|
= <b|d)<_c’|a>—< |_c’)<d|a) par bilinéarité du produit scalaire
_ '<?i|?> <Z|d>’

(@, b, < A d) par définition du produit mixte
(1,7

A d,"a) car le déterminant est invariant par permutation circalair
a

—

a) d’apres la formule du double produit vectoriel

(bI¢) (bld)
3. Utilisons a nouveau la formule du double produit vectorie

(@n7).

det(?ij;,

(GADIATAD)

d
d

)

=
T —det(d, b, 0)d

Exercice 3.4 00 = _
On considére deux vecteuid, b) de I'espace. Résoudre I'équation vectorielle

Solution :  SoitX une solution. En prenant le produit scalaire avgmn trouve que

En prenant le produit vectoriel avet, et en utilisant la formule du double produit vectoriel, ditient
GAT+(@ D) A-1dIPT=4AD

d’ou l'on tire (remplacera AX parb — X eta.x para.b)que:

On vérifie réciproquement en utilisant la formule du doubledoiit vectoriel que ce vecteur est solution.

Exercice 3.5 Q00 =
On considére deux vecteurset b non-nuls et orthogonaux. Résoudre I'équation vectorielle

{

=| ol
al =/

A
N

> =]

Solution : Soit X un vecteur solution. On calcule A (¥ Ana) = b AD =0 dou en utilisant la formule du doub

produit vectoriel(b. @)X —(b. %)@ = 0 . Mais puisquéi. b =0 et quea # 0, on en tire que b. X =0 |. De la méme
fagon, en calculanti A (b A X), on trouve qu. Puisque le vecteux est orthogonal & et 6‘17;, il existe
AeR tel quex =A3d A b. Alors en calculant

ANG@AD)Aa=NTGI*D

1 ~
e De méme, en calculant
a

on doit avoir\ =

DANGAD) =AIDIPE

1
on doit avoir\ = . Par conséquent,

1]

b2
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— Sillal #1bl, ¥ =2.
- anb
= Sillall =1bll, & =\—==-
{ I'al? } _
ou.% est I'ensemble solution du systéme étudié.

Exercice 3.6 ©Q _
Soient quatre vecteurs, b, ¢, d de I'espace. Montrer que

— —
— —

@) x(B.)+(@AT).(DAT)=(E. D) xcl?

Solution : Calculons

Exercice 3.7 QQ
Soitn =3 etn vecteurs de I'espaaé vérifianty.! a; = 0. Montrer que

Y @na= Y ang
1<i<js<n 1<i<jsn-1

Solution :  Puisque la premiere somme vaut

et que

on en déduit le résultat.

3.9.2 Coordonnées cartésiennes dans I'espace

Exercice 3.6 ©

Pour chacun des plasg suivant calculer une équation cartésienne et une équadiam@trée :

1. Le plan2? passant pak(1,0,1) et de vecteur normat = (1,-1,2).
2. Le plan passant pak(0,1,1) et engendré pagi = (1,—-1,0) et v = (0,0,2).
3. Le plan%? passant pak(1,—1,0) et paralléle au pla®@ : x—2z+1=0.

. L . 2x— 1
4. Le plan% passant pak(1,—1,1) et perpendiculaire a la droite :{ £oFE

5. Le plan% passant par les pointg1,0,1), B(0,1,-1) etC(2,1,0).

X =-3+t
. x-y+1 =0
6. Le planz? contenant les droite3 :Jl Y ) 0 ety :{y =2-t
y-z-2 =
z =2-2t

X—y+z-2

Le plan%? passant pak(1,0,0) et perpendiculaire aux plags : x-2y+z—-1=0et2’ :y-2z+1=0.

8. Le plan% passant par les points1,0,-2) etB(0,—1,1) et perpendiculaire au pla® :x—y+z=1.

138



Solution :

1. Une équation dé? est de la formec—y+2z+d =0 avecd € R. Mais commeA € &, d = -3 et donc?
x—y+2z-3=0. Pour trouver une équation paramétréeiel nous faut connaitre deux vecteuiset v qui
engendrent?. Il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires et othagx dr . C’est le cas par exemple fle

x =1l4+s+2¢
U=(1,1,0) etV =(2,0,-1). Donc? :{y =s ; s, teR.
z =1-t

2. CommeZ est engendré pai = (1,-1,0) etv = (0,0,2), il admetn' = (-2,-2,0) ou encorén = (1,1,0) commg

vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de l&forp +d = 0 avecd e R. CommeA e &2, d = -1 et

X =S
P :x+y—-1=0. On trouve facilement une équation paramég#ées y =1-s ; s,teR.
z =142t

3. Comme le plai#? est paralléle au plag@ : x—2z+1=0 il admetr = (1,0,-2) comme vecteur normal. Son
équation est donc de la forme- 2z + d = 0 avecd € R. On utilise les coordonnées depour calculerd = —1.
Donc2? . x—2z—-1=0. Pour déterminer une équation paramétriquétel nous faut connaitre deux vectelirs
U etv engendrant?. On peut procéder comme dans la premiere question. On pssitahercher ces vectelrs
dans le plan vectorig? : x -2z = 0. On choisit par exemplei = (2,0,1) et v = (0,1,0). Il vient alors2? :

x =142t
y =-1+s; s teR.
z =t

4. Un vecteur directeur @ est donné paf2,—1,0) A (1,-1,1) = (-1,-2,-1) et ce vecteur est normal#. On
termine alors comme dans la premiére question et une équigi® estx +2y+z =0. On cherche alors delix
vecteur engendrant ce plan. On peut prendre (1,0,—1) et v = (2,—1,0) et une équation paramétrée geest

X =Ss+2t
y =-t ;steR.
z =-S5

5. Les vecteuraB = (-1,1,-2) etAC = (1,1,—1) ne sont pas colinéaires et ils engend@ntUn vecteur normal
au plan est dongi = ABAAC = (1,-3,-2). On termine alors comme dans la premiére question et &n a
X =1l-s+t
x-3y—-2z+1=0. Une équation paramétrée €8t:{ y =s+t ; s, teR.
z =1-2s—-1t
6. Comme le systeme :

x—y+1 =0
y—-z-2 =0
X =-3+t¢
y =2—-t
z =2-2t

admet(—1,0,—2) comme solution, les deux droites sont sécantes en le At 0,—-2) et elles définissent bign
un plan. Un vecteur directeur deestt = (1,-1,0) A (0,1,-1) = (1,1,1). On lit sur I'équation paramétrée &g
un vecteur directeur d@’ qui estv = (1,-1,—2). Donc un vecteur normal# estn = u AV = (-1,3,-2) eten
utilisant les coordonnées de on trouve que? : —x+3y—2z-5=0. Comme les vecteuig etv engendreri

—

X =-1l+s+t¢
P,onaP :{y =s—t s teER
z =-2+s—-2t

7. Lesplans2 :x-2y+z-1=0et2' :y-2z+1=0 ne sont pas paralléles et s’intersectent suivant la droite

x=-2y+z—-1 =0 . . L . .
: opt1 . Cette droite est encore perpendiculaire?get un vecteur directeur pour cette drqite
y-2z+ =
donné par1,-2,1) A(0,1,-2) = (0,2,1) est normal &. On en déduit que? :2y+z = 0. Par ailleurs, tout vecteur

normal a2 ou a2’ est élément du plan vectoriel associ@alonc? est le plan passant paret engendré par

x =1+s
(1,-2,1) et(0,1,-2). On en déduit une équation paraméteé : <y =-2s+1¢; teR
z =s—-2t
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8. Le vecteurn = (1,-1,1) normal a2 :x-y+z =1 est élément du plan vectoriel associé?a Le vecteuf
AB = (-1,-1,3) est aussi élément de ce plan vectoriel et d@nest le plan passant paret engendré pan et
AB. En particuliersi AAB = (—2,—4,—2) est normal &. Une équation cartésienne @eest doncc+2y+z+ =0.

x =1l+s—-1t
Une équation paramétrée €8t:<y =-s—t ; LER,.
z =-2+4+s+3t

Exercice 3.6  Q
On considére la droit@ passant pak = (1,-2,0) et dirigée pani = (1,1,-1). SoitB = (0,1,-2) un point de I'espace.

1. Déterminer les coordonnées du painiprojeté orthogonal dB sur%.
2. Calculer de deux maniéres différentes la distandg ééa droite?.

Solution :
x =1+t
1. L’équation paramétrique de est:{ y =-2+t; teR. De plus, une équation du plan normaik&assant pgr
z =-t
B est:x+y—-2z-3=0. Le pointH forme l'intersection de ce plan et de la droffeet ses coordonnées satisfpnt
le systéme :
x=1+t¢t
y=-2+t
z=—t
x+y—-2z-3=0
Par conséquepH (7/3,-2/3,-4/3) |
— 26 ””AK§” 26
2. Ladistance dB a la droite% est donnée paﬁBHH =5 Onaaussi d(B,9) = W =5

Exercice 3.1C O
On considére les plari® et &' d’équations respectives-y+z+1=0et2x+y—-z—-1=0.

1. Vérifier que ces deux plans ne sont pas paralléles.
2. Déterminer une paramétrisation de leur intersection
3. Donner une équation cartésienne du piapassant pak = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plafiet &',

Solution :
1 ]2
1. Un vecteur normal & estn (-1 et un vecteur normal &' estn'| 1 . Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires
1 -1

donc les plans ne sont pas paralléles. Leur intersectiaal@stune droites.

2. 9 estdirigée par le vecteur
1 2

0
nan =|-1A[1 =|3
1 |-1 |3

x—-y+z+1 =0

0 0
ou encore par le vecteur = 1. Un point deZ est :M| 0 . On l'obtient a partir du systé
1 ] 2x+y-z—-1 =0

en fixanty = 0 et en résolvant le systeme a deux équations et deux incoamgobtenu. Une paramétrisation

x =0
deZ estalorsfiy =t , teR]|
z =-1+t¢t

-

3. Le plan2 passant pak = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plagg et &' admefu comme vecteur norm4
Son équation est donc de la formg+ z+ ¢ =0. CommeA € 2, ¢ = —1 et une équation d& es.

140



Exercice 3.11 09
On considére les plari® et 2 d'équations respectivés —4y +1=0 et2x—3y+6z—1 =0. Déterminer I'ensemble

des points équidistants dé et 2.

Solution :  SoitM(x, y, z). On a la série d’équivalences :

dM, 2)=dM,2)

[3x—4y+1| |2x-3y+6z-1]

VEZ+2Z V21346

7|3x—4y+1| =5]2x -3y +6z—1]

7(3x—4y+1)=5(2x-3y+6z-1) ou 7(3x-4y+1)=-5(2x-3y+6z—1)
11x-13y-30z+2=0 ou 31x-43y+30z=0

1ot

Le lieu des points équidistants dé et 2 est donc la réunion des plans d’équatiohs— 13y —30z+ 12 =0 et31x—
43y +30z+2 = 0. Ces deux plans sont appefdans médiateurde & et 2.

Exercice 3.1Z Q

Calculer :
1. Ladistance du poirt(1,2,1) au plan?? :x—2y+3z=1.
x=1+3¢
2. Ladistance du poim&(1,2,-1) a la droite? paramétrée pa y=2-t avecteR.
z=2t
3. Ladistance du poirit(1,0,2) a la droiteA définie par{ ix_ —y J; +Z Z—:_ll

. . . , . . . -x+y—-z=1 2x—-y—-2z=0
4. Déterminer la distance entre les droitest9’ d'equatlonsrespect/ve%: rry—2 { rTym2

x—y+2z=1 -x—-2y+3z=0
Solution :
I1x1-2x1+3x1-1 1
1 dma gy XAZ2xA48x1-1 | 1
V12422 +32 V14
3 1 |7 ABM| 7
2. Un vecteur directeur de est ‘u|-1 etun point dez est M|2. Par conséquentt(B,9) = ——— =1/~ |
2 0 ]| !
2 1 0 2
3. Un vecteur directeur di est :ui = |-1 A|-1 = |-1 et un point de\ est :M| 0 . Par conséquentd (C,2) =
1 1 -1 -3
|7 ncM| [
A
-1 |1 |1 = |2 |-1 |-5
4. Unvecteur directeur dg esti = | 1 A|-1 =|1 etun vecteur directeur d&’ estu' = |-1 A|-2 = |-5 ou mieux :
-1 |2 0 -1 |3 -5
o h -3 0 I B
u' = (1. Un point deZ estM| 0 et un point deZ’ estM’|0, par conséquent, commeA u' = |1 A|1 = |-1
1 2 0 0 |1 0
‘det T[,;;,MM’ ‘ 332
d(@, @l) — ( — ) | =
[Eav] L2

Exercice 3.1 ©
On considére le plag? représenté paramétriquement par :

X =2+A-p
y =3-A+2u (ApeR?
z =1+2A+yp
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1. Donner une équation cartésienne du [g#&an

1
2. Déterminer la distance du poiRfl au plan?.
1

3. Donner une équation cartésienne de la droite passarg paimitA et perpendiculaire au plan.

Solution :
2 1 -1 -5
1. Le plan passe par le poit3 et est dirigé par les vecteurs|—1, v| 2 . Le vecteurn = u A U |-3 est norma
1 2 1 1

au plan. L’équation cartésienne est donc de la forsre—3y+ z+ ¢ = 0. Puisquél € 2, on trouve que = 18, et
donc

|9>: —5x—3y+z+18=0|

2. Utilisons la formule du cours :
|—5—3+1+18|_ 11

V52+32+12 /35

3. Ladroite est dirigée par le vectetdrd’ot une équation paramétrique :

d(A,2P) =

x =1-5A
y =1-3A
z =1+A

En éliminant le paramétre, on obtient une équation cartésie

x+5z-2 =0
y+3z—-4 =0

Exercice 3.14  ©
On considére la droite d'équation :

x+y-z+1 =0
2x-y+z—-2 =0
1

Déterminer la distance du poi2 a cette droite.
1

1 2
Solution : Le vecteuri| 1 est normal au plag?;, le vecteurv |1 est normal au plag?,. Puisque? = 2, N 2,
-1 1

0 0
le vecteuru AV |-3 dirige la droitez. On peut également prendre comme vecteur directeur lewegta qui lui est|
-3 1

1/3
proportionnel. Cherchons un poiktde la droite?. En choisissant = 0, on trouve par exemple|—4/3. Et alors :

0

IAQATI V19

dQ,92)=—=—-=
7l V3v2

Exercice 3.1% VIV
1

Soitae R et le pointA|1. On considére les quatre plans d’équations :
a

Py :x+y-1=0,Py: y+2-1=0,P3: x+2-1=0,P4: x—-y+2z=0
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Trouver une condition nécessaire et suffisanteaspour que les projections orthogonalesAdeur les quatre pla
soient4 points coplanaires.

ns

1 X
Solution :  Un vecteur normal au plai®;) estn;|1. En notant\, |y le projeté orthogonal di sur le plarp1, il existe
0 z
AeER tel queA; =A+ AT :
x =1+A
y =1+A
zZ =a
1/2
CommeA; € Py, ona(l+AN)+(1+A)—1=0 dot l'on tire A = —-1/2 et A;|1/2. Par la méme méthode, on troy
a
1 1-al2 1-al3
Asll—al2, Azl 1 etA4|1+al3. Les quatre points sont coplanaires si et seulemetitéh Az, A1As,A1Ay) =0,
al2 al2 2al3

ou encore (pour simplifier les calculglet(2A1A,,2A1A3,6A1A4) = 0. En développant, on trouve qaa(a+ 1) =0,

ve

c'est-a-direa=0oua=-1|.

Exercice 3.1€  Q
On consideére les deux droites &led’équations cartésiennes :

x=2z+1
y=z-1

p)x=2z+2
@'{y=3z—3

Montrer qu’elles sont coplanaires et former une équatiotésanne de leur plan.

X
Solution : SoitM|y. AlorsM e 2n92' ssix=3, y =0,z = 1. Donc les deux droites sont concourantes et par consé
z

coplanaires. On trouve le plan d'équation
2x+y-5z-1=0

quent

Exercice 3.17  QQQ Faisceau de plans
Soit2 une droite d’équations cartésiennes :

ax+by+cz+d =0
ax+by+cz+d =0

On appelldaisceau de plans issu d& I'ensemble des plans de I'espace contegant

Montrer qu’un plare? est élément du faisceau issu@esi et seulement si il a une équation cartésienne de la forme :

P :a(ax+by+cz+d)+P(ax+by+cz+d)=0

oua,p € R sont deux réels non tous deux nuls.

/

a a
Solution: Posonsi = |b etn’ = |b’. Un vecteur directeur@ estu = 1 A1'. Notonsy la plan vectoriel engendré p
c c

7 etn’. Tout vecteur de ce plan est orthogonal a tout vecteur @ivecteZ . Réciproquement, tout vecteur orthogo
a un vecteur directeur de est élément d¢’.

nal
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Supposons que? est élément du faisceau issu@de Un vecteurN normal &% est orthogonal &i et est dong

élément du plan vectoriet . Par conséquent, il existep € R non tous deux nuls tels qlﬁ =an +pn’. Une
équation de? est alors de la forme(ax+by+cz)+p(a'x+b'y+c'z)+D =0 ouD € R. Considérons un point
M e 2. Comme les coordonnées¥evérifient a la fois les équations @eetZ?, on obtient D = ad +pd’. On a ains
prouvé qu’une équation cartésienneZdeest de la forme proposée.

Réciproquement, supposons q&e ait une équation cartésienne de la forme?: : a(ax+by+cz+d) +
B(a'x+b'y+c'z+d') =0. Un vecteur normal & estan +fn' qui est orthogonal & car élément d¢/ . La
droite et le plan? sont donc paralléles. On considére alors un pdirde2. Comme les coordonnées Mevéri-

fient les équations d@, elles vérifient 'équation de? et doncM € 2. Le plang? contient alors nécessairement
droite9.

-

a

Exercice 3.1 Q0
Trouver I'équation cartésienne du plahpassant par les points=(1,1,1) etB = (2,1,0) et tel que la droite

) x+2y+2z-2
lx+y—-z+3=0

soit paralléle &7.
Indication 3.0 : Utiliser la notion de faisceau de plans développée danertse 3.17 page 143

x =1+t
Solution :  Une équation paramétrique deB) ests y =1 . On en tire une équation cartésiennd &) :
z =1-t
y-1 =0
x+z-2 =0

Le plan2? doit appartenir au faisceau issu @) :
Pix+Ay+z—-2+A) =0

On trouve un vecteur directeur @e:

-3
2.

-1

U=

Comme2 est paralléle &, le vecteuru doit appartenir au plan vectoriel d’équatiom Ay + z = 0 ce qui implique qué
A=2dou

:@:x+2y+z—4=0‘

Exercice 3.1¢ VIV

On considere les droites
@ - x=z-1
ly=2z+1

rJy=2x+1
@'{z=2x—1
Montrer qu’il existe un unique couple de plag, 2?') tels que
D@, PP PP

Déterminer une équation cartésienne®let %’
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans dévelogpés 'exercice 3.17 page 143

Solution : Supposons qu’il existe deux plagtsetZ?’ vérifiant les conditions de I'énoncé. Comeae- 22, & appartient
au faisceau de plan issu eieet comme2' « &', %' appartient au faisceau de plan issuAde Il existe alors,0’ € R
tels que :

P:(x-z+1)+0(y-2z-1)=0

P (y-2x-1)+0(z-2x+1)=0
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On écrit I'équation cartésienne des plans vectoriels &soc
P:x+0y—-(1+26)z=0

P':—2(1+0)x+y+0z=0

1 —2(1+6"
Ces deux plans sont paralléles si et seulement si les vecteur® et 1 sont colinéaires. En utilisant Je
- (1+20) 0’
produit vectoriel, la condition de parallélisme s’écrinda
00’ +20+1 =0 00’ +20+1 =0
2(1+20)(1+6')—0" =0+ {460"+40+0'+2 =
1+26(1+6') =0 200" +20+1 =0

En soustrayant la premiére et la troisieme équation, orv&®® = 0. Mais6 = 0 est impossible d’aprés la premigre
équation, doné’ = 0. Il vient alorsd = —1/2. On trouve finalement :

9’:2x—y+3=0‘ et ‘9":—2x+y—1=0

Réciproquement, on vérifie que les plaAset %' donnés par ces deux équations cartésiennes sont solutirsio-
leme.

Exercice 3.2C 09
Trouver I'équation cartésienne des plans contenant laedzoilirigée paru = (-1,0,2) passant pak = (2,3,-1) et
qui se situe a distandedu pointB = (0,1,0).
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans dévelogpés 'exercice 3.17 page 143

Solution :  Une équation cartésienne @eest donnée par :
2x+2z-3=0
0. e
Si un tel plare? existe alors c’est un plan du faisceau issuzdet il existe\ € R tel que :

P:2x+Ay+z-3(1+A) =0

et alors
-6+2V6
3

On en tire deux plang possibles. On vérifie réciproquement que ces deux planseartions du probléme.

dAP)=1 = A=

Exercice 3.21 09
On consideére dans I'espace muni d’'un repg@rdes deux droites d’équations :

x—z—-a =0 Pl x+2y+z-2b =0
y+3z+1 =0 3x+3y+2z-7 =0

ou(a, b) € R?.
1. Montrer qu’elles ne sont pas paralléles.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisantéasun pour que les deux droites soient sécantes. Former alors
I'équation cartésienne de leur plan.

Solution :

1. On trouve un vecteur directeur @e: d = (1,-3,1) etde?' : d = (1,1,-3). lIs ne sont pas colinéaires et dgnc
les droites ne sont pas paralléles.

2. On détermine un poirk de 2 . On suppose que = a et on reporte dans le systéme définissantll vient

=0 ) R
{Z+3 e i et doncA (a,-1,0). On fait de méme pou®’. On suppose que = b et on reporte dans |e
y+3z =
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X+z =0

doncA’ (7-3b,b,3b-7) € 9'. De plusA # A'. Les deux
3x+3b+2z-7 =0
droites sont sécantes si et seulemedésf;l), E’,AA’) =0, c’est-a-dire si et seulements8a—8b+32 =0 ce qui
s’écrit aus. On pourrait aussi procéder ainsi. Les deux droites sortamantes si et seulement s le
systéme da équations & inconnues est compatible. On écrit :

systéeme définissait’. Il vient{

X -z= a X —z= a X -z= a
y+3z=-1 y+3z= -1 y+3z= -1

x+2y +z=2b ) 2y+2z=2b-a Lz-L;1 T | -2z=b-2+1 D1,

3x+3y+2z= 7 3y+5z=7-3a L4-3L; —4z= 10-3a L4-3L;

Donc le systeme est compatible si et seulemenfisi- § + 1) = 10-3a c’est-a-dire si et seulemen.
On calcule facilement que I'équation du plan alors forméleadeux droites e)EP_x +y+2-2a+1=0 ‘

Exercice 3.2Z v
1

1. Calculer la distance
1

3
0,B
-1

0
1,C
1

2
1 etD
-1

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé, on consapeintsA

entre les droiteAB) et(CD).

Solution : La distance est donnée par
‘det(@, C_])),A_()])‘
d=-— 1

IAB A CD||
Apreés calculs, on trouve qlid = 2z
; = A
Exercice 3.2 QQ
On considére dar&s la droite
9 {x =az+p
y=bz+q
0 0
etles pointA |0, A'=| 0 . On suppose quieg 2 et queA’' ¢ P.
h -h

1. Donner une équation cartésienne du @aifrespectivemernt?’) passant par le poirt (respA’) contenant la
droite2.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisanteisyip, g, h pour quez et?' soient perpendiculaires.
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans dévelogpés 'exercice 3.17 page 143

Solution :
1. Le plan% appartient au faisceau de plans issu de la depit8on équation cartésienne est de la forme

(22):0x—az—p)+(y—bz+q)=0
(s'il est différent du plan d’équation= az+ p). Il contient le pointA si et seulement si

_bh+gqg
ah+p

(On suppose queh+p #0. CommeA ¢ 2, siah+ p =0, le plan cherché serait le plan d’équationaz—p = 0).
On trouve alors I'équation cartésienne#e

—(bh+q)x+(ah+p)y+(aq—bp)z+h(bp—aq) =0

En utilisant la méme technique, on trouve une équationsiartée du plas?’ :

—(bh-q)x+(ah—p)y+(bp—-aq)z+hbp—aq)=0
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2. Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si
(bh+ q)(bh— q) + (ah+ p)(ah— p) — (aqg—bp)* =0

c'est-a-dire
h?(a® + b*) = p*(b* + 1) + g*(a® + 1) - 2abpgq.

Exercice 3.24  QOQ
Dans I'espace euclidieh= R, rapporté a un repére orthonormé direct, on considére deitest?, et%, d’équation

cartésienne
@1:{x+y—?>z+4=0 ot @2:{x—z+l=0
2x—z+1=0 y—2z+1=0
1. Trouvez une équation cartésienne de la perpendiculainenzine\ a2, et2,.
2. Déterminez la distance entre les drofigset %, par deux méthodes différentes :
(a) la premiere utilisant le cours.
(b) la seconde utilisant le pla# contenant la droit@, et paralléle a la droit@,

Solution :
1. Le vecteur, |5 dirige la droite?, et le vecteur,|1 dirige la droite?,. Par conséquent, le vectaiirn d| 1
2 1 —4

dirige la perpendiculaire commume Ecrivons une équation du pla®, contenant la droite, et orthogonal &

9,. En fixantz = 0 dans I'équation cartésienne @e, on trouve qu’un point db, estA; (-1/2,-7/2,0). Le plan
11

2| passe pak, et admein | = U A d; =2|-5 comme vecteur normal. On adon@i: 11x—5y+7z—12=0.
7

De méme, on détermine une équation cartésienne dugplatontenantz, et orthogonal &,. En fixantz = 0
5

dans I'équation cartésienne @e, on trouve qu’un point dB, estA, (—1,-1,0). Le vecteuin,=u A d, = |-7
2

estnormal &, doncP,: 5x—7y+2z—-2=0.
On en tire une équation cartésienneg\de

A 11x-5y+7z—-12=0
5x—7y+2z-2=0

2. (a) D’apres le cours

Ad(@y, D) = det(aam)‘— L é i ég _| 4
N VA V) ol R

(b) Pour calculed(@l,%) cons:derons le plagp contenant la droit@, et paralléle a la droit®,. Un vecteuf
normal a ce plan estl A d2 et comme\, € 2, une équation cartésienne gleest3x + y—4z+4 =0.
La distance entr@, et2, est la distance entre un point quelconqué&deet le planc?. On trouve

3x (=1/2)=7/2+4] _

d(@D1,2,) = d(A1,P) = W

Bl
(o]

3.9.3 Spheres

Exercice 3.2% Q
Calculer la distance entre la droite

—-y+z=0
o[
x+z=1
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et la sphere
S+ + 22 —6x+2y—4z=-5

Solution : En faisant apparaitre des carrés, on montre que
L x=-3%+(y+1)°+(z-2%=9

donc le centre de la sphére €98, -1,2) et son rayon vallt = 3. Si on fixez = 0 dans I'équation d@, on trouve qu'ur
point de2 estA(1,1,0). Un vecteur directeur d@ estu de coordonnées

1 1 -1
—1A[0=]|0.
1 1 1

Alors

a2 = MONEL_ VA _ g5 o yo9) -[viz-3]

I

ull V2

Exercice 3.2¢  ©
1. Montrer quec® + y* + z> —2x—4y—6z+5 = 0 est 'équation d’une sphér& dont on déterminera le centre et le
rayon.

2. Etudier l'intersection de’ avec le plan?? d’équationx+y+z—1=0. On précisera les éléments géométriques
de cette intersection.

Solution :
1. L'équations® + y* +z%—2x—4y—6z+5 = 0 s'écrit aussi (x — 1)2+(y — 2)* +(z - 3)2 = 32. On reconnait I'équatio

d’une sphéere de cen etde rayo.

|%ﬁj@+ZQ—H

>

2. On applique le coursd (Q, &) = = ¥ <3. Y nZ estdonc un cercle. Déterminons gon

centre et son rayon. Sait un point de ce cercle & le projeté orthogonal d& sur &?. Le triangleQAB est
rectangle em, OA est un rayon de la sphéer€ doncOA = 3 et de plus OB = E‘T‘/§ En appliquant le théoréme
de Pythagore dans ce triangle, on troige= @ Par conséquent, le rayon du cercle intersectior¥davec I¢

6 8 4 . ‘ . : )
plan & vaut v . Il reste a déterminer les coordonnées du pBigtii est aussi le centre de ce cercle. La drpite

3

1

(QB) est perpendiculaire & et est donc dirigée par le vectetn1l qui est normal &7. Cette droite est dor|c
1

x=1+t¢
x =14+t P
G R z 7 N =2+
paramétréeparsy =2+t, teR.Lescoordonnées desontsolutions du system 4 34y et
z=3+
z =3+t

xX+y+z-1=0

dond B

WL =

Exercice 3.27  ©
Soit une droitez de I'espace ek, B deux points distincts tels que les droite®) et2 soient orthogonales et non-
coplanaires. Déterminer le lieu des centres des sphéreamiasma etB et tangentes @.

Solution : Dans un bon repére, on a :

—-a a
z=h
Al 0, BJ|O etEZ{ .
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0
CommeQA = OB, Q est dans le plan médiateur @8], Q|y. On traduit ques est tangente a la sphére pHaf), 2 =
Z

R = |AQ]|. On trouve alor@hz = —y* — h? + a?, c’est une parabole dans le plan médiateurdg.

Exercice 3.2¢  © o
On muni I'espace d’un repére orthonon%(o, i,j, k). On considére la sphér€ d’'équation :

x2+y2+zz—2x+4y+62— 11=0
ainsi que le plar? d'équation :
3x—4z+19=0.
1. Donner le centr@ et le rayorR de ..
2. Déterminer l'intersection d&” et de. .
3. Donner une représentation paramétrique de la digiterpendiculaire & qui passe pan.

4. Trouver les coordonnées des poiNtetN de.” respectivement le plus proche et le plus éloignéleen
précisant les distances correspondantes (ces pointstsaxjt s

Solution :

1. Ona:
P4y 4 —2x+4y+62-11=0 = (x—1)2+(y+2)° +(2+3)> =25

Par conséquent’ est la sphére de cenyr@ (1,-2,-3) | et de rayo.

2. Appliquantle cours :
[3x1+4x3+19| 34

dQ,P)=———=—>5
V32 +42 5
Lintersection deZ? et de.# est donc vide.
3
3. Un vecteur directeur A& est un vecteur normal &. Par conséquent le vecteur 0 dirige A. Une équatiof
-4
paramétrique da est donc :
x=1+3¢
y=-2
z=-3-4t

4. Les points de a distance maximale et minimale dé sont les solutions du systéme :

x-12+(y+2)°+(z+3)%=25

x=1+3t
y=2
z=3-4¢t
-2 4
et sont donc|:M|-2 | et| N|-2 |. Par suite :
1 -7
Ix—-2—-4x-2+19 21 3x4—-4x-2+19 39
d(M,f@)=| |= — et d(N,f@)=| |: —

5 5 5 5

Le point le plus pres d&? est donaM et le plus loin esK.

Exercice 3.2¢ Q

Montrer qu'il existe une et une seule sphére, dont on déteraile rayon et le centre, intersectant les plaad et
z =—1 suivant les cercles d’équations cartésiennes :

x=1 =—
6 : et 6»:
! {y2—2y+zz+6z+2=0 2 {x2—4x+y2—2y=0
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Solution: Ona:
VP -2y+z22+6z+2=(y-1?+(2+3)°-8 et x’—4x+)y*-2y=x-2%+(y-1)>%-5

doncé, est le cercle de centte, (1,1,-3) et de rayor2\/2, €, est le cercle de centte, (2,1,-1) et de rayon/5. Le
centreQ de la sphére# se trouve a l'intersection de la droite perpendiculaire mp = 1 et passant pan, et de
la droite perpendiculaire au plan= —1 et passant pdn,, doncQ (2,1,-3). Calculons maintenant son rayon. Le pgint

A(0,0,—1) est élément d&, et donc de. Calculonsﬂﬁ” =9 =3 et le rayon de7 est3.

Exercice 3.3C  O9Q
,: . . . x+y-2z =1
Montrer qu'il existe une et une seule sphéfelangente e (1,2,1) a la droite? ) 3 3 et tangente
xX-y—-3z =-

2x+y+2z -3 p .
. On déterminera son centre et son rayon.

enA’(1,-1-2) ala droite2’ :{
X-y—-z =4

Solution :  Supposons qu’une telle sphéreexiste. Notons (xq, ya, za) son centre. En utilisant les équations cartgsi-
ennes d&» et%’', on calculeu = (-5,—1,-3) un vecteur directeur d@ etu’ = (1,4,—-3) un vecteur directeur d@’.

Comme les deux droites sont tangentes a la sphére, on doiCaves =0 etQA’-u' =0 ce qui ameéne les deux équa-
tions :5xq + yq +3zq = 10 etxq +4yq —3zq = 3. CommeA, A’ € &, on doit aussi avoiﬂ(ﬂ“ = “QA’ ce qui ameén
I'équation :yq + zq = 0. On résout alors le systeme :

D

5xa+ya+3zg =10
Xxo+4ya—-3zq =3

ya+za =0

et on trouve (76/37,5/37,—-5/37). On en déduit que le rayon dé est§—7 Vv894. Réciproquement, on vérifie que cette
spheére convient.
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Chapitre

Fonctions usuelles

Pour bien aborder ce chapitre

Our federal income tax law defines the tato be paid in terms of the income it does so in a clumsy enough way by
pasting several linear functions together, each valid ottzer interval or bracket of income. An archeologist whag fiv
thousand years from now, shall unearth some of our incomeetaxns together with relics of engineering works and
mathematical books, will probably date them a couple ofwees earlier, certainly before Galileo and Vieta.

Weyl, Hermann; The mathematical way of thinking

L'objet de ce chapitre est d’introduire les différentesdtions utilisées de maniére usuelles en classe prépa. Agkidns
logarithme, exponentielle et trigonométriques connugsidde lycée s'ajouteront les fonctions logarithmes etoergm-

tielles de base quelconque, les fonctions puissancescpiades réciproques des fonctions trigonométriques. Naus-i
duirons aussi une nouvelle famille de fonctions : les fanddihyperboliques (qui sont a I'hyperbole équilatére celesie
fonctions trigonométriques sont au cercle unité) ainsilgues réciproques.

Nous utiliserons a plusieurs reprises dans ce chapitrendesé&mes qui ne seront énoncés et démontrés que beaucoup
plus tard dans I'année. Parmi ces théoremes, notons lestrivants :

THEOREME4.1 © Théoreme de la bijection

SoitI un intervalle et soit une applicatigh: I — R. On noteJ = f(I). On suppose que la fonctighest
@ continue su.
@ strictement monotone s

alors la fonctionf réalise une bijection de l'intervallesur I'intervalle] et sa bijection réciproqug™' est une fonctior
continueet strictement monotone sfide méme sens queé

THEOREME4.2 © Dérivation de la bijection réciproque

Soit f:T— R. On suppose que :
@ f est strictement monotone sur l'intervalle

@ f est dérivable sur.
@ vrel, f'(x)#0

alors f réalise une bijection de I'intervallesur l'intervalle] = f(I) et son application réciproqug;! est dérivable su
Jet

-

1

1V
(f ) _f’of_l
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THEOREME 4.3 © La dérivée d'une fonction est identiquement nulle sur un inervalle et seulement si cett
fonction est constante sur cet intervalle
Soit f:1— R. On suppose que :

@ f est dérivable sur un intervalle

alors la fonctionf est constante si et seulemenvsie I, f’'(x) =0.

On retrouvera le premier théoréme et sa démonstration &2 page 439 et le second en 12.7 page 474. Le troisiéme sera
établi en 12.13 page 478.

Multimédia : Traceur de courbe réciproque: on donne le graph e d'une fonction. On pointe
sur un point du graphe et on obtient son symétrique par rappor t a la bissectrice principale.
On affiche le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur
tangent au graphe de la réciproque correspondant. En cliqua nt sur un bouton, on affiche

le graphe entier de la réciproque.

4.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances

4.1.1 Logarithme népérien

Nous verrons au chapitre 13 dans le théoréeme 13.30 page 83bufe fonction continue sur un intervalldeR possede
une primitive sur cet intervalle (voir 13.30). La fonctian— — définie surR? admet donc une primitive si®?. On
X

pourrait montrer, mais c’est difficile, que I'on ne peut ermar cette primitive avec des fonctions usuelles (fonation
polynomiales, fractions rationnelles, fonctions trigorériques). Il faut donc introduire une nouvelle fonction.

(DEFINITION 4.1 © Logarithme népérien
On appelldogarithme népériert on notdn l'unique primitive s’annulant en de la fonction définie sSuR; : x— —.
X

5
=
I
=
=
|2

- J/

| Remarque 4.1 In(1) =0

THEOREME4.4 O Propriétés de la fonctionln
La fonctionln est continue SUR? .

. - 1
La fonctionln est dérivable suR} et| vxeR%, In'x=-—|.
X

La fonctionln est mémeg > surR, ce qui signifie qu’elle est dérivable et que toutes ses éésisont dérivables
La fonctionln est concave SR’

Démonstration  Les primitives d’une fonction sont, par définition, dérilegb La fonctiorin est donc dérivable siR’. Une
fonction est continue la ou elle est dérivable (voir la pisipon 12.2 page 471). Donn est dérivable et par suite continue Bir.
Sa dérivée, qui est la fonctigit R} — R, x — 1/x est€*° donc il en est de méme dle. Comme la dérivé¢ deln est une fonction
strictement positiveln est strictement croissante if. Enfin, pour toutc € R*, f" (x) = —1/x* est strictement négative sBE
doncln est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 12.5 Bdgeguiitraite de ce sujet.

COROLLAIRE 4.5
Soientl est un intervalle d® et u : I — R une fonction dérivable. La fonction— In(u(x)) est dérivable sut de

u' (x)
u(x)

dérivée, pourtout el :| (Inw)’ (x) =

Démonstration C'’est une conséquence directe du théoreme de composisdomietions dérivables.
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(PROPOSITION4.6 © Propriétés algébriques du logarithme
Pour toutx, ye R} etneZ

1 |In(xy)=Inx+Iny

x
3 ln(—) =lnx-Iny
y

1
In|—|=-1
- n(x) n 4 |Inx™= nlnxl

Démonstration ©
1 La methode pour prouver cette égalité est classique, ilfangtenir. Fixong € Ry et noton®,, la fonction

o .| R — R
Y"1 x — In(xy)-lnx-Iny

Cette fonction est dérivable sBt. comme composée et différence de fonctions dérivables. e pl

1 1 1
VxeR, 0, ()=L_-—=2_2~=o.
* 4 Xy x X X

D’apres le théoréme 4.8, est une fonction constante sRf. Elle est donc constante sBE et il existec € R tel que :
VxeR}, 0y (x)=_c. Déterminons cette constante= 0, (1) =lny—Inl-Iny =0. Ce qui prouve que, pour towtdans
R, 8 (x) =In(xy)—Inx+Iny=0.
2 Soitx e RY. Par application de la proposition précédente, on a lestégal
1 1
0=Inl1 =ln(£) =ln(x.—) =lnx+In—.
X X X

desquelles découlent le résultat.
3 Soientx,y e R}, par application des deux derniéres égalités

ln(f) =ln(x.l) =lnx+lnl =lnx-Iny.
y y y

4 Par récurrence.

ProPOSITION4.7 © Limites aux bornes du domaine de définition

Inx— -0 et Inx +00

x—0 X—+00

Démonstration ©
— La fonctionin est strictement croissantelafl = 0, doncin2 > 0. D'aprés la derniére égalité de la proposition précédertter
toutn €N, on peut écrirén (2") = nln2. On en déduit quin (2*) +o0. La fonctionln n'est donc pas majorée. Comme

elle est strictement croissante, on peut affirmer, par egjidin du théoréme de la limite monotone 11.25, m;ex—+» +00.
—+00
— Par application du théoreme d’opérations sur les limit@gaeutilisation de la limite précédente,

1
Inx=-In—
X x—0*

—OQ.

DEFINITION 4.2 Nombre de Néper
On appellemombre de Népdiunique réele vérifiantlne = 1.

Démonstration L'existence du nombre de Néper est une conséquence du mhédies valeurs intermédiaires qui sera vu dans le
chapitre 12. L'unicité est une conséquence directe deil@estmonotonie dén.

PROPOSITION4.8 © Limites usuelles pourln

Inx

e «Inx est négligeable devamtquandx tend vers+oo » ;| — —_ of
X —+00

Z<{F 1
o «Inx est négligeable devant quandx tend ver9 » :| xlnx —— 0 ||.
X

x—0%
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Démonstration L1
— Pourtoutt =1, on a s—. Fixonsx = 1. Il vient quef{* dr I 3—”; ce qui s'écrit ausgh x < 2(y/x - 1) < 2y/x. Divisant cette

NG t

s . 1 2 . N L Ly
inégalité parx, on obtient < X2 ce qui améne, par application du théoréme des gendarme }ll—jl.fl 0.
X Vx X x—+oo
. = I
— Parailleurs XInx 2=2X _ 1% 0.
X X—+oo
(PROPOSITION4.9 © Limites usuelles pourln )
. L. In(x
» «Lafonctionln est dérivable em etln’1=1 » ¢ 1) o
x—1 x—
— e . In(1+x)
o Cette limite s’écrit aussi sous la forf —— 5
X x—
- J

Démonstration
— Le taux d'accroissement dle en1 est donné par :

VxeR*\ (1}, A Inx-Inl1 Inx
X , X)=——=—-7.
+ x—1 x—1
L. 1 .
Commeln est dérivable er =1 et queln’ 1 = 1= 1,ona blenlin}) Ax)=1.
X—
X=x—1 In(1+X)

1

PPN A A In(x
— La seconde égalité se prouve grace a un changement dde/anafa%
g

X X—0
PROPOSITION4.10 © Inégalité de convexité
vxel-1,+ool, In(1+x) <x|
. . e . . ]-1,400] — R
Démonstration © Il suffit d’étudier le signe de la fonctio:
X — In(1+x)—x

— x—In(x)
——x—x+1

FIGURE 4.1 — Logarithme néperien

| Remarque 4.2 La tangente elte, 1) passe par I'origine du repére.

4.1.2 Exponentielle népérienne

154



(ﬁ?OPOSITION4.11 © Exponentielle népérienne \
La fonctionln définie une bijection d®’ sur son imag®. L'application réciproque est appelfsction exponentiell

népériennet est notéexp.

D

VxeR:, |exp(nx)=x I

VyeR, |In(expy)=y

La fonctionexp
est strictement croissante et strictement positive.
est continué.
est dérivable suR etVx eR,| exp’ (x) = exp (x) |-

est de class& surR.

exp . /
o J

Démonstration © Posonsf =In. La fonctionf est :

(H1) derivable suRy.

@ de dérivée strictement positive Sif
@ donc strictement croissante Rif

Par application du théoréme de la bijection 4.2, on peunadiiquef est bijective et que sa bijection réciprogfié' est dérivable
SurR et a valeurs dar®’; . De plus siyp € R

-1 _ 1 _ 1 |
F b= gy = = o
()

Notonsexp la fonctionf =, nous venons de montrer qexp’ (yo) = exp (yo). Il est alors clair quexp est€¢> surRr.

De plus, commén x —00, 0N aexp x 0 et commédn x +00, 0N aexp x +00.
x—0+ X——00 X—+00 X—+00

| Remarque 4.3 exp0=1etexpl=e

(PROPOSITION4.12 © Propriétés algébriques de la fonction exponentielle )
Pour toutx,yeRetnezZ
1 |exp(x+y)=exp(x)exp(y) 3 | exp(x-y)= exp (x)
exp(y)
2 |exp(—x)= 4 |exp(nx) = (exp(x)”
exp x
~ J

Démonstration © Démontrons la premiére affirmation. Les autres se prouvemhéme. Soient,y € R. Commeexp est la
bijection réciproque dm, il existex’,y’ € R} tels qudn (x') = x etln(y') = y. On peut alors écrire

exp(x+y)=exp(Inx'+Iny) =exp(In(x'y’)) = x'y =exp (x) exp (/).

"' Notation 4.1 D’aprés la formule 4exp(n) = exp(1.n) = e", on conviendra de noter pour tauk R, e* = exp(x).

PrROPOSITION4.13 1
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Démonstration © Il suffit d’étudier le signe de la fonction

0./ R — R
|l x — expx—(x+1)

(PROPOSITION4.14 © Limites usuelles pourexp )
z z exp x
o «expx est prépondérant devantjuandx tend verstoo » : Pt +oo |I.
—+00
L 1
« «expx est négligeable devart quandx tend vers-oco » :| xexp x . of
X ——00
2k L . . expx—1
o «expx est dérivable en = 0 de dérivée égale B : eXpr-- — 1
X x—
(. J

Démonstration ©

expx x=InX x _ 1
- Comme—— X = X’

il vient lim +00.
X

= m — =
3/ —+00 x = X—0* IHTX
— La seconde limite se démontre de la méme facon.
— Ecrivons le taux d’accroissemehtdeexp en0. Pour toutx € R*

expx—exp0 expx-—1

A= x—-0 X

Commeexp est dérivable en et queexp’ (0) =exp (0) =1, A(x)

1 et la derniére limite est prouvée.

x—0

, — x—In(x)
4 ——x—x+1
// -2 —x.——»exp(x)
//
s
// —3 4
/s
/
s’
/ —4 -

FIGURE 4.2 — Exponentielle et Logarithme néperien

4.1.3 Logarithme de base quelconque

(DEFINITION 4.3 Logarithme de basea )

Soit a un réel strictement positif et différent de: a € R} \ {1}. On appelldogarithme de base I'application notéd
log,, définie par

Ry — R
log, x: o Inx
Ina

Remarque 4.4

— Sia =10, on obtient Idogarithme décimatju’on notelog.
— Sia=e,log,=1n.

— log,1=0etlog,a=1.
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(PROPOSITION4.15
Soienta e R \ {1}, x,ye R} etneZ..

1 log,(xy) =log,x+log,y 3 loga(f)zlogax—logay
y

1
2 log, ;) =—log, x 4 log,x" =nlog,x

. J

Démonstration Ces différentes égalités se démontrent en revenant a latidéfidelog, et en utilisant les propriétés du loga-
rithme néperien.

P
PROPOSITION4.16
Pour touta € R} \ {1}, la fonctionlog,, est de class&* surR; et

VxeR; log,(x)= —Ina

— Siac€]l; +ool, log, est strictement croissante et concave.
(= Siacl0;1], log, est strictement décroissante et convexe.

J

Démonstration Soita € R} \{1}. La fonctionlog,, est de class&>° surR}; comme quotient de fonctiorg> surR . De plus,

pour toutx e R%, logl, (x) =1/ (xIna) et log) (x)=-1/ (x2 Ina).

— Sia€]l;+00], alorsina > 0, log!, est donc strictement positive klg]) est strictement négative. Dotweg, est strictement
croissante et concave.

— Sia€]0;1[, alorsina < 0, log, est donc strictement négativeleg!: est strictement positive. Dofteg,, est strictement décrois-
sante et convexe.

4.1.4 Exponentielle de base

(PROPOSITION4.17 Exponentielle de base: )

Soit a € R} \ {1}. La fonctionlog, définie une bijection d&; surR. On appelleexponentielle de base et on note
exp,,, la fonction définie d& dansR; comme application réciproque deg,.

VxeR}, exp, (Ing x) = x

VyeR, In, (exp,y) =y

De plus,exp!, est€*> surR et

VxeR, exp,(x)=Inaexp,(x)
\ y,

Démonstration Soita € R} \ {1}. Posong =log,,. La fonctionf

@ est dérivable sur’; .

@ posseéde une dérivée Rif strictement positive si €]1;+oo[ et strictement négative 8ie]0;1|

@ et est donc strictement croissante Rirsi a €]1; +oo[ et strictement décroissante ®ir si a €]0;1[.

Par application du théoréme de la bijection 4.2, on peutadiiquef posséde une bijection réciprogfie! dérivable suR et a
valeurs dan®’ . De plus siyp € R
1 1

f,_l (yo)zf,(f_l (J’o)) = 1 =h’16lf_1 (yO)
Inaf="(yo)

Notantexp,, la fonctionf~!, on vient de montrer queexp’, (yo) = Inaexp, (o). Il est alors clair quexp,, est de class&> sur
R.

PROPOSITION4.18
SoitacR; \{1}. On a

|Vy€[R2, exp,(y) =exp(yln(a)) |

. . 1 . .
Démonstration Soity € R. Posonst = exp, (y). On alog, (x) = y ou encorelz—z =y ce qui donnénx = ylna et en passant a
I'exponentiellex = exp (yIna). On a bien prouvé quexp ,(y) = exp(yIn(a))

157



(PROPOSITION4.19
Pour toutzae Ry \ {1}, x,yeRetne Z:

1 exp,0=1etexp,1=a 4 exp,(nx)=(exp,x)"
2 exp,(x+y)=exp,(x)exp,(y) 5 exp,Xexpp,X=exp,,X
exp,, (x)
3 expa(x—y)=L 6 P ” =expax
exp, (¥) expy X b

Démonstration |l suffit d’appliquer la formule précédente et les propréédiés fonctions logarithme et exponentielle.
"' Notation 4.2 S'inspirant de la derniére égalité de la propriété préctedeiv e R\ {1} etsixeR, on notera

a* =exp, (x) =exp(xlna).

Remarque 4.5
— Onretrouve la notation précédemri® x = e*.
— Remarquons aussi qué=exp (xIn1) = 1.

Avec ces notations, la propriété précédente devient :

(PROPOSITION4.20 ©
Pour touta, be R} x,yeRetneZ:

1 a’=leta'=a 4 a'™=(a%)"

2 a**V=a*a¥ 5 (ab)*=a*b”

s ar=L 5 (4) =2
ay b b*

—x—a* 0O<a<l
——x—a* l<a
FIGURE 4.3 — Exponentielles de bage

4.1.5 Fonctions puissances

DEFINITION 4.4 © Fonction puissance
Soita € R. On appellgonction puissance d’exposamia fonction définie suRr; par

[ RY — R
Paz) x% = exp (alnx)
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Remarque 4.6
— (o est la fonction constante égala a
— 1 =1d. algébriques

(PROPOSITION4.21 © Propriétés algébriques des fonctions puissances )
Pour touta, be R, x,y € R}
1 xa+h _ xaxb 4 (xa)h _ xah
1 0_1
2 x%=— 9 *
x4 6 1%=1
3 (xJ’)azan’a 7 In(x*)=alnx
- J
Démonstration C’est une conséquence directe de la définition et des ptéprites fonctions logarithme et exponentielle.
(PROPOSITION4.22 © )
. . R* R
Soita € R. La fonctiong,, : { x* x; est
— continueRy. — Sia=0, ¢,: x— x" =1 est constante.
— dérivable suR* etvVxeR:, ¢/ (x)=ax*'. — Sia <0, ¢, est décroissantep, (x) o T et
— de class&™ surRy. ®a () +00.
De plus, X—+oo
—si a > 0, ¢, est croissante,p,(x) —— 0 et
x—0* x |0 1 +00
(pﬂ (x) P +00. +00
o | M1
x |0 1 +o0 \ 0
/ +00
Pa /1 — Sia>1ousia<0, @, estconvexeetdi<a<l, @,
0 est concave.
- J

Démonstration ¢, est de class&™ surR; comme composée de fonctio®s™. De plus, par application du théoréme de
dérivation des fonctions composées, pour toeR’;

¢, (x) = a exp (alnx) = ax ' x% = ax* 1.
x

Compte tenu du signe de cette dérivée, qui est donné pardeaiiion en déduit les variations dg,. Calculons la limite dg, en

+00. On sait que pour toute R* , x* = exp (alnx). De plus Inx o oo
—+00
— Sia>0,alnx o oo et par composition de limitex® = exp (aln x) . +00.
oo —
— Sia=0,0=alnx Det:x%=x9=1 1.
i X—+00 . _x—>+oo L
— Sia<0, alnx —oo et par composition de limitex? = exp (aln x) 0.
X—+00 X—+00

La limite en0 se calcule de méme.

Remarque 4.7

— Sia >0, on peut prolongep, par continuité em en posantp,(0) = 0.

— Sia>1, ¢, est méme dérivable en: ¢},(0) = 0.

- Si0<a<1, ¢,x —5 T et le graphe de, posséde une tangente verticale a I'origine.

/\ Attention 4.3 Pour dériver une fonction de la forme(x) = u(x)"™ ( 1a ou elle est définie et dérivable...), il faut
au préalable la mettre sous la forméx) = exp (v(x)In(u(x))) puis utiliser la formule de dérivation des fonctions
composées. A titre d’exercice, on montrera que :

u'(x)
u(x)

w(x)=w)|v@n @)+ vx)

4.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissancesexponentielles
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-1

FIGURE 4.4 — Fonctions puissances

PROPOSITION4.23 QOO
Pour touta, §,y >0

Inx)Y
(nx) —0 B nxY —
xf’ X—+00 x—0
Démonstration Commep,y >0 :
ﬁ Y
. In[xY 8
(nx)Y Inx Y X=xY (Yln(X))Y
= _ = — e O
xP B §] P p X X—+o00
xY xY

» . S - InX - R
par composition de limite et par utilisation de la limite eﬁe% 0. La seconde limite se prouve de méme.

X—+o0

COROLLAIRE 4.24 Q0
Pour touto, 8,y >0

e(xx

5 +00 [x|Pe® —
%P x—+o00 X——00

Démonstration La démonstration est identique a la précédente.

4.2 Fonctions circulaires réciproques

4.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonométriqse

Effectuons un rappel sur les fonctions trigpnométriques.

(PROPOSITION4.25 © Fonction sinus
La fonctionsinus notéesin est :
définie suiR.
a valeurs dank-1,1].
impaire.
- 2n-périodique.
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'd .
— continue suR.
— dérivable suR et

| VxeR, sin’x=cosx

— de class&* surRR. S
De plus, la restriction de la fonction sinus{ég, 5] est strictement croissante.

(.

— X—Sinx
17._. ........
/\H | | | | J |
[ I I I o I n I I I 31
53 4 N -2-3 -1 1 52 3 4 ¥
_1 i

FIGURE 4.5 — Fonction sinus

(PROPOSITION4.26 © Fonction cosinus
La fonctioncosinus notéecos est :

— définie suiR.

a valeurs dank-1,1].

paire.

2n-périodique.

continue SuR.

— dérivable suR et

VxeR, cos' x=-sinx

— de class&* surRR.
(De plus, la restriction de la fonction cosinufan] est strictement décroissante.

— X— COoSX

FIGURE 4.6 — Fonction cosinus

(PROPOSITION4.27 © Fonction tangente
La fonctiontangentenotéetan, et donnée par :

sinx

U
Vxe[R?\{—+kn|k€Z}, tanx =
2 COS X

est: .
définie suﬁR\{E +kn| ke Z}.
a valeurs danB.
impaire.
n-périodique.

. T
continuer \ {E +kn| ke Z}.
dérivable suR et

7
Vxe[R{\{E+kn|k€Z}, tan' x=1+tan®x = >
cos? x
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— de class&>® sur[Rz\{g + k| keZ}.

o 5 Pl 5 5
De plus, la restriction de la fonction tangent}e—} E[ est strictement croissante.

: x—tanx
_4 i : eee X —> X

FIGURE 4.7 — Fonction tangente

| Remarque 4.8 On prouve la dérivabilité des fonctions trigonométriquassii’exercice 4.13 page 185.

4.2.2 Fonction Arcsinus

X+— arcsinx
LA X— X
2
———=- X—Sinx
1+ S
. -~
-
e
(-7
I
2
1 | |
[ T T
IS
-2 -1 (0] 1 5
PY,
>
-
7.
///-'.
—_—— . _1 .
.............. n
2
_2 .

FIGURE 4.8 — Fonctions sinus et arcsinus

PROPOSITION4.28 © Fonction arcsinu% -
La fonction sinus est une bijection <{ie5; E] sur[—1;1]. La bijection réciproque est appelfmction arcsinu€t es

notéearcsin

T
e — =53
arcsin: 2 2
y — arcsiny
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/ Vyel[-1,1], sin (arcsiny) = y \

Vxe [_E’_]’ arcsin (sinx) = x

De plus, la fonctiorarcsin

— est strictement croissante sui, 1].
est impaire.

est continue sur1,1].

est dérivable sur1,1[ et

Vyel-1,1[, arcsin'y=

1-y2
— de class&° sur]-1,1].
— réalise une bijection de-1, 1] dans[—n/2,7t/2]
y |-1 0 1
1
- [+ 1+
I
2
arcsin / 0 /

- J

< . . . . T T
Démonstration © La fonction sinus, surl'lntervall{skg;g] est

@ continue

@ strictement croissante.

Par application du théoréme de la bijection 11.52, on pdirtradr que la fonction sinus, restreinte a l'interv: Ileg; g] définie
une bijection d%—g; g] sur[-1;1]. La bijection réciproque, nomméecsin, est définie sut-1;1] et a valeurs dan%fg;g].

LI . .
Posong = ] 55 [ La fonction sinus est de plus

@ strictement monotone sur

@ dérivable suf.

@ et vérifievxel, sin’ (x) =cosx#0

On peut alors appliquer le théoreme de dérivation de latimjecéciproque 4.2 et affirmer quecsin est dérivable suy= sinl =

1-1,1[. Pour touty €J, on a
1 1
arcsin’ y = — ; - = -
sin’ (arcsiny)  cos(arcsiny)

Mais

cos (arcsiny) = \/l —sin? (arcsin y) = \/1 —y?

. . .. T . P . s
car la fonction cosinus est positive :a}urg, > [ et doncarcsin’ y = . On vérifie sans peine les propriétés restantes.

l—y2

4.2.3 Fonction Arccosinus

(PROPOSITION4.29 © Fonction arccosinus )

La fonction cosinus est une bijection flen] sur[—1,1]. Sa bijection réciproque est appeféaction arccosinust est

notéearccos :
{ [_1)1] - [O)T[]
arccos:
¥ —  arccosy

Vyel[-1,1], cos (arccosy) =y

Vxe[0,m], arccos (cosx) = x

De plusarccos :
- est strictement décroissante §ut, 1]. )
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— X—— arccosx

——Xx—CoSx
1*‘\
\\
: AN -
0
-1 1 73 3
AN
~N
_1 e N -

FIGURE 4.9 — Fonctions cosinus et arccosinus

est continue Sur1,1]. )
est dérivable sur1,1][ et :

Vyel]-1,1[, arccos y= =
1-y

est¢> sur]-1,1[.
réalise une bijection de-1,1] dans|o0, it]

=
(=]

Démonstration © La fonction cosinus, sur l'intervall®, nt] est

@ continue.

@ strictement décroissante.

Par application du théoreme de la bijection 11.52, on pdintredr que la fonction cosinus, restreinte a l'intervaligt], définie une
bijection del0,n] sur[-1,1]. La bijection réciproque, nommeéeccos, est définie sur—1,1] et a valeurs dan®,n]. La fonction
cosinus est de plus, avee 10,n| :

@ strictement monotone siir

@ dérivable suf.

@ et vérifievxel, cos' (x)=—-sinx#0

On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de latinieeéciproque 4.2. La fonctioarccos est dérivable suy= cosl =

1-1,1[ et pour touty €J, on a
1 1
arccos’ y = =—
cos’ (arccosy)  —sin (arccosy)

Mais

sin (arccos y) = \/l — cos? (arccos y) = \/1 -2

car la fonction sinus est positive s0¢n[. Doncarccos’ y =

. On vérifie sans peine les propriétés restantes.

l—y2

(PROPOSITION4.30 Les graphes des fonctions arcsinus et arccosinus sont symeéties par rapport a la droite |
d’équation y =n/4

. b
Vxel[-1,1], arcsin x + arccos x = E
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—_ R

< . . . . - -1,1
Démonstration © La preuve est laissée en exercice. Il suffit de dériver latfon® : { ] [ .
X ——  arccosx+arcsinx

d’appliquer le théoréme 4.3.

N I

A e y_z
%\\ — — X arccos x
N — xX—arcsin x
1,,\
................. O
n \
—— Lo
O =
-2 -1 1 2
_1 —+
o
2
_277

FIGURE 4.10 — Symétrie des graphes des fonctions arcsinus et arasgsar rapport a la droitg= 7

4.2.4 Fonction Arctangente

(f{ROPOSITION4.31 © Fonction arctangente \
La fonction tangente est une bijection #eg,g[ a valeurs dan®. Sa bijection réciproque est appel@action

arctangenteet est notéarctan :

w — |53l
arctan: 22
y +—— arctany

VyeR, tan(arctany)=y

T W
Vxe]——,—[, arctan(tanx) = x
2 2
La fonctionarctan
— est strictement croissante fir
— estimpaire.

est continue SuR.
est dérivable suR et :

VyeR, arctan’y=

1+ y2
— est€* surR.
— réalise une bijection deé dans|—mn/2,7t/2].
y |-oo 0 +00
1
=7 + 1 +
I
2
arctan / 0 /

\

Démonstration © La fonction tangente est
@ strictement monotone sur

@ dérivable suf.

(g 1
@ et vérifievxel, tan'(x)= 5= #0
COs“ X

On peut alors appliquer le théoreme de dérivation de latinjecéciproque 4.2. On en déduit quaa est bijective et que sa bijection
réciproquearctan est dérivable sur=tan(l) = R. Pour touty € ]

1 1 1

arctan’ y =

tan’ (arctany) " 1+tan? (arctany) 1+y2°
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I T T
0 2 ——x— tanx
-2 _1., L X— X
S g — x— Arctanx
/ -
4 2

FIGURE 4.11 — Fonctions tangentes et arctangentes

On vérifie sans peine les propriétés restantes.

(PROPOSITION4.32 ©
Pour toutx e R* :
T .
1 - Slx>0
041 arctan x + arctan — = Zn )
X ) Six<0

J

. . ., . s i 1
Démonstration O La preuve est laissée en exercice. Il suffit, la encore, deefda fonctiond : x — arctan x + arctan — sur les
X

intervallesR’;, etR* puis d’appliquer le théoreme 4.3.

4.3 Fonctions hyperboliques

4.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Sinus et Cosinus hyperboliques

(DEFINITION 4.5 QO Sinus et Cosinus hyperboliques
Les fonctionssinus hyperboliqueh et cosinus hyperboliqueh sont définies suR par

R — R R — R
ch: eX+e™* et sh: ef—e™*
X — X — _
2 2

J

Remarque 4.9 Toute fonctionf : 1< R — R se décompose de maniéere unique en la somme d’'une fonctimngdai
d’une fonction impaire

f+f(=x N fO+f(=x

Vxel, f(x)= 5 5

+f(- . +f(- . . . . . .
En effet,x — fO+ /(=0 est paire x — fO+ /(=0 est impaire. Les fonctions cosinus hyperbolique et singehy
bolique sont respectivement la partie paire et la partieainggde la fonction exponentielle dans cette décomposition

N

(PROPOSITION4.33 ©
Pour toutxeR :

2 |chx—shx=e‘xl

Démonstration Calculs immédiats.
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PrROPOSITION4.34 ©
Les fonctionsh etsh sont dérivables suk avec, pour touk € R

ch'x:shxl et |sh'x=chx I

Démonstration Calculs immédiats.

_6 4
FIGURE 4.12 — Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

(PROPOSITION4.35 Q )

— La fonctionsh est impaire, strictement croissante Bystrictement négative si* et strictement positive sl et
s’annule ero.

— La fonctionch est paire, strictement positive SRy strictement décroissante it et strictement croissante sBf .
De plus,VxeR, chx=1.

X |—oo 0 +00

chx + 1 +

+00
sh 0 / +00 +00
69 / ch \ 1 /

shx - 0 +

Démonstration

o Les fonctiongh etsh sont de class&>° surR comme combinaison linéaire de fonctiods°® surR. Appliquant les théoremes
de dérivation, on vérifie sans peine les formules annonageslgurs dérivées respectives.

« sh etch sont respectivement impaire et paire par construction.

« ch est une fonction strictement positive ®icar la fonction exponentielle est strictement positiveRsuPar conséquenth a
une dérivée strictement positive ®iet est strictement croissante Sur

« Par application des propriétés sur les limites d’apresiieiéds de la fonction exponentielle a ses bornes, on véidfis peine
les limites annoncées.

« Evaluanth eno, on vérifie immédiatement qu’elle s’annule@®@rComme elle est strictement croissante et continue, onduitdé
qu’elle est strictement négative it et strictement positive Si’; .

o La fonction dérivée deh surR étantsh, on déduit de cette derniére propriété gheest strictement décroissante Rir et
strictement croissante SBE .
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Tangente hyperbolique

(.

(DEFINITION 4.6 © Tangente hyperbolique )
La fonctiontangente hyperboliqu@otéeth, est définie suR par
R — R
th: shx
X — _
chx

| Remarque 4.10 La fonctionth est bien définie car la fonctiath est strictement positive s@&:

— x—thx
----- x—x1
........................... 1 T
1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
............ 1 T
_27

FIGURE 4.13 — Fonction tangente hyperbolique

-

Par conséquenth est strictement croissante siiret s’annule erd. Elle admet en-oo une asymptote horizontale
d’équationy = —1 et en+oo une asymptote horizontale d’équatige 1

(PROPOSITION4.36 © )
La fonctionth est impaire, dérivable st et, pour toutx € R

th'x=1-th®x=

ch?x

X |—oo 0 +00

th' x 0 s

th
-1 /

J

Démonstration © th est de class&> surR comme quotient de fonctions de clas® surR, son dénominateur ne s’annulant
jamais. Appliquant les formules de dérivation d’un qudtienx € R

i chxchx—-shxshx
X=—————

=1-th®x=
ch? x ch? x

L'imparité est facile a prouver. Pour les limites aux borgesdomaine, par factorisation et utilisation des limitegalles, on
obtient

1 _e_x 1 _e_x
h eX—e™* ¥ 7T Tox T e
= = -x = —x
e +e et . e 148 X—+00
+— +—
eX eX
e e
a1 £
_ef-et oY px e x
thx= ——=—-"% == -1
eX+e X e e 1 e lx—'+oo
—+ —+
e~ ¥ e ¥



FIGUREZ 14 — Hyperbole

4.3.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Tout comme les fonctions cosinus et sinus permettent darpdrer le cercle unité, les fonctiomh et sh donnent
une paramétrisation de I'hyperbole équilatére de somigis et (—1,0). Le formulaire de trigonométrie hyperbolique
ressemble fort au formulaire de trigonométrie classiqueledrouvera dans I'annexe E paragraphe E.2.

Donnons a titre d’exemples les formules d’addition.

(PROPOSITION4.37 © Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques h
Pour toutx, yeR :

ch(x+ = chxchy+shxsh

o) = mstigesinst iy = 220D

ch(x—y) = chxchy—-shxshy y) = Dty

sh(x+y) = shxchy+chxshy thx—thy

sh(x—y) = shxchy-chxshy thx-y) = 1-thxthy
& J
4.3.3 Fonctions hyperboliques inverses
Fonction argument sinus hyperboliqueargsh
(PROPOSITION4.38 © Fonction argument sinus hyperbolique I

La fonction sinus hyperbolique définie une bijectiorRogur son imag®. L'application réciproque est appeli@action
argument sinus hyperbolique notéeargsh :

R — R

argsh:{ P oo ey

VyeR, sh(argshy) =y
VxeR, argsh (shx) = x

La fonctionargsh

— estimpaire.

— est continue SuUR.

— est dérivable suR et

VyeR, argsh'y=
- J

169



(— est strictement croissante Sur )
— réalise une bijection de dansR.
— est de class& surR.

X |—oo 0 +00

1 + 1 +

y2+1

+00
argsh / 0 /
—Oo0

N Y,

Démonstration © La fonction sinus hyperbolique, sur I'intervale

@ est strictement monotone

@ est dérivable

@ et vérifie Vx €1, sh'(x)=chx#0

On peut alors appliquer le théoreme de dérivation de la tinjecéciproque 4.2 et affirmer qusk est bijective deR dansR. Sa
bijection réciproquergsh est de plus dérivable sshiR =R et pour touty € R
1 1

h v= =
= (argshy) ch(argshy)

Mais

ch(argshy) = \/1 +sh? (argchy) = \/l +y2

car la fonction cosinus hyperbolique est positive®uboncargsh’ y = . On vérifie sans peine les propriétés restantes.

1+y2

FIGURE 4.15 — Fonctions Snus et argument sinus hyperboliques

Expression logarithmique :
, , . et—e* . .
On résout I'équatioty = — soite?* —2ye* —1=0. En posant = e*, on résoufi® - 2yT — 1 = 0. On a deux racines

Ti=y++1+y?etT,=y—-+/1+y?dontune seule est positive. D'at= InT; =1n(y+ \/l+y2).
Doncargshyzln(y+\/l+y2).

b2 \/1+y2+ 2y

2142 142 2142 1
14++4/1+ 2 14+4/1+ )2 Viti2

1

Vérification : Lorsqu’on dérivef(y) = In (y+ \/1+y2) on obtientf’(y) =

Commef(0) =0, on a bienf(y) = argsh y sur l'intervalleR.

Fonction Argument cosinus hyperboliqueargch
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/ﬁeoposmor\|4.39 © Fonction argument cosinus hyperbolique
La fonction cosinus hyperbolique, restreint® A, définit une bijection d&®? sur son imagél, +oo[. L'application
réciproque est appelégument cosinus hyperboliqetest notéargch.

5 [1!+OO[ - R
argch: { " .y
Vye(l,+oo[,  ch(argchy)=y

VxeR,, argch(chx) = x

La fonctionargch
est continue suf, +ool.
est dérivable sun, +oo| et :

—

Vyell,+oo[, argch'y=

i)
|
—

est strictement croissante Siliy+oo].
réalise une bijection d@, +oo[ dansR.
est de class& sur]1, +ool.

y (1 +00

1
y2+1

+00
argch (0 /

I

\_

Démonstration © La fonction cosinus hyperbolique, sur l'intervalle, est

@ continue.

@ strictement croissante.

Par application du théoreme de la bijection 4.1, on peutnadfirque la fonction cosinus hyperbolique définie une biecte
I=R; sur son imagé = [1,+oo[. La bijection réciproque, nommeéegch, est définie suf = [1,+oo| et & valeurs daris=R... La
fonction cosinus hyperbolique est de plus

@ strictement monotone sur

@ dérivable suf.

@ et vérifie Wxel, ch’'(x)=shx#0

On peut alors appliquer le théoreme de dérivation de la immeEciproque 4.2 et affirmer quegsh est dérivable suy. De plus,
pour touty €]

1 1
hy= - .
AV = (argshy)  sh(argchy)

Mais

sh(argshy) = \/ ch? (argchy) - 1= \/ y2-1

car la fonction sinus hyperbolique est positive Byr Doncargch’ y =

. On vérifie sans peine les propriétés restantes.
2
ye-1

Expression logarithmique :

. , . . e*+e ¥ ) .
Soitx = 0. On résout'équatiop = — poury =1, soite’?*—2ye*+1 = 0. En posanT = e*, on résoutr>—2yT+1 = 0.
On a deux racine$; = y++/y2—1etT, = y—+/y%*—1 dont une seule est supérieure ou égaldlaur produit égald).
D'oll x=1InT; =1n(y+ \/yz—l).
Doncargchy =1n (y+ N 1).
1+ —2 yol,

2 _ VL T
1+yy?-1 1+yy?-1

Vérification : Lorsqu’on dérive pouw > 1, f(y) = 1n(y+ V- 1) on obtientf’(y) =

— Commef(1) =0, on a bienf(y) = argch y sur l'intervalleR..
y-—-1
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FIGURE 4.16 — Fonctions cosinus et argument cosinus hyperboliques

Fonction Argument tangente hyperboliqueargth

2 —+
/21
/-
7
1 1
-2 -1 0 2
7
7.4
-7
_____ - : ,
-———- x—thx
....... X— X
5 1 x— Argthx

FIGURE 4.17 — Fonctions tangente et argument tangente hyperlesliqu

(PROPOSITION4.40 © Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique définie une bijectiofkder son imagé-1,1[. L'application réciproque est appelg

Argument tangente hyperboligeeest notéargth.

JI=Lif — R
argth.{ b iy
Vyel-1,1[, th(argthy)=y
VxeR, argth (thx) = x
La fonctionargth
— estimpaire.

— est strictement croissante Suf, 1.
\= est continue Sur1,1][.

~
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(— est dérivable SUr1,1[ et )

Vyel-1,1[, argth'y=

1-y2
— réalise une bijection de-1,1[ dansR.
— esté> sur]-1,1].
x |-1 0 1
1—1y2 + 1 +

+00
argth 0 /

Démonstration © La fonction tangente hyperbolique, sur l'intervdlleR
@ est strictement monotone dur

@ est dérivable sur.

g 1
@ et vérifievxel, th'(x)= ——#0
ch®x

On peut alors appliquer le théoreme de dérivation de la immeéciproque 4.2 et affirmer quegth est dérivable sur=th(R). De

plus, pour touty €]
argth’ y = ! = ! = ! .
th’(argthy)  1-th?(argthy) 1-y?
On vérifie sans peine les propriétés restantes.
Expression logarithmique :

eX—e ™ e¥-1 1+y 1 n(1+y)

On résout I'équatiory = = ourly| <1, soite**(1—y) =1+ y, soite?* =
q ¥ eX+e* 241 pourlyl 1=y y 1-y 2

1+y)
1-y/

1
Doncargthy = 3 In

P . 1 1 . . .
Vérification : Lorsqu’on dérive pouy > 1, f(y) = > In (:—i) on obtient biery’(y) = =y Commef(0) =0, on a bien

f(y)=argthy sur l'intervalle] — 1, 1[.

4.4 Deux exemples

(DEFINITION 4.7 © Asymptotes )

Soit f : [¢, +oo] — R une fonction. On dit qu’'une courbe= g(x) estasymptotei la courbey = f(x) en +oo si et
seulementsi :
0

gx) - f(x)

X—+00

En particulier, une droite d'équatign= ax + b est asymptote a la courbe représentative de f si et seulesinent

f(x) —lax+b] 0

X—+00

PLAN 4.1 :| Méthode pratique de recherche d’asymprlhh-‘-c

1 Sif(x) — 1 e R, la droite horizontalg = | est asymptote. On lit sur le tableau de variations la pasitio
de la courbe par rapport a I'asymptote.

2 Sif(x)

3 Si cette limite existe et est égal & un rést 0, on calculef (x) — ax et on cherche la limite dé(x) — ax
en+oo. Sif(x)—ax — beR, la droitey = ax + b est asymptote. On détermine la position de la courbe par
rapport a 'asymptote en étudiant le signefde) — [ax + b] au voisinage deoco.

fx) f

oo, on calcul la limite def (x)/x en+oo.

X—+00

4 Si - % onditqu’on a une branche parabolique de directigm. Si - 0, une branche parabolique
de direction0x).

5 Sif(x)/x*> admet une limite finiex non nulle et que ce n’est pas le casfle) /x, on peut rechercher des
paraboles asymptotes.
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y=8(x)

g(x)—f(x)mo

y=fx)

FIGURE 4.18 — Courbes asymptotes lorsqite +oo

PLAN 4.2 :| Plan d'étude d’une fonctidn

1 Trouver le domaine de définition.
2 Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe.

3 Tableau de variations. On précise les valexactesemarquables, les limites et les prolongements éverituels
(on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée).

4 Recherche d’éventuelles asymptotes.

5 Tracé approximatif de la courbe= f(x) : on représente les asymptotes éventuelles, les tangesriesri
tales

Remarque 4.11 La représentation de valeurs particulieres numériquesnoless a I'aide de la calculatrice ne présente
en général aucun intérét!

Exercice 4.1
Etudier la fonction définie paf(x) = x**!.

Solution :
1. Comme:
f(x) _ xx+1 — e(x+1)lnx'
f est définie surR’ .
xInx+x+1

2 SoitxeR:. Ona:f'(x)=—————x*"! doncf est du signe delnx+ x+1. Introduisons la fonction|:
X
R — R i o - .
g: { o xlnxtxsl Pour toutx e R} : g’ (x) =lnx+2. On en déduit les variations @eet le signe
def’.
x |0 e? +00
g x = 0 +

1 +00
g \g(e‘z)/
f(x) + fl(e?) +

Remarquons qug(-2) > 0 et en utilisant les limites usuelles, on obtiegt(x) 7 1.
X—

3 Le tableau de variation déest donc :

x |0 +00

frfollr +
+00
f(x) 0/

les limites étant obtenues en utilisant les limites ussdtepar opération sur les limites.

4 Le graphe dg admet une branche infinie quane> +oco. Six € R} :
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Le graphe def n’admet donc pas d'asymptote quand- +oco. On a affaire & une branche paraboliqug
directionOy.

5 On en déduit le graphe de:
y=rx
2 -
y=x
1 —+
1 1
1 2
Exercice 4.2
- . . P -1
Etudier la fonction définie paf(x) = x x_+1
X
Solution :
1 Nous déduisons du tableau de signe
X |moo -1 1 +4oo
x-1 - -0+
x+1 -0+ +
x—1
ALy g
x+1

3 Le graphe dg admet une branche infinie quand- +oo et quandc — —1".

quef est définie suf=]-oo,—1[U[1,+oo].
f est dérivable sur-oo,—1[U]1,+oo] car la fonction racine carrée est dérivableBlr Soitx un élément de c4

ensemble. On trouve :
x2+x-1

x—1 2'
— (x+1)
x+1

f’ est donc du signe d€ + x— 1. Les racines de ce trinémes sont (-1++/5) /2 etp = (-1-v/5) /2. Seulx
est dans le domaine de définition flePour les limites, on remarque que :

flx=

_1
X

fx)=x T

X

et doncxlirn f (%) = —o0, xliIP f (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair qulaim1 f (x) = —oc0. On en dédu
——00 —+00 x—-1-

de la tableau de variation suivant :

X |—oo [0 -1 1 +00
fx + 0 - +o00 +
f @ +00
f(x) |00 / \ —00 0 /

fx)  [x-1_ 1—% q
x  Vx+1 1+1 2o

et par multiplication par les quantités conjuguées,

x—1 —2x ‘21
-1 - 1+
f)—x=x 1= x+1 x+1 X 1
x+1 x—1 x—1+1 1-1 x—too
x+1 x+1 = +1

D

[
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La droite d’équatio est donc asymptote a la courbe au voisinagesteet —co.

On a une asymptote verticale au voisinage-dlei’équationx = —1.
4 On en déduit le graphe de:
y=f

4.5 Fonction exponentielle complexe

SoitT un intervalle deR. On s’intéresse ici a une fonctighdéfinie sui et & valeurs complexes: 1€ C. Pour toutz € 1,
une telle fonction s’écrit sous la formef (1) = x (1) + iy (¢). avecx, y : 1 — R. Les fonctionsx et y sont respectivement la
partie réelle et la partie imaginaire ¢e

Soit fp € I. On dit quef est dérivable em, si et seulement si et y le sont. Dans ce cas, on défifit(z) par :

f () =x"(t0) + iy (o).

(PROPOSITION4.41
Soit ¢ une fonction définie et dérivable delansC. la fonctionf définie sur par

viel, f(r)=e*®

est dérivable sur et

viel, f'(0)=¢ (ne*?,

(. J

Démonstration Soitt€1. Sig, est la partie réelle dg et sip, est la partie imaginaire dg, on peut Ecrirg (t) sous la forme :
= P = p@1(D+ig2(1) _ ,91(1) fi2(0) _ ,1(1) (Cos(q)z (t)) +isin (cpz (t)))-
Par application de la définition, on en déduit que :

'

(p'l () 1D (cos (2 (1)) + isin (g2 (1)) + ® (—(p'z () sin (@2 (1) + i(p'2 (1) cos (g2 (1))
@] (1) e () (cos (2 (1) +isin (g2 (1)) + i) (1) e ® (isin (2 (1) +cos (g2 (1))

(0} (1) + i (1) 1D (cos (2 (1)) + isin (2 (1))

(p’(t)ew(t)

Remarque 4.12 On en déduit que pour toute C, la fonctionf : R — C, r — e? est dérivable suR de dérivée :
VieR, f'(0)=ae.
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En résumé

Il est opportun de lire les paragraphes C.1 et C.2 de I'an@eaya contiennent des méthodes pour construire des inégalit

et dans lesquels sont promulgués quelques conseils poalcld des dérivées. Au terme de ce chapitre, le formulaire su
les dérivées des fonctions usuelles E.3 et celui sur legelimisuelles E.6 devront étre parfaitement connus. Vougdev
par ailleurs étre totalement familier avec ces nouvellestions que vous serez amené & manipuler quotidiennement en
sup et en spé.

Il conviendra de retenir parfaitement les graphes et I'eggion des dérivées des fonctions introduites dans cetahapi
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4.6 Exercices

4.6.1 Fonctions exponentielles, logarithmes et puissarge
Exercice 4.5 QOO0 Inégalité de convexité

1. Montrer que :
Vx>-1, In(Q+x)sx

2. Endéduire que :

Solution :
. o . 1-1,4+00] — R
1. Il suffit, pour montrer cette inégalité, d’étudier lesigéipns ded : .
— In(1+x)—x
2. Soitn > 1. Appliquant I'inégalité précédente avee- -, ona In(1+ 1) <1 ce quiaméne :
1
nin(1+1) <1 et, la fonction exponentielle étant strictement croissam"ln(””) < e. Par conséquent|:
(1+ %)” < e. De méme, comme > 1, —% > —1 et on peut appliquer la premiére question axee —%, on
obtient :In(1- +) < —+. Multipliant les deux membres de cette inégalité paron a :—nin(1- ) > 1 et donc

passant comme précédemment a I'exponentiele (1 - 1)™".

Exercice 4.4 ©
Posons, pout e R} :

2 1 1
= :_1
a=exp(x*) et b ; n(xX)

Simplifier a®.

. . 1
Solution :  Soitx € R}. Remarquons que= —; In(x) donc
X

1
b (exg) ? ln(x)
x—; In(x)

= exp(nx)

= X

Exercice 4.5 Q0 Des équations
Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminddeaine de validité :

1. In(x-1)=In(3x-5) 6. xV¥ = (vVx)*

2. In(vV2x-3)=In(6-x) - %lnx 7. 28 =3

3. 2Inx=In(x+4) +In(2x) 8. log, x=log, a olacR; \{1}

4. " —3e** —4=0. 9. log; x—log, x = 1.

5. 8%%-3.8% -4=0. 10. 2% 425+ 4 42X = 3% 4 38 43 gineN
Solution :

1. domaine de validitd 3, +oo|.

In(x—1)=InBx-5)
= x—-1=3x-5

- x=2

Réciproquemene | est solution de cette équation.
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2. domaine de validitd 3,6].

( 2x— 3) In(6- x)——lnx
In(v2x

(7

fr—r ):
= 2x 3—6
S Vx
Mais :
6—x
V2x—-3=——+
NG

= x(2x-3)=(6-x)?
== x(x+8)=

= x=0 ou x=-8

Aucun de ces nombres n’est admissible, il n’y a pas de salutio

2Inx=In(x+4) +In(2x)

2x(x+4
— n(Z5)
X
2x(x+4)
fr—r _ =
o
= x*+9x-36=0
— x=3 ou x=-12

Mais—12 ne vérifie pas I'équation. On vérifie par contre gua vérifie. et 'unique solution de I'équation .

4. Ona :

et —3e**—4=0
X =e**

—
X2 -3X-4=0
X =e**

—
X=4 ou X=-1

= =4 (Onne peutavoie** = —11)

— x=In2

Réciproquement, on montre est bien solution de I'équation.

5. Cette équation est valide $irOn a la série d’implications :

86*_38%_4=0

{X2—3X—4=0
—l
X =8%

{X:l ou X=4
—l

X =8%
= 8%¥=1 ou 8*=4

2

— x=0 ou ng

Réciproquement, on vérifie que et § |sont bien solutions de I'équation.
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V= (Va)*
Vxlnx=xInvx
Vxlnx— glnxz 0

I

= \/}(l—?)lnxzo

= +x=0 ou 1—§=0 ou Ilnx=0

= x=0 ou x=4 ou x=1

Réciproquement, se sont solutions de I'équation.

7.
2x3:3x2
= ’In2=x*In3
= x’(xIn2-In3)=0
In3
= x=0 ou x=—
In2

Réciproquement, ces deux nombres sont solutions doncllgosis de I'équation sont0 et log,3 |

8.
log, x=1log, a
Inx Ina
fr— _—
lna Inx
= In’x-In’a=0
— (Inx-Ina)(nx+Ina)=0
= Xx=a 0U x= :
a
Réciproquement, les nombfes et % sont bien solutions de I'équation.
9.
log; x—log, x=1
Inx Inx
f— —_—— e =
In3 In2
In2—-1n3
= Inx=1
In3In2
In3In2
= Xx=e€X
ln%

2

3
10. On reconnait des sommes géométriques :

L In3In2 . \ .
Réciproquementxp i est solution de I'équation.

PE LBl G0 @ el o, o G

=  2"(1+2+...+2")=3"(1+3+...+3")

1_2n+1
— (E)x_i
3 _1_3n+1
1-3
2\ X 2n+1_1
—~ -
3 gn+l _ 1
2n+1_1
1n(2—)
3n+l _]
- AET =
lIl§
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2n+1 -1
ln(2—3n+1 — 1)

Réciproquement, on vérifie que - est bien solution de I'équation.

2
ln3

Exercice4.6 QOO0 Des inéquations
Résoudre les inéquations suivantes aprés avoir donnédeuaide de validité :

1. In(x*-2x) >In(4x-5)
2. ¢ > @e*xe.
3. a” < (Va)* 3 ollae R* \ {1}.

Solution :
1. On vérifie que 'inéquation n’est valide quexsk 2.

In (x* - 2x) > In (4x - 5)
= x*-2x>4x-5 carln est croissante
=  x*-6x+5>0

= Xx€]-00,1[U]5,+00][

Compte tenu du domaine de validité de 'néquatiafx® — 2x) > In (4x —5) seulement st > 5. Réciproquemen
on montre que alors 'inéquation est vérifiée.
2. L'inéquation est valide suR.

e~ > (ex)4 x e

exz—l > g*

x*—1>4x carexp est croissante
X2 —4x-1>0

x€]—oo,2—\/g[u]2+\/g,+oo[

I

L'ensemble solution de I'inéquation est dong-oo,2 - /5[ U]2++/5,+oco|

3. Linéquation est valide stR.

axz <(\/5)7x—3
7x—3

<~ x’lna< Ina carln est croissante

Lorsqudn a > 0 c’est-a-dire lorsqua > 1,

ax2 <(\/E)7x—3

— x2<

cara#1donclna#0

— 2xX°-7x+3<0

1
— xe]—,3[
2

L'inégalité est vraie si et seulement sie |1,3] |

Lorsqudna < 0 c’est-a-dire lorsqué< a<1,

ax2>(\/a)7x—3
, 7x-3
X >
2
2x° —7x+3>0

x€]—oo,§[u]3,+oo[

107

L'inégalité est vraie si et seulement sie | —oo, [ U3, +oo |

ty
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Exercice 4.7 QQ Des limites
Déterminer les limites suivantes :

1. lim x* 5. lim 2% al”?)
. . lim — i )
P oo 3% 10. xgrpm ) oul<a<h.
JE 6. li xe*® )
: . lim — , x
2. lim x i W 11. hn%\/}ln(—)
— . fra )
7. lim x?e*-x o
3. lim x% e Inx\¥
R — 8. lim x* 12. lim (—)
x—0t X—+oo\ x
e 42 . x*)* X 1\X
4. lim 9. lim &2 13. lim (1+7)
X—+00 ¥ +1 X—+00 xX X—+00 X
Solution :
Inx

1 . Inx 1
1. xx=e X mais— 0 doncxx —— &0 =.
X X—+oo X—+00

. 1
2. xV¥ = eV*Inx majs,/XInx = x2 In x —— 0 doncxV*

x—0* x—0%

0=[1]

Inx

1 . Inx 1
3. xX=e X mais— —— —oo doncxx —»@
X x—0* x—0*

e'+2 _ 1+2e™F .
4. ef+1 T 1+e™* x40 '
x X:xln% X

e 4
5. € x(£)" = xe"™3 doncis

[0]

X

A . L. xe*
6. De la méme facon, toujours parce @ue3 : th =[-o0].

——00 3%

e

In 3 X——00

ex
7. x2eF—x=x%""* (1— —)

X )] x——o0
8. x* = *"* majsxInx doncx* =1
x—0* x—0*
In(x¥)
x)* e* 2 2— 2 .
9. ) = 2 _ o@-x)inx _ (@D Inx majg y2-x 0 donc : x>~ -1 —— —1. Comme
X exX*Inx X—+00 X—+00
. . - X)X
x*Inx +oo, par opérations sur les limitels¢=* — 1) x* Inx —soetdonc: L .
X—+00 X—+00 TEB X—+00
o] gl'ina b*Inb (g)x_ln—a Ina
a®) _ ,a*lnb-b*Ina _ b Inb i X a\x
10. 15 = o = =e mais b*Inb —— oo , (§)" —— 0 et np > ° donc
4
o e Lyl
2 1 1
11. xln(x—)=2x§1nx—x§1n 1+x) —
Vxn{i; (1+x) —[0]
ln(ln—x)
X
12 (lnx)% x 3 (nlnx-In.) maislnx 0 etln(lnx) 0 donc(ln")% g
== = = X _— A -_ =
X € € X Xx—+o0 X XxX—+00 x XxX—+00 € ’
In(1+1 In(1+1
oy M BOH e
In(1+1 4 . 1 X=3 —— —
13. (1+4) =¢" ¥l=e X maise x e X —el=[e]
( x) X—0 E
Exercice 4.6 Q0
Soit un entiem > 1. On considére I'équation
n
X =n (4.1)

1. Montrer qu’il existe une unique solution a cette équation
2. Déterminer cette unique solution.

Solution :
1. Etudions & fixé la fonction définie par

n n
f(x) B . Inx
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Elle est définie sul0, +ool, dérivable sur cet intervalle gt €1,
flx)=x""1 Y (plnx+1)

La dérivée s'annule en un seul poigt= e~1'" < 1. On en déduit en écrivant le tableau de variation e
p

f présente un minimum ety avecf (xy) = e~'/™ —n. Par conséquent, puisqifi€x) - n < n, et que

f(x)

2. Puisquef(n''™) =0, en en déduit que la seule solution de I'équation valit.

X—

oo, la fonction ne s’annule qu’une fois en un paift> x;.

X—+00—+

Exercice 4.5 QOO0
Soitn e N*. Montrer que le nombre de chiffres nécessaires pour éeraa basda0 est égale a la partie entiére de
1+logn.

Solution : Supposons que I'écriture deen base 10 compte + 1 chiffresay,...,ap € [0,9] aveca,, # 0 etm € N.
Onaalors n=Y7"  ap10F et

m
logn = log(z aklok)
k=0

In10" (@m + am-110"1 +...+ ag10™™)
In10
In(am+ am-110""+...+ ag10™™)
In10

= m+

Maisl < ap+ am_110" +... + apl0™ < 10 et

In(am+ am-110""1+... + ag10™™)

0< <1
In10
Donc|E(1+logn) = m+1|et le résultat est prouvé.
Exercice 4.1C Q09
- . - x-1
Etudier la fonction définie paf(x) = x 1
X
Solution :
1 Nous déduisons du tableau de signe
X |moo -1 1 +oo

x-1 - -0+
x+1 -0+ +
x—1
ALy g
X+1

quef est définie sut=]—oo,—1[U[1,+ool.

2 f estdérivable sur-oco,—1[U]1,+oo[ car la fonction racine carrée est dérivable®lr Soitx un élément de ce
ensemble. On trouve :

~

*+x-1

x—1 .
—(x+1)
x+1

f’ est donc du signe d€ + x - 1. Les racines de ce trinémes sont (-1++/5) /2 etp = (-1-v/5) /2. Seulx
est dans le domaine de définition flePour les limites, on remarque que :

flx)=

et doncxlim f () =—oo, lim f(x)=+oo.Par limites usuelles, il est clair quﬁn% f (x) = —o00. On en déduif
——00 —+00 x—-1"
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de la tableau de variation suivant :

X |—00 (04 +00

+o0 +

f(x) + 0

_Oo/'f(o‘) \ —00 0 / oo

fx)

3 Le graphe dg admet une branche infinie quanéd- +oo et quandc — —1".

fx)  [x-1_ 1—% "
x  Vx+1 1+% x—%00

et par multiplication par les quantités conjuguées,

el —2x ‘21
Fo)-x=x x-1 x+1 __ x+1 I+5 1
x+1 x—1 x—1 1-1 x—to0
R R it | x
x+1 x+1 T +1
1+;

La droite d’équatio est donc asymptote a la courbe au voisinagedsteet —oo
On a une asymptote verticale au voisinage-dle’équationx = —1.

4 On en déduit le graphe de:
y=rf®

fla)

4.6.2 Fonctions circulaires

Exercice 4.11 Q

Prouver que :
2
2. VxeR, cosx=1-7%

1. VxeR,;, sinx<x

Solution :
e . . R, — R
1. Il suffit d’étudier les variations de la fonctigh: . .
X — SINX—X

— R

Ry
x2
— cosx—1+ 5

2. On prouve d'abord l'inégalité s@®, . Pour ce faire, on étudie les variations ﬁe{
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et on utilise l'inégalité prouvée dans la question 1. On mwalors que l'inégalité reste vraie fur en utilisant
la parité def>.

Exercice 4.1Z v
sinx

2
. t
Démontrer qué&/x € |0; 5, (—) + 2t
X

> 2.

Solution : Soit®(x) = cos xsin® x + xsin x — 2x2 cos x, 0N a
®'(x) = -—sind®x+2cos®xsinx+sinx+xcosx—4xcosx+2x%sinx
= 2cos? xsin x —sin® x + sin x + 3xcos x + 2x2 sin x.

2cos® x — 4sin xcos xsin x — 3sin? x cos x + cos x — 3¢os X + 3xsin x + 4xsin x + 2x% cos x
3

q)/l(x)

= 2cos®x—7sin® xcosx—2cosx+7xsinx+2x%cosx
= 2cosx(cos? x—1) +2x? cos x + 7sin x(x — sin xcos x)
2 5 . sin2x
= 2cosx(cos“x—(1—-x ))+7xsmx(1— ox )
x? x2)? x* x*
Orsur]0; 5[, 1- > <cosx<1, dou|1l- ?) < cos? x, soitl — x* + " < cos? x, SOit0 < T <cos?x—(1-x?).

On a donad” (x) > 0. @' est strictement croissante 0% [, comme®’(0) = 0, ®' est a valeurs positives, dodcest
strictement croissante s{f; 7 [, comme®(0) = 0, ® est & valeurs positives.
DoncVx € |0; 5[, cos xsin® x + xsin x > 2x* cos x, d'od le résultat en divisant paf cos x.

Exercice 4.1% VIV

On a tracé le cercle le cercle trigonométrique dans un repérenormé direct. L'angle est mesuré en radians. Les

trianglesOAH et OBC sont rectangles respectivementteémtC. On rappelle que I'aire du secteur anguldsC est
/2.

. Calculer I'aire du triangl®AC. En déduire queYa €10,m/2], 0<sina<a.
. Montrer que pous €10,7/2], on al > cos®>a > 1 —a?. En déduire quéim cosac= 1.
o—

1
2
3. Calculer 'aire du triangl®BC. En déduire les inégalités/o € 10,m/2], sina <« < tana.
4

. . . . . sina . tana .. .
. Déduire des questions precedenteslm%)e— =1et quehné —— =1. On prouve ainsi quein ettan sont
a— 04 a— [0 ¢
dérivables en. Expliquer pourquoi.
5. Pourx e [0,7/2], Etablir les inégalités :

2 2 2

0<cos“as<cosa, O0<l-cosa<sin“a et 0<l-cosas<a“.

., . .. l—cos«a
6. En dedUII’éln%) N )
(x—»

cos(a+ h) —cosa . sin(o+ h) —cosa
etlim

A lim Y . Quelle propriété importante @es etsin vient-on

7. En déduir%irré
de prouver?
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Solution :

1. L'aire du triangléDAH est donnée pd#“32H8 = s Sjq € 10,7t/2] alors le triangl®©AH n’est pas plat et son ai
est> 0 doncsina > 0. Par ailleurs, le triangl®AH est inclus dans le secteur anguldir&C et doncﬂ% 25 B
qui prouve la seconde inégalité.

2. Soita€10,7/2]. On utilise la question précédente. De sina < «, on tire0d < sin®a < o car la fonctionx — x?
est croissante sii,. Doncl > 1—sin>a > 1 - o ce qui donne finalement= cos®>a > 1—a?. Sia — 1, on en
déduit gréce au théoréme des gendarmeﬂiqya)sa =1.

oa—

3. Laire du triangleOBC est@<EBC = B1&  Comme [e triangl&AHC est strictement inclus dans le sectewC et
que ce secteur est strlctement inclus dans le trianB(e, on en déduit quéina < a < tana.

4. Soita € ]0,7t/2]. On déduit de I'inégalité de la questian queo < % < 1. De méme, deana > «, on tire

. sina s Ly o Sina
sina > acosa et donc—— > cosa 1. Par le théoreme des gendarmes, on en déduiliie— =1. En
(04 oa—0 (04

a—0*
0~, on trouve la méme limite par parité. La seconde limite estsadvidente. On reconnait qt%igg est le tau
d’accroissement dgn en0. Il admet alors une limite quand— 0 etsin est dérivable en de dérivée égale B
Idem pounan.

5. On sait qué < cosa < 1 donc en multipliant pacosa qui est positif, on obtient la premiére inégalité. On
déduit qud = 1-cos®>a = 1-cosa et donc la seconde inégalité. La derniére en découle esantljusina < «.

6. On divise la derniére inégalité pae 10,7/2] :

[\S)

l-cosa «

S———<s<—=q« 0
(04 (04 a—0*
. 1-cosa N P . 1-cosa
donc lim = 0. Par parité, il s’ensuit quem =0.
a—0"  « a—0 «
7. Grace aux formules d’addition et aux questions précédent
cos (a+ h) — cosa cosh—-1 . sinh .
=Cos«x —Ssina —SImuo
h h h  h—o

On reconnait dans la premier terme de la ligne précéderdededfaccroissement d@s ena. On a prouvé qu'i
tend versina quandh — 0. Donccos est dérivable en de dérivée-sina. On procéde de méme padin.

e

en

Exercice 4.14 VAV
Calculer :

1. arcsin(sin(%ﬂ ) 2. arccos(cos( 2009"))

Solution :
21, il faut déterminer le réet € [-%, %] tel quesin x = sin (3F). Maissin (3£) =

+2%)=cosi =% =sin

1. Commearcsin : [-1,1] — [-3
z n(

sin (3 ) donc ] arcsin(sin(3r)) = X

2. On a :arccos : [-1,1] — [0,71], donc il faut déterminer le réale [0,7] tel quecosx = cos(%). Mais 2009 =

3x670—1 donc2009n = —% [27]. MaIScos—§ =cos% I donc ; arccos(cos(zoogn)) =

Exercice 4.15 09 Formule de Machin
1. Montrer quek = arctan  +arctan %
2. Pour toutce R\ (¥ + §Z), exprimenan (4x) en fonction dean x.

3. En déduire la formule de Machin : . . .
- =4arctan - —arctan —
4 5 239

Solution :
1. Notonsx = arctan% + arctan % En utilisant les formules d’additions pour la tangente :

o=
Dl 4+

1
tan (o) = -2 3 .
X

1
1-3x3

De plusb < a < m, donc nécessairement 7.
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2. Soitx R\ (5 +3Z). Toujours par application des formules d’additions, on treque :

4tan (x) — 4 (tan (x))3
1-6 (tan (x))% + (tan (x))*

tan(4x) =

3. Par application de cette derniére formule, on trouve qae (4 arctan %) = % Donc, une fois encore gréce 4

formules d’additions, si on nofe= 4arctan i —arctan 35, on trouve :

tan (4arctan %) — tan (arctan ﬁ) s

1
1+tan (4arctan 1) tan (arctan 55) 1+ x 7k

tanf =

et donc comme dans la premiere question, on montr@ gug, ce qui démontre la formule de Machin.

Exercice 4.1¢€ Q

1. Soitx e [-1,1]. Simplifier : 2. Soitx € R. Simplifier :
(a) cos(arcsin x) (a) cos(3arctan x)
(b) sin(arccosx). (b) cos?(} arctanx).
Solution :

1. Soitxe[-1,1].

(a) arcsinx € [~2, 2] donccos(arcsin x) = v/1 - sin? (arcsinx) = | V1 - x2

(b) arccos x € [0, 1] doncsin(arccosx) = y/1 —cos? (arccosx) =| V1 —x2 |

2. Soitx € R. Remarquons que, pour tout 1-m/2,7t/2[, commel +tan?X = 1/ cos® X, il vientcosX = 1/v1 + tan2X
et donccosarctanx = 1/(V'1 + x2) cararctanx € |-n/2,7/2].

(a) On utilise les techniques de I'annexe B.3, il vietw(3X) = 4cos®X —3cosX et donc :

cos(3arctanx) = 4 cos® arctan x — 3 cosarctan x
4 3

(1+22)2 (1422

1/2

1-3x?

(1+ x2)3/2

(b) Commecos®X =1/2(cos(2x) +1) :

1 1
cos? (— arctan x) = 5 (cosarctanx+1)
2

1
7+_
2V1+x2 2

Exercice 4.17  OQ
Résoudre I'équatiotircsin x = 2 arctan x.

Solution : Pour touiX € |-n/2,mt/2[, commel +tan®X = 1/ cos?X, il vient cosX = 1/v'1+tan?X. Donccosarctan x =
1/(V1+ x2) cararctanx € |-n/2,n/2[ et commeainX = +Vv'1 — cos2X, on a aussiinarctanx = x/v'1+ x2. On a alors |

arcsin x = 2arctan x
x = sin(2arctan x)

X = 2sin (arctan x) cos (arctan x)
2x

X =
1+ x2

X-x=0

U

x=-1, x=0o0ux=1
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Réciproquement, on vérifie que desombres sont solutions de I'équation.

Exercice 4.1€ Q

P
5 Slx>0
— Montrer que arctan x + arctan% = { 2

-5 8ix<0
— Montrer que ¥x € [-1,1] : arcsin(x) + arccos(x) = %

Solution : La méme méthode s’applique dans les deux questions.
. *— R - . . .
1. Soit8, : , .0, est dérivable surR* et® = 0. Par conséquent, il existe des r§
—— arctanx + arctan x

a1 etep tels quedy s = 1 €t01r: = c2. En prenant la limite d@, quandx tend vers-oco et+oo on montre qug
= —% etcy = g

— R

— arcsin(x) +arccos(x)
[-1,1] et évaluant I'expression en= 0, on montre que cette constante vgut

2. Soit; : { [_i’ 'l . 0, est dérivable sur-1,1] eto), = 0. 8, est donc constante s

Exercice 4.1¢ 09
Etudier la fonctionf donnée par :

f:x— cos® x+sin® x.

Solution :  Etudionsf : x — cos® x +sin® x. f est définie suR mais esen-périodiques. On peut donc restreindrg
domaine d'étude &= [-n,m]. Six €1, f'(x) = 3cosxsinx(sinx— cosx). Résolvons l'inéquation sinx—cosx =0
pourx €1 afin de connaitre le signe dlesurl :

sinx—cosx=0
V2

2
< —cosx——sinx<0
2 2

L
— cos(x+—)<0
4

— xe[-n-u[Zn
4 4
On en déduit le tableau de variation suivant :
L R S SR SR S
sinx = = = + + +
CcoS X = = + + + =
sinx—cosx + — — — + +
f + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 -
—§\
Fo e _1/1\4/1 .

ainsi que le graphe :

e le
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Exercice 4.2C QOO

Etudier la fonction définie par :

f(x) = arcsin (Zx\/ 1- x2)

Solution :
1.
2.

Montrons en utilisant la trigonométrie que

Soitxe [-+,L]. Posons

30 e[, 7] tel que
Alors

Orcomme2b e [-3,5

. f estimpaire. On fait I'étude sqo,1].
. ¢ estdérivable sur1,1[. Commaearcsin est dérivable sur1,1[, & valeurs danis-1,1] ety (0) = 1 si et seulemer

n 1 <ol 57 —0,L 1L
sif= 7 On en déduit qué¢ est dérivable sur = [0, \/z[ et suf, =| \/z,l[.
. Vxel,uly, on calcule
2(1-2x?)
f’(x) =R e ———
2x2 —1|V1—x2
Par conséquentx €1, f'(x) 2 etvxely, f'(x) 2
f] 1, = 2 == .
V1-—x2 V1—x2

. Donc il existeC; € R tel que

. En conclusion :

Pour que la racine soit définie, il faut que [-1,1].

arcsin est définie sut-1,1]. Etudions done(x) = 2xv'1 - x2 sur[-1,1]. C’est une fonction impaire. Il suffit d
faire I'étude sufo,1]. ¢ est dérivable sup,1[ etVx e [0,1],

)= 2(1-2x%)
? V1-x?

On écrit le tableau de variations @eet on voit que

Vxel[-1,1], @x) e[-1,1]

aveap(%) =1.
Par conséquen ; = [-1,1].

Vxel;, f(x)=2arcsinx+C

etiC, e R tel que
Vxelp, f(x)=-2arcsinx+Cy

On détermineC; = 0 etC, = en prenant les valeurs particuliéres 0 etx = 1.

2arcsin x six€ [0, Lz]
f)= 2 . i 19
—2arcsinx—m S xe[\/i, ]

1 1
Vxe[-—,—], arcsin(Zx\/ l—xZ) =2arcsinx
V2 V2

V2' V2

)

y =arcsin(2xV'1 - x?)

X =sin0

2xV'1—x2 =2sinB|cosO| =2sinBcosO =sin 20

21
y = arcsin(sin(20)) = 20 = 2arcsin x

Exercice 4.21 VIV

Etudier

_ VX
fx) —arccos(1+x)

189

—~



Solution :  Considérons la fonctiog(x) = % Elle est définie sui0, +oo[ et dérivable suy0, +ool, et
- X

1
Vx>0, ¢'(x)=———
* ¢ () 2/x(1 + x)2

En tracant le tableau de variationsgieon voit quep est a valeurs daris, %]. Commearccos est définie et dérivab
surl0, 31, f est définie continue siy; = [0, +oo[ et dérivable sujo, +ool, et

Vx€l0,+ool, f'(x)= _71)6 x @' (x)
V 1- 1+x)2
_ (x-1)
2VxVxX2+x+1(x+1)

Par conséquenf, est décroissante sl 1], croissante sun, +oo[ et f(0) = g fay= g fx) — g
—+00

Commef’(x) — oo f n'est pas dérivable em(demi-tangente verticale).
P,

Exercice 4.2Z VIV
Etudier

fx) = arcsin(

X
o

Solution : Posonsp(x) = . ¢ est dérivable suR et

X
Vx2+1
1
+DVx2+1

D’apres le tableau de variations @ge est a valeurs dans-1,1[. Commearcsin est définie et dérivable sur 1,1, f
est définie et dérivable s@ret

VxeR, ¢'(x)=

1
VIER, f'(0)=———=x¢')
X
Vv 1- X241
_ 1
T x2+1
= arctan’(x)

Par conséqueriiC e R tel que
VxeR, f(x)=arctanx+C

En prenank =0, on trouve qu& = 0.
Montrons par la trigonométrie que

X
VxeR, arcsin( = arctanx
VxZ+1
SoitxeR. 30 €] -7, [ tel que
x=tan0

Alorsarctan x = arctantan® = 0 (carb e |-, 7|.
D’autre part,
X _ tan 0
Vx2+1 V1+tan20

(le cosinus est positif syr-7, 5 [.
Alors

=tan0|cosO| = tanBcosO =sinO

arcsin( ) =arcsinsin0 =0

X
VxZ+1

carfe |-7,7 [ et on a bien le résultat.

Exercice 4.25 09
Etudiez la fonctiorf définie par :

fl)= arctan( N ix

5 ) —2arctanx
X

190

e



Solution : La fonctionf est définie poux ¢ {—1,+1} doncD s =] —oo,~1[U] - 1,1[U]1, +oco[. Comme la fonctiorf est|
impaire, on fait I'étude sur les intervalles= [0,1[ etl, =]1,+oo[. Calculons sa dérivée :

2x% 42 2

VxeLhul, f'(x)= - =
10l f) XA +2x241 1+ x2

Par conséqueriC, € R tel quevVx €1y, f(x) =C; et3dC e R tel quevx ey, f(x) = Cy. En faisantc =0 etx — +oo, 0N
trouve queC; =0 etCy = —m.
Montrons par la trigonométrie que

2x
Vxe€]—-1,1[, arctan 1—

o) ) =2arctanx

Soitxe]-1,1[. A0 € |-§, 7 [ tel quex = tan®. Alors

2x tan20 (an(26)
= =tan
1-x2 1-tan?0

Or26¢€]-3,7[ donc

=20 =2arctanx

2x
arctan 5
1-x

Exercice 4.24  Q9Q
Montrer que

n 1
Vxe[0,1], arcsinvx= 1 + 3 arcsin(2x—1)

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie
Indication 4.3 : On pourra poset = sin® u

U

Solution :  Soit f(x) = arcsin/x — % arcsin(2x —1). f est bien définie sub,1] car—1<2x—-1< 1. Elle est dérivablg

sur]0,1[ et
1 1 1 1 1

_ - - =0
VI-x2Vx 1-@2x-12 2Vx-x> Vax—4x2

Cette fonction est donc constante sur l'intervail@]. En faisantc = 0, on trouve qug (0) = %.

flx) =

On retrouve ce résultat car on peut pasersin® u lorsquex € (0,11, avecu € [0, %1. Alors

B b
arcsin(2x — 1) = arcsin(— cos2u) = —arcsin(cos2u) = arccos(cos2u) — E =2u— 5

etarcsin /x = arcsinsin u = u.

Exercice 4.2% VIV

Etudier la fonction ,

f(x) =arccos 1 —2arctanx

+x?

Solution :

2

1. Puisquerccos est définie sur—1,1], il faut que " x2
X

etl—x%>—(1+x%). Don . Il n'y a pas de parité.

2

< 1, ce qui est toujours vérifié canc e R, 1— x> < 1+ x>

2. Puisquerccos est dérivable suy—1,1] et que‘m' =1< x=0, f est dérivable suh; =] —oo,0[ et sur
X
I, =]0, +oo[ comme composée de fonctions derivablesi £€1, U1, :
-1 -2 2 2sg(x) 2
Flo= (2x) S 1L

1-x2)2 (1+x2)2 C1+x2 14x2 142
1—-———
1+ x?)?
Par conséquent, puisqufé= 0 surl,, 3C, € R, tel quevVx €1y, f(x) = C, et en faisant — +oo, Ca = 0. Sur

L, flx)=-
Cy =2m.

T+ .2 et donc3C; € R, tel quevx eI}, f(x) = 4arctanx + C;. En faisantc — —oo, on trouve que
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3. Montrons par la trigonométrie que

2

+ x2

Vx=0, arccos ( 1 ) =2arctan x

Soitx = 0. Il existe un uniqué €10, 5 [ tel quex = tan®/2. Alors2arctanx =0 et

( 1-x2%
arccos ]

+—xz) = arccos(cos0) =0(0 € [0,7])

Exercice 4.2¢€ VIV
Etudier la fonction

f(x) =arctan
1-x?

Solution :  On détermin®; =] -1,1[, f est impaire et dérivable sur1,1[ etVx €] - 1,1,

2x?
Vi-+ ——
0oy 2V1—x
)= 7 X -2
1+
1—x2
1
V-2

Par conséqueriiC € R, tel quevx €] — 1,11, f(x) = C. Commef (0) =0, on a montré qu&x €] — 1,1,

X
arctan = arcsinx
V1-x2
On retrouve ce résultat par la trigonométrie. Sait — 1,1[. Alors3!0 €] - 7, 7 [ tel quex = sin@. Alors
X sin®
arctan —— = arctan ——— = arctan0 =0
1-x? 1-sin?0

Exercice 4.27 VIV
Etudier

(\/x2+1—1)
f(x) =arctan —

Solution: Dy =R*, f estimpaire. On fait I'étude su®, +ool. f est dérivable suo, +oo[ etVx €]0, +ool :

1 Vii+1-1
flx)= x
2x2+2-2Vx%2+1 Va2 +1
Vx2+1-1

- 202+ 1)(Va2+1-1)

1
T 22+ 1)

L arctan’(x)
= —arctan (x
2
Donc il existeC, € R telle quev x €]0, +ool,

fx)=

1
Z arctan x + C;
En prenant la limite lorsque— +oo, on trouveC, = 0. De méme, on montre qux €] —oo,0[,

1
fx) = 2 arctanx

On retrouve ce résultat par la trigonométrie en posantan.
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Exercice 4.26 Q00
Une statue de hauteprest placée sur un piédestal de hauted/n observateur se trouve a une distasi@te la statue
(sa taille est négligeable). Trouver la distadcpour que 'observateur voie la statue sous un angfeximal.

H
p
o S
N
0 d A
Solution : Notonsb I'angle AOH et I'angle AOS. Alors
a=0-¢
+ )
Ortanb = % ettang = é par conséquent, puisqueb, ¢ €]0, g [,
p+s S
o = arctan —arctan —
d
En posanf = p + s etB = s, étudions la fonction
10,+c0of — R
I { A B
X — arctan— —arctan —
X X
Elle est dérivable sup,+oo[ et
(B—A)(x* - AB)

! —
vrel 0= T @

et doncf’ s’annule envy = vVAB (carA > B, puisques > 0). On voit sur le tableau de variations flequex, correspond
a un minimum def et donc la distancé sous laquelle on voit la statue sous un angle minimal est :

do=+/(p+9)s

Cet angle vaut alors

ap = f(dp) =2arctan( p:s)_g

I 1 =
(on a utilisé la formulerctan x + arctan — = 5 lorsquex > 0).
X

4.6.3 Fonctions hyperboliques
Exercice 4.2¢

1. VvxeR*, shx=ux.
$2
2. VxeR, chx>1+?

R — R
. . e . R*" — R
Solution : Il suffit d’étudier les fonctiond : {  — shx—x etg: { x? et de montref

qu’elles sont positives sur le domaine d’étude.

Exercice 4.3C ©
Démontrer qu&/x e R etVn e N, (chx+sh x)" = ch(nx) + sh(nx).
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Solution : SoientxeR etneN. Commechx+shx=e*:

(chx+shx)" = (ex)" = e = ch(nx) + sh(nx)

Exercice 4.31 ©
Simplifier, quand la ou elles sont définies, les expressionastes :

1. ch(argshx) 3. sh(2argshx) 5. th(argchux)
2. th(argshx) 4. sh(argchx) 6. ch(argthx)
Solution :

1. Soitx € R. Commech est strictement positive s&; chx=V/1+sh®x et :

ch (argshx) = \/1+sh? (argshx) =| V'1+x2|.

. h
2. Soitxe R. Commeth x = sx :
chx

sh (argsh x) x
th h = = L
(argsh-) ch(argshx) | v1+x2

3. Soitx € R. En utilisant les formules d’additions,

sh (2argsh x) = 2ch (argshx) sh (argshx) = 2xV 1+ x? |

4. Soitx € [1,+oco[. Commesh est positive sufl,+ool, shx = Vch?x—1 et

sh(argchx) = \/ch? (argchx) - 1=| Vx2 -1},

5. Soitx e [1,+o0].

sh (argch x 21

th (argchx) = (argeh x) = |

ch(argchx) x
1 1
6. SoitxeR. De :1-th?x = , on déduitch étant positive SUR : chx = ———. Par suite :
ch®x P V1-th?x
1 1
ch (argthx) = = = |
\/1 — th? (argth x) V1-x

Exercice 4.3Z VAV
Pour tout(a, b) € R? etn €N, calculer :

n n
Cp= Z ch(a+kb) et S,= Z sh(a+ kb).
k=0 k=0

Solution : Soient(a,b) e R? etneN. On a

n n n
Cu+Sn= Y (ch(a+kb)+sh(a+kb)=) etk =¢t}" (eb = 1—eb

1— en+Db _
k e?————— sSib#0
k=0 k=0 k=0 (n+1)e” Sib=0

De méme:
n

n n
C,—-S,= Z (ch(a+ kb) —sh(a+ kb)) = Z gm(atkh) _ ,-a Z (e_b)k =
k=0 k=0 k=0

1-eb

1-— —(n+1)b .
6_467 Sib#0
(n+l)e 4 sib=0
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Par suite :

_ ,(n+1)b _ ,—(n+1)b
e‘“l e“l al +1 g Sib#0
C, = 2 1—eb 1—e?
(n+1)cha sib=0
et ) )
1 —(n+1
e“’1 e“l_e(m) _l—e(’”) Sib#0
S, = 2 1—eb l1—e? .
(n+1)sha Sib=0
Exercice 4.35 VIV
Montrer quevx #0,
2 1
thx=— - —
th2x thx

Calculer alors la somme

n-1
Sp=Y 2Fth2*x)
k=0

Solution :  En utilisant les formules d’addition pour la tangente hyyodique :

2 1 2 1 1+th®x-1 "
e e e R — X.
th2x thx _2thx thx thx
1+th® x
En remplacant dans la somme, on trouve

n-1 n—1 k+1 n-1 k n

2 2 2 2 2

Sp=) 2* k1, thoky| K+l Ky " thx

=0 \th2ktlx th2kx) [ th2*tlx [Zith2kx [th2"x thx

1

Exercice 4.34 09
Montrez que

1
Vx=0, arctan(shx)=arccos (—)
chx

Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie.

Solution :  Considérons la fonctiofi: [0, +oo[— R définie par
f(x) = arctan(sh x) —arccos (L)
a chx

Elle est dérivable sur l'intervall®, +oo[ etVx >0,

chx 1 shx
1+sh?x 1— L ch’x

flx)=

Commef(0) =0, on trouve qué&/x € [0, +oo[, f(x) =0.
. o . . 1 . .
Par la trigonométrie : soit un réek= 0. CommeT €10, 1, il existe6 € [0, 5[ tel que
cnx

1
N 0
chx COS
Alors
1
hx=1/—=—-1=tan0
snx Cosze an
et alors

arctan(sh x) = arctan(tan6) =0

Et d’autre part, on a bien

arccos (hi) = arccos(cos0) =0(0 € [0,7])
cnx
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Exercice 4.3% VIV
Soita e R. Résoudre I'équation
chx+cosa=2shx+sina

Solution : En passant aux exponentielles et en noaae*, X doit vérifier 'équation du second degré :
X?+2(sina-cosa)X-3=0

Le discriminant réduit vaut’ = (sin a — cos a)> + 3 > 0. PuisqueX > 0, il faut que

X= \/(sina—cosa)2+3—(sina—cosa)

On a bierx >0 Car\/(sina—cos a)2+3>|sina—-cosal. Alors

x:ln(@—2+sin2a)

Exercice 4.3€ VIV

Soit
x — In(tan(§ +%))
Montrer quef est bien définie et quevixe1=]-73,7[:
)
1. th £ —tan % 3. chf(x)=
COosSXx
2. thf(x) =sinx 4. sh f(x) =tanux.

Solution :  Remarquons d’abord que dans l'intervalle de définition,(5 - 7) < 3 et donc que la tangente prend
valeurs dany), +oo[ et par conséquent qufeest bien définie.

1. Puisque
2X
et —1
thX = ———
eX+1
En remplacant,
f tan(% + %) -1

2 tan(Z+%)+1
et en développantin(a + b), cos(a+ b), on trouve le résultat.
2. On utilise la méme expression tex et I'on trouve :

th f(x) = tan2(§+%)—1 i 2(§+E)—cosz(—+£) =—c0s(x+g) =sinx

——— =SIn
tan?(3 + ) +1 2 4

ou I'on a utilisé la formuleos2a = cos® a —sin? a.

ex 5 —X
3. Puisqueh x = — on trouve que

2
tan (§+%)+1_ 1 1 1

chf(x)= = = = .
f® 2tan(z + %) 2sin(3 + J)cos(z +7) sin(x+7%) cosx

4. De la méme fagon,

21X I s 20X 1 20X 1 IS

_tan (§+Z)_l_ sin (§+Z)—cos (§+Z)_—cos(x+§)_

sh f(x) = s —— = ~— =tanx.
2tan(§+z) 2s1n(§+z)c0s(§+z) sin(x + 5)

Exercice 4.37  QQ
Résoudre I'équation
5chx—4shx=3

On utilisera deux méthodes différentes :

196



1) En exprimant tout a 'aide d’exponentielles,

2) En utilisantt = th g

Solution :
1. L’équation s’écrib(e® + e *) —4(e* — e™*) = 6, c'est-a-dire

€)?-6e+9=0

En posank = e*, on a une équation du second dedké- 3)> = 0, on trouve alors une unique solutieh = 3,

c’est-a-dir
2. Sit=th3, 'équation s'écrit
1+12 2t 5
-2 =3<<=41r"-4t+1=0

5 —
1-2 1-

. . 1
I'unique solution est alors= ok Alors

x 1 X _x X _x 5
th§=54=>2(62—e 2)=e2+e 2 < e*=3 <= x=1In3

La premiére solution est plus simple!

Exercice 4.3¢ VIV

Calculer la dérivée d§ : x —
la trigonométrie.

1+thx
1-thx

sur un domaine a déterminer. Conclusion ? Retrouver cetaésun utilisant

Solution: Commeth:R— ]1-1,1[, la fonctionf est définie suR. Pour toutx € R, on trouve que

@ 1 2 (1—th®x) 1+thx

X) = = x) = -

) M —thx (1-thx)? 1-thx
1-thx

f vérifie I'équation différentielle/ = y. f est donc de la formef : x — ae* et commef (0)=1, onaa=1 et f estla
fonction exponentielle néperienne. On retrouve ce réseiftécrivant

fln) = chx+shx [ e* e
"V chx—shx \ex

Exercice 4.3¢ VIV
Montrer quevx e R,
2arctan(th x) = arctan(sh2x)

o R — R B
Solution :  Soit f { + 2 arctan(th x) — arctan(sh(2x)) .OnaDy =R et
; 1
VxeR, f'(x) = (2ch(2x))

1+th?x ch®x - 1+sh?@2x)
2 2

ch®x+sh®x ch?(2x) -

Par conséquerjt est constante s@ et puisquef (0) = 0, on a I'égalité voulue.
En passant par la trigonométrie, so# R, 310 €] — I, X[ tel queth x = tan6. Alors arctan(sh(2x)) = arctan(2sh xch x).

1%
thx 2tan®
Orshxchx= — doncsh2x =

——— =tan(20) et puisqued €] - L, L[, on obtient I'égalité souhaitée.
1—th’x 2@ 220 EIPUISQUROEI 3,51 2
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Chapitre

Equations différentielles linéaires

In Order to solve a differential equation you look at it
till a solution occurs to you
George Pdlya - How to solve it.

Pour bien aborder ce chapitre

L'objet de ce chapitre est de donner des outils pour résalesequations différentielles du premier et du second ordre
\Vous rencontrerez quotidiennement ces équations en matlgtras mais aussi en physique, en chimie et en sciences
de l'ingénieur. Il est donc impératif de bien maitriser leshniques développées ici. Indirectement, nous révisdemn
techniques de primitivation enseignées en terminaletit@sseillé a ce sujet de se remettre en mémoire les primitive
des fonctions usuelles, voir 'annexe E.4. Vous pourresdare premiere lecture éviter de vous focaliser sur les démon
strations. Celles-ci s’éclairciront aprés les premiediments d’'algébre linéaire du chapitre 23 et plus partizelinent le
paragraphe 23.5 page 860 et le chapitre 13 d’intégration.

5.1 Quelques rappels
Dans tout le chapitrd, désigne un intervalle dR non réduit a un point. Le symbole représentera indifféremment le
corpsR des réels ou le corpgsdes complexes.
5.2 Deux caractérisations de la fonction exponentielle
Remarque 5.1 SoitaeC et f;:R— C,r— e?. La fonctionf, vérifie :
o fa0)=1
o VI, 1) eR?, falt+1) = falt) falt)

o fsestdérivable suR et f] = af,.

5.2.1 Caractérisation par une équation différentielle

On se propose d’'étudier ici une fonctignR — C dérivable suR et vérifiant I'’équation différentiell¢’ = af ot a e C*.

PrRoOPOSITIONS.1 Caractérisation de la fonction exponentielle I'équation dférentielle f' = af

Soit f une fonction dérivable di dansC et pour laquelle il exista € C* tel quef’ = af. Alors il existeA € C tel que :
VteR, f(r)=Ae?.
Autrement dit,f vérifie : f = Af,. Si, de plus,f(0) =1 alors f = f,.

—_— C

Démonstration Introduisons la fonctioB : { Df fe

. Il est clair que, pour toute R :

O =f e -af e =af)e " -af (e =0.

Donc® est une fonction constante sur l'intervallell existe alorsh € C tel que NteR, f(r)e” %' = A. Le résultat est prouvé.
On vérifie aussi facilement que §(0) = 1 alorsf = f,.
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5.2.2 Caractérisation par une équation fonctionnelle

On se propose maintenant d’'étudier une foncfio® — C dérivable suR et vérifiant I'équation fonctionnelle

V(s,)eR?, f(s+0)=f()f()

PrRoPOSITION5S.2 © Caractérisation de la fonction exponentielle par I'équaton fonctionnelle f(s+ £) = f(s) f ()
Soit f une fonction dérivable de dansC vérifiant 'équationV (s, 1) e R?, f(s+1t) = f(s) f(2). Si il existec € R tel que
f(c) =0 alorsf est la fonction nulle suR. Sinonf(0) =1 et il existea e C tel quef’ = af, c’est a dire tel qu¢ = f,.

Démonstration Remarquons que, pour togtt € R, f(s) = f(s—=t)+1) = f(s—1) f(1). S'il existe un réek tel quef (1) =0
alors on déduit de I'égalité précédente quest identiquement nulle s@®. Supposons alors que ne s'annule jamais. On a
f©=f(0+0)=f(0)f(0) etdoncf (0)(f (0)—1) =0. Commef ne s'annule jamais, il vienf (0) = 1. Par dérivation de I'égalité
fls+1) = f(s)f(t) par rapport &, on obtientf’ (s+t) = f' (s) f (¢) et avecs = 0 cela ameng’ (1) = f'(0) f (¢) ou encoref’ () =
af (t) sia= f'(0). Par application de la propriété 5.1 et comfite) = 1, on peut affirmer qué = f,..

5.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre

5.3.1 \Vocabulaire

(DEFINITION 5.1 © Equation différentielle linéaire du premier ordre )
Soienta, b, ¢ trois fonctions définies sdret a valeurs daris.
— On appelleéquation différentielle du premier ordrene équation différentielle de la forme

Viel, a@®)y @+b®y®=ct) (E)
— Unesolutionde cette équation différentielle est une fonctfodérivable sul, a valeurs dank et vérifiant :
Veel, a@)f ()+b®f@)=c(t)

— Résoudreouintégrerl’équation différentiellgE) revient & déterminer I'ensemble des fonctions qui sontiswia dej
(E). On notera (E) cet ensemble.

— Le graphe d’une solutiofi de (E) dans un repérf0, 7, 7) du plan est uneourbe intégralele (E).

— Sila fonctionc est identiquement nulle, I'équation différentiell® est ditthomogéneu sans second membre

\— (E) est ditenormaliséesi a est la fonction constante identiquement égalesarl. )

AR RRRRR RN
A NN

———— Curvel
Curve 2

FIGURE 5.1 — Champ de vecteurs et courbes intégrales

Remarque 5.2 Si y € #4, est une solution d’'une équation différentielle explicite
B Y=fyo

alors en un pointz,y) de la courbe représentative gie la pente de la tangente a cette coudevaut f(y,1). La
connaissance de la fonctighpermet de tracer un champ de vecteurs. En un p@ingo) du plan on représente un
vecteur de pentg(f, yo). Alors un point(t, y(#)) d’'une courbe intégrale d&), le champ de vecteurs sera tangent a la
courbe. C'est I'idée de lméthode d’Euler, voir 5.3.6 page 209.
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(PROPOSITION5.3 © L'ensemble des solutions d’une équation différentielle hmogene est urk-espace vectoriel
Soit I'équation différentielle linéaire homogéene du prenordre

Viel, a()y (®)+b@)y®)=0 (E).

Alors toute combinaison linéaire de solutions(@gest encore solution d&).

Autrement dit, sip ety sont des solutions d&) alors, pour tout couple de scalairesp) € R?, la fonctionae +py est
encore solution dg.

| On dit queSk (E) possede une structure d’espace vectorieksur )

DEFINITION 5.2 Condition initiale
Soit (1, yo) € I x K. On dit que la solutiorp de (E) vérifie lacondition initiale(z, yo) Si et seulement 1 ©(to) = ¥o I

DEFINITION 5.3 Probléme de Cauchy
On appelleprobléme de Cauchla recherche d’'une solution: T — K d’'une équation différentiell€g) vérifiant une

condition initiale(z, yo) € I x K fixée.

B1o 5| Augustin Louis Cauchy, né a Paris le 21 aolt 1789 et mort ausde 23 mai 1857;‘

Mathématicien francgais, Cauchy est, aprés Léonhard Brdér] page
29), et avec prés de 800 publications, le mathématicienue pio-
lifique de I'histoire des mathématiques. Il fut un pionniend diverses
branches des mathématiques comme I'étude de la convergedee
la divergence des séries (notions que vous découvrirez & 15
tude des groupes de permutations (voir le chapitre 26, vaitrat
précurseur de la théorie des groupes). Il travailla sur éorie des
équations différentielles et fut le découvreur des fomibolomor-
phes. Il ne se comporta pas toujours de maniére adroite agge-
unes mathématiciens. Il sous-estima ainsi le travail diAbede Ga-
lois et égara méme un mémoire, pourtant capital, de ce dehnfiet
enseignant a I'école Polytechnique. Son cours était d'igneetr in-
habituelle pour I'époque et il fut décrié au départ par sésed et ses
collegues. Il allait néanmoins devenir une référence poui travail
en analyse alo®™* siécle.

5.3.2 Résolution de I'’équation différentielle homogéne nmalisée

THEOREMES.4 QOO Fondamental : résolution de I'équation différentielle honbgene normalisée
On suppose que :

@ I est un intervalle d&.

@ a est une fonction continue définie dugt a valeurs daris.

Alors les solutions de I'équation différentielle homogémemalisée :

lviel,  Y+awym=0 ®

sont données par les fonctions

oUa e K et OUA est une primitive dex surl.

Sk (B) = {t—ae™ | aek}

Démonstration Nous verrons dans le chapitre 13 que toute fonction consouein intervalld deR possede une primitive sur
cet intervalle (voir le théoréme 13.30 page 531).

1. Cherchons une solution @&. Comme
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@ I est un intervalle,
@ a est continue sur,

on peut affirmer que posséde une primitivée surl. Considérons la fonctiop, donnée par

J1 — K
Py p L A

1 est clairement dérivable slcomme composée de fonctions dérivables. De plus &i

—A () e AD
—A(1)

@7 (1)

= -—a(be

Par conséquent’ () + a (1) @1 (t) = —a(t) e ™A + a(t) e™A) = 0 etg; est bien solution deE).

2. Montrons maintenant que toutes les autres solutionE)deont proportionnelles a celle ci. Sgit 1 — K une autre solution
de (E). Commey, ne s'annule pas sdr le quotient% est défini suk. Si nous prouvons que la dérivée de ce quotient est

identiquement nulle sur, alors, d’aprés le théoreme 4.3, la fonct@g est constante suret il existea € K tel que, pour

touttel, % =« ce qui prouve bien que les deux fonctions sont proportidesieCalculons don%'. Ce quotient est

dérivable suf car c’est un quotient de fonctions dérivablesisie plus, pour tout €1,

!
R
P1
O LA IO

(' () +ayp@)e?
= 0

A(1)

carg est une solution de&). Le théoréme est donc démontré.

Remarque 5.3 Avec les notations de cette derniére proposition, remarsjgae sip est une solution non nulle dg)
alors il en est de méme dep ol A € K. Réciproquement, toute solution @& est proportionnelle . Sk (E) posséde
une structure de droite vectorielle.

Exemple 5.1 Résoudre
B): ¥y -2ty=0

(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordaesssecond membre et normalisée. La fonction
R

R .
. 2 Par applica-

R — R . - .
{ f o oy possede des primitives s&t Une d’entre elles est donnée pﬁr{

tion du théoréme précédent, les solutiongEjesont les fonctions :

‘IR—>|R
Pai) p e

olaceR.

~

(PROPOSITION5.5 ©
Soientl un intervalle etz une fonction continue définie stirty € I et y, € K. Alors il existe une et une seule solution (du

probléeme de Cauchy I'équation différentielle

Viel, y@®+a@®y®)=0 (E)

| vérifiant la condition initiale 7y, yo) (C'est a dire telle que (1) = yo).

Démonstration
Existence Posons :

I — K
@: t — yoexp(—féa(u)du)

Remarquons que — ftf) a(u)du est la primitive dea surl qui s’annule ernyy. Par application du théoreme précédeniest

solution deE). De plus,
4]
@ (ty) = yoexp (—f a(u)du) = 0.

o
Par conséqueny vérifie bien la condition initiale (ty) = yg.
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FIGURE 5.2 — Graphes de quelques solutiongEe

Unicité Soitw une autre solution dé qui vérifie la condition initialdty, yo). Par application du théoréme précédegnéty sont
proportionnelles :
dcekK, w=cy.
— Siyg =0 alorsy est la fonction nulle et il en est donc de mémeydeOn a donc biems = .
— Sinon, siyy #0, on a
Yo =W (fo) = cp(to) = c)o
ce qui amene, en divisant les deux membres de cette égaliyg gaec = 1 et donc, la encore qug = ¢.

Remarque 5.4 Avec les hypothéses de la proposition précédentey:esl,

t
Sk (E) ={t»—»c exp(—f a(u)du) | CEK}
i

0
La solution prenant la valeyg en ¢y est exactemernt— y, exp(—ftg a(u)du).

Remarque 5.5 Si une solution s’annule en un point, alors elle est nullekstarut entier.
Si une solution est non nulle en un point, alors elle ne s’@Enjamais.

5.3.3 Résolution de I'’équation différentielle normaliséeavec second membre

/PROPOSITIONS.6 QU N

Considérons I'équation différentielle :
viel, y@®+a@®y@)=b(t) (E)

On suppose que :

@ I est un intervalle d&

@ a et b sont des fonctions continues du valeurs dank.

@ o :1— R est une solution particuliére dE).

alors les solutions d@) sont les fonctions de la form@ +¢ ou g est une solution de I'équation différentielle homoggne
associée
Viel, y@®+ay®=0 (H).

Autrement dit : toute solution d&) est somme d’une solutiop de I'équation homogéen@l) associée &E) et d'une
solution particuliérep, de (E)

Sk (B) ={po+¢ | ¢ € Sk (H)} = ¢y + Sk (H) )

-
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Démonstration
— Soity :1— K une solution de I'équation homogé@#) associée &). On a donap’ + ap = 0. La fonctiongg + ¢ est solution de
(B). En effet :

(po+¢) +a(po+9) = o+ +apy+ap

(o +apo) + (o' +ay)

—— N——
b 0

= b

— Réciproquement, soit une solution deE). Montrons qu'il existap € Sk (H) tel quey = ¢qg + ¢. Cela revient a montrer que
v — g est solution d¢H). On vérifie que c’est le cas car :

(w-wo) +a(w-9o) = (v¥'-ay)-(py-ayo)
—— —— ——
b b
= b-b
= 0.

Exemple 5.2 Résolvons sur=R, I'équation différentielle
y+ty=t (E)

Par application du théoreme 5.4, les solutions de I'éqodtmmogene y' + ty = 0 sont les fonctiong, : R — R, t —
2

5 . L. . N 2 _.a 2z
ae” 2 oUaeR. Une solution évidente d@) est la fonction constanteyi : t — 1. D’apres le théoreme précédent, les
solutions dgE) sont les fonctions :

R — R
Yo 2 ; «aeR.

t — l+ae 2

5.3.4 Détermination de solutions particulieres

Superposition des solutions

(PROPOSITION5.7 Q Principe de superposition des solutions )

Soienta, b, b1, b, quatre fonctions définies et continues $uelles queb = by + b,. On considére les équations

différentielles
Viel, YW +a@®y@)=b(t) (E)

Viel, y®+a®y@®=b() (E)
viel, Yy +a@®y®)=ba(t) (Ep)

Si y1 et y» sont des solutions particulieres respectivemer(Egdeet (E,) alorsy = y; + y» est une solution particuliere
de (E).
(& J

Démonstration En effet :

(1 +y2) +ay (i +y2) Vi+ayi+y,+ays
——

N——
by 17
b1 + bz

b

Trois cas particuliers

(PROPOSITIONS.8 )
Soienta € K etP un polyndme de degre a coefficients dank. L'équation
Viel, y@®+ay(r)= (E)
admet comme solution particuliére :
e Un polynédme de degré+1 sia = 0.
* Un polyndme de degré sinon. )

Démonstration
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— Sia =0, une solution d¢€E) est donnée par une primitive HeL e polynbmeP étant de degre, cette primitive est nécessairement

de degrén +1.
— Sia#0, commencons par traiter le cas®@st donné pap (1) = A\t" avec € R etn € N. Cherchons une solution (&) sous la
formeg: t — Z:oo‘k t* ou pour toutc € [0,n], a; eK. Ona:

@ est solution dgE)

n n
= Y kopt* T ra Y aprf ="

k=1 k=0
n-1 n
= (k+1)ak+1tk+(x2(xktk=)\t"
k=0 k=0
n-1
= aant”+ ) ((k+Doags +auag) tF = Ae"
k=0
= {O"O‘” =A par identification
Vke[0,n-1], (k+1)ogy;+a.og=0
. (xn=£et‘v’k€[[0,n—1]], a = - (k+1) 2L cara#0
[04 04

Réciproquement, si les coefficients ge t — ZZ: 0%k tk sont donnés par les relations précédentes, on vérifiepgest une
solution de(E). On prouve ainsi qUE) possede une solution polynomiale de degrans le cas oB est un monéme de degré
n. Traitons maintenant le cas général. On supposé® qst donné pap (t) =Y. Z: 0 Ak tk ot :vke[o,n], A « €K. Considérons
lesn+1 équations :

Y+ay = X (o)
Y +ay = M\t (ED
Y+ay = Aff (Ep)
Y+ay = Apt" (Ep)

Compte tenu de ce qui vient d’étre prouvé, pour foat]0, nl, (E;) admet une solution polynomiadg, de degréc siAy #0 et
la solution nulle sinon. Par application du principe de sppsition, on peut alors affirmer qye= @q+ @1 +...+ ¢, est solution
deE. CommeP est de degré, ¢, est différent d& ety,, est nécessairement de degrd_e polynémeyp est donc clairement
de degren.

Remarque 5.6 Pour montrer la puissance de I'algébre linéaire (& venaigivcomment on pourra démontrer cette
propriéteé :

Poura # 0, on considére I'applicatioff dek ,[X] dans lui-méme défini pgf(P) = P’ + aP. On adeg(f(P)) = degP. On
en déduit quéer f = {0}. f est injective donc surjective. Ce qu'il fallait démontrer.

(PROPOSITION5.9
SoientP un polynéme de degré, m € K et a une fonction continue sur Soita € K, I'équation

Viel, y’(t)+(xy(t)=P(t)emt| (B)

admet une solution particuliére side la former — Q (1) e™! ou :
e Q estun polyndme de degrési a+m #0
* Q estun polyndme de degré+ 1 sia+m =0.

J

Démonstration  Considéronsy : 1 — K ety : 1 — K, t — ye™ ™!, Montrons quey est solution d€E) : y' + ay = Pe™! si et
seulement sp est solution dgE)' : z' + (a+ m) z = P. Ceci prouvera la proposition. En effet, d’aprés la propmsiprécédentdE’)
posséde une solution particuliépg qui est un polynéme de degrési o+ m ne s’annule pas ou un polynéme de degrél si
a+m s'annule. Par conséquent : 1— KK, t — @ge™! est une solution particuliére ¢g). On a :

v est solution dgE)

veel, () +ay()=P@)e™

viel, ¢ ()e™ +mone™ +ap()e™ =P (1)e™!

viel, o (t)+(a+m)@() =P (1) carexp ne s'annule jamais
¢ est solution dgE’)

Lo

Réciproquement, par des calculs analogues, on vérifi@faeift que sp est une solution dgE') alorsy est une solution de).
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| Remarque 5.7 Cette technique s’appelle un changement de fonction ing@nn

(PROPOSITION5.10
Soientn;, Nz, w € R avecw # 0. L'équation

Viel, y () +ay()=|ncos(ws)+nsin(we) ] (E)

kadmet une solution particuliere siide la former — p; cos (w?) + po sin (w#) OU py, K2 €R.

J

Démonstration On démontre le lemme suivant : % € R, acos (wt) +Psin (w?) =0 (1), alorsa =P = 0. En effet, pour =0, on
ax =0, et pourt = 5, =0.
Soitgg: t— pycos(wt) + pp sin(wt). On a la série d’'implications :

o est solution deE)
= Vte], <p6(t)+oup0(t)=r]1cos(wt)+r]gsin(wt)
= Vrel, (w+opz)cos?)+(p2—wpy)sin(ws) =n;cos(wt) +ngsin(wi)
- {H1+U’H2 =M

—WHp+H2 =12

X+wy =N

= (p1,p2) est solution de{
—wx+y =712

Réciproquement, si ce systeme admet un couple solfitigm,) alorseq : r— i cos (i) + pa sin (w?) est solution deE).
Mais le déterminant de ce systéme esin? # 0 et le systéme posséde toujours un couple solution (voirgsitipn 2.21 page 75).
L’équation(E) admet donc toujours une solution de la forme indiquée.

Exemple 5.3 Résolvons sur l'intervalle= R, I'équation différentielle
¥ +y=2e* +4sinx+3cosx.

Par application du théoreme 5.4, I'équation homoggnrey = 0 admet comme solutions les fonctiopg: R — R, x —
ae ¥ aveca € R.

Une solution évidente dg + y = 2e* esty: x — e*.

D’aprés la proposition 5.10, on peut chercher une solutaniquliére dey’ + y = 4sinx + 3cos x sous la formep :
x — acosx+ Psinx. On vérifie alors que est solution de cette équation si et seulement=si-1/2 etp = 7/2. Par
application du principe de superposition, les solutiongRlesont les fonctiong — 1/2cos x+7/2sinx + e* + ae™™ ou
aeR.

Méthode de variation de la constante

Soienta, b deux fonctions continues définies suet & valeurs dani. Considérons I'équation différentiellev:z €
I, y®+ay()=b(t) (E). Pourdéterminer une solution particuliere@g:

1 On peut déterminer tout d’abord une solution non nulle dgugion homogene associéa. Une telle solution
est de la forme — ¢ e™A? 00 A est une primitive dez surl et olic € K*.

2 On cherche alors une solution particuliére@gsous la forme Yt eI, w(f) = c(t) e ¥ ou ¢ est une fonction
dérivable suil. On a I'équivalence suivante :

v est solution d&E) & Vrel, ¢ (1) e P =b(s).
3 Le calcul dey est donc ramené a celui dec’est-a-dire a celui d’'une primitive dee” surl.

Remarque 5.8 Si on fixe dangl, ¢ est donnée surpar exemple par :

1 — K
1 — ftgb(u)eA(“)du

ety par:

I — K
‘Ui{ [ — (f[gb(u)eA(”)du)e‘Am

L'ensemble des solutions dB) surl est donc donné par :

t
Sk (E) = {t—» Ae 2D 4 | p AW-ADgy: N e K}

4}
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COROLLAIRE 5.11
Soienta et b deux fonctions continues définies dursy € I et yo € K. Alors il existe une et une seule solution [de
I'équation différentielle :

Viel, y (@) +a()y)=Db(r)

vérifiant la condition initial&, yo) (C’est a dire telle que (f) = yo).

Démonstration Les solutions d¢E) sont de la formey = @g +ay oU :

— o est une solution particuliere @g). Celle-ci existe en vertu de la méthode de variation de |ateore.

— ¢ est une solution non nulle (et qui ne s’annule donc jamaisdeation homogéne associé¢ra.

— a €K estun scalaire.

v = @o+aq Vérifie la condition initiald ty, yo) Si et seulement si (ty) = yo ou, autrement dit, si et seulemenési ( Yo — 9o (to)) 1 (tp)
ce qui prouve a la fois I'existence et 'unicité d’'une saduitia ce probléme de Cauchy.

Exemple 5.4RésolvongE): ¥’ +2¢ty = e!~**. Léquation sans second membre associé® ast(Eg): ' +2ty =0.
La fonctiona : t — 2t est continue suR et posséde donc une primitive Sidonnée, par exemple, par. ¢ — t>. Par
application du théoréme fondamental 5.4, les solution&glesont les fonctions :

‘{[R{ — R
Py s qe?

olaeR.

Utilisons la méthode de variation de la constante pour déter une solution particuliére dg). Cette solution est de
la forme ¢ — ¢ =" oll ¢ est une primitive de — b(r) e*® = e~ ¢! = ¢! surR. Une telle primitive est — e’. Par
conséquent — ele=t" = ¢!~ est une solution particuliere dB) et les solutions d€E) sont de la forme :

—t2

t—(e'+a)e

olaeR.

FIGURE 5.3 — Graphes de quelques solutiongEe

5.3.5 Cas général

On suppose ici que=]a, B[ ol a etp sont des éléments detels quex < f ( on peut avoikx = —oo OUP = +oo). Soienta,
b et c trois fonctions continues siiya valeurs dank et soit] un sous intervalle desur lequela ne s’annule pas.
On considére I'équation

Viel, a(®)y@®+b@y@)=c(t) (E).

Pour toutr € J, on peut normalise(E) en I'équation

, b(1t) c(t)
vie] ym+—yn=— N)
a(t) a(t)
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PLAN 5.1 :| Pour résoudre) sur (D) |

1 On résout I'équation homogéne associgNasur les sous-intervallésdel sur lesquels: ne s’annule pas.

2. On cherche une solution particuliere @8, ce qui nous permet de résoudre compléter@énsur ces soug
intervalles.

3 Toute solution cfQE) sur UI.’I des sous inte;rva{lesiel sur lequela ne s’annule pas est
solution de(E) sur ce méme sous intervalle. On étudie alors comment ragcoes solutions €
un pointty ou a s'annule. Pour ce faire : gi; est une solution de) sur], =]/, ty[ et Sig, est]
solution de(E) surJ, =1t,p'[ (a(ty) =0), pour quep; etg, se raccordent en, il est nécessaire
que:

=

1. ¢, ety, aient une méme limitéent,.
2. Lafonctionp définie sua!,p'[ pare, = @1, 9|1, = @2 ete(b) =1 soit dérivable erb.

Syntheseé Il faut par ailleurs vérifier que la fonctiap ainsi construite est bien solution @& sur
Jo, B

Exemple 5.5 Résolvons sur= R I'équation différentielle :

(B): Viel, A-ny @®-ym=t

NormalisongE). Nous obtenons I'équation :

(N) : Vteluly, y’(t)—iy(t)=i
1-t¢ -1

oul; =]—oo,1] etl, =]1,+oo[. L'équation homogéene associeeN est :

(H) : Vtelul, y’(t)—iy(t)=0

, 1 — R
1 RésolvongH) surIl.Posonsa:{ !

@ I; est un intervalle d&
@ a est continue sul .

Par application du théoréme de résolution des équatioféraitielles homogénes du premier degré, on peut
affirmer que les solutions d&l) sont les fonctions de la forme :

L — R
Pag * t — O(le—A(f)

t — —_

ou A est une primitive deA surl; et ou«; € R. Une telle primitive est donnée, par exemple, par
{ L — R

f e (1) Par conséquent, les solutions(@® sont de la forme :

L — R
Po -

o
t — -t
oua; € R. On montre de la méme facon que les solutiongfjesurl, sont de la forme

L — R
Pty 4,
1-¢

ou oz € R.

2 Par la méthode de variation de la constante, identifions ahgien particuliérey; de (N) surl;. y; est de

L — R . S L .
! Ay OUA est une primitive dg — IT‘teA = t. Une telle primitive est donnée, par
t —_— _

la forme 1y : {
1-t

tZ
exemple, pat — = et

S

..
-~ =
[l
T B

1
1-t



Les solutions de€N) surl; sont somme de cette solution particuliergget d’'une solution générale de I'équa-
tion (H) et sont donc de la forme :
I — R
C(X1 : o] 0(1+[2

f o 21w _
2 1-t 1-t¢ 2(1-1)

ol o € R. On prouve de méme que les solutiongNgsurl, sont de la forme :

L — R
Cay PN Qo +12
2(1-1)

ol €R.
Cherchons s'il existe des solutions @8 définies suR. Supposons qu’un telle solutidn
existe. On doit avoir :
e {j, doit étre solution deN) surl; et donc il existen; € R tel que :Vtel;, {y, (£) = (o, () =

o1+
2= i . i
e {j, doit étre solution d&N) surl, et donc il existen, € R tel que :Vt eIy, {p, (f) = Lo, (1) =
(X2+l‘2
2a-n° . . o . . .
» {estcontinue suk doncg;, doit avoir une limite quand— 1~. Ceci n'est possible quesi = 1.
« De mémd;, doit avoir une limite quand — 1*. Ceci n’est possible que &) = 1.

e On doit de plus avoirlinll Ou = lim g, ce qu'on vérifie facilement. En conclusion, on doit
t—1" t—1

- R
t _ @+
2
« Enfin,{ étant dérivable suR, il faut vérifier que la fonction que nous venons de contrast bien
dérivable erl, ce qui est ici évident.
Synthése On vérifie enfin qu’une telle fonction est bien solution @ en s'assurant qu’elle vérifie

bien(E). Pour toutte R, ona:

avoir:(:{

(z+1)

(1= B -0 —é(l—m

2
=t

La seule solution d€&) définie suiR est dond.

A
W

FIGURE 5.4 — Quelques courbes intégrale(@g On remarquera celle associéé a
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5.3.6 Méthode d’'Euler

On consideére le probleme de Cauchy pour une équation difiétie du premier ordre explicite :

¥ =f(t,y)
y(to) =0

Méme si I'équation différentielle est linéaire, sa résimntpasse par un calcul de primitives, or on ne sait calculer q
trés peu de primitives. Lorsque I'équation différentiedlgt non-linéaire, il est en général impossible de détenmine
solution explicite du probléeme de Cauchy. On a recours a dgkades numériques de calcul approché de solutions. La
plus simple de ces méthodes estrléthode d’Eulegui se base sur une idée géométrique simple.

L'idée est d’approximer la dérivée deau points par un taux d’accroissement :

y(t+h)—y()

, ~
y ()= n

ou de maniéere équivalente, d’approximer la courbe gr sa tangente ef. Commew =~ f(ty,¥0), ON
en déduit quey(ty + h) = yo + f (o, yo). Connaissant la valeur deen f, + k, on peut recommencer pour obtenir une
approximation de/(ty + kh).

Yne1=Yn+hf(to+nh,yp)

Le réely, est une approximation dgt, + nh). On peut travailler entre les tempset r; et subdiviser I'intervallé, t;]
enm subdivisions réguliéres de pas- (n — tp)/m

MAPLE
>##Chargement de la librairie plot pour les tracés.
with(plots);
> ##la procédure Euler:

Euler:=proc(t0,t1,y0,m,f)
local y,h.t,n,liste;
#Calcul de la subdivision.
h:=(t1-t0)/m;
#0On fixe les conditions initiales.
y[0]:=y0;
t[0]:=t0;
liste:=[t[O],y[O]];
#Boucle.
for n from 1 to m
do
t[n]:=t[n-1]+h;
y[n]:=f(t[n-1],y[n-1]) *h+y[n-1];
liste:=liste,[t[n],y[n]];
od;
#0On renvoie la liste construite dans la boucle.
[liste];
end;
> ##Solution approchée avec la méthode d’Euler.
liste:=Euler(0,1,1,10,(t,y)->t * (y+1));
> d1:=plot(liste,color=red,linestyle=DOT);
> ##Solution exacte avec la commande dsolve.
dsolve({diff(y(t),t)-t *y(t)-t=0,y(0)=1});
1 2\
y(t) = -1 + 2 expl|- t |
2
> d2:=plot(-1+2 * exp(t"2/2),t=0..1,color=blue);
>#H#Traceés.
display(d1,d2);

5.4 Equations différentielles linéaires du second ordre

5.4.1 \Vocabulaire
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T T TTTT]
0,0 0,25 0,5 0,75 1,0

FIGURE 5.5 — La méthode d’Euler appliquée au probleme de Caythyry — r et y (0) = 1. En trait plein, on reconnait
la solutiont — —1 +2¢~**/2 de ce probléme et en trait pointillé la solution approchéeubée avec la méthode d’Euler

(DEFINITION 5.4 © Equation différentielle linéaire du second ordre A
Considérons trois scalair@sb, c € K aveca # 0 ainsi qu’une fonctioni : 1 — K.
— On appelleéquation différentielle du second ordnee équation différentielle de la forme

Viel, ay"@+by ®+cy®)=d() (B
— Unesolutionde cette équation différentielle est une fonctfodeux fois dérivable sul, & valeurs dank et vérifiant
Viel, af'()+bf (O+cf@)=d()

— Résoudreouintégrerl’équation différentiellgE) revient & déterminer I'ensemble des fonctions qui sontiswis dej
(E). On noteraS (E) cet ensemble.

— Le graphe d’une solutiofi de (E) dans un repérf0, 7, 7) du plan est uneourbe intégralele (E).

= Si la fonctiond est identiquement nulle sy I'équation différentiell€E) est ditethomogéneu sans second memge

Remarque 5.9 Sil'équation différentielle linéaire du second ordk est homogéne, on vérifie facilement (Exercice!)
gue toute combinaison linéaire de solutions(Eeest encore solution d&) (si ¢ ety sont éléments dg (E) alors il
en est de méme dep + Py pour tout coupléa, p) dansk. Sk (E) posséde donc une structure d’espace vectorigksur

DEFINITION 5.5 © Equation caractéristique
L'équation complexer X2 + b X + ¢ = 0 est appelééquation caractéristiquee I'équation différentiell¢E).

[ DEFINITION 5.6 © Condition initiale
Soit (9, yo, y1) € I x K x K. On dit que la solutiorp de (E) vérifie lacondition initiale (o, yo, y1) Si & la foise(f) = yo
ety'(t) = 1.

5.4.2 Reésolution de I'équation différentielle homogene daecond ordre dansC

p
LEMME 5.12
Soienta, b, c € C aveca # 0 et (E) I'équation différentielle

VteR, ay'(t)+by (H)+cy(r)=0.

Pour tout complexe, la fonctiong; : ¢ — e" est solution d€E) si et seulement si est solution de I'équation carac-
| téristique associée@) : ar’®+br+c=0.

J
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Démonstration SoitreC.Ona:

@ est solution d€E)
= a@l+bgl +cp; =0
= Vrel, ar’e " +bre"+ce’t =0

= Vtel, (ar2+br+c)e”=0
= ar?+br+c=0car lafonction exponentielle ne s’annule jamais

Réciproquement, sir? + br + ¢ = 0 alors on Vérifie facilement qug, est solution deE).

Remarque 5.10 Avec les notations du lemme précédent, on remarque questir, sont des racines distinctes de
I'équation caractéristique associé€a alorst— e’ et r — e™! sont solutions d€E). Par application de la remarque
précédente, on en déduit que toute combinaison lingéairee™ ! + e’ olia, p € K est encore une solution dB). Le
théoréme suivant permet d’affirmer que toutes les solutieng) sont de cette forme.

THEOREMES.13 QOO Résolution d’'une équation du second degré a coefficients cstants dansC
Considérong, b, ¢ € C aveca # 0 ainsi que(E) I'équation différentielle donnée par :

ay"+by' +cy=0

NotonsA le discriminant de son équation caractéristique.

1 SiA #0, I'équation caractéristique d&) possede deux racines distincig®t r, et les solutions d€E) sont leg
fonctions

(R — C
Lp(X,[3' t — aer1t+ﬁer2t

ola,peC.
2 SiA =0, I'équation caractéristique d&) admet une racine doubieet les solutions d€E) sont les fonctions

R — C
Pop:y) 4 (ar+p)e™

oua,peC.

Démonstration Nous allons a nouveau effectuer un changement de foncteaamitue. Soit une fonction deux fois dérivables
SurR et a valeurs darns. Notonsr) € C, une des deux racines de I'équation caractéristique)d€onsidérong la fonction donnée

par:f: { Df : qz: (Bent - La fonctionf est elle aussi deux fois dérivable $uet pour toutt e R, on a :
f@w = zwe!
flfo = (Fw+rnzm)ent

'y = (z” (0 +2r12 (0 + rfz(t)) et
Par conséquent, pour tot¢ R, ona :

af’ ) +bf O +cf ()

az () +Qar +b) 2 () + (arf +br + c) 2(0) | et

[ ——
=0

(az" (O +2ar; +b) 2/ () ™!
En conclusionf est solution deE) si et seulement si, la fonction exponentielle ne s’annijtangis,z' est solution de :
ern): ay +QRari+b)y=0

1 y y

NotonsA le discriminant de I’équation caractéristique associés .a
e Si : Alors I'équation caractéristique posséde deux racingtgngtesr; etr, € C.
Considérons I'ensemble’ = {t — a; e" Uy ope2t | ag,a0 € C} et montrons quey =S¢ (B). Pour ce faire, nous allons effectuer
un raisonnement par double inclusion :
Par application du lemme précédent, il est clair que et ett — e"2! sont éléments d&¢ (E). Par conséquent toute
combinaison linéaire de ces deux fonctions est encore élédes - (E) ce qui prouve la premiére inclusion.
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Réciproquement, softe Sc¢ (E). Alors, compte tenu de ce qui a été fait précédemmentesi la fonction donnée pan e

R, z(t)=f(n)e "', 2 estsolution déey,): ay +(2ar +b)y=0. Mais, commer) +rp = —%, ilvient2ari+b=r;—ro
et(er,) sécrit:(er,): ay +(r1-r2)y=0. Appliquons la théorie des équations différentielles lirgadu premier degré
a cette équation. Les solutions sont de la formpg : t — ae~"1"™2! aveca € C, et doncz est une primitive d’une de ces
fonctions :

PeC, VIeR, z()=-———e (-1l p
rn-nr

Compte tenu de la définition de on a bien prouvé qu'il existe; (= p) etay (: - rlﬁ rz) tels que :

VieR, f(O)=ajel +ape’??

o Si : L'équation caractéristique possede donc une racine doybDans ce cafary+ b =0 et doncf est solution deE)
si et seulement si' est solution déer,:  y' =0), c’est a dire si et seulementsf = 0. Dez" =0, on déduit qu'il existex et
BeCtelsque ¥teR, z(t)=at+p. Compte tenu de la définition de on peut alors affirmer qug est solution deE) si et
seulement siYtreR, f(1)=(ar+p)e’.

Remarque 5.11 Les solutions d€E) s’expriment comme combinaisons linéaires de deux fonstiwn proportion-
nelles. Si on notd le discriminant de I'équation caractéristique associ@® aces deux fonctions sont :

o t— et ett— e™! dans le cas o # 0.

o t—e'lett— te" dansle cas ol =0.

L'ensemble des solutiors: (E) possede donc une structure de plan vectoriel.

Exercice Prouver la non proportionnalité des fonctions en question.

(PROPOSITIONS.14 Q©
Soient(ty, yo, y1) €I x C x C. Soienta, b, c € C aveca # 0 et (E) I'équation différentielle :

VieR, ay' ()+by (O+cy(®)=0

Il existe une unique solutiop de (E) vérifiant les conditions initiale§y, yo, y1), c’est a dire telle que a la foig( ) = yo
et'(t)) = y1.
|\

J

Démonstration On va faire la démonstration dans le cas ou le discriminai&deation caractéristique associééta est non
nul. Dans le cas ou ce discriminant est nul, la démonstratoidentique. Les solutions @€ sont les fonctions ¢ :R— C, t —
cre"t + cpe™! oty etry sont les deux racines de I'équation caractéristique efiagt c, sont des complexes. Montrons qu’il
existe une et une seule solutipg vérifiant les conditions initialesgy (ty) = yo etcp{)( to) = y1- Le couple(cy, cp) doit étre le couple
solution du systéme :

xe™ 0 4 ye2l0 =y,
xr1e0 4 yroe2 =y,

Ce systéme posséde bien une et une seule solution car somidéret

iy r2ly
e e (r1+12) I (r1+712) 1 (r1+712) 1
Mt ity | =T2€ O—rye O=(rp-r)e 0

re rpe

est non nul. Ce qui prouve la proposition.

5.4.3 Reésolution de I'équation différentielle homogene deecond ordre dangR

THEOREMEDS.15 QOO Résolution des équations différentielles du premier ordrelansR
Considérong, b, c € R aveca # 0 ainsi que(E) I'équation différentielle donnée par :

VteR, ay' ()+by (H)+cy(®)=0

NotonsA le discriminant de I'équation caractéristique associé® a
— SiA >0, I'équation caractéristique d&) possede deux racines réelles distinetest r, et les solutions d€E) sont
les fonctions :

(R — R
Pop : [ o— (xe”[+f)er2[

oua,p eR.
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— SiA =0, I'équation caractéristique d&) admet une racine doubieet les solutions réelles d&) sont les fonctions

(R — R
Papy ¢ at+p)e’’

oua,p eR.
— SiA <0, 'équation caractéristiqgue d&) admet deux racines complexes conjuguéesw et r — iw et les solution
réelles dgE) sont les fonctions :

(R — R
Pap) ¢ [acos (i) +Psin(wr)] e’

oua,p eR.

Démonstration

— Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe

— Supposons que le discriminant soit négatif et donc queaudiign caractéristique d@) posseédent deux racines complexes
conjuguées r +iw € C. Par application du théoréme complexe 5.13 page 211, legiawd de(E) sont de la formet —
A el ity ), (=it g1 A, € C. Les fonctions — e"fcoswt (A\; =1/2, Ap =1/2) ett — e"tsinwr (A} = 1/2, Ay = —1/2)
sont donc solutions d@) ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires. Récipragug sigp est une solution réelle d&),
alors il existe\1, A, € C tels quep s'écritg: t — Aj eI ), or=i0)t  Commef est réelle, elle est égale a sa partie réelle et
il vient :

fo= Re(f)
f+f

(r+tw)t

n )\ze(r—iw)t e plrrio) Xze(r-#iw)t)

+
2

1

3 (e

é( )\1+)\2 (r+iw)t+(}\l+)\2)e(r—iw)t)
%(()\1_,_)\2 (r+iw)t ()\1+}\2)e(r+im)t)
= Re((A1+Ag)elr+ie)t)

= Re(A\;+Az2)e"fcoswt+Im (A +Az) e sinwt

—_—

—_———
aeR PeR

Ce qui prouve la formule annoncée.

| Remarque 5.12 Dans le cas réefg (E) est encore uR-espace vectoriel de dimensign

Exemple 5.6 Résolvons dan®& I'équation différentielley” = »?y ol w € R*. Son discriminant réduit esé? > 0.
Les racines de I'équation caractéristique sont deacet les solutions de I'équation différentielle sont les foors :
t— ae® +pe** aveco,p € R.

Exemple 5.7 Résolvons maintenant, toujours dad’équation différentielley” = —w?y ol w € R*.Son discriminant
réduit estw? < 0. Les racines de I'équation caractéristique soi et les solutions de I'équation différentielle sont les
fonctions :¢ — acos (wx) + P sin (wx) aveca,p € R.

5.4.4 Equation différentielle du second ordre avec secondembre

On considére dans toute la suite une équation différeamtieilsecond ordre a coefficients complexes
Viel ay’"+by' (®O+cy@®=d() (E)

ola,b,ceC,a#0etd:1— C. On admettra les résultats suivants :

PROPOSITIONS.16 ©
Toute solution d€E) est somme d’une solution particuliere de I'équation homegassociée &) et d’une solutio
particuliere dgE).
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(PROPOSITION5.17 Cas ouid est une fonction polynomiale

On suppose qué est une fonction polynomiale. AlorE) possede une solution particuliére de la forme :
— Qsic#0.

— tQsic=0et£0

— ?’Qsib=c=0.

\ou Q est une fonction polynomiale de méme degré Bue

J

~

(PROPOSITION5.18 Cas olid = Pe™!
On suppose qué est de la formel : r — P (1) ™! ol P est une fonction polynomiale et oti € C. Alors (E) possédeé
une solution particuliere de la forme :

— Q sim n’est pas une racine d&X? + bX+c=0

— 1Q si m est une racine simple d&? + bX+c=0

— 1?Q si m est une racine double @d&? + bX+c =0

k01] Q est une fonction polynomiale de méme degré Bue

(PROPOSITIONS.19 Cas old est une combinaison linéaire de fonctionsin et cos
Soientn;,n2, a, b, c,w € R avecw # 0. L'équation

Viel,ay' (1) +by (£)+cy(t)=[nicos(p) +nzsin(wt) | (E)

| admet une solution particuliere slde la formes — p; cos (w1) + pz sin (w7) OU g, p2 €R.

Démonstration Soitgg: t — py cos(wt) + g sin(wt). On a la série d’équivalences :

o est solution deE)
< Vrel, agq(0)+bgy (1) +cgo (1) =11 cos(wt) + Ny sin (wi)

— Vrte] [(l —(»2) M1 +wp2) cos(wit) + [(l —(»2) M2 —wpl) sin(w?) =njcos(wt) + 12 sin(wt)

{(1—w2)l11+wl12 =M
— 2
—opH(1-0%)pe =

Le déterminant de ce systéme fist v?) +w? # 0 et le systéme posséde toujours un couple solution. L'éaueti admet donc
toujours une solution de la forme indiquée.

Exemple 5.8 RésolvongE) : y”—y' —2y=3e "+ ¢ dansR. Le discriminant de I'équation caractéristique associée a
I'équation différentielley” — y' —2y = 0 est9. Ses deux racines sonl et2. Les solutions de cette équation sont donc les
fonctionst — ae™! +Be?’. Cherchons une solution particuliere@) :  y” -y -2y =3e™'.Par application du critére
5.18, comme-1 est une racine de I'équation caractéristique, il faut dhercette solution particuliere sous la forme
t— ate”". En injectant cette fonction dans I'équation différené¢E’), on trouvea = —3/2. Cherchons maintenant une
solution particuliére d¢E”) : y” -y’ -2y = r. La forme du second membre nous invite a utiliser le critel& Bt

a chercher cette solution particuliére sous la formre bt + ¢. Par la méme méthode que précédemment, on trouve :
b=-1/2 etc=0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer i— —1/21 —3/2¢~! est une solution
particuliére dgE). Enfin, les solutions deE) sont les fonctiong — ae™* +pe?! —1/2t—3/2e7! olia,p € R.

En résumé

Les quatre points principaux de ce chapitres, a connaitfaifganent, sont :
1 Lethéoréme de résolution des équations différentielfesires du premier ordre.
2. Laméthode de variation de la constante.
3 Le théoréme de résolution des équations différentielfesaires du second ordre a coefficients complexes.
4 Le théoréme de résolution des équations différentielfeaires du second ordre a coefficients réels.

Ce chapitre utilise de nombreux résultats du cours d’apalys diagramme suivant explique la filiation du théoréme
fondamental donnant les solutions d’une équation diffée#e linéaire du premier ordre.
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On peut encore faire le lien avec les différents chapitregsrdgramme :

216



5.5 Exercices

5.5.1 Equations différentielles linéaires du premier orde

Exercice 5.1  ©
Résoudre sur les équations différentielles suivantes :

1. y+y=cosx+sinx 4. y' +2y=e**
2.y -3y=2 5.y +y=sin2x
3. y'-2x y=shx—-2xchx 6.y —5y=e>

Solution : Aprés avoir résolu I'’équation homogéne, on cherche undgisalparticuliere. Si celle-ci n’est pas éviderjte,

on utilise ici un des critéres 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que Ieqipe de superposition 5.7.

1. @q:R—R, x—sin(x)+ae™; aoeR

2. pq:R—-R, x——2/3+ae%; aeR

3. pu:R—R, x»—»aex2+chx; aeR

4. pg:R—R, x—(1/4e**+a)e?; a€eR

5 pu:R—R, x— —2/5c0s(2x) +1/5sin(2x) +ae™!; aeR
6. po:R—R, x— (x+@e’*; aeR

Exercice 5.z Q
Résoudre sur les équations différentielles suivantes :

1.y +2y=x? 4.y +y=x-e*+cosx
2.y +y=2sinx 5 y+y=(x*-2x+2)e**
3. y-y=@x+De* 6. y' +y=sinx+3sin2x.

Solution : Aprés avoir résolu I'équation homogéne, on cherche undisalparticuliere. Si celle-ci n’est pas éviderjte,

on utilise ici un des critéres 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que Ieqipe de superposition 5.7.
1 pu:R—R, x—1/4-1/2x+ 1/2x% +ae™2*; «aeR

2. pg:R—R, x— —cos(x)+sin(x)+ae™™; aeR

3. @pu:R—R, x—(1/2x*+x+0a)e’; aeR

4. pg:R—R, x—x-1-1/2e*+1/2cos(x)+1/2sin(x)+ae™; aeR

5 @u:R—R, x—(1/27 (26-24x+9x%)e>*+a)e™; aeR

6. pq:R—R, x— —1/2cos(x)+1/2sin(x)—6/5cos(2x)+3/5sin(2x)+ae™™; aeR

Exercice 5.5  Q
Résoudre sur les équations différentielles suivantes :

1. (1+x%)y +2xy =e* +x. 5.y +2xy=2xe*.
2. (1+x3)y +xy=V1+x2
( )y yz 6. (x2+1)°y +2x(x2+1)y=1.
3.y +2xy=e""%.
4. (1+x2)y' =xy+(1+x?). 7. V1+x2y —y=1.

Solution : Aprés avoir normalisé si nécessaire I'équation difféedigiétudiée et vérifié que I'équation normalisée
définie sum, on résout I'équation homogéene associée puis on cherchealuiiion particuliere en utilisant la métho

de variation de la constante si celle ci n’est pas évidente.

X 2
1. g :R—R, x— £E2x4a. ep

1+x2 "’
2. 9 :R—R, x—»\/%; aeR
3. 9o R—R, x—»(ex+(x)e‘x2; aeR
4. g :R—R, x»—».(argsh(x)+0()m; aeR
5 @o:R—R, xH(x2+a)e‘x2; aeR

est
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. arctan(x)+a .
6. p:R—R, x— TG geR

7. 9q:R—R, x,_,_1+(xeargshx; acR

Exercice 54  ©
Résoudre sur les équations différentielles suivantes :

1. 2+cosx)y +sinx y=(2+cosx)sinx. 5. (1+COS2 x) y' —sin2x y =cosx

2. y'—y=e¥sin2x.
y-y=esinsx 6. (*+1)y +xy=1

3. Q+eM)y+efy=1+e".

4. chx y'—shx y=sh®x. 7.y — My —ghy,

1+chx

Solution :  Aprés avoir normalisé si nécessaire I'équation difféedliétudiée et vérifié que I'équation normalisé€
définie sum, on résout I'équation homogéene associée puis on cherchealuiiion particuliere en utilisant la métho
de variation de la constante.

1. pu:R—R, x— (2+cosx)(a@a—In(2+cosx)); aeR

2. pg:R—R, x—-1/2e*cos(2x)+ae’; aeR
3. 9o R—R, xww; aER
1+e*
4. gq:R—R, x~»chx(a+chx+$); aeR
5 pq:R—-R, x——-1/2e cosx)+ae’; aeR
6. po:R—R, xw—argsil\/i_x;“; aeR
7. 9q:R—R, x—(1+chx)(a+In(1+chx); aeR

est

Exercice 5.5 Q
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations eliffiélles suivantes :

1. y'+ ycotan x = sinx sur]0,[. 4. sinx y' —cosx y+1=0 sur]0,nl.

—qin3 * = 3 In
2. xy'+y=sin’ x SUrR*. 5. y'+(tanx)y = cos® x sur]-1, 1
3. x(1+ln2x)y’—21nxy=(1+ln2x)2. 6. V1-x2y'+y=1surl-1,1].

Solution : Aprés avoir normalisé si nécessaire I'équation diffédiiétudiée et vérifié que I'équation normalisée
est définie sur I'intervalle spécifié, on résout I'équatiemtogene associée puis on cherche, si nécessaire, unespluti

particuliere en utilisant la méthode de variation de la tamte.
1. @u:R—R, x~— M2EZUdsn@u+a, oo p
. Qo .

sin(x) 2
2. LPO(:R—>[R, X — 1/12003(3x);3/4cos(x)+0(; a€R
3. pu:RE >R, x~»(1+ln2x)((x+lnx); aeR
4. pq:R—-R, x~»%+asin(x)=cosx+asinx; a€eR
5 pu:R—R, x—cos(x)(1/4sin(2x)+1/2x+0a); aeR
6. po:R—R, x— 1+ae TSN, qeR

Exercice 5.6  Q
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations eliffiélles suivantes :

1.y +(tanx) y—sin2x=0 sur]-3, 3. 4. Vx2 -1y +y=1sur(l,+ool.
2. shx y'—chxy=1 surR} puis sur*.
3. 3y +4(1-x?)y =0 surR:. 5. sin®x y' =2cosx y sur|o,m|.

Solution :  Aprés avoir normalisé si nécessaire I'équation diffédiiétudiée et vérifié que I'équation normalisée
est définie sur I'intervalle spécifié, on résout I'équatiemtvgene associée puis on cherche, si nécessaire, unespluti

particuliére en utilisant la méthode de variation de la tamte.

1. pu:R—R, x— —2 (cos(x))%+acos(x); aeR
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2. 9q:R—R, x—-chx+ash(x); aeR.Lea trouvé poui n’arien a voir avec lex trouvé poufR*.
3. p:R—R, x—ae?* x%:  aeR
R—-R

o
, x—ltoe@hyr—_y4_ — . geR

4. @q: >
xX+vVxc—1

2 (-1+cos2x))~}

5 pg:R—R, x—ae =0(exp( 1 ); aeR

sin® x

Exercice 5.7 ©
Soitk > 0. Montrer qu'il existe une unique condition initiajg € R telle que la solution du probléme de Cauchy

¥ —ky=sint y0)=1y

soit bornée suio, +ool.

Solution :  On cherche la solution générale de I'équation différelatichvec une solution particuliére de la for
t— Acost+Bsint. On trouve que les solutions sont les fonctions :

y)=- (ksin £+ cos t) + Cek*

k2+1

Pour qu’une telle solution soit bornée $0y+ool, il faut et il suffit queC = 0 et alors

y(x) =- (ksint+cost)

1
k2+1

qui correspond a la donnée initial€d) = — R

me

Exercice 5.6  QQ
Déterminer les fonctiong: R — R continues vérifiant

X
VxeR, f(x):sinx+2f el f(pde.
0

/\ Attention 5.9 Cet exercice utilise le théoréme fondamental de I'analyg29page 531.

Solution :  Soit f une telle fonction. Elle vérifie :
X
VxeR, f(x)= sinx+2@xf e 'f(rdt
0
D’aprés le théoréme fondamental de I'analyest de class&' surR etvVx e R,
X
f(x) =cosx+2f(x) +2exf e 'f(t)dt=3f(x)+cosx—sinx
0
Par conséquenf, doit étre une solution de I'équation différentielle
(E) : ' -3y =cosx—sinx
On cherche I'ensemble des solutionsHeet on trouve
3x 1 I .
S =1{Ce’" — —cosx+ —sin x}
4 5

Puisquef (0) =0, il vient :

1, 1 2 .
X)=—-€e" —=-COSX+ -SInx
T@=g 5 5

et on vérifie que cette fonction convient.

Exercice 5.6 ©
Résoudre pour un entiar= 1 I'équation différentielle :

nx
(En) : ¥ + 1/ (x+1)"e*
sur l'intervallel =] -1, +ool.
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Solution : L’ensemble des solutions de I'équation homogéne est
Hr={x—Ce ™ x+1)"; CeR}
On cherche une solution particuliére sous la forme
y(x)=Cx)e ™ (x+1)"
et la méthode de la variation de la constante donne
C'(x) = e+ Dx

Une solution particuliere est

) (x+1)"e*
X)= ———
y n+1
L’ensemble des solutions est donc
X +1 n
P EEFD | conr 1) CeRy
n+1

Exercice 5.1C VIV

On considére une fonctian: R — R continue ef-périodique. Montrer que pour toute solution non-nyllée I'équa-

tion différentielle

E) :y -—ax)y=0
il existe un unique réet tel que la fonction définie pap(x) = e"**¢(x) SoitT- périodique.
/\\ Attention 5.10 Cet exercice utilise le théoréme fondamental de I'anal@s29page 531.

Solution : Soit une solutiorp de I’équation différentielle. Pour toute R, on a

@) = p(0)elo «V dt

Soita e R. La fonctiomy donnée paw(x) = e~ **¢(x) vérifie alors

yx+T) o—oT+ /[T an de
Y (x)

a(t) dt est de class# (1) surR d’apres le théoréme fondamentalyete R,

. x+T . .
A'(x) = a(x+T)—a(x) =0. Par consequenw = e~T+Jy adt _On dojt donc avoir

Y (x)
T
o= %fo a(t)dt

Mais la fonction définie pak(x) = [**"

et on vérifie réciproquement queestT-périodique.

Exercice 5.11 Q09
Trouver toutes les fonctions: [0, +oco[— R continues sur l'intervall®= [0, +ool, Vérifiant :

X
Vx €]0,+oo], 2xf(x)=3f fdte
0

/\ Attention 5.11 Cet exercice utilise le théoréme fondamental de I'analg@s29page 531.

Solution : Commef est continue, par application du théoreme fondamentakdelyse, il existe une primitivie de
f surR, qui s’annule erd. On a de plus, pour toute R, la relation : 2xf(x) = 3F(x) qui permet d’affirmer qué
commeF est dérivable suR’;, il en est de méme dg. La fonctionf est alors solution de I'équation différentielle :

VxeR:, 2xf (x)-f(x)=0

. . R — R .y g .
et donc il existex € R tel que| f: { + . Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette f(

x — o/x

prme

sont solutions de I'équation fonctionnelle de départ.
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5.5.2 Equations différentielles linéaires du second ordra coefficients constants

Exercice 5.12 Q

Résoudre les équations différentiel(Bs données par :

1.

. 2 est une racine double de I'équation caractéristique ass@cl'équation. Les solutions de I'équation homog

. L'équation caractéristique associé€Ea admet deux racines complexes conjuguées 2i. Les solutions d

. L'équation caractéristique associé@aadmet deux racines complexes conjugugid_es solutions de I'équa

. On vérifie facilement que les solutions de I'équation hgéme sont les fonctions t. — Ae' + Be7%¢. In-

. On détermine facilement les solutions de I'équation hgéme. On utilise le principe de superposition p

1. y'-3y'+2y=¢' 4. y"+y=sin2¢

2.y -4y +4y = (> +1)e?! 5. y"+y —2y=sinte!

3. y'+2y +5y=cos’t 6.y -4y +ay=e'+3t-1e?' +t-2
Solution :

Les racines de I'équation caractéristique associ& sontl et2. Les solutions de I'équation générale sont]
fonctionst — Ae’ + Be?! avec(A,B) e R?. Commel est une racine de I'équation caractéristique, on cherch
solution particuliere de€E) de la forme :t — ate’. On trouvea = —1. Les solutions deE) sont les fonction
t— (A— 1) e’ + Be?! avec(A,B) € R2.

sont donc les fonctions— (At+B) e’ avec(A,B) € R?. On cherche une solution particuliére @ sous I3
forme : 1% (at® + bt + c) €*'. On trouve alorsi=1/12, b=0 etc = 1/2. Les solutions d& sont donc les fonctior
t— (1?/12(6+ t*) + At +B) €' avec(A,B) € R%.

I'équation homogéne sont donc les fonctians (Acos2t+Bsin2t) e™!. Linéarisons le second membre, on
tient : cos? t = 1/2(1+cos2t). Une solution particuliére dg" +2y' +5y = 1/2cos(2t) estt — 1/34cos2t +
2/17sin2t. Une solution particuliére dg’' +2y' +5y = 1/2 est la fonction constante=~ 1/10. On applique alor]
le principe de superposition et les solutions(Besont les fonctions — (Acos2t +Bsin21) e ! + 1/34cos2t +
2/17sin2r+1/10 avec(A,B) € R%.

tion homogéne sont donc les fonctions+ Acos t+Bsin t avecA, B € R. On cherche une solution particuliére
(E) de la formet — acos2t + bsin2t. On trouvea =0 etb = —1/3. Les solutions d€E) sont donc les fonctior]
t— (Acost+Bsint) - 1/3sin2t avec(A,B) € R?.

troduisons I'équation complexg’ + y' —2y = e*9%, On calcule une solution particuliére facilement—
—e!/10(3cos t +sin t). Les solutions de€E) sont donc les fonctionst:— Ae’ + Be™2! —e’/10(3cos t +sin ) aved
(A,B) e R%.

chercher une solution particuliére. On trouve la solutiénédyale :
B3—1

2

t
el + - (At+B)e!

t— el +

avec(A,B) € R2.

les
e un

éne

U

bb-

(2]

de

our

Exercice 5.1% Q

Résoudre sur les équations différentielles

1. y'-2y'+y=te' 4. y"+4y' -5y =2e"
2. y'"—4y'+5y =cos2t—2sin2t 5. y"+y +y=e'cost.
3. ¥y +9y=cos2te’. 6. y' -3y +2y=(r*+1e'

Solution :
1.

. On montre facilement que les solutions de I'équation &mfonctionst — (Acos ¢+ Bsin ) e* —3/13cos 2t —

. On détermine facilement les solutions de I'équation hggme. On cherche une solution particuliére de I'équa

On détermine facilement les solutions de I'équation hgpgme. Comma est une racine double de I'équat
caractéristique, on cherche une solution particuliéreadernmet — 12 (at+ b) e' et on trouven = 1/6 eth = 0.
Finalement, les solutions de I'équation sont les fonctien(At +B) e! +1/6£3e' avec(A, B) € R?.

2/13sin2t avec(A, B) € R?.

différentielle :y" +9y = e *20t sous la forme — ae''*?)*, On trouvea = 3/26 — i/13. Une solution particuliér]
de (E) est donnée par la partie réelle de cette fonction,seitl /26 (3cos2t +2sin2t) e’ et les solutions déE)

ition
e

sont les fonctionst — Acos3t +Bsin3t+ 1/26(3cos2t +2sin2t) e’ avec(A,B) € R2..
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. . . . . 1
4. On montre facilement que les solutions de I'équation Esifonctions — = te' + Ae’ + Be ! avec(A,B) € R.

5. On cherche une solution particuliéreyder y' + y = e+ de la formet — ae'*? t. On trouve alors une solutign

particuliere d&E) qui estt — (2/13cos t+3/13sint)e’. Les solutions d¢E) sont les fonctionst:— (E cost+
3 L 3 _1 3
3 sint)e! + Ae” 2 cos % t+Be 2sin % t avec(A,B) € R?.

el + Ae' + Be?! aveq

. . . . . 1
6. On montre facilement que les solutions de I'équation Emnfonctions — (— B B3—-12-3¢

(A,B) € R2.

Exercice 5.14 VIV
Résoudre en fonctionde e R :
Em) ¥ -2y +my=cosx

Solution :  On note.%y, I'ensemble solution de cette équation différentielle. liscdminant réduit de I'équatio

caractéristique vaut— m. On est donc conduit a étudier les trois cas :
. m-—1

1 Si m < 1, on trouve %, = {x — ————cCOSX —

———sinx + Ach((1+vV1-m)x) +
(m-1)2+4 (m-1)2+4 ( %)
Bshv1—-mx | ABeR}
. sin x
2 Slmzl,ontrouveymz{x~—T+Aex+Bxex|A,Be|R}

. —2si -1
3 Sim>1, on trouvesy, = (x— Sln(fnt(;i“icosxwx (Acos((vm=T)x) +Bsin ((vm=1)x)) | A,BeR.

Exercice 5.15  Q9Q
Soitm € R. Résoudre I'équation différentielle (solutions réelles)

my" —(1+m?)y +my = xe*

Solution : L'équation caractéristique est— m)(mr —1) = 0. Il faut distinguer le casn = 0 et le casm # 0. Pour|
chercher une solution particuliére, distinguer le cagot1 des autres cas.

5.5.3 Reésolution par changement de fonction inconnue

Exercice 5.1€  Q
Résoudre sur I'équation différentielle :

(+1)y"+(FF-2t+1)y -2ty=0

en introduisant la fonctiop=y' +y.

linéaire et du premier degré. Ses solutions sont les fomgtia, : t — a (> + 1). Reste a résoudné+y = o (> +1). Seq
solutions sont|:t — « (t2 -2t+3)+pe”" | aveca,p € R. On en déduit que est de cette forme. Réciproquement, td
fonction de cette forme est solution de I'équation diffdéielfe.

Exercice 5.17  ©
Résoudre suk I'équation différentielle :

B): Y +4ty' +(11+412)y=0

en introduisant la fonction(t) = e'" y(@).

222

Solution :  Remarquons que I'équation s'écrit aus§i*+1) (y"+y') - 2t(y + y') = 0. Supposons qu'il existe une
solutiony de I'équation différentielle. Posors= y' + y. La fonctionz vérifie : (1+ t*) 2’ — 2tz = 0. Cette équation et

S
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z(D) = ey (D), soit y(1) = e~ z(1). D'oll y' (1) = (2 —2tz)e~" ety'(1) = (2" — 4tz + (412 — 2)z(1)e~". Donco =
Y6 + 4ty (8) + 11 +482) y(1) = (2"(1) — 42 (1) + (412 —2)z+ 412" — 812 + 11 +412)e " = (2" +9z)e~"". Doncz vérifie
I'équation du second degré a coefficients constarits9z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont g

) {[Rz — R
forme :@qp

. ola,p € R. Par conséquentest de la forme :
X — acos3t+fPsin3t b quent

R — R
x — (xcos3t+psin3t)e "

Wa,p - {

Solution :  Supposons qu’il existe une solutignde (E). Considérons, pour toute R, la fonctionz donnée par |:

avecua, p € R. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette foonésolution de I'équation.

Exercice 5.1  ©
Résoudre sur I'équation différentielle :

B - +2x*+1)y" +4x (P +1)y +(x* —4x* +3)y=0

en introduisant la fonction(x) = lyf)‘c’z .

Solution :  Supposons qu'il existe une solutignde (E). Considérons pour toute R la fonction donnée paz(x) =
y(x)/1+x?. Comme :

y=1+x)z®), y@=(01+x")7x+2xz(x) et y'(x)=1+x%)2"x)+42 () +22(x),

ela

en remplacant dan&), on trouve que la fonction est alors solution de I'équation du second degré a coeftiien

R — R

constants z" — z = 0. Les solutions de cette equation différentielle sont le&fons @ : { X — aet+pe?

oua,P € R. Par conséquentest de la forme :

(R — R
Vap:) x (ae® +Ppe™™) (1+x?)

avecua, p € R. On vérifie réciproquement que toute fonction de cette fagsiesolution dgE).

Exercice 5.1¢ O
On se propose de résoudre I'équation différentielle :

1
(E) :y"+§y=0.

1. Soity une solution du probleme. On pose pour toeR : z(t) = y (e") e_%.
(a) Exprimery (x) en fonction dez (In (x)) pour toutx > 0.
(b) En déduire que la fonction— z(t) vérifie surR une équatiofiE’) d’ordre2 a coefficients constants.
(c) RésoudrgE').

2. Résoudr¢E).

Solution :

1. (a) SoitteR etxeR} tels quet =Inx. Siz () = y(e') e 3 alorsy (x) = vxz(nx).
(b) Pourx e R%, on déduit de I'égalité précédente que :

v (! / 1" _ L " 1
y(x) = ﬁ(zz(lnx)+z (lnx)) et y (x)= P (z (Inx) 4z(lnx))
En remplacant dan®), on obtient, pour toute R :
(E) :z"(t)+iz(t)

qui est une équation du second degré a coefficients constants
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(c) D’aprés le cours, ses solutions sont les fonctions :
/R — R
"l £ — acosi+Psing
oua,p eR.
2. On en déduit que les solutions @g sont les fonctions :

R* — R
y:{ N Inx

;o Inx
X +— «acos5 +fPsin

2

ouaw,p €R.

5.5.4 Résolution d’équations différentielles par changeent de variable

Exercice 5.2C
Résoudre sup, +oo[ puis Sum :
axy"+2y' -y=0

(on posera = /x)

Solution :  Soity une solution d&E) sur]0,+oo[. Posons: (1) = y(#*). Commey est deux fois dérivable il en est
méme dez etona:

2 =y(P)

2@ =2ty () .

2 =2y (?)+4y" (?)

Commey est solution de la premiére équatianest solution de f" - f = 0. Par conséquent, il exista,B) € R? tel

que les fonctions de cette forme sont solution de I'équaioin, +ool.
Sur] —oo,0[, on posex = —* etz (1) = y(1?).

z()  =y(-)
2w =-2ty(-1?)
20 =-2y'(?)+4%y" (1?)

Doncz" (1) = —z(1). Donc il existe(A',B') € R? tel quez: t— A'cht+B'sh . La fonctiony est alors donnée pary::

x— A’ cos(v/=x) +B'sin(y/—x). Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette faone solution de I'équatio
sur] —oo,0[.

Pour avoir une solution s, la continuité en zéro impose= A’. La continuité en zéro de la dérivée impdse B'.

Réciproquement, si on se don@eB) € R?, la fonctionya g définie panyp(x) = Ach(y/x) + Bsh(y/x) pourx =0 et

quez:t— Acht+Bsht. La fonctiony est alors donnée pawy: x — Ach(y/x) + Bsh(y/x). Réciproquement, on vérif

e

Wa B (x) = Acos(y/—x) + Bsin(y/—x) est solution suRr.

Exercice 5.21 O
Résoudre sur; I'équation différentielle :

EB): x*y"+3xy +y=x°

en effectuant le changement de variabieln x.

Solution :  Soity une solution d€E) surR}. Posong (1) = y(e'). Commey est deux fois dérivable il en est de mé
dezetona:
(e')
!

[y (et) X
[y/ (et) + eZtyN (et)
Commey est solution de la premiére équatiarest solution de " +2f'+ f = e*'. Par conséquent, il exista, B) € R?

(Alnx+B) x%2 _ . .
— Bk Réciproquement, g

z (1)
Z' (1)
Z”(t)

y
e
e

tel quez: t — (At+B)e ! +1/9¢%!. La fonctiony est alors donnée pary:: x —
vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions dgibdion sui0, +ool.

me

224



Exercice 5.2z ©
Résoudre suk I'équation différentielle :

B : (1+x2)2y”+2x(1+x2)y'+4y=0

en effectuant le changement de variaty#earctan x.

Solution :  Soit y une solution deE) surR;. Posons (t) = y (tant). Commey est deux fois dérivable, il en est e
méme dez etona:

y(x) = z(arctan x)
1
Yy = T Z' (arctan x)
y'x) = ;xz’ (arctanx) + Z'" (arctan x)
(1+x2)2 (1+x2)2

Commey est solution de la premiére équatiarest solution de f"+4f = 0. Par conséquent, il exist&, B) € R? tel que]
z:t— Acos2t+Bsin2t. La fonctiony est alors donnée payp: x — cos (2arctan x) +Bsin (2 arctan x). Réciproquement,
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutionsédiation suR.

Exercice 5.2 ©
Résoudre I'équation différentielle :
EB): (1-x3)y"-xy +9y=0

d’inconnuey :1 - 1;1[— R supposée deux fois dérivables. On pourra utiliser le chaegé de variable défini par
t = arcsin x.

Solution :  Soity une solution d€E) sur]—1,1[. Posong (t) = y(sint). Commey est deux fois dérivable, il en est e
méme dez etona:

y(x) = z(arcsin x)
1
'x) = Z' (arcsin x)
4 v1 —xx2
y'ix) = — Z' (arcsinx) + 5 Z" (arcsin x)
(1-x2)2 (1-x%)

Commey est solution de la premiére équatiarest solution de f"+9f = 0. Par conséquent, il exist&, B) € R? tel que)
z:t— Acos3t+Bsin3t. La fonctiony est alors donnée pay: x — cos(3arcsin x) +Bsin (3arcsin x). Réciproquement,
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutionsédpiation suR.

5.5.5 Application aux équations différentielles linéairs du premier ordre avec problemes de
raccord des solutions

Exercice 5.24
Résoudre I'équation différentielle
B): x*y+y=1

sur un intervall@ c R.

Solution :  On résout d’abord I'équation sty =] — 0o,0[ etl, =]0,+ool. Sur chacun de ces intervalles, I'équation|est
équivalente a I'équation normalisée dont 'ensemble dkgisas est :

{1+E|C€[Rz}
X

On trouve ensuite que Best un intervalle contenabt la seule solution de) surl est la fonction constante égale.a

Exercice 5.25 O
Résoudre I'équation différentielle
(B) -1y -—xy+3(x-x*)=0

sur un intervall@ c R.
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Solution :  Soitl; =] —oo,—-1[, I, =] — 1,1[ etlz =]1, +oo[. Sur chacun de ces intervalles, I'équation est équival
I'équation normalisée

E): ¥y - ad y=3x
x2-1

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne assostée e

{x—Cy/|x*-1||CeR}

On recherche ensuite une solution particuliere de la fopag = C(x),/|x?—1| avecC'(x) = 3x,/|x*-1|, C(x) =

3 [ x\e(x?2 —1)dx oue = +1 surl, etls, e = —1 surl,. On trouvey(x) = 3(x*> — 1) comme solution particuliére. Donc
solution générale d@&) surly s'écrit

y(x) =3(x* 1)+ Cy/|x2 - 1|

Sur un intervalla@ contenant ou -1, puisque la fonctioq/ |x> = 1| n'est pas dérivable enet-1, la seule solution d

nte

la

(E) est la fonctiony(x) = 3(x* - 1).

Exercice 5.2¢ O
On consideére I'équation différentielle
(B): xy' —2y=(x-D(x+1)3
1. Résoudr€E) sur des intervalles qu’on précisera.
2. Déterminer les solutions dB) définies suR ?

Solution :

1. L'équation normalisée associégRd est(N) :y' -2y = W Celle ci est définie suf = ]-o0,0[ etl, =

10, +oo[. Appliquant d’abord sury puis suf, le théoréme fondamental et la méthode de variation de |d&oies
on trouve que, pouk = 1,2, les solutions d€N) et donc de€E) sont, suily. de la forme :

I, — R .
5 4 ;O €
Pau x — Se2xd42x+lropa® k

2. Supposons qu’il existe une solution de¢E) définie sumR. Alors ¢ est dérivable suR et il existeay,a, € R tel
que @y, = %4 +2x3 +2x+ 5 + o1 X% etey, = %4 +2x%+2x+ 3 +a,x?. Posons alors :

R — R
%4+2x3+2x+%+0(1x2 sixel;
PN x — 0 Six=0
%4+2x3+2x+%+0(2x2 sixel,

On vérifie facilement que est dérivable suR. Réciproquement, une fonctignainsi définie est solution d&)
SurR.

Exercice 5.27 VIV
Résoudre I'équation différentielle
B) x*y+y=1
sur un intervallé@ c R.

Solution :  Soitl un intervalle ne contenant pasLes solutions d€E) surl sont les solutions de I'équation normalis

®) y+sy=-t
X X

L’équation homogéne associée s’écrit :
1
H y+=-y=0
H) y'+2y

Notonsa(x) = —, dont une primitive esk(x) = In|x|. L'ensemble des solutions de I'’équation homogene est alors
X

SHz{x-—we_ln‘x| = E|C€[R?}
X

ée
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(en posan€ = —c sil c] —oo,0[). On trouve ensuite une solution particuliere évidejite) = 1. Les solutions déE) sur
I sont donc de la forme

W=1+2
v a X

Si maintenan0 € 1, ety est une solution sur, alors il existeC; € R tel queVx € 1c]0,+oo[, y(x) =1+ =L et il existe
X

C ; ; . N :
CeRtgVxelc]—o00,0[, y(x) =1+ =2 pour quey soit solution er, il faut d’aprés I'équation qug(0) = 1. Pour
X
gu’une telle fonction soit dérivable én il faut et il suffit queC, = C, = 0. La seule solution d€t) surl est donc la
fonction constante égalela

5.5.6 Divers

Exercice 5.26 09
Soitf :R— R de class& (2) telle quevx e R, f”(x) + f(x) = 0. Montrer que :

VxeR, f)+flx+m)=0

| Solution : Considéreg(x) = f"(x) + f(x) Résoudre I'équation différentielle avec I'hypoth@se0.

Exercice 5.2¢  QOQ
Soitp : R — R une fonction continue non-nulle et positive. Montrer quééasolution de

B y'+px)y=0

s’annule au moins une fois.

Solution : Par I'absurde, sy >0, y" = -py <0., y' est décroissante pujé= 0, ensuitep = 0.

Exercice 5.3C  O9Q
Soitu: [a, b] — R une fonction de classé (2) telle que

' (x)+ px)u'(x) >0

Montrer queu atteint son maximum ea ou enb.

Solution :  Sinon, en un point intérieut (x) = 0, puisu” (x) > 0, d'ot u serait localement convexe, une absurdité.

Exercice 5.31 09
Soient deux fonctiong etg continues supo, 1] telles quevx € [0,1],

X X
f(x)=](; g(l‘)dl‘e'[g(x)zf0 fde

Montrer quef etg sont nulles.

Solution : D’aprés le théoreme fondamental, puisguest continue suio,1], la fonctionf est de class& (1) sur
[0,1], et de mémeg est de class& (1) surl0,1], avecvx € [0,1], f'(x) = g(x) etg'(x) = f(x). On en déduit qu¢ et
g sont deux fois dérivables sir, 1] et quevx € [0,1], f"(x) = g'(x) = f(x), etg"(x) = g(x). Par conséquent, il existe
quatre constantds, B) € R2 et(A’,B') € R2 telles que

Vxe[0,1], f(x)=Ashx+Bchxetg(x)=A'shx+B'chx

En injectant dang (x) = [, g(1) dt, et dansg(x) = [, f(¢) dt, on trouve queA = B = A’ = B' = 0 et par conséquent,
f=g=0.

Exercice 5.3z 09
Trouver les fonctiong : R — R continues vérifiant :

X
VxeR, f(x):cosx—x—f (x—-0f(pdt
0
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Solution : D’aprés le théoréme fondamental, puisque les fonctjpest — ¢ f(t) sont continues SUR, la fonction
définie paiF(x) = x [y f(t)de— [y tf(¢) dt est de class& (1) SUrR, avecvx e R, F'(x) = [; f() dt +xf(x) — xf(x) =
Jo f(0) dt. Par conséquent, la fonctighnest de class# (1) surR et

X
VxeR, f’(x):—sinx—l—f fde
0

En appliquant encore une fois le théoréme fondamental, arirquef est de class& (2) surR et que
VxeR, f"(x)=-cosx— f(x)

donc quef vérifie une équation différentielle du second ordre a cdeffis constants. En résolvant cette équatid
existe deux constantés, B) € R2 telles que

2
X
VxeR, f(x)=Acosx+Bsinx+ ?sin(x)

Mais comme d’apres I'équation vérifiee pfr f(0) = 1, et I'équation vérifiée paf’, f'(0) = —1, on en tireA =1 et
B =-1. Par conséquent, la seule solution possible est

. X
f(x) =cosx—sinx— Esmx

On vérifie réciproquement que cette fonction est bien smiutle notre probléme en calculant I'intégrgj(x —
Hf () de.

Exercice 5.3 QOQ
On considére I'équation différentielle

X

() :32()"+y)+6yy?+yi=e

On considére une solutionde (E). Déterminer un entien € N tel que la fonctiony™ soit solution d’'une équation

différentielle linéaire a coefficients constants. Trousders une solution de).

Solution : Pourn=3,

Z=y3, z’=3y2y’, Z//:6yy/2+3y2yu

et par conséquent, vérifie I'équation différentielle

Z'+7 —z=e""

En résolvant, il existéA,B) € R2 tels que

zZ(x)=e* +Ach(_l%\/gx)

+Bsh(_1;\/§x)

Exercice 5.34 09
Trouver les fonctiong : R — R de classég (1) vérifiant

VxeR, f’(x):f(g—x)

Solution :  Soit une telle fonctiorf. Elle est de class€ (2) et en dérivant, elle doit vérifier :
VxeR, f"(x) =—f’(§—x) =—f(x)
Par conséquent, il exista,B) € R2 tels que
VxeR, f(x) =Acosx+Bsinx

En reportant dans I’équation, on trouve que 0 et donc quef(x) = Bsinx. On vérifie réciproquement qui € R,
cette fonction convient.
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Exercice 535 O
Déterminer les fonctiong : R — R dérivables vérifiant

VxeR, f'(x)= f(-x)

Solution :  Soit f une telle fonction. Elle est deux fois dérivable puisgli@st une composée de fonctions dérivable
(puisquef = f' o otu@(x) = —x), et en dérivant, on trouve qisec € R, f"(x) = — f'(-x) = f(x). Par conséquent, est|
solution de I'équation différentiellg’ = y et donc il existé\,B e R tels quevx € R,

f(x)=Ae*+Be™™

Mais alorsvx e R, f'(x) = Ae* —Be™ = Ae™™ + Be* d'ou nécessairement= B etA = —B et doncf = 0. La fonction|
nulle vérifie réciproquement la propriété.
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Chapitre

Etude des courbes planes

La voiture décrivit une élégante cardioide et s'arréta endes marches.
Boris VIAN - L'écume des jours (1946).

On identifiera dans tout ce chapitre, le plan euclidi#na R?> a l'aide d’'un repére orthonormal direct. On noténan
intervalle deR non vide et non réduit & un point (ou une réunion de tels iat&rs).

Nous allons apprendre ici a étudier les courbes du plans Fl&ivent étre vues comme la trajectoire d’un mobile
dans le plan et il y aura de nombreuses analogies dans cerehapec celui de cinématique en science physique.

M(1)

Se donner une telle courbe revient & se donner un couple deédos
(x,y) définies sur un intervalledeR : x:I1—-Rety:I—R. La
courbe est alors le sous-ensemble du plan formé par lesspaiit
de coordonnées: (1), y (1)) quand le temps parcourt I'intervallel.
Méme si on va utiliser les outils appris au lycée pour étutier
graphes des fonctions d'une variable réelle a valeurs Baos com- :
prend que le probléme estici trés différent. Une courbe dn plest x (1) ‘
en général pas le graphe d’'une fonctionldansk comme on s’en

convaincra en examinant le dessin ci contre. Aussi il fadéseelop-
per de nouvelles techniques. Pour une fonction

(@)

?‘{1 — R?
Nt — (x,y®) "’

il faudra définir ce qu’est une limite et une dérivée. Lorsaledprésentation de la courbe, il faudra comprendre que ce

n'est pas le graphe de la fonctidn qui est dessiné (ce graphe est un sous-ensemble de I'eBPaceis la projection
de ce graphe sur le plgw, y). Aussi la variabler n’est pas représentée sur le dessin. Par contre, un mohife: egtte

courbe comme trajectoire se trouve a la posifioty), y (1)) au temps.
<’i Les courbes paramétrées peuvent présenter des branchiesirdé qui signifie que
: (le vecteur vitesse du mobile en ce point est nul). Il fautheén mesure de pouvoir
étudier ces deux phénomeénes afin de bien représenter laecourb

De nombreuses courbes paramétrées peuvent étre étudiédesoutils d'analyse
de lycée. Par contre, afin d’étudier les branches infinies®padints stationnaire de
certaines autres, il faudra disposer d'un outil plus sdjjug, les développements
limités, qui ne sera introduit qu’au chapitre 14. Aussi capitre devra étre lu en

y deux fois. Une premiére fois pendant la premiére périodaetast les parties util-
isant les développements limités et une seconde fois apo@rséaudié le chapitre
14. Ces parties et les exercices correspondants sont éslians le texte.

) le mobile se déplacant suivant cette courbe part a I'infinges points stationnaires

6.1 Fonctions a valeurs dan®?

6.1.1 Définitions
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g
DEFINITION 6.1 © Fonction vectorielle a valeurs dangr?
Unefonction vectorielleF a valeurs dan®? définie sur est donnée par un couple, y) de fonctions réelles défini¢s

surl. Les fonctionsc: 1— R ety : 1— R s’appellent lexomposantede F ou lesapplications coordonnéete F et :

- (1 — R?
F { t —  (x(0),y(1)

. J

~

(DEFINITION 6.2 © Limite en un point d’une application vectorielle
Soient ! = (I3, 1) un vecteur d®?, foe 1 et F une application vectorielle définie sLIOn dit queF (z) converge vers
[ quandt tend versy, et on note :

Iorsque”?(t) —7” . 0.

(PROPOSITIONG.1 © Caractérisation de la convergence par les fonctions coordmées
Soit F une fonction vectorielle donnée par le coupley) surl. Soit I = (I3, ) un vecteur d&®?. On a:

—

_ x(t)—1h
F(t)—’ =1

—
t—1y y(t) e lz
t—1y

Démonstration On a la série d'équivalences :

= Jeo-n?+yo-L2=1Fn-1I =0
= xO->+(yn-b)? 0
{ x(1) Py 5
y(8) Tto) Iy
car une somme de deux nombres positifs est nulle si et sentesinges deux nombres sont nuls.
Rappelons la définition suivante :

(DEFINITION 6.3 © Dérivabilité d’'une fonction réelle
On dit qu’une fonction réellgf : 1— R estdérivable eny, € I si il existe un réel tel que :

F@)—f (o)

t—to t—1

Dans le cas ou cette limite existe, on notghey) = 1.
| De plus, on dira qug estdérivable surl si f est dérivable en tout pointdeI non situé a une extrémité de

(DEFINITION 6.4 © Dérivabilité d’'une fonction vectorielle _ l
On dit qu’une fonction vectoriell® : 1 — R?, ¢ — (x(£), y(t)) estdérivableen ty € I siil existe I = (I3, 1) un vecteur de
R? tel que :

F-Fw) 7

l

=1t t—1o

| Dans le cas ou cette limite existe, on nﬁ&to) =1.

DEFINITION 6.5 © Dérivabilité dHne fonction vectorielle sur un intervalle _
On dit qu’une fonction vectoriell& : I — R?, t — (x(£), y(t)) estdérivablesurI si F est dérivable en tout pointdel
non situé a une extrémité de
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PROPOSITIONG.2 © Caractérisation par les fonctions coordonnées

qui la composent x et y sont dérivables ery. On a alors :

N

Une fonction vectorielleF : 1 — R2, t — (x(1), y(r)) estdérivableen y € I si et seulement si les deux fonctions réejles

| F'(10) = (x' (1), Y (1))

Démonstration : Considérons la fonction vectorielle

0: F)-F (1)
r—1

I\ — R?
t

ses fonctions coordonnées sont :

Ny — R N — R
01 :{ ;. x-xt et B 1{ ;. YOy
-1 t—1t

En appliquant la proposition précédente, on a la série d/étgnces :

x et ysontdérivables en
< les fonctions coordonnéds eto, de® vérifient0; (1)

! /
p—s x'(tp) et 02(0 P ¥ (%)

= 00 (' (10), ¥ (10))

t—1

< T estdérivable em etF (1) = (x'(£9), ¥ (o))

De maniére plus générale, on dira que :

DEFINITION 6.6 © Fonction k fois dérivable, de classeg*

— Une fonctionF : 1 — R? est ditek fois dérivable sui si ses fonctions coordonnées le sont.
— Une fonctionF : 1 — R? est dite declasse€* surl si ses fonctions coordonnées sarfois dérivables sur et si s

dérivéek-ieme est continue.

6.1.2 Dérivation du produit scalaire et du déterminant

(PROPOSITION6.3 © Dérivation du produit scalaire, du déterminant

sont dérivables en et

- J

SoientF et G deux applications définies syrdérivables eny € I et a valeurs darig?. Alors les applications

<f|6>-{1 — R et thE)-{I — R
1t — (FmGw e( ")l — detE(OG()

((F16)) tt0) = (F(10) G (1)) + (F (1) G100

(det (?,E))'(ro) - det(?’(ro),ﬁ(ro)) + det (?(ro),ﬁ’(to))

Démonstration NotonsF = (1. f2) etG = (g1,82). CommeF etG sont dérivables em, d’aprés le théoréme 6.2, il en est de
méme des fonctionf, f>,81,82. Soitt € 1. Remarquons que

(FIG) () =fi (g (1) +f2 (1) g2 (1)
et la fonction(F |G) est donc dérivable ety par opérations sur les fonctions dérivableseat a valeurs darig. De plus :
(fi-81+ fo-82) (10)

11 (t0) 81 (10) + fi (10) &} (o) + [ (o) &2 (t0) + f2 (10) & (10)
(F (o)1 () + (F ) g (o).

((F16)) o)

La deuxiéme formule se prouve de méme.
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COROLLAIRE 6.4 © Dérivation de la norme

Soit F une fonction définie sur, dérivable eny € I, a valeurs dan®&? et ne s’annulant pas Alors I'application
H F ” :1— R est dérivable em, et

(F'(10)I F (1))

),(to) =
[Fol

(I¥

(. J

Démonstration On sait queﬂf" =\/(F[E). D’apreés la proposition précédente~ (F|F) est dérivable em, et on sait que la
fonction racine est dérivable sBi.. Comme la fonctiorF ne s’annule pas, il en est de mémerde (F | F) (1) et donc la fonction
HF " est dérivable emy. De plus, grace a la formule de dérivation et la symétrie dalpit scalaire :

ey L
M - ( <F|F>)’( . ((FIF)) o) _ FuiF o)
P = (LT Fw

6.2 Arcs paramétrés

6.2.1 Définitions

DEFINITION 6.7 © Arc paramétré

On appellearc paramétréou courbe paramétréen coupley = (I F) o0 IR est un intervalle eff : I — R? une
application de class&* (1, R?).

(DEFINITION 6.8 © Support d’'un arc paramétré
On appellesupport (ou image) de I'arc paraméttg F) I'ensemble des points du plan :

r:{Me9|3re1: 07\/1:?(0}

| Pour toutr €1, on noteraVi(z) le point du support de lard, F) tel queO_l\)/I(t) =F().

Remarque 6.1
Se donner une fonctiofi: 1 — R revient a se donner un arc param{ln@)) ol pour tout € I, F (1) = (1, £(1)).

Remarque 6.2 L'étude d'un arc paramétré peut s'interpréter ainsi :
I est un intervalle de temps.

M(#) est un point mobile du plan dont la position a I'instauatl est donné pa®M (1) = F.
Le support de I'arc paramét(e F) est appeldrajectoire du mouvement

Les vecteur§' (1) etF’ (1), si ils existent, sont respectivement appelésteur vitessetvecteur accélératiodu point
M a l'instantz.

6.2.2 FEtude locale d’'un arc paramétrée

(DEFINITION 6.9 Limite d’une famille de droites dans le plan
On dit gu’une famille de droite®,);en\ i} Passant par un méme poivit admet une limite lorsque— ¢, s'il existe

une famille(?[(t))tel\{to} de vecteurs directeurs de ces droites possédant un veiatéer | non-nullorsquet — . La
droiteD =M + Vect( ] ) s’appelle la limite d&D,).

DEFINITION 6.10 Tangente a un arc paramétré

Soit un arc paramétré= (I, F) et tp € 1. On dit que I'arc admet une tangente au paifst= M(ty) € T si la famille de|
droitesD; = (M(#), M(1)) admet une limite lorsque— f. La droite limite s’appelle la tangente a I'arc au pdify.

Remarque 6.3 On définit de la méme fagon, avec les limites a droite ou a gguamotion de demi-tangente en un
point.

233



Remarque 6.4 Une conséquence de cette définition et de la remarque 6.Lesi gne fonctiory est dérivable en
to € L alors le vecteutl, f'()) est tangent au graphe deen (o, f (f)).

DEFINITION 6.11 Point régulier, stationnaire
Un pointM = M(#p) d'un arc paramétré est diégulierlorsqueF ' (1) # 0. Sinon, on dit que c’est un poistationnaire

[ PROPOSITIONG.5 Tangente en un point régulier
Un arc paramétré possede une tangente en un point réyliigr : la droite passant pavi(z,) dirigée par le vectel

F'(10).

=

Démonstration Notons

Ny — R2
Ti:{ . F (1) -F (1)
t—1
Pourt # ty, le vecteuri (t) dirige la droite(M(tp)M(z)) etz (1) E;(to) £0.

=1y

Remarque 6.5

Il se peut quef’((to) =0 et que la courbe admette &f(f) une tangente. Par exemple, si on considéfe
le support deF (1) = (12,13) enty = 0, alors il admet ery = 0 un vecteur tangent horizontal. Pourtan
ce point est stationnaire. On va étudier maintenant deukadés pour calculer, quand c’est possible,
le vecteur tangent a une courbe en un point stationnaire.

Etude d’un point stationnaire avec des outils de terminalepremiére période

~

( 2 a 3
PROPOSITIONG.6 © Tangente en un point stationnaire
Soit M(#) un point stationnaire d’'une courbe paramétfié®) ou F est donnée par le couple de fonctiansy)

définies sut .

|y = y(x R .
— si YW=y m | ol m est un réel alors la courbe admetMi,) une tangente de pente.
x(1) — x(ty) t—h

. 1) — y(f .
— Si Y0 = y(to) +oo [ alors la courbe admet evi(#;) une tangente verticale.
x(1) —x(tp) | t—to
\\ _J
Ny — R2
Démonstration Soit0: ; . y(@®) = y(to)

x(8) — x(tg)
— Sif(r) —-m alors le vecteu(l,0 (1)) dirige la droiteM (t9) M (1)). En effet, un vecteur directeur de cette droite étant celui d
—lo

coordonnéefx (t) — x (o), y (t) — y (o)) :

' 1 x(1) —x(ty)
0@ y@® -y

et lim 6(¢) = (1, m) # (0,0)
t—1y

_si (it L) giri ; dim 22 1) -
Sio () +oo alors on peut vérifier que le vecte(%, 1) dirige la droiteM (o) M (1)) et on a .}LII[lO (9(t) R 1) 0,1) # (0,0)

=1y
Exemple 6.1 Utilisons cette méthode pour calculer un vecteur tangemt:éthrbe(l,f) avecl=RetF () = (#2,13) de
la remarque 6.5 en le point stationnaire de parametre. On a :
y -y

= —tr——>0
x(t)—x(0) ¢2 —0

donc la pente de la tangente en le point stationr@jme est0. Cette droite est I'axe des abscisses.
y(6)—y ()

Remarque 6.6 Cette méthode n’est utilisable que si on sait déterminaniad du quotientx(t)_x(to), ce qui ne sera
pas toujours possible avec les outils dont vous disposeglaum d’année.

Etude d’un point stationnaire avec les développements linés, seconde période
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PROPOSITION6.7 OO Tangente en un point stationnaire
SiM(tp) est un point stationnaire d’un a&* et s'il existep < k tel que

—

Fl(fg)=--=FP V(1) =0, FP (1) £0

alors 'arc possede une tangente au pdiiaty) dirigée par le vecteu?(p)(to).

Démonstration C’est une conséquence de la formule de Taylor-Young, grour les fonctions vectorielles (il suffit d'utiliser la
formule de Taylor-Young (13.40 page 539) pour les deux fonstcoordonnées) :

(t—19)
!

- - — pP— B
F (1) = F (o) + (£ — t)F (o) +-+- + . FP) (1) + (t - 19)Pe(r)

avece(d) P 0. Définissons alors la fonctiod en posant pour# ty,
—lo

- p! —

= -F ) e
u(h = 5 [F 0= F )] =FP ) + piE (0

Pourt # to, u(?) dirige la droiteM(to)M(f) et () FP (1) #0.

t—1y

Exemple 6.2 Cette méthode appliquée a la cou(b,@) avecI=R et F (1) = (2, 13) de la remarque 6.5 en le point

stationnaire de paramétre- 0. donnekF® (1) = (3¢,2) et donc un vecteur tangent a la courbe en le point statiomeatr
celui de coordonnéds, 2).

Remarque 6.7 Cette méthode peut étre utilisée sans connaitre les déetmgnts limités. Par contre, elle peut
nécessiter un grand nombre de calculs avant de trouver uawree”) (1) = (x(P) (to), yP) (to)) qui ne s'annule pas.
Ces calculs sont grandement facilités, comme on le verralgarexercices, avec les développements limités.

Le théoreme suivant permet d'étudier localement I'alluend courbe au voisinage d'un point stationnaire sous des
hypotheses trés générales.

THEOREME6.8 QU0 Etude locale d’un point stationnaire
On suppose que la fonction : 1 — R? est de class#*, et qu'il existe deux entiers< p < g < k tels que :

@ EP) (1) est le premier vecteur non-nul parﬁi(to),...,F(’”)(to).
@ g est le premier entier parniip + 1, g tel que le systéme de vectewPs” (f), F9 (1)) soit libre

Alors :
1. Le vecteuF” (#y) dirige la tangente a la courbe au paifz).

2. Pourt # ty, dans le repérgz = (M(to),ﬁ(to),ﬁ(to)), le pointM(#) a pour coordonnéesM (1) );gg
R
_ )P — )4
3. x(n) ~ LTy o Um0
t— 1ty p! t—1y q!

La parité des entierp et g donne localement le signe &&r) etY(#) au voisinage de, lorsquet < t et t > f,. On
en déduit alors la position locale de la courbe par rappaattarsgente au voisinage decomme illustré sur la figur
6.2.2.

U

Démonstration Ecrivons la formule de Taylor-Young vectorielle gna l'ordreq :

(t— )P+

] ——
el FP*D () +...

FP) (1) +

— — — )P
F o =Fg+ o0

q—> —_—
F9D (1) + (1 - 19)9E (1)

+ (t—1p)

!
Mais comme les vecteusP*V (1),...F{9=V (1) sont tous proportionnels BP) (ty), on peut écrird® (1) = o, FP) (19) pour
kellp+1,q-1] et commeFP) (19),F4 (10)) forme une base d&?, on peut décomposer le vectauir) sur cette base :
e(0) = NOFP (t9) + p(F“ (19)
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L,

<

p impair, g pair p impair, g impair
point ordinaire point d’inflexion
v v
7 7
p pair, g impair p pair, g pair
rebroussement de premiéere espece rebroussement de seconde espece

FIGURE 6.1 — Etude locale d’une courbe paramétrée

avec(t), u(r) - 0. Alors :
—lo

—_— — t—1)P
F(i - Flrg) = L 10)

[l+(t— n)ap+1+...

+(t—10) T 1 Pag_y + pl(r - 1) IAD) | EP (1)

_ q
N (t—1)
q!

[1+qlu(n ] F9D (z9)
PuisqueM (ty)M(t) = F®O-F (tp), on en déduit I'expression des coordonnées du paim} dans le reperez :

X(1) =

t—1)P
( '0) [l+(t—t0)(Xp+1+...

+(t=10)T 1 Pag_q + pl(t — 1) TA(D)]
(t—to)P
t—tp p!

(t—19)9

Y1) = P

[1+g!u(0)

(t 1)
t—t ¢!

L’équivalent donne le signe d&t) etY(t) au voisinage de. On obtient donc localement la position du padifitt) dans un quart
de plan lorsque < 1y ett > ty d’ou I'étude géométrique résumée sur la figure 6.2.2.

Remarque 6.8 En pratique, pour étudier un point stationnaitéz,), on effectue un développement limité de)
et y(¢) au voisinage de, et on adapte I'idée de la démonstration précédente. PulsquantM(z,) est stationnaire,
X' (tp) = y'(tp) = 0 et donc le coefficient d& — 1) sera nul dans les développements limités @¢y. Puisqu’il nous faut
deux vecteurs indépendaii®’ (t;) et F'? (t), il faut au moins un DL a I'ordré des deux fonctions et y.

Exemple 6.3
x() =3cos(t)—2sin3(r)
{y(t) =cos(41)
pour ¢ € [0,2n]. Commencons par chercher les points stationnaires :
x'(1) =-3sin()[1+sin(20)]
{y’(t) = —4sin(41)

x' ety s'annulent simultanément en= 0 et ¢ = 3n/4. Etudions le point stationnaite(0). Pour cela, effectuons un DL
alordre3:

x(t) = 3—%1‘2 —23 +0(83)
y(t) =1-8t2+o(£3)
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d’ou le DL vectoriel :

- _ 3 2 —3/2 3 -2 3
F(t)_(l +1 _8)+t 0)+0(t)
—_ e\

FO) U v

Les vecteursi et 7 ne sont pas liés et dans le repé&e= (M(0), u, v), le pointM(#) a pour coordonnéexs(z) et
Y(r) avecX(t) o > etY(r) o £3. On en déduit I'allure locale de la courbe au voisinageve) : c’est un point de

rebroussement de premiére espéce.

| 7%/

—
u

L'étude du point stationnair®i(3n/4) s’effectue de méme.

Branches infinies des courbes paramétrées

DEFINITION 6.12 © Branche infinie _
On dit que I'arc(l, F) posséde unbranche infinieen y lorsquel| F ()| —~ +oo.
—lo

| Remarque 6.9 Silim;_, |x(#)| = +o0o OU Silim;_, |y(t)| = +oo alors l'arc(l, f) posséde une branche infinie gn

[ DEFINITION 6.13 © Droite asymptote
Soit (I, F) un arc paramétré possédant une branche infinig eh. On dit que la droite? estasymptoté I'arc (I, F)
enty sidM(1), ) — 0.

—lo

~

(PROPOSITION6.9 © Caractérisation pratique d’une droite asymptote
Soit(I, F) un arc paramétré possédant une branche infinigeh La droiteZ d’équationa x+b y+c = 0 est asymptot
alarc(, F) ent si et seulement si

11%

ax()+by®)+c——0
t—1

(. J
Démonstration :  Soit Z une droite affine d’équation cartésiennex.+ by + ¢ = 0. La distance du poiriti(z) ;Eg vaut :
R
+by(t)+
AM(p), ) = XD by +cl
Va2 + b2
Cette distance tend veossi et seulement six(f) + by(t) + ¢ 0.

t—1

PLAN 6.1 :| Pour déterminer la droite asymptote & une brancheeﬁl\fini

» Une seule des deux applications coordonnées figend vers l'infini en valeur absolue quandt tend vers
Iy .

-

1 Six(r p leR et|y(n)] p +oo alors la droite d’équatiom = | est asymptote a la courbe et le
signe dex(r) — I détermine la position de la courbe par rapport a I'asymptote
2 Silx()| p. +o0 et y(1) p. 1 e R alors la droite d'équatiom = | est asymptote a la courbe et le
signe dey(r) — I détermine la position de la courbe par rapport a I'asymptote

« Les deux applications coordonnées dg tendent vers I'infini en valeur absolue quandt tend verst :
Silx(1)] ot et|y(n] —— > oo, 0n forme le quotien{% et on cherche la limite de ce quotient quand
— o —lo
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t tend versy.
1 Si % ——ac R* : on forme alorg/(t) — a x(t) et si cette quantité tend vers une limite fibialors
— o

la droite d’équatiory = a x+ b est asymptote a la courbe g La position de la courbe par rapport a
I'asymptote est donnée par le signeyde) — a x(t) — b.

y(l’) .............
y(@)—ax(t)—b

x(1)
FIGURE 6.2 — Signe dg(t) — ax(t)— b

2 Si

%H > +oo, 0n dit que la courbe posséede une branche parabdliyye
—lo

3 Si % — 0, on dit que la courbe posséde une branche parabdliyte
— o

Exemple 6.4 Intéressons nous a la courbe donnée par

1
x() =——

Yy =7

Elle présente des branches infinies quan€d1* et quand: — +oo.

Commex(t) 0ety(r) +o00 alors la droite d’équation
t—+o00 t—+o00

x =0 est asymptote a la courbe quane +co.

On montre de méme que la droite d’équation 0 est asymptote a

la courbe quand — —oo.

1 Onforme le quotieny (¢) /x (¢) et on cherche sa limite quand

[
t
RAC I N -
x(1) t—1

2. On cherche maintenant la limite gi?) — 2x (r) quands — 1 :

2

y()=2x(t) = =t+1t—1>2

donc la droite d’équatioy = 2x + 2 est asymptote a la courbe quand
r—1%.
3 On cherche la position de la courbe relativement a I'asytepfour ce

faire, on étudie le signe de :
y)=-2x(t)-2=t-1=20sit=1.

Donc la courbe est au dessus de I'asymptote quand ™.
La méme étude montre que la droite d’équatien2x+2 est asymp-
tote a la courbe quand— 1~ et que la courbe est en dessous de I'asymptote
dans ce cas.

Par définition, dire qu’une droite est asymptote a la bramdirde quand: — #, d’'une courbe paramétrée signifie que la
courbe s'approche infiniment prées de la droite quandt,. Quand ce phénomene se produit, on sait mieux représenter
le support de la courbe étudiée. Malheureusement toutésdashes infinies n’ont pas la méme croissance et celles dite
paraboliques ne s’approchent pas d’'une droite quanrdy. Par contre on peut parfois trouver des courbes simples qui
vont étre asymptotes a cette branche parabolique, voir @jeel'exemple 6.6.

Lorsquex(t) et y(¢) tendent toutes les deux vers l'infini, le plus rapide poudi&ula branche infinie consiste a effectuer
un développement asymptotique de ces deux fonctions letsgu, a la précision d'un terme significatif qui tend vers

On essaie alors de faire une combinaison linéaire des toretir) et y(r) pour éliminer les termes tendant vers l'infini.

238



Si on trouve une relation du type

y(t) = ax(t) + b+ c(f— to)k+0((t— to)k)

on en déduit que la droite= ax+ b est asymptote a la courbe et la position locale de la counbapport a son asymptote
se déduit du signe deet de la parité dé.

Exemple 6.5 Considérons la courbe paramétrée définie par :

tS
t =
x(1) 7 9
o - 2-2¢
y T t-3

Elle présente des branches infinies lorsgue+co, t — +3.
1. t—-3:x(n —5/2 donc la droite d’équatiop = —5/2 est asymptote.

+oo et y(t
t—-3 > y()t—'—?)

2. t— +o0 : effectuons un développement asymptotique :
9

x(H=t+ p +o(l/1)
3

yO)=t+1+ p +o0(1/1)

Pour éliminer le terme divergent, il suffit d’effectuer langbinaison linéaire :
-6
y) —x(®-1= - +0(1/1)

On en déduit d’'une part que la droite d’équatips x + 1 est asymptote. D’autre part, la quantt@) — x(¢) — 1
représente la mesure algébrique verticale entre la droMg 8. Par conséquent, lorsque- +oo, la courbe est
située localement au dessous de I'asymptote et lorsgtieoco, elle est située localement au dessus.

3. t—3,

= +E+z(t—3)+ ((t=3))
T 2(t-3) 4 8 ©

x(1)
(t)—i+4+(t—3)
A
Eliminons les termes divergents :
(t)—g (t)—§+i(t—3)+ ((z-3))
V=30 =5" 0 °

P . . . 2 3 X .
On en déduit que la droite d’équatign= §x+ > est asymptote a la courbe. Lorsque 37, la courbe est située
localement en dessous de son asymptote. Lorsgug®, elle est située localement au dessus.

Cette méthode du développement asymptotique permet égiaietm détecter d’autres courbes asymptotes.

Exemple 6.6
sint+1
x(t) =
t
cost
¥y = 2

Etudions la branche infinie— 0 en utilisant Maple :
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MAPLE

> X (sin(t)+1)/t;
y = cos(t) / t"2;
series(x, t = 0, 2);

V;
i

\

-1 2
t + 1+ 0(t)

\%

series(y, t = 0, 2);

-2 2
t - 12+ O@)

Pour faire disparaitre le terme &n?, considérong/(t) — x(£)? :
MAPLE

> series(y - x"2, t = 0, 2);

-1 2
-2t -3/2+13t+ 0O(t)

Pour faire ensuite disparaitre le termelémn, réutilisonsx(r) :
MAPLE

> series(y - x"2 + 2 *X, t = 0, 2);

2
1/2 + 1/3 t + Ot )

Puisque

()2 1t
y() —x(£)" +2x(¢) 2. 03

on en déduit que la parabole d’équatipg x> —2x +1/2

est asymptote & notre courbe. Lorsque 0%, la courbe FIGURE 6.3 — En trait pointillé le support de la courbe
est située localement au dessus de la parabole et lorgepr@metrée, en trait plein le graphe de la parabole asymp-
t — 07, elle est située localement en dessous. tote.

6.2.3 Etude compléte et tracé d’'une courbe paramétrée

PLAN 6.2 :‘ Plan d’étude d'une courbe paraméilrép

1 Déterminer le domaine de définition des deux fonctioesy.
2 Etudier les symétries éventuelles.

3 Dresser le tableau de variations des fonctioret y et repérer dans ce tableau les points stationnaires, les
points a tangente horizontale ou verticale et les branctiigsas.
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4 Etudier les points stationnaires.
5 Etudier les branches infinies.

6 Tracé sommaire de la courbe. Il est inutile d’utiliser laccdgtrice pour reporter des points, il suffit de placer
les asymptotes éventuelles, de mettre en évidence lessmiattonnaires et d’avoir I'allure globale de| la
courbe.

Le point2 est trés important et permet bien souvent de restreindrelda un intervalle plus petit. Pour cela, on interpréte

géomeétriquement la position du poiki(p()) par rapport au poin¥i(t) ou ¢ est une certaine transformation. Voyons

guelques exemples courants :

— Six(t+T) = x(¢t) ety(t+T) = y(1), le pointM(z+T) est le méme que le poiM(#). On aura tracé toute la courbe si on
restreint I'étude au paramétrejui varie dans un intervalle de la forme a + TI.

— Six(-1)=x(1) ety(—1) =—y(1), le pointM(-1) est le symétrique orthogonal du poM{¢) par rapport & I'ax¢Ox). |l
suffit de tracer la courbe pouk [0, +oo[ et de compléter le dessin final par une symétrie par rapp@ria

— Six(—1) = —x() et y(-1) = —y(1), le pointM(-1) est le symétrique du poili(¢) par rapport a I'origine. Il suffit
d’étudier la courbe poure [0, +oo[ et de compléter le tracé par une symétrie de centre I'origine

— Six(1/5)=—-x() ety(1/1) = y(1), les pointaM(1/ ) etM(f) sont symétriques par rapport@y). Si on trace la portion
de courbe pour €]0, 1], la portion correspondantz [1, +oo[ S’en déduit par une symétrie par rapport a I'éRe).

Exemple 6.7 Etudier la courbe paramétrée

{x(t) =tant+sint

1 Les fonctionsc et y sont définies suR \ {kn + t/2; k € Z}.

2 Restriction de l'intervalle d’étude. On remarque que(t+2m) = x(t) et y(t+2n) = y(r). DoncM(t+2m) = M(1).
Il suffit de faire I'étude de la courbe sur un intervadea + 2n1]. De plus,x(—1) = —x(t) et y(—1) = y(¢#). Le point
M(-1) est donc le symétrique du poiNk(¢) par rapport & I'ax®y. |l suffit donc de faire I'étude suo, ] et de
compléter le tracé de la courbe par une symétrie par rapg@dditeOy.

3 Variations. On calcule

£ = cosdr+1 " = sint

T cos?t Y= cos2 t
D’ou le tableau de variations :

t |0 3 U

x'(1) + + 0

y(no + + 0

+00 0
x(0) 0 e —00 e

+00 -1
y(t) 1/ —oo/

On remarque le poiri¥1(0) qui est a tangente horizontale, un point stationniita) et une branche infinie en
t=m/2.

4 Etude du point stationnaire.
— Sans les développements limités :

y@-ym $+1 _ 1l+cost 1

x(t) — x(m) T tant+sint sint(1+cost) " sint r—n

+00

donc la courbe admet une tangente verticale en le poinbstetire de parameétie= .
— Avec les développements limités : Posans ¢ —n, et faisons uL(0,3) :

h3 h?
T(h) = 5+ o(h®), y(h)=-1- 5+ o(h®)

d’ol I'on tire
1

0) K
0

1) 2\
Dans le repérez = M(n), 1, v) ol u = (0,-1) et v = (1,0), le pointM(¢) a pour coordonnées
(X(0),Y(1)) avecX(r) ~ (r—m)?/2 etY(r) ~ (t —1)3/2 lorsquer — . On en déduit que le poiM ()
est un point de rebroussement de premiére espece a tangetiteale.

0) ne

F(h) = ( )+ o(h®)
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5 FEtude de la branche infinie

Exemple 6.8

Sans les développements limités : On forme le quotient

yo_ 1
x(t) sint(l+cost) r—n/2

Ensuite, on calcule :
1-sint .
y(—-x()= —sint -1
cost t—m/2

carsin etcos sont dérivables en/2 donc pour leurs taux d’accroissements respectifs/@non a :

sinf—1

b1 cost .om
——cos—-=0 et —sin—-=-1
t—m/2 t—m/2 2 t—7/2 r—ni2 2
donc .
sint—1
l-sint  s_q/2
cost COSl  t—qj2
t—m/2

Enfin, on étudie la position de la courbe par rapport a I'asgepd’équatiory = x—1:

(1-sint)(1+cost)
cost

y@)—-x(+1=

qui est du signe deos t. Donc lorsquer — 1t/2*, la courbe arrive sous I'asymptote , et lorsque
n/2~, la courbe arrive sur 'asymptote.

Avec les développements limités : Lorsque nt/2, en posant = r —1t/2, on effectue un développe-
ment asymptotique des deux fonctions :

1 1 1 h
%(h) = x(n/2+ h) = ——— + cos(h) = - 1+0(h)=—1+1+ 2 +o(h
M = X2 ) = = T = T oy YO = T I g ol

5 = —1/sinh = -+~ 4 o)
=-1/sinh=-=-=+o0
Y h 6

Et alors
J(h)y—X(h)+1=-h/2+0(h)

ce qui montre que () — x(1) + 1 ~ —(t—m/2)/2 lorsquet — /2. Par conséquent, la droite d’équation
y=x-1 est asymptote a la courbe. Lorsque n/2*, la courbe arrive sous I'asymptote a gauche, et
lorsquer — nt/27, la courbe arrive sur I'asymptote a droite.

S
/

L'astroide est la courbe paramétrée définie par :

x(t) =acost
y(t) =asin®t
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1 Les deux fonctions sont définies fRur
20 Symétries :
—  x(t+2m) = x(1), y(t+2m) = y(¢) doncM(r+2m) = M(1). Il suffit de tracer la courbe pou (1, tp+27].
— x(t+m) =-x(1), y(t+m) = —y(r) donc le pointM(z + n) est le symétrique du poiMi(¢) par rapport
a l'origine. Il suffit de tracer la courbe pouk (1, tp + 7] et de compléter le dessin par une symétrie
centrale pour obtenir toute la courbe.
— x(=1=x(1), y(-1) = —y(r) doncM(-1) est le symétrique d®i(¢) par rapport & I'ax€¢Ox). Il suffit
de faire I'étude sufo, /2] puis de compléter par une symétrie.
— x(m/2-1) =y, y(/2—1) = x(¢) donc le poinM(n/2—t) est le symétrique du poiM(¢) par rapport
a la premiére bissectrice. Il suffit finalement de faire ld&wpourr € [0,1/4], de compléter le tracé
par des symétries par rapport & la premiére bissectrioe (@x) et I'origine pour obtenir la courbe
compléte.

3 Variations :

x'(t) =-3acos®tsint
y'(t) =3asin®tcost

T
t |0 -
4

X0 +

y (o +

_a_
x(1) a/ 22
_a_
e 0/ 22

On remarque que le poiM(0) est stationnaire. Il n'y a pas de branche infinie.

4 Etude du point stationnaire La premiére méthode est ici inutilisable car la limite netgeas se calculer avec
les techniques usuelles. Effectuons un développemertéleriiordres :

x(t) =a- %atz +0(£3)
y(t) =atd+o(td)

d’ou

Les vecteurg: et v étantindépendants, dans le rep@ig0), 7, v ), le pointM(#) a pour coordonnéés r) o 2
etY(r o 3. On en déduit que le poiti(0) est un point de rebroussement de premiére espéce a tangente
horizontale.

5 Tracé:

Exemple 6.9 Une roue de rayoR > 0 roule sans glisser sur une route horizontale. Détermireotigjectoire d’un point
situé sur sa périphérie. Noto@st) le centre de la roue eti’angle entre la verticale et le vecteQ(r)M(¢). La roue roule

. . <0, R . L. Rt .
sans glisser donc si le centre a l'instarse trouve a I'abscisse:, on axc = Rt. On en déduit quée(r) r Puis comme
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C(HM(2) :Rsm g on obtient I'équation paramétrique de la courbe qui s'dppakycloide:

Rcost

x(t) =R(t-sint)
y(t) =R(-cost)

1. Les fonctionse et y sont définies SuR.

2. Symétries : puisquex(t +2n) = x(1) + 2Rm, y(t +2m) = y(1), le pointM(¢ + 2n) se déduit du poinM(t) par une
translation de vectewv = (2Rmn,0). Il suffit donc de tracer la courbe pouk [0,271] et on compléte le tracé par
une infinité de translations de vectedir Puisquex(—t) = —x(t) et y(—1) = y(1), le pointM(-1) est le symétrique
du pointM(#) par rapport & I'axéOy). Il suffit donc d’étudier la courbe poure [0, 7] et de compléter par une
symeétrie par rapport é0y).

3. Variations :

x'() =R -cost)
y'(t) =Rsint

t |0 b1

Xm0 +

ywo + 0

Rm
x(® |0 /

2R
y(@® |0 ~

On remarque que le poiM(0) est stationnaire et que le poiMi(n) est a tangente horizontale.

4. Etude du point stationnaire : La encore, la premiére technique est peu commode car ellginBaine limite
difficile a calculer avec les méthodes usuelles. On effeghoies un DL a I'ordres,

=g _ 0 2 0 3 R/6 3
F(t)_(0 +t R/Z)H ( 0 +o(¢t°)
S~—— N——
U v

On en déduit que le poiMI(0) est un point de rebroussement de premiére espéce a tangeitale.
5. Tracé:

6.3 Etude d’'une courbe polairep = f(0).

6.3.1 Notations

Il peut étre plus commode d’étudier une courbe non pas erdoooges cartésiennes, mais en coordonnées polaires car
elle s’exprime parfois ainsi plus facilement. Nous allorpligjuer ici comment mener cette étude.
On définit les fonctions vectorielles :

U(O)=cos07 +sin@7F, V(0)=-sinO7 +cosO7

et onremarque que :

Le repérezy = (O, (0), V (0)) s'appelle lerepére polaire
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OM = pu©)

Y
7(0) (0)
0

(0]
FIGURE 6.4 — Repére polaireZg = (0, u(0), v(0))

Etant données deux fonctiopsI — R et0:1— R, on peut définir la courbe paramétr(é;e?) par

F()=p(0UO1)

PROPOSITIONG.10 © Calcul de la vitesse et de I'accélération dans le repére pata

F ()= ' (OU(BD)+p0' (DT (0(0) | et F (1) = [" (1) —p(0%(1)] 7 (B(1) + [20" (1O (1) + p(1)0” (1] T (8(2))

Démonstration Il suffit d’appliquer les formules de dérivation usuellessaique les relation% =7 et% =-u
6.3.2 Etude d’une courbep = f(6). F'(6)
On considére une courbe polaire
YC) 9
p=10) !
ou f:1— R est une fonction de classg(k), (aveck = 2). C'est I'ensemble
des points du plan de coordonnées polajpeB) liés par cette relation. Notre M(©)

but est de tracer une telle courbe.

1 Une courbe polaire est une courbe paramétrée particul@r(é)::

p(0) u(0), PO

x(0) =p(O)cosO u(0)
y(©@) =p(®)sind 0

2 Recherche des symétries éventuelles :
Il estimportant, avant de commencer I'étude d’'une courbeigode FIGURE 6.5 — L'angleV(8) : tanV(6)
réduire l'intervalle d’étude. Quelques exemples : p©)

— Sip(0) estT périodique, ave® = sz o)
— Sip(-0) =+p(0),
— Sip(6y—6) = +p(®).
3 Etude locale _
— On exprimeF’ (8) dans la baséu (8), v (9)) :

F©) =p T +p@)T

— Les points stationnaires ne peuvent correspondre qu'saaga au pdle. On obtient I'allure locale de
la courbe en examinant le sighe @eun point stationnaire pour une courbe polaire ne peut &trenqg
point ordinaire(p change de signe) ou wabroussement de premiéere espgcee change pas de signe) ;

— Enun pointdifférent de I'origine (donc régulier) \&i0) est I'angle entre la droit®®M(0)) et la tangente
ala courbe eMM(0), alors :

tanV(0) = @

p'(0)

— Si pour une valeur donnée @ep’(6) =0 alorsﬁ(e) est colinéaire av (0) et on dit quef;(e) est
orthoradial

4 Etude des branches infinies :
— Elles se produisent lorsqpéd) PEPR ;
—Yo
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— Sifp = km, (Ox) est direction asymptotique. Il suffit d’étudier :
y(©) =p(6)sin6
— Si0g =2+, il suffit d étudier :
x(0) =p(0) cosO
— Sinon, on fait I'étude dans le repére polaigi (o), 7V (8p)) :
Y(0) = p(0)sin(0 - 0o)

5 Branches infinies spirales :
- Sip®) 9—’ 00,

— Sip(® P R, on a un cercle ou un point asymptote ;
— 00

Y=1
Y X
M(6) Do,
P® X(0)
06— 0,
Y(0)
v (0p) G
@ u (0p)

FIGURE 6.6 — Recherche d’asymptot& () = p(0) sin(6 — 6¢) PP l
—Y0

6.3.3 La cardioide
Etudions la cardioide. Cette courbe est donnée par I'ésuptlaire
p=a(l+cosB) (a>0).

Nous allons nous limiter au cas @t 1, le cas général se traite de maniére identique.
1 Lafonctionp est définie suR

2 Elle est2n-périodique donc il suffit de travailler sur un intervalleldagueur2r. Commep est impaire, on peut
étudier la courbe pouW € [0, 7], on déduira la partie manquante par la symétrie diaxe.

3 Pourtoutd € [0,m], p’ (B) = —sin6. On en déduit les variations ge

0|0 3 bl

o - -1 - 0

2
\ )
p(0) \\\0

On remarque que la courbe présente un vecteur tangentadthbgquand = 0.

4 La courbe présente un point stationnaireédenn. Commep ne change pas de signe en ce point, on a un point de
rebroussement de premiére espéce.

5 La courbe ne présente pas de branche infinie.
6 Représentation graphique :
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FIGURE 6.7 — Cardioide : On effectue d’abord le tracé de la portionaebe étudiée puis on compléte le dessin par la
symétrie d'axgOx)

6.3.4 La strophoide droite

C’est la courbe polaire d’équation
cos20

cos0
aveca > 0. On se borne a étudier la courbe dans lecad.

1 Lafonctionp est définie poub # n/2 [n].

2 Il suffit de travailler sur un intervalle de longuetit carp est2n-périodique. Maisv6 #
7/2 [n], p(m—0) = —p(0). On peut donc travailler sur un intervalle de longuguEnfin,
commep est paire, la courbe présente une symétrie di@® et il suffit de I'étudier sur
I1=10,m/2][.

3 Pourtoutd € I, on montre avec les formules de trigonométrie que

cos20 1
0) = = 0———
PO cosB cos C

doncp’ (0) = —2sin6 - 552299 qui est négative sur. On calcule aussi facilement qpene
s'annule qu’en un seul point de nt/4. On en déduit les variations g@e

0 |0 /4 /2
PO - -2v2 -
1\\\\

0
p(6) \—oo

On remarque que le vecteur tangent & la courbe en le pointrdemp&ed = 0 est orthora-

dial. FIGURE 6.8 -
4 La courbe ne présente pas de point stationnaire. Strophoide droite

5 Par contre, on remarque une branche infinie quardt/2~. Comme :

x =p(0)cosO = cos(20) -1 et y=p(0)sind

0—m/2- 0—m/2™

—00,

on en déduit que la droite= —1 est asymptote a cette branche infinie. La courbe de plus
se trouve a droite de cette asymptote.

6 On en déduit alors le graphe de la courbe.
Remarque 6.10 \oir les sites web suivants :

http://www.mathcurve.com/courbes2d/courbes2d.shtml
http://perso.wanadoo.fr/jpg/courbes/index.htm
http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Cu rves.html
http://mathworld.wolfram.com/

pour les propriétés des courbes classiques avec des amisati
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6.4 Exercices

Dans tous les exercices de ce chapitre, on considere le ptdidien &2 muni d’un repére orthonormé dire@, 7, ).

6.4.1 Fonctions vectorielles

Exercice 6.1 Q0
On considére le mouvement d’un powitt) dans le plan au cours du temps. On suppose que ce mouvemeétest
par une fonction vectoriellg :1— 2 de class&? et ne s’annulant pas appelée vecteur position du paindn a

donc : _
Viel, OM(t)= f (1)

On appellera vecteur vitesse et vecteur accélération cht pba l'instantt les vecteursv (t) := 7’(1?) etd(:=
?N (Z’)
1. Onsuppose que le mouvement du pMrest circulaire de centke, c’est-a-dire que — “ OM(D) “ est constante.
Montrer qu’alors les vecteurs position et vitesse sontagrtimaux pour toute 1.
2. On suppose maintenant que le mouvement du paimy est a accélération de centbe ce qui signifie que a
chaque instant, son vecteur accélération est colinéaime éexteur position. Montrer alors que- det (O—M ®,v (t))
est constante.

3. Montrer que si le mouvement du powitest a la fois circulaire et a accélération de cebtedors il est uniforme
(c’est-a-dire que la norme de son vecteur vitesse est aupjta

Solution :
I — R

 — [7ol

? ne s’annule pas sdir Pour toutt € 1 :

A1

1. Considéron8; : { . Cette application est de clagse surl car c’est le cas dg et parce qu

Foifw

e’1 (1) = — =
|[7o]

ce qui améne(‘? (1) |? (1)). Les vecteur®M (1) etV (r) sont donc bien orthogonaux.
I — R

—_ 1 s
fo— det(f(ﬂ,?(t)) est de class&" surl et pourtouttel .

2. L’application 0, : {

0} (1) = det(7 (1), 7 () +det( £ (1,4 (1) =0.

Donc8, est constante.
3. Sile mouvement est a la fois circulaire et a accélératéooenntred alors, pour tout € 1, le vecteur vitesse (t)
est orthogonal au vecteur positioi (t). L'angle formé par ces deux vecteurs est congrizamodulon, donc ;

‘det(OTvl(t),?(t)H ”OT\/I(t)”.H?(r)H sin(O_h)dm(t))‘

|oMo|. |7 @]

Comme ce déterminant #ﬁ/l(n H ne dépendent pas du temps, on en déduit|qiiér)| est aussi indépendgnt
du temps.

6.4.2 Courbes en coordonnées cartésiennes

Exercice 6.2 Q
Etudier la courbe paramétrée donnée par :

x(1) =

wa | —
+
\S}

y()=
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Solution :
1. Les fonctions: ety sont définies suR*.
2. La courbe ne présente pas de symétrie évidente.
3. Les fonctionsc ety sont dérivables stR* et pour toutr e R* :

1 2(3-1
x'(t):—? et y’(t):%.
On en déduit le tableau de variation suivant :
r |—oo 1 +00

x' (1)

41 -

og_m

e

x(1) ™~ 0
+00 +00 +00
- . - . ; P

¥ (@) - - 0 +

4. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. La courbe admet quatre branches infinies b, la courbe admet une asymptote verticale d'équatien.
Etudions les branches infinies quang 0" et quand — 0~. SoitteR*. Ona:

Y _

3 2
=r°'+2—2 et H-2x()=t"——0
X (1) t—0 y ) =2x(2) t—0

donc la droite d’équatiop = 2x est asymptote a la courbe quané 0* et quand — 0~. De plus, la courbe es

toujours au dessus de cette asymptote.
6. On en déduit I'allure de la courbe :

9
’
’
2
7
7
7
2 7
1 7/
7
1 2

Exercice 6.3 Q
3t

o i g XD =
Etudier la courbe paramétrée définie %ar , 15;53
=95

Solution :
1. Les fonctions: ety sont définies SUR\ {—1}.
2. Restriction de l'intervalle d’étude. Site R* \{-1}, x(1/t) = y (¢) ety (1/t) = x(t). On peut restreindre I'étude

I1=1-1,1], on déduira la partie manquante de la courbe par une syrpéiriapport a la bissectrice principale
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3. Variations. Soitt € 1. On calcule ,
1-2¢

/

_ 1=

*(0=3 ey (0= (+6%)>?
On en déduit le tableau de variation suivants :
r |-1 0 2_% 1
X () + + 0 - -3
2
3
x (1) ’ o~ 3

0
oo e
+00
y(t) S
(0]

~
-

-

Wl

2

N[

¥y () -

+

+

3
4

4. Etude du point stationnaire.La courbe ne posséde pas de point stationnaire.

5. Etude de la branche infinie On a une branche infinie quamdend vers-1*. Comme

_ t
commey (t) + x(t) =3 -l 1

vers—1*. De plus iy (1) = (=x (1) - 1) = 75
Cette courbe est un folium de Descartes.

(t+1)?

x()

y@) ;

t—-1*

—— —1, la droite d’équatiory = —x — 1 est asymptote a la courbe quanténd|

-s—— = 0. La courbe est donc au dessus de I'asymptote.

-1 et

\ 2
N
N
AN
N 1
N
N
N
N
-3 =2 -1 1 2
AN
_1\
AN
N
N
—2 N
A\
AN
N
_3 \\
AN
Exercice 6.4 QO
. | x()= — 2
Etudier la courbe paramétrée définie par ;st
YO=1"0

Solution :
1. Les fonctions ety sont définies SUR\ {+1}.

2. Restriction de l'intervalle d’étude. Comme pourtoute R\{+1}, x (—t) = x(t) ety (—t) = —y (£), la courbe adme
I'axe (Ox) comme axe de symétrie et on restreint I'étude-& ., \ {1}. Il n’y a pas d’autre symétrie évidente.

3. Variations. Soitt €1. On calcule

x'(n= y'@=-

2t
(1-2)°

22 -3)

(r—1)2(t+1)2
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On en déduit le tableau de variation suivant :

t |0 1 V3

X' + + +

+00 0
x(1) 1/ /

_1
—oo/ 2
y(1) +00 _3v3

0/ _OO/ 2 \_OO

y(no + + -

4. Etude du point stationnaire Le point de paramétre= 0 est stationnaire. Comme

B
yo -y 172 0,

x(H)—x(0) ﬁ_l 1—0

la courbe admet une tangente horizontale en ce point.

5. Etude des branches infiniesLa courbe présente plusieurs branches infinies.
— Quandt — -1, on forme le quotien(t)/ x(t) et on calcule sa limite quand- —1 qui vautl. Puis

O B£-1 P+r+1 3
— X = = — —_ s — —
y 1-12 t+1 =1 2

donc la droite d’équatiop = x—3/2 est asymptote aux branches infinies quarel* ett — 1-. Etudions I3
position de la courbe par rapport & 'asymptote. Elle eshéerpar le signe dg(t) — x(t) +3/2=—-1/2(2¢ +
1)(t—1)/(t+1) qui est toujours positif quandest proche dé par valeurs inférieures et négatif quand il lest
proche del par valeurs supérieures. La courbe est donc au dessus yefitite dans le premier cas et|en
dessous dans le second.

— Quand: — +oo, la courbe admet I'axe vertical comme asymptote.

Exercice 6.5 ©
. 1) =sin (2t
Etudier la courbe paramétrée définie /{gr( ) =sin(2)
y(t) =cos(31)

251



Solution :
1. Les fonctions: ety sont définies SuUR.

2. Restriction de l'intervalle d’étude. x et y sont2m périodiques. On se restreint(an,n]. x(—t) = —x(t) et
y(=1t) =y (1). On a donc une symétrie d'akey et on travaille sufo,n]. Maisx (n — t) = sin (21 — 2t) = —sin2t =
—x(t) et y(m—1) = cos3n—3¢ = cos(n—3t) = —cos3t = —y(t). On a donc une symétrie de centeet on
travaillera suf = [0, 3 ].

3. Variations. Soitt €1. On calcule
x'(f)=2cos(2t) y'(r)=-3sin(31)

Par conséquent :
x’(t);Oc»te[o,E] et y’(t)g()(:,te[f,f]
4 3 2

On en déduit le tableau de variation suivants :

t |0 i 3 3

Yo + 0 - - n
1

sl \§

1
\ \/E
t == 0
J’() 2\_1/

y (o - - 0 + 3

4. Etude du point stationnaire La courbe ne présente pas de point stationnaire.
5. Etude de la branche infinie La courbe ne présente pas de branche infinie.

Il s’agit d’une courbe de Lissajoux.

Exercice 6.6 QO

sint
X = —
= 1 Atré Afinig 1+ COS2 t
Etudier la courbe paramétrée définie gar " sin Fos sk
T = T cost 1

Solution :
1. Les fonctions: ety sont définies SuUR.

2. Restriction de l'intervalle d’étude. x ety sont2n périodiques, on travaille donc si#mn, nl. De plus,x(—t) =
—x(t) ety(—t) = —y (). On peut restreindre l'intervalle d'étudd@n] et on déduira la partie manquante d¢ la
courbe par la symétrie de cenfve De plus :x(n—t) = x(t) ety (n—t) = —y(¢). La courbe admet donc comme
axe de de symétrie 'ax®x) et on I'étudiera sufo, 3 |

3. Variations. Soitt € 1. On calcule
(3-cos?()cos(t) b 3cos? (1) -1
(1+cos? (1)) (1+cos? (1))*

X' (1) =

Y
=

Surl, x' est toujours positivey' est du signe dé cos? (t) — 1 et, en notani = arccos @ est donc positive s
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t € [0,a] et négative sinon. Remarquons que coneosax = @ et commexe [0,7], sina = @. On en déduit I
tableau de variation suivant :

t |0 o

X (0|3

. N

0) V2
P T
ywi + 0 - -1

4. Etude des points stationnaires, des branches infinidsa courbe ne présente ni point stationnaire, ni brafche
infinie.
Cette courbe s’appelle une lemniscate de Bernoulli.

Exercice 6.7 QO
On considére la courbe paramétrédonnée par :

{ x()=t—tht

(1= L
y "~ cht

et appelédractrice
1. Donner le domaine de définition deet y.
Montrer qud” admet une propriété de symétrie qui permet de réduire sabe étun intervalle qu’'on précisera.
Etudier les variations deety.
Etudier les branches infinies be

Préciser la nature du poiitde parametre ainsi que la tangente en ce point.

S 0 A W N

Tracer la courbe.

(a) Pour tout réetf > 0, déterminer une équation cartésienne de la tangenéd” au pointM (t) de paramétre
.

(b) Cette tangente recoupe I'axe des abscisses en uripaintlont on déterminera les coordonnées.
(c) Déterminer la distandd (1) N (1).
(d) Préciser la nature du mouvement du pdift).

Solution :

1. Les fonctions: ety sont définies SuUR..

2. Restriction de l'intervalle d'étude.Sit e R, on a :x(—t) = —x(t) ety (—t) = y(¢). On restreint alors I'étude|a
I=R} et on déduira la partie de courbe manquante par la syméaiey).

3. Variations. Soitt € 1. On calcule n
sht

Xd(=th*t y'(n=-
v ch?r
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On en déduit le tableau de variation suivants :

t |0 +00
x' (0o +
+00
x (1)
0/
1
0 T
0
ymo -

4. Etude du point stationnaire Le seul point stationnaire est celui de parameét®. On a

ch? (-2

"(t)=—-2th(t)(-1+th? (¢ ") =
x"(0) (0 ) ¥y =0

doncx” (0) =0 ety” (0) = —1. La courbe admet alors une tangente verticale au poinostedire. Par symétrie, an
en déduit que le point stationnaire est un point de rebronesede premiére espéce.

5. Etude de la branche infinie La courbe admet une asymptote horizontale d’équatierd quandt tend vers

+00.

-1
6. Soitt > 0. Un vecteur directeur a la tangente a la courbe au paimle paramétre est celui de coordonnéps
sht . L L L L .
(x' 0,y @) = (th2 t,—h—z) ou encore celui de coordonnéesh t,—1) qui lui est colinéaire. Une équatipn
C

cartésienne de cette tangente est cﬁan@h(t) y—t=0 ‘ Les coordonnées du poiktsont alor<t,0) et il décrit
bien un mouvement rectiligne uniforme. De plus :

1
NM2 = (x(0)— 02+ (y(0)* = th® t+ —— =1
(x() -1 +(y (1) o

doncNM =1.

Exercice 6.8 QO
On se donne la courbe paramétrée

x() =2+
r: 2t—1

y =1~

2t+1

1. Préciser le domaine de définition flet — (x(1), y(t)). Etudier ensuite les variations deet dey en fonction
du parameétre.
2. (a) Quelle est la nature des branches infinies lesquet tend verstoo.

(b) Montrer que lorsquetend vers‘z—1 (respectivemerg), I’ posséde une asymptote dont on précisera lI'équa-
tion. Préciser la position de la courbe par rapport a cejtmptote. de la tangente en ce point.

(c) Tracer le support de.
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Solution :
1. x ety sont définies sur=R\ {J_r%}. La courbe ne présente pas de symétrie évidenter 8ditOn a :

_8t(t-1)

AB+4+1+1 20+ 1) (47 +1)
@t-1)? -

2t+1)? 2t+1)?

x' (1) et y (=2

la factorisation du numérateur gleétant obtenue en remarquant gueest une racine évidente dle® +41>+t+1.
On en déduit le tableau de variation suivant :

r |-oo -1 = 0

Nl
[
+
8

1
2

X' (1) + + + 0 - - 0 +

TN

|
Nlw

[OSTEN]

x (1)

o - T
+oo\ /+oo /+oo

2

wino

+oo\3
o
o
y(@) —oo/1

¥y () - 0 + + + + +

. t t o
2. (a) On vérifie que& —— 400 et Yo —oo. Ces deux branches infinies sont donc des bran
X (1) t—+oo X (1) t—+oo

paraboliques de directiay.

(b) Lorsquet tend vers%1 I admet une asymptote verticale d’équanm-% et quand tend ver% I' admet
une asymptote horizontale d’équatipg —i.
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Exercice 6.5 QO

A = sin® t
Etudier la courbe donnée p * 0 = 2+sint -
y(t) =cost

/\\ Attention 6.10 La correction de cet exercice utilise les équivalents.

Solution :

1. x ety sont définies suR. Ces deux fonctions soatt-périodiques. On peut restreindre le domaine d’étufle a
[-n,n1]. De plus, sit est élément de ce segment(n—t) = x(t) ety (n—t) = —y(t). On peut alors restreindre |le
domaine d'étude &= [-7, % |. On obtiendra la partie manquante de la courbe par une sigmiéixeOx.

2. Soittel: i i
_ sintcos t(4+sint)

/
t
() (2 +sin 1)2

et y'(1)=-sint

Commecos est positif suff, x' (t) est du signe dein t. On en déduit le tableau de variations :

|- 0

SE]

X@®mo - 0 +

1

x(0) \0/
1

y(®| 0 SN 0

ymllT + 0 - -1

wi— O (A

L’'unique point ou la courbe est singuliére est celui de patagt = 0. On lit dans le tableau de variation qug la
courbe admet une tangente verticale en le point de parameétré ainsi qu’en celui de parametre- 5.

3. En utilisant les formules usuelles d’équivalent :

y(@)=y(0) (cost—1)(2+sint) ) _
x(t)—x(0) sin? ¢ —0 f2

La courbe admet donc en le point singulier une tang&rite pente-1. Une équation cartésienne feest alors
y=—-x+1.

4. Soitte1. La position du poinM par rapport &\ est donnée par le signe gdét) + x(1)—1 :
sin® ¢

2+sint

2cost+sintcost+1—cos’t—2—sint

COSt+

y@)+x(r)—-1

2+sint
—(cos? t—2cost+1)+sintcoss—sin ¢

2+sint
—(cost—1)%+sint(cost—1)

2+sint
(cost—1)(1—cost+sint)

2+sint
V2 (cost—1) (% —cos(t+ %))

2+sint

et le signe de cette expression est donnée par celég deos (1 +7) qui est positif sit est proche de et positif
et qui est négatif si est proche dé et négatif. Par conséquent, au voisinage du point singldieourbe est epn
dessus de la tangente pour les temps positifs et en dessaugptemps négatifs. Le point singulier est don¢ un
point de rebroussement de premiére espéce.

5. Représentation graphique :
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Il s’agit d’un bicorne.

Exercice 6.1C ViV

Etudier la courbe paramétrée :

» ?+1

X =
21,‘2—tl

v = P

On montrera I'existence d’une parabole asymptote.
/\ Attention 6.11 Les développements limités sont utilisés dans la cornectiol’exercice

Solution :
1. Domaine de définition : D, =D, =R\ {0}.
2. Restriction de l'intervalle d’étude : Pas de symétrie évidente.
3. Variations : On calcule

(r-1)(+1) -2(t-1)
Y)=——5— V(O=—F—
t |—oo -1 0 1 +00
X' (1) + 0 - - 0 +
=l +00 +00
. —oo/ \—oo \1/
0
AN NG
v —oo || —oco 0
¥y (@ - -4 - + 0 -

En tracant le tableau de variations, on trouve un pointstatireM(1), et une branche infinie lorsque- 0.
. Etude du point stationnaire : en posanh = x— 1, on trouve
m (-1

n 3
+2 (4)+o(h)

1

1

h2(1
+_

F’(h):F(Hh):( =

et donc le point stationnaire est un point de rebroussengeptemiére espéce, de tangente dirigée par le ve
u=01,-2).

. Etude des branches infinies :Lorsquet — +oco, commey(t) — 0, la droite(Ox) est asymptote, et le tableau
variations donne la position de la courbe par rapport a ifgspte.

Pour I'étude de la branche infinie eg 0, écrivons
x(O=1t/2+1/2t), yt)=-1/>+2/t
et calculons (pour éliminer les termesen?) :
y( +4x> () =2+2/t+1°

Eliminons ensuite les termes divergents énen calculant

cteur

de

y(6) +4x2 () —4x(t) =2+2/t + 1*
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d’ou l'on tire que
y(0) +4x% (1) —4x(t) -2 ~ -2t

et donc la parabole d’équatign= —4x> + 4x— 2 est asymptote a la courbe, et lorsque 0", la courbe est situd
localement au dessous de la parabole, et lorsge16~, elle est située localement au dessus de la parabole

Exercice 6.11  OQ
Construire la courbe paramétrée :

x(t) =

2 _
t21

yn=s3

Déterminer ensuite les coordonnées du point doLibtenontrer que les tangenteslesont orthogonales.
/\ Attention 6.12 Les développements limités sont utilisés dans la cornectiol’exercice

Solution :
1. Domaine de définition : D, =R\ {-1,1} etD, =R\ {1}.
2. Restriction de l'intervalle d’étude : Pas de restrictions apparentes.
3. Variations : On trouve que

x,(t)z—ﬂ y’(t)zm
(2-1)2’ (t-1)?
t |—-oo -1 0 1 2 +00
X' () - -1 - - -5/9 -

0 +00 +00
. -0 o~ 0 o~ 2/3
x (1) \—oo \ 0

1 / 0 \ +oo\ . /+oo

(e,0]

y(t) —oo/

Y@ + 3/2 + 0 - -0 4

Le tableau de variations montre deux points ordinaires getate horizontaleN (0) = (0,0) etM(2) = (2/3,4).
4. Points stationnaires : Il n’y a pas de points stationnaires.

5. Branches infinies : Lorsquet — +oo, le tableau de variations montre que la dr¢ie) est asymptote, et on |i

la position de la courbe par rapport a cette asymptote. Deenémsquer — —1, la droite d’équatiory = —1/2
est asymptote au vu du tableau de variations.
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Pour I'étude de la branche infinie, lorsqtie- 1 et en posant =t—1 :

1
x(h) = h+ o (h), et y(W=—+2+h+ o (h)
h—0 h h—0

2h4 8
etdonc, lorsque — 1,
3 5
—2x()—= ~ =(t-1
y() = 2x(1) 21 (-1
la droitey = 2x +3/2 est asymptote. Lorsque— 17!, la courbe arrive a gauche en dessous, et lorsqué™, la
courbe arrive sur I'asymptote a droite au dessus.

6. Coordonnées du point double : Cherchons le point doubl = M(t;) = M(t,) avect; # t,. On doit avoir

n(tz-1) =nE-1)
Z(p-1) =15(n-1)

et en mettantt; — t,) en facteur,

hi+1 =0
{tltg—(t1+ ) =0
Par conséquent, t, = —1 ett; + t, = —1. Les deux valeurs ett, sont racines du trinbme
T2+T-1=0
Le point double a pour coordonnées
= h _ b _h-b _ 1 _ 1

2-1 -1 £2-12 u+tp

etde mémey=-1.1=(-1,-1).
7. Tangentes orthogonales au point double Les deux tangentes au point doubles sont dirigées par lésurg
F (t1) etF’(tg) Il suffit de montrer que ces deux vecteurs sont orthogon@alculons leur produit scalaire :

s=(F o) 1F (1)) = x' ()2 () + Y (1)y (1)

On calcule
B (t12+1)(t22+1) hi(h-2)(r-2) (t1t2)2+(tf+t22)+1 nip[tt—2(0 + 1) +4]
(-2 -D*  -D*R-1D* [(qp2-E+D)+1)]° [ab-(+n)+1)

Mais t? + t5 = (t1 + 1)* — 211 , = 3, et finalement
1+3+1 -1+2+4
T1-3+12 (-1+1+1)2
Ce qui montre que les deux tangentes sont orthogonales.
8. Tracé:

=5-5

Il
(e]

7
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Exercice 6.12 VIV

Construire la courbe

t?)
x(t) =
() 3r+1
o - 32
y T 3r+1

/\ Attention 6.13 Les développements limités sont utilisés dans la corneckiol’exercice

Solution :
1. Domaine de définition : Les fonctionsc ety sont définies sur=R\ {1/3}.
2. Symeétries :Il n’y a pas de symétrie évidente.
3. Variations : Sitel alors:

, 3r22t+1) 3t(3t+2)
x(t)=7 =
(Bt+1)2 (3t+1)2
t -2 -3 -1/3 0
x' (1) - —4/9 - 0 + + 0 +

+00 +00 +00
™~ 8/27 0///2
x(8) \\\\ 1/4 ///2 —oo///z

—4/3 +00 +00
—69 / \ —3/2 \ \ 0 /
y (1) —00

¥y (@ + 0 - -3 - - 0 +

4. Points stationnaires :0n remarque que la courbe admet un point stationnaire-eén Etudions cette singularite :

s - -

y(t) t—0

Le point stationnaire est donc un point de rebroussementaieipre espéce.
5. Branches infinies :0On a une branche infinie potr +oo :

1 1 ¢ 1 1
X(t)=——+—-=+ 0 (t) € yt)=——--+t+ o (t
@ 8lr 27 9 t—'+oo() y(@® 9t 3 t—»+oo()

Donc :

3x(D- O - 2y +i =2t o ap
y 37 9 27t i—+oo

2 , 1 Co].
Cette branche admet donc une parabole asymptote d’équatiery? — J§/ + ol 0. On a une autre branche infinjie

pourt — —3. Avecu=t-1/3

1 u
x(u) ——m+§—§+ugo(u) et yu)=

ou 374,
dou: .
y@) +9x(w) - - =-2u+ o (u
3 u—0

En conclusion, la droite d’équatign= —9x + 1/3 est asymptote a cette branche infinie et la courbe est sitlée e

dessous de I'asymptotesk —1/3 et au dessus si< —1/3.
6. Tracé:
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Exercice 6.1 Q0
On considére la famille de courbes paramétrées :

x(t) = cos® r+msint y() = sin® t+ mcost

1. Faire I'étude d€,.
2. Pour quelles valeurs de, la courbeC,, admet-elle des points stationnaires ?
3. Trouver I'équation paramétrique de I'ensemble des pa@tationnaires et représenter cet ensemble.

Solution :
1. \oir I'exercice 6.4.
2. Recherche des points stationnaires dé,, :

x'(f)=cost(m—3sintcost) ' (t)=sint(3sintcost—m)

. . . ) 33 3 .
Une condition nécessaire et suffisante estmwze[—i, E]’ avecm = E sin(2t).

3. Lieu des pts stationnaires .on montre par double inclusion que c’est la courbe paramétré

x(t) =cost(1+2sin®¢) y(t)=sint(1+2cos®¢)

4. Etude de cette courbe 1es fonctionsc ety sont définies suR. Elles sonen périodiques don on peut travailler
sur[-m, 7. x est paire ey impaire, donc on peut limiter I'étude(@, 1] et déduire la partie restante de la courbe
par la symétrie d’ax€Ox). Pour toutt dans cet intervalley (mn—t) = —x(t) ety (m—t) = y(¢). On a donc aussi
une symétrie d'ax¢Oy) et on travaille suf0,n/2]. Enfin, x(n/2—1) = y(t) ety (m/2—1) = x(r) On travaille
finalement suro, 71 et la courbe présente aussi une symetrie par rapport a laigreetissectrice. Pour tolit
te[0,%1, on calcule

x'(1) =-3sin(1)[1-2cos? ]
y'(t) =3cos(t)[1-2sin?¢]

et on en déduit le tableau de variations et le tracé :
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/4

X@®o + o0 -2 1

V2
xl/
V2
y 0o -2

ymi3 + o

Remarquons qu’on a un point stationnairetea 3. En raison des symétries, c'est nécessairement un |point
rebroussement de premiére espéce.

Exercice 6.14  QQQ
On considére la courbe paramétrée
x() =t?-2t
{y(t) =233
Tracer cette courbe et étudier le point stationnaire.
Ecrire I'équation cartésienne de la tangenifeen un poind(t) ordinaire.

A quelle condition sury, t, les tangentes issues des points ordinaites) etM(t,) sont-elles orthogonales ?

A WO DN R

. . X . < . . .
Soit un poinM|” . Trouver une condition nécessaire pour qué/egoient issues deux tangentes orthogonales

ar.

Solution :

1. Les fonctions: ety sont définies suR. Il n’y a pas de symétrie évidente. Pour toatR
X ()=2(t-1) et y(=6t(-1).

On en déduit les variations deety :

t |—o0 0 1 +00
x' (1) - =2 - 0 +
+00
\‘ 0 +00
x(8) \—1/
0 +00
) _Oo/ \_1/
¥y () + 0 - 0 +

Le point de parameétreest stationnaire.On écrit :

et

x (1)

=—1+(r-1)?

x (1)
y(0)

et y()=-1+3(t-D*+2(t-1)3

(1 2 1 3 0
_(_1)+(t 1) (3)+(t 1) (2)

On a donc un point de rebroussement de premiére espéce, rave¢angente de perde La courbe présente des

branches infinies quand— +co. On ay (1) /x (1) = (262 -3t?)/(* —2¢) = t(2-3/1) (1 -2/ 1)
ces branches sont de type parabolique de dire{@gm.

+o0 donc|
[—+o00
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2. Latangent&; a la courbe en un point de paramétre 1 est dirigée par le vecte(x’ (t),y' (t)) ou encore pg
celui de coordonnéeg,3t). Une équation d&, est de la forme 3tx—y+c =0 ol c € R. CommeM(t) =
(x(),y () €Ty, il vientc = —1> + 3¢> et donc

T;: 3tx—y—t3+3t2=0‘.

3. On traduit I'orthogonalité des tangentes ]D_étTTZ =0, c’est-a-dir.

4. Le pointM appartient & la tangente issueMé) si et seulement siest racine du polynébme

P(t)=13-32-3xt+y=0.

Si 11, 1, t3 désignent les trois racines complexes de ce polynéme, leatufi vérifiet, t,t3 = —y. D'aprés I3
question précédente, on doit aveji= 9y qui doit étre racine dB, c'est-a-dire

Y93y -3x9%y—3x9x+1) =0

etsiy # 0, on reconnait I'’équation d’une parabole.

S

6.4.3 Courbes polaires

Exercice 6.15 O
Tracer la courbe polaigg= 1+ tan g On précisera les coordonnées du point double.

Solution :
1. Domaine de définition dep : La fonctionp est définie suR \ {2k + 1)m; k € Z}.
2. Restriction de l'intervalle d’étude : Puisquep(6 +21) = p(0), M(8 +21) = M(0) et il suffit donc de faire I'étud
sur[0, 2m].
3. Tableau de signe de : Il est clair quep est croissante, et s’annule &/ 2.

06/0 /2 b 3n/2 27

+00 1
1/ i / —oo/ " /

(D
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7.

. Passage au pble ie passage au pble correspond a un point ordinaire, a tangerticale ¢ change de signe).
. Branche infinie : lorsqueb — m. Il y a une direction asymptotique horizontale. Pour cherechme droite asym

. Point double : On voit sur le dessin que le point double vériigd,) = M(0, + 1) avech, € [0,1/2], c’est-a-dire

tote, étudiong (0) = p(0) sin6. En posant = 0—n, y(u) = y(m+u) = —sin u+2cos?(u/2) = 2—u+o(u). La droite
d’équationy = 2 est donc asymptote a la courbe, et lors§ue n~, la courbe arrive sur I'asymptote, et lorsd
0 — nt*, la courbe arrive sous l'asymptote.

p(01) =—p(O1 +m)

En posant =tan(8,/2), on obtient
£ +2t-1=0

c’est-a-diret = v/2 -1 (pour avoird, € [0,m/2]. Alors si le point double a pour coordonnéds= (xi, x), on
trouve, puisque(9;) = v2, que :

1-¢2
x1 =p(01)cos(B) = \/51 2 1
=p(0;)sin(0;) = v2 2t
y1=p0) )= 1+2

Donc le point double e® = (1,1).
Représentation graphique :

ue

Exercice 6.1¢€ Q

Tracer la courbe polaing= cos(30).

Solution :
1. Domaine de définition dep : p est définie SuR.
2. Restriction de l'intervalle d'étude : Soit6 € R.
— p(®+271/3) = p(0), doncM(6 + 21/3) est 'image du poinM(0) par la rotation de centie et d’angle2n/3. Il
suffit de faire I'étude sur un intervalle de la formeea + 2n/3] ;
— p(0@+7/3) =—p(B), donc le poinM(0 + n/3) est 'image du poinM(0) par la rotation d’angle-2n/3. Il suffit
de faire I'étude sur un intervalle de longueus ;
— p(=8) =p(0), donc le poinM(-6) est le symétrique du poibd(0) par rapport a l'ax®x.
On fait donc I'étude sut0,m/6], et on compléte la courbe par symétrie par rappdtt@, puis par rotation
d’'angle-2n/3.
3. Variations : La fonctionp est décroissante sifi,n/6] et s’annule em/6. Commep’ s’annule er, la courbe

présente une tangente orthoradial®er0.

. Points stationnaires : Le passage au poéle est un point ordinairepcahange de signe donc il n’y a pas de pq

stationnaire.

. Branches infinies : Il n’y a pas de branche infinie.

bint

. Représentation graphique :
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Il s’agit d’un trifolium.

Exercice 6.17
Construire la courbe paramétrée

B sin0®
P Sin6—cosb
Solution :
— Domaine de définition : Le domaine de définition deestD, =R\ {n/4 + kn; k € Z} ; Remarquons que
2 in0
V0 e Dy, p(6)=—£ bk

2 cos(O+m/4)’

— Restriction du domaine d’étude : Soitf € Dy,.
— p(0+2m) =p(8), doncM(8 + 21t) = M(B). On n’étudie la courbe que sur un intervalle de la fofme + 2.
— p(0+m) = p(0) : le pointM(0 + 1) est le symétrique du poid(0) par rapport a l'origine. Il suffit de faire I'étud
sur l'intervallel = [0, 7] \ {r/4} et de compléter la courbe par une symétrie par rapport au pble
— Variations dep : Pour tout €1
1

!
h=-—
o (cosO —sin0)?

doncp est décroissante sifr,t/4[ et surm/4,7].

0 |0 /4 U
@)1 - -
p —00 0
— Point stationnaire : p s’annule e = 0 ou end = t en changeant de signe. Le passage au pdle correspond a ti

ordinaire a tangente horizontale.

— Etude de la branche infinie : lorsqued — mt/4. Un point de la courbe a pour coordonn&e®) = (x(0),y () ou

x(0) =p(0)cosO ety (0) =p(0)sin6. On calculey (0) / x (0) = tanO m 1. Puis
—T

1

sin 0O (sin® — cos0) . V2
y®-x® = sin@—cos® sin@ 0—m/d 2

donc la droitey = x+/2/2 est asymtote a la courbe quahée- /4. On aurait aussi pu procéder ainsi : on fait I'étd
dans le repére polair@y,4. Dans ce repére, le poibf(0) a pour ordonné&6) = p(0)sin(6 — nt/4), et en posar
h=0-m/4, on trouve que

Y(h) =Y(r/4+ h) = cosh(l +tanh) = 1+ h+ o(h)

Par conséquent, il y a une droite asymptote horizontalguditonY = 1 dans le repére polair@,,4, et lorsque
0 — n/471, la courbe arrive sous I'asymptote, et lorsue n/4*, elle arrive au dessus.
— Représentation graphique :

n poin

ide
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Exercice 6.1& (VIV)
Construire la courbe

p=1-tan20

Solution :
1. Domaine de définition : Le domaine de définition deestD, =R\ {n/4+kn/2 | k € Z}.

2. Restriction du domaine d’étude : Commetan estn périodiquep estn/2 périodique et il suffit de travailler stir
un intervalle de longueur/2 On travaillera sut = [0,7/2] \ {r/4}.

3. Variations dep : Pour touB €1, p' (0) =2 (1 + tan?26) doncp est croissante su®, nt/4[ et surim/4,7/2].

0 |0 n/8 n/4 n/2

o2 - -4 - - =
1

. +o0
. o .

4. Point stationnaire : La courbe ne présente pas de point stationnaire.
5. Etude de la branche infinie : lorsqued — n/4. Un point de la courbe a pour coordonn&e®) = (x(6),y (0))

oux(8)=p(0)cosb ety () =p(0)sind. On calculey (6) / x (0) = tan6 P 1. Puis
—TT
(cos26 —sin 20) (sin® — cos0)
0)-x0) =
y©)=x0) cos20
_ _2005(26+%)c0s(6+%)

cos20
cos(0+ %) -cos 20-212 2
= —cos(26+£) ( ;_1[) = 2 4 £
4 G+Z—§ cos(ZB—cos%T“) 0—-mn/4 2

en reconnaissant deux taux d’accroissement. Donc la greite++/2/2 est asymptote a la courbe quédne n/4.
Si on sait utiliser les équivalents, c’est un peu plus simple

cos(6+z) =sin(§—6) e_}~ﬂ/4§—6 et cos26=sin(g—6)e_’~n/4g—26

donc par produit d’équivalents :

0—n/a 2

y©®)-x® ~ —cos(20+7) V2
0—m/4 4

On en déduit de plus la position de la courbe par rapport grtiggote, elle est en dessous quéind n/4~ et ay
dessus quangl— n/4*.

6. Représentation graphique :
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// -2
-3
-4
Exercice 6.1¢ (V)
Construire la courbe
_ sin30
" sinB

Solution :

1. Domaine de définition La fonctionp est définie suR\ nZ. Mais en utilisant la trigonométrie, on montre @

VO e R,
chaque point daz. On travaille donc sur.

MaisV0 e R,

sin30 = 4sinOcos?0 —sin® doncvo € R\ nz,

p(0) =4cos?0—1 etp se prolonge par continuité ¢

. Restriction de l'intervalle d’étude. p est2n périodique et on travaille alors sur un intervalle de longuer.
p (0 +m) = p(0) donc on peut travailler sur un intervalle de longuguEnfin, comme est paire

son support admet une symétrie d’a®e:) et on étudie la courbe sUE [0,7/2].

. Variations. Pour touB € 1, p’ (8) = —8sin6 cos® = —4sin (20). Doncp’ est négative sur. On calcule facilemer

que les seuls points deou p s’annule sonb etw/2. Par ailleurs, le seul point deotp s’annule esti/3. On en|

déduit les variations de :

0 |0

/3

/2

p'(6)|0

-2v/3

- 0

p(0)

3\0

N

La courbe présente un vecteur tangent orthoradi@l-ef et en = /2.

4. Etude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Etude de la branche infinie La courbe ne présente pas de branche infinie.

6. Représentation graphique

ue
24

~

Exercice 6.2( (V)

Construire la courbe



Solution :
1. Domaine de définition La fonctionp est définie sur=R\ {2}.
2. Restriction de l'intervalle d'étude. La courbe ne présente pas de symétrie évidente.

3. Variations. Pour touB €1, p’ () = —1/(0—2). Doncp’ est négative sur On calcule facilement que le seul pg
del oup s'annule est. On en déduit les variations ge

0 |—oco 1 2 +00

p'(0) - -1 - -

1
\ 0 +00
p(6) s —00 o~ 1

Remarquons que la courbe passe par le pble qoiard

4. Etude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.

5. Etude des branches infiniesLa courbe présente des branches infinies q@and-co et quand — 2.
— Quand — +oo : commep (6) 1, la courbe admet le cercle unité comme cercle asymptote.eSH 3
(o0}

—+
l'intérieur du cercle quantl— —co et a I'extérieur quantl — +oo.
— Quand — 2 : on étudie la quantitg (8) / x (0) :

YO _p@sing _ an0 tan2
x( p(@)sind 0—2 )
On forme maintenant la quantité :
i 2—sin2 1 i =2
y(0)—tan2x(0) = p (0) (sinB —tan2cosB) = p () sinBcos2 —sin2cos b = sin(0-2) + w

cos2 cos2 0-2

En utilisant la limite usuellein x/ x L 1, on montre queg (8) - tan2x(6) — 1/ cos2. La droitey = tan2x+
1/ cos2 est donc asymptote a la courbe quénd 2.
6. Représentation graphique',
\ \

int
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Exercice 6.21 VIV
On considére le cercle

€:x°+y*=1

-2 . . o
et le pointA 0 Déterminer le lieu des projections orthogonaleadeir les tangentes au cercle.

. . t . . .
Solution :  Un point du cercle a pour coordonnéést) ‘Z?;t et la tangente eNI(t) a pour équation cartésienne

T;: costx+sinty=1

Le projeté orthogond(t) deA surT; vérifiep';ig = A+ AOM(r) et on trouve que
x(f) =-2+4+(14+2cost)cost
y() =(1+2cost)sint

En effectuant un changement de repére de cénfXe= x+2,Y = y), puisquer est I'angle entréOx) etAP(t), on a une
équation polaire de la courbe décrite par
p=1+2cosB
qu’on étudie.
1. Domaine de définition La fonctionp est définie SuR.

2. Restriction de l'intervalle d'étude. La fonctionp est paire etn-périodique. On travaillera str= [0, 1] et on
déduire la partie manquante de la courbe par une symétrie a).

3. Variations. Pour toub €1, p’ (8) = —2sin0. Doncp’ est négative sur. On calcule facilement que le seul point|de
I oup s’annule esen/3. La courbe présente un vecteur tangent orthoradialetm.

0 (0 2n/3 b
'@ - —-v3 - 0

3
~. o
p(0) S -1

Remarquons que la courbe passe par le pble qeiarid/3.
4. Etude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire.
5. Etude des branches infiniesLa courbe ne présente pas de branche infinie.

Vo \
-1 ) 2
_1 K
Exercice 6.2Z VIV

Une roue de rayohn roule sans glisser sur une roue de rayoiéterminer le lieu d’un point de la circonférence de
la roue de rayon.

6. Représentation graphique

C’est un limagon de Pascal.
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Solution : Dans un repére orthonornsé= (0,7, ), la roue de rayom est centrée e0, et la roue de rayoh est
centrée ert. NotonsP ['intersection des deux roues, ¥t le point de la circonférence. En notankangle (7,0P), a
I'angle (7,CM) ety I'angle (CP,CM), on a les relations

I+y—a=m

La condition de roulement sans glissement s'écrit
at=by

Donc six ety sont les coordonnées du powit

x=(a+b)cost—bcos((a+b)/bt)
y=(a+Db)sint—bsin((a+b)/bt)
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Chapitre

Coniques

Compared to what an ellipse can tell us, a circle has notloisgy.
Eric T. Bell.

Pour bien aborder ce chapitre

N~ 777
-k- .: {,!’I

Ellipse Parabole

Les coniques sont des courbes du plan étudiées depuis s §tkes I'ont été par Menechme ver@ ans avant J.C.
Puis par Archimede, Apollonius de Perge, ... lls les voyasemme les intersections d'un céne et d'un plan et les avaien
baptisées « sections coniques ». Suivant I'angle d'inidorade ce plan avec I'axe du cbne, on distingue différergs ca
(voir I'exercice 7.2 page 286) :

— Si cet angle est inférieur a I'angle d’ouverture du coneglotient une hyperbole.

— Sicet angle est supérieur a I'angle d’ouverture du conehtient une ellipse.

— Sicet angle est égal a I'angle d’ouverture du cdne, on obtiee parabole.

Mais d'autres situations peuvent se produire, ainsi sid@ pbntient le sommet du céne, l'intersection du plan et checd
peut étre formé de deux droites sécantes, ou d’'une seule dooi méme seulement de ce sommet. Ces coniques sont
dites dégénérées tandis que les trois premieres obtermiedites propres.

Il existe d’autres fagons d'introduire les coniques. Cedi'enue dans ce cours est appelée « définition monofocale des
conigues », ou « définition par foyer-directrice »(voir Ididiéion 7.1). On verra, avec la « définition bifocale »(var |
définition 7.17) un autre moyen de définir les coniques pmpre

Enfin, on peut voir les coniques comme la famille des courliegglan d’équation cartésienme? + 2bxy + cy? + dx +
ey+f=00uUa,b,cd,e, f €R. On apprendra dans le paragraphe 7.6 a étudier de telleseetr comment reconnaitre
parmi celles-ci les coniques propres.

Les coniques possédent de nombreuses propriétés géamstremarquables et on en étudiera quelques unes dans les
exercices de ce chapitre. On les retrouve en mains endegitsld nature. Kepler ai6® siécle a compris que les planétes
décrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deuxso@alilée au 7€ siécle découvre qu’un obus tiré d’'un canon
décrit une trajectoire parabolique. La trajectoire d’'uaméte cyclique est une ellipse et celle d’'une comeéte quivient
jamais est une parabole ou une hyperbole. Dans la vie caJraest grace aux propriétés géométriques des paraboles
que peuvent fonctionner les télescopes et les antenndsgfigeees (voir I'exercice 7.3 page 286).
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7.1 Définitions et premiéres propriétés
7.1.1 Définition monofocale

U Notation 7.1 Si A et B sont deux points du plan, on notedd@A, B) la distance dé\ a B, c’est-a-dire la norme du
vecteurAB.

(DEFINITION 7.1 @ Conique )

SoientZ une droite du planF un point du plan n'appartenant paget e un réel strictement positif. On appelle
coniquedefoyerF, dedirectrice 2 et d’excentricitée la courbe” formée des pointd du plan vérifiant :

dM,F)=edM, )

— Si0<e<1, ondit queé est uneellipse

— Sie=1, ondit que¥ est ungarabole

— Sie>1, ondit que? est unéhyperbole

(La droiteA passant paF et orthogonale & est appelée éixe focal

PROPOSITION7.1 ©
L'axe focal d’'une conique est un axe de symétrie de cetteqc@ni

Démonstration
H T » M
A
B F
!
H » M’
D

SoitM un point de la coniqu& de directrice?, de foyelF et d’excentricité. SoitA I'axe focal det’ et soitM’ 'image deM par la
réflexion d’axen. SoitH etH’ les projetés orthogonaux respectifsetM’ surZ. Les droites? etA sont perpendiculaires donc
dM',2)=H'M'=HM =d M, 2). CommeA est la médiatrice du segmeMM’] et queF € A, on a aussi (M',F) = d (M, F). Par
conséquend (M',F) = d (M, F) = ed (M, 2) = ed (M’, Z) ce qui prouve qudl’ € %

DEFINITION 7.2 © Paramétre

Soit% une conique de directricg, de foyerF et d’excentricité. Soitd = d(E 2). Le réelp = e d est appel@aramétr
de la coniques’.

Remarque 7.1 Le paramétre d’une coniqu€ correspond a la distance #ié chacun des deux points @ésitués sur
la droite passant patet paralléle & .

7.1.2 Equation cartésienne d’'une conique

H_J » M
H‘A
K| Vo, A
B
4#
D
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(PROPOSITION7.2 O Equation cartésienne d’'une conique
Soit ¢ une conigue de directrice’, de foyerF et d’excentricitée. Soit d = d(E Z)- Dans un repere orthonormal
(E 7,7) choisi en sorte qué& ait pour équation = —d (< 7 unitaire normal & et7 unitaire directeur pou®) ¢
a pour équation cartésienne :

2 +y? = (x+d)?

J

—

Démonstration SoitK le projeté orthogonal de sur la directrice?. On rapporte le plan au repé@(E 7, j) oui = ﬁ et

007 est directement orthogonal_é Remarquons quE dirige la directrice?. Posonsi = d(E 9) - La directrice, dans ce repére,

admet bien comme équation cartésienre—d. SoitM ;C/ Ona:

Me?4 << dMF=edM,9)
= d’MP =éd*M, D)
— xz+yz=62(x+d)2
d’ou I'équation cartésienne de la conique dahs

| Remarque 7.2 L'axe focal de la conique passe gaet est dirigé par_i). Son équation dang esty = 0.

Multimédia : Pour une directrice et un foyer fixés, on trace e n faisant varier e les
différentes coniques correspondantes.

7.1.3 Equation polaire d’une conique

On fixe un repere orthonormal du pIé(D,T,7).

( z
PROPOSITION7.3 © Equation polaire d’'une conigue

Soit2 la droite d’équation polaire = 05000 avech # 0. Alors une équation polaire de la conigdede foyerO,
— Yo
d’excentricitée et de directrice? est :

e ed
" 1+ ecos(0—0g)

J

Démonstration  Si0g = n [2n] alors la directrice? est perpendiculaire a I'axe des abscisses et d'équatier-d. On peut
alors utiliser la proposition 7.2 : une équation cartésiede® estx® + y*> = ¢? (x + d)?. On passe en polaire et on obtient
+e(rcos®+d). La coniqueé est donc I'ensemble des points satisfaisant :

ed ou ed
- r= .
1+ecosB 1—ecos6

Mais ces deux équations sont celles d'une méme courbe. & iffr,0) satisfait la premiére équation aldrsr,0 + ) satisfait la

seconde. Ces deux couples sont les coordonnées polairesi@me point du plan. Une équation polaireddest donc donnée par
ed

r=——.
1+ecos(@—m)
Dans le cas général, on effectue une rotation de cénteé d’angle, — nt et on trouve pour la conique I'équation polaire-
ed

1+ecos(®—-0p) "
Remarque 7.3

— L'équation polaire d’une conique s’écrit augsk P

1+ ecos(0—0g)
— L'axe focal de cette conique admet comme équation pdairé.
7.2 Etude de la parabole e =1

On s'intéresse dans ce paragraphe a une paralfotie foyerF, de directriceZ, de paramétrg > 0. On considére a
nouveau le repér (E i, j) construit dans la proposition 7.2. Dans ce repére, une iéqude & est

X2 +y2 = (x+p)2.

L'axe focal A, passe paF, est dirigé par_i) (et admet donc comme équatigr= 0), coupeZ? en un unique point de
coordonnées-£,0), ce qui justifie la définition suivante :
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DEFINITION 7.3 © Sommet d'une parabole
On appellesommetde la paraboleZ I'unique pointS d'intersection entre?? et son axe focal\. Dans le repér

(E 7,7), les coordonnées desont(—%,0).

| Remarque 7.4 SiK est le projeté orthogonal desur 2, S est le milieu dgFK].

(- - . P
PROPOSITION7.4 © Equation réduite d’'une parabole

téristique :

Cette équation est appeléguation réduitele la parabole?.
Réciproquement, une courbe d’équatiaii -2 p X = 0 dans un repére orthonornid, i, j) est une parabole de foyer

~

o
|

existe un repere 0rthonormaD,7,7) dans lequel la parabol¢” de parametre > 0 admet pour équation carg

Y2-2pX=0

p
F (2) et de directrice d’équatiq 7 :X=-4
3 J
M,y
K A
4
D
Démonstration

—

Soit 7 la parabole de paramétpe> 0, de foyerF et de directrice?. Dans le repéré? [F 7, j ) construit dans la proposition
7.2, # admet comme équation cartésiender y* = (x + p)% ou y? = 2px + p®. Considérons le poirm[—%,o) et le repére

—

%' (0,7, j ) Calculons les formules de changement de coordonnées drer@pau repére%’. SoitM un point du plan de
coordonnéex, y) dansZ et de coordonnée¥,Y) dans%’'. Ona :
OM=Xi+Y].

Par ailleurs : - IR
OM:OF+FM=§i+xi+yj=[x+§)i+yj.

X=x+E
2
Y=y

L’équation deZ? : y? = 2px + p? devient dansz’ : Y? = 2pX. Remarquons que est le sommet de la parabole.
Soit%¢ une courbe d'équatiox? —2 p X =0 dans un repére orthonorm@, i, j). Montrons ques est une parabole. Soit

Par identification, on obtient alors :

2 la droite d'équatiorX = -5, F
prouvera qué& est une parabolé? de foyerF et de directrice?. Remarquons que :

p
(2) etM '); un point du plan. Montrons queM,F) = d (M, 2) si et seulement 31 € ¢ ce qui

d% (M, F) = [x- B)2+Y2 et d>M,2)= (x+ 3)2.
2 2

Ona:

Me & dM,F)=dM,2)

d®>MF) =d* M, 2)
(X— g)z +Y2 = (X+ g)z

Y2-2pX=0
Me%.

1o 100
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(PROPOSITION7.5 © Paramétrage de la parabole
On peut paramétrer la parabole d’équatir-2 p X = 0 dans un repére orthonornl, i, j) par

(& J

Démonstration Soit%’[o,?,?) le repére construit dans la proposition précédente. Damemgre une équation d& est

y? —2px =0. SoitM '; un point du plan. On a équivalence entre :

Me? y2—2px=0

pr*
<~ JreR, y=pt et x= -
Remarque 7.5 Commelim;_. .+ % =0, la parabole posséde deux branches paraboliques de alirastymptotique

OX (c’est de la que vient I'appellation).

(PROPOSITION7.6 @ Tangente a la parabole

[N}

x(t):% (teR.

Dans un repér®,7,7), on considére la parabol# de paramétre > 0 et paramétrée p%r ® .
yiy=p

— LatangenteZ, & & au pointM, de &2 de paramétrey € R a pour éguation :

[2
0
x—toy+p; =0

— LatangenteZy, & &2 au pointMy(xo, yo) & pour éguation

¥ Yo = p(x+Xo)
\ J

Démonstration  Soit 9 la tangente &7 au point de paramétrg. Un vecteur directeur a cette tangente a pour coordonnées
(pto, p). Le vecteur de coordonnées, 1) dirige donc. Une équation cartésienne dg est donc

fp x—x(fp)

L y-y)
. p i p i} . p i ‘ . e
soitty (y—pto) - |x— 252 | = 0 ou encorex— toy + %52 = 0. Par ailleurs, commey = 252 et queyy = p 1o, cette équation s'écrit

encorepx—ypy+pxp =0.

7.3 FEtude de l'ellipse :0<e<1

On considére dans tout ce paragraphe une ellipde foyerF, de directriceZ et d’excentricitée (0 < e < 1).

(PROPOSITION7.7 O Equation réduite de I'ellipse h
— Il existe un repére orthonormm,_i),T) dans leque& a pour équation
X2 y?
P + 2o 1 0<b<a
Cette équation est appeléquation réduite de I'ellipsé’.
— Réciproquement : I'équation 2—; + Z—; =1 avec0 < b < a est I'équation d'une ellipse de foyq F _OC avec
c=vVa®-b? I de directricq 2: X = —“—CZ et d’excentricitd e = < |.
o J
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Démonstration o
D’apres la proposition 7.2, il existe un repére orthonordiedct % [F, i,j ) dans lequel une équation cartésienné’dest

xz+y2 = (x+d)? (%)
oud=d{E2).Ona:

(*) <= (1 —ez)x2 —2ezdx+y2 —e?d®=0

2¢%d
— (l—ez) % X +y2—e2d2:0
1-¢?

27 \2 4 52
= (l—ez) (x— ed) - cd )+y2—e2d2:0

( 1-e? (1-e2)?
27 \2 4 52
2 _ e“d 2 22 e*d _
— (1 e)( 1—e2) +y“—ed 1_eZ—O
27 \2 2 52 2) . 42
5 e’d ed*(1-e”)+e*d*
— (l—e)( —1_62) T E— =0
27 \2 2
2 e“d 2 2 pl-e“+e”
— (l—e)(x—l e2) +y°—ed - =0
) 240 \* , &d?
— (l—e)( 31 ez) +y e

1-e2
(1-¢) ed 1-e ,
= e2d? 1-¢2 22 -1=0
1-¢? ed 1-é% , '
= ( ed ) (x_l—ez) e2d? 1=0(x)
Posons alors
ed b ed e2d X=x-c¢
= , = , c=
1-¢2 1-e2 1-¢? Y=y

Ces quantités sont bien définies 6ar e < 1. Remarquons qu'ona> b > 0. Le couple(X,Y) représente les coordonnées dans

un repérez’ (0,7,7) d’un point de coordonnéds, y) dans le repere? (F 7, j ) ou O est déduit d& par une translation de

—|c R e
vecteuru 0 Dans ce nouveau repefe,) s écrit alors

X2 Y?
? + b_2 =1
. . L . 2 . L . . .
qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bfenb? = 2, f=eetd= ”7. Enfin, une équation de la directriée
b+ ¢?

dansZ étantx = —d, une équation d& dans%’' est X+c = —d, soitX=—d~-c. Mais—-d-c= - = —“—CZ. Une équation

de % dans#' est donc X =%

c "
—

- . . x2  y2 . e
Réciproquement, soft une courbe d’equatloﬁg + z—z =1 dans un repérg?’ (O, i,] ).aveCa >b>0. Posons

b2
c=Va?-b, e=£ et d=—.

a c

Par identification avec I'équatidr’), on reconnait I'ellipse de foyd?'_oc de directrice? : X = - “—Cz et d’excentricitée.

-

(PROPOSITION7.8 © .
Soit (O, i, j) un repére orthonormal dans lequeh pour équatioﬁ‘% + % =1lavecO<bh< a.

L'origine O est centre de symétrie de C’est lecentrede I'ellipse.
OX etQY sont axes de symétrie d& OX est appeléxe focalou grand axe OY est appeléxe non focabu petit axe
a est appeléemi-axe focabu demi-grand axeb est appel@éemi-axe non focalu demi-petit axe

Soitc = Va? — b%. & admet deux foyerB etF’ de coordonnées dans le rep®e7,7) 'F ’_OC etF

(c) de directrice

2 p . A 2 2
associée d'équation, dans ce méme repéte X = -4 et7': X= <.

L'ellipse & coupe les axes du repét@,_i)j) en quatre pointa, A’, B, B’ appelés lesommetsle & et on a |

a 0 .10
Y

A _p

—@
O'A

J
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(PROPOSITION7.9 © Paramétrage de I'ellipse
On peut paramétrer I'ellipse d’équati%éw Z_; =1 avec0 < b < a dans un repére orthonorm@l, i, j) par

{ x(t) = acost e o]

y(t) = bsint

. J

Démonstration Soit%(o,_{j) le repéere construit dans la proposition précédente. Danep#re une équation dé est

2 2 . X . L
% + ‘;—2 =1. SoitM 'Y un point du plan. On a équivalence entre :
X2 Y2

Mebf < —+—=1
a? b2

<~ dJte[-m,m], X=acost et Y=bsint

| Remarque 7.6 Lellipse ne possede pas de branche infinie.

A
K K’
D D’

PLAN 7.1 :| Pour construire une eIIipfzp

1 On trace ses axes focaux et demi-focaux.

2. Onplace le centr® de I'ellipse puis ses quatre sommats’,B,B’.

3 On mesure au compas la longuéw et on place le compas é&n

4, On trace les deux arcs intersectant I'axe focal. On obtiiasi s pointF etF'.

DEFINITION 7.4 © Affinité orthogonale
Soient(O, i, j) un repére orthonormal. L'affinité orthogonale de b&3gi ) et de rappork € R est I'application du
plan dans lui méme qui au point de coordonnées, y) associe le pointl’ de coordonnées;, ky).

(PROPOSITION7.10 @ Cercle principal d'une ellipse

Lellipse & d’équation);—i + ‘;—i =1 avec0 < b < a dans un repére 0rthonormab,7,7) est 'image du cercle&s’

J

\cercle principalde I'ellipseé’.

Démonstration SoitM un point de& . Il existet € [-n, 7] tel que les coordonnées Nesoient(acost, asint). SoitT I'affinité

orthogonale en question. OITgM) Zzﬁf; DoncT (M) € &. Réciproquement, tout point deest image d’un point d& parT.

~

P
PROPOSITION7.11 © Equation de la tangente & une ellipse
Dans un repere), 7,7), on considere I'ellipsé’ de demi-grand axe et de demi-petit axé (0 < b < a) et paramétré

par{ x(t) = acost

y(t) = bsint
— LatangenteZy, a& au pointM, de& de parametrg, € R a pour équation :

(te[-m, 7.

d’équation cartésienn€’ + Y2 = a? par I'affinité orthogonale de bage, i) et de rappork = %. Le cercle? est appele

1

b x costy+ay sintp—ab=0
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— LatangenteZy, & au pointMy(xo, yo) @ pour équation

X X0 Y Yo _
2 T 170

Démonstration
— Un vecteur tangent a l'ellipsé en le pointM de paramétre est celui de coordonnéésasint,bcost). Une équation de la
tangenteZ a& enM est donc :

—asint x-—acost
bcost y-bsint |~

cequidonneb x cost+a y sint—ab=0.
— Si(xo, y0) sont les coordonnées ty, cette équation deviert;* + % —1=0.

-

[}
1

PROPOSITION7.12 © Limage d'un cercle dans I'espace par une projection orthognale est une ellipse
L'image d’un cercles’ de I'espace par une projection orthogonale sur un gfanon perpendiculaire au plan contenpnt
@ estune ellipse de”.

Démonstration NommonsZ?' le plan contenant le cerctg, r le rayon de¢’, O' son centre e le projeté orthogonale d&' sur
leplanZ .

Si les plans? et &' sont paralléles alors I'image @€ par la projection orthogonale sdP est le cercle de méme rayon et de
centreO.

On suppose qué?’ est non paralléle & . On note alorsy la droite formée par leur intersectioncet 10,7t/2[ I'angle non orienté
entre les plans? et &', Soit i un vecteur unitaire dirigearst. Soit7 un vecteur de” en sorte quez (0,7,7) soit un repére

—

orthonormal deZ. De la méme fagon, on considére un vectglien sorte quez’ (O’ L ) soit un repére orthonormal de’.

0 € R. Par la projection orthogonale sgf, le pointM’ € &' de coordonnéefs, y) dansZ%' se transforme en le poiM € & de
coordonnéeéx, y cosa) dansZ.

SiM’ est élément d& alors il existed € R tel quex = rcos0 ety = rsin0 et les coordonnées & sont alorgr cos0, rsinfcosa).
DoncM'’ est élément de I'ellipse de centbe de demi grand axe et de demi petit axBcosa. Réciproquement, on Vérifie que si
M (rcos0,rsinBcosa) est élément de cette ellipse alors c’est le projeté orthalgaur 2 du pointM’ (r cos 0, rsin8) de 2.

7.4 Etude de I'hyperbole :1<e

On considére dans tout ce paragraphe une hypegsotie foyerF, de directriceZ et d’excentricitée (e > 1).

PROPOSITION7.13 © Equation réduite de I'nyperbole
— Il existe un repéere orthonormm,_i)j) dans lequeb# a pour équation

X2 Y2

;—;ZI ﬂ>0,b>0
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Cette équation est appeléquation réduite de I'hyperbolg?.

— Réciproquement: I’équationé—z - Z—i =1 aveca > 0, b > 0 est I'équation d'une hyperbole de foy| F avec

2

c=vVa?+b? I de directricd 7 : X =< et d’excentricitq e =

Qo

Démonstration _
D’aprés la proposition 7.2, il existe un repére orthonordiedct % [F i, j) dans lequel une équation cartésienneseest

P4yt =e? (x+d)? (%)

oud=d{E2).0Ona:

(*) <= (l—ez)x2—2e2dx+y2—e2d2:0
— (ez—l)x2+2ezdx—y2+ezd2:0
2¢%d
— (62—1)(x2+ 2e 1x)—y2+62dz:0
e2 —
2 \2 4 52
d d
= (ez—l) X+ — S 5 y2+e2d2—0
“1) (=)
21 \2 2
2 e“d 2., 22 d
= -1||x+ -y +e“d - =0
(=) xe ] e 54
21 \2 2 72 (,2 4 72
2 efd " ed’(e”-1)-e'd”
— (e 1)(x+e2—1) 21 =
5 \2
5 e“d 5 5 o€ —1-e
— |e“-1||x+ -y +ed =0
( )( e2—1) Y 21
27 \2 2 2
2 e“d , ed
— e“—1f|lx+ - =
( )( 2_1) Y 62—1
2 1)? 2d | 2 2 22
— (e —1) x+— ] —[e —l)y —-e“d =0
e2 —
(e2—1)2 . 2d ' -1 2 1o
— X — —-1=
e2d? e2-1 2az”
-1\ 2d \* -1 2
ed x+ez—1 “2a? ~1=0()
Posons alors
ed ed ed X=x+c
a=— , b= , €= et
ec—1 e2 -1 ec—1 Y=y

Ces quantités sont bien définies earl. Remarquons que> 0 etb > 0. (X,Y) sont les coordonnées dans un repféféo, 7, 7)

—

d'un point de coordonnéds, y) dans le reperé? (F 7, j ) oU 0 est déduit d& par une translation de vecteur _OC. Dans ce

nouveau repérex) s’écrit alors

X2 y?
a2
. . L . 2 . , .
qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs tenb? = 2, % =eetd= %. DansZ', on aF g Enfin, une équation

de la directrice? dans# étantx = —d, une équation d& dans%' estX-c=—d, SoitX =c—d. Maisc-d = # = “—Cz Une
équation de? dans%’' est donX = “—CZ

) P < . X2 2 N e
Réciproquement, sai##’ une courbe d’equatloéf - z—z =1 dans un reper®’ [O, i,] ) aveca >0 etb>0. Posons

b2
c=Va2+p2, e=% et d=-.

a c

Par identification avec I'équatids'), on reconnait I'hyperbole de foyﬁr'g de directrice? : X = “—CZ et d’excentricitée.

PROPOSITION7.14 © ,
Soit (0, i, j) unrepére orthonormal dans lequel I'hyperbétéa pour équatio@% -
a) Lorigine O est centre de symétrie d&. C’est lecentrede I'hyperbole.

Y2

F_lave0a>0, b> 0.
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(b) OX et QY sont axes de symétrie d&’. OX est appeléxe focalou grand axe OY est appelé@xe non focabu axe)
non transverse

C) a est appelélemi-axe focabu demi-grand axeb est appelélemi-axe non focalu demi-petit axe

d) Soitc =V a?+ b%. 7 admet deux foyerB etF’ de coordonnées dans le repébe_i), 7) . F

g etF"_OC de directricq
associée d'équation, dans ce méme repere, X = “72 et7': X= —“—CZ.

e) L'hyperboles# coupe le grand axe en deux pointet A’ appelés lesommetsle 77 On aA g etA’ _Oa

- J

(PROPOSITION7.15 @ Paramétrage de I'hyperbole
On peut paramétrer I'hyperbole d’équati§=1— Z—Z =1 aveca >0, b> 0 dans un repere orthonorm@l, i, j) par

{ x(t) =eacht rER e=+1

y(t) =bsht

. J

Démonstration  Soit# (0,7,7) le repére construit dans la proposition précédente. Damepeze une équation d& est

. 1X . L
);—2 - z—i =1. SoitM 'Y un point du plan. On a équivalence entre :

X2 y?
Me# — —-—=1
a’ b?

<~ 3JteR, Y=bsht et X=+acht

| Remarque 7.7 Remarquons que I'hyperbole posséde des branches infinies.

PROPOSITION7.16 © Asymptotes a I'hyperbole
Soit sZ I'hyperbole d’équation;—z - z—z =1 aveca >0, b > 0 dans un repere orthonorm@, i, j). 2 admet deu

asymptotes| 5: bX—aY:OIet| ' bX+aY=0|.

Démonstration  Nous allons nous limiter a la branche correspondasnt=al et montrer que cette branche admet les deux

asymptotes indiquées. Par symétrie d'é¢), on en déduira que la branche de I'hyperbole correspondant-al admet aussi
ces deux droites comme asymptotes. Commencgons par I'étuldebdanche infinie quandtend verstoo. On a :

M_bsht_b

— [ —

x(t)_acht_a t—+00 a

De plus :

y(t)—gx(t)=b(sht—cht)=—be_[ 0

t—+o00

Par conséquent, la droite d’équatipa: %x, soitbx— ay = 0 est asymptote a I'hyperbole. De plug (t) — %x (H=-be"t<0.La
courbe est donc en dessous de 'asymptote. On fait de mémd geymptote a la branche infinie quandend vers-oo. On peut
aussi utiliser la symétrie de I'hyperbole par rapport ad'@xx) et déduire ainsi la seconde asymptote de la premiére.

o ‘@N
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PLAN 7.2 :| Pour construire une hyperbgle

On trace ses axes focal et demi-focal.

On place le centr® de I'hyperbole puis ses deux sommatetA’.
On trace le cercle de centteet de rayoru .

On trace les asymptotes.

a b W N P

Pour une de ces deux asymptotes, on considére son intersaeéc le cercle. Elle est formée de deux pagints
P etP'.

On trace les perpendiculaires a 'asymptote passant patiotde ces deux points.

[e]

7 Lintersection de chacune de ces deux perpendiculaires ltavee focal est constituée des deux foyers de
I'hyperbole.

8 Les directrices de I'hyperbole sont les droites perperidias a I'axe focal et passant gaetPp’.

7.5 Deéfinition bifocale de I'ellipse et de I'hyperbole

(PROPOSITION7.17 @ Définition bifocale de I'ellipse et de I'hyperbole )
Soienta et ¢ deux réels strictement positif,et F' deux points du plan tels qL"sFF’ =2c.

1. Sia> ¢, 'ensemble des points du plan tels que

7] « [ =2«

est I'ellipse de foyer§ etF’ et de demi-grand axe
2. Sia<c, I'ensemble des points du plan tels que

377 - [ae'] | -2

est I'hyperbole de foyerE etF’ et de demi-axe focat.

- J

Démonstration Introduisons le poin® milieu de[EF'| eti =OF/ "(ﬁ" Soit7 un vecteur unitaire directement orthogonal a

i . On forme ainsi un repére orthonormal dir{z@t?,?). Dans ce repére, on®c,0), F' (-¢,0). SoitM(x, y) un point de plan.
On calculeMF? = (x - ¢)2 + y? etMF? = (x + ¢)% + y? et il s'ensuit que
2
MF2 MF = ((x— 0%+ yz) ((x+ 0+ yz) = (xz +y2+c? —2cx) (xz +y2+c%+ Zcx) = (xz +y%+ cz) —4c?x?
et que
M2+ MF? = (x— )2 + Y2+ (x+ 0% + 72 =2 (2% + y2 + ¢2)).

1. On a alors les équivalences :

MEF +MF =2a
MF? + MF’? + 2MEMF’ = 442

—
— 2MEMF =4a% - (MF2 + MF'Z)
=  AMFEMF? = (1a% - (MF? + MF’Z))Z
— [x2+y2+c2)2_462x2=[Zaz—(x2+y2+cz))2
= (@-F)2+ap=d(c-)
o P2+dd)?=dh?
2 2
= 2.5

oub? = a? — ¢ est bien défini can > c. Donc on aMF + MF' = 2a si et seulement 31 est élément de I'ellipse de centde
de demi-grand axe et de demi-petit axé.

281



2. On ales équivalences :

MF-MF'|=2a

MF? + MF? - 2MEMF’ = 44

2MEMF' = [MFZ +MFr2) i

4MF? MF? = [(MFZ + MF’Z) 4 az)Z

[x2 +yP+ 62) —4c%x? = ((xz +y2 4 02) _2a2)2
[ Cz)x2+ay_a(a2_cz)

[ az)xz ay_a(cz_az)

22— azyz_a e

¥ P

I A
a? b2

[ A A !

o0 b? = ¢® - a® est bien défini can < c. Donc on @MF -MF' | = 2a si et seulement 31 est élément de I'hyperbole de

centreO, de demi-grand axe et de demi-petit axé.

Application : Comment dessiner une ellipse avec un crayon et une ficelle.

7.6 Courbes algébriques dans le plan

Le plan est rapporté dans tout ce paragraphe a un reperaorthal direct% (077) On s’intéresse ici & I'ensemble
¢ des points du plan dont une équation cartésienne est :

P(x,y)=ax*+2bxy+cy* +dx+ey+f=0

oU(a,b,c,d,e, f) € R® et oul les réels, b et c ne sont pas tous nuls (sin@hest une droite affine du plan).

(DEFINITION 7.5 ©
On appelle discriminant de la courbe du second degré :

€ :ax®+2bxy+cy*+dx+ey+f=0

le réel, noté\ et donné par A = ac - b*.

~

LEMME 7.18 © Elimination du terme en xy
Il existe une rotation de centr@ et d’angled € R telle que dans le reperg’ (O, i j’) déduit du repérez par cettg

rotation, I'équation d& devient :
€ :AX?+CY?+DX+EY+F=0.

| De plusA = ac - b* = AC (etF = f).

Démonstration On utilise les formules de changement de repére de la ptapo&i5 page 68 :

X =cos0X—sin0Y
y =sinb6X+cosOY

ou0 est un réel a déterminer. Ona :

ax2+2bxy+cy2 +dx+ey+f=0

— (uc0526+ csin26+2bsin6cosﬂ)X2 + (asin26+ ccoszﬂ—stinﬂcosﬂ)Y2 +

(2(0— a) sinecose+2b(cosze—sin2 9))XY+ (dcosB+esinB) X+ (ecos®—dsin0) Y+ f=0

On cherchd en sorte que (c — a) sin@cos 0 +2b (cos® 6 —sin?0) = 0 ce qui s'écrit ausic — a) sin20 + 2bcos 20 = 0.
— Sia = c alors on peut prendie= n/4.
— Sia# c alors on peut prendie= 1 arctan[ 2b )
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Dans le nouveau repére, I'équation‘éeest bien de la forme annoncée avee acos?0+ csin?0+2bsinBcosh , C = asin?6 +
ccos®0—2bsin0cosB, D=dcosO+esind, E=ecosd—dsin0 etF = f.

On remarque qu&+C = a+c, queA—C = (a—c) cos20 +2bsin 20 et qUeAC = 1/4((A+C)% — (A—-C)?).

Sia=0 et doncd = n/4, on vérifie facilement quec - b* = AC. Sinon, sb = 1 arctan (;Tbc) alorstan26 = 2b/(a—c) et

1 Y
cos? 20 = = @-c)
1+tan?20 (a—c)? +4b?
donc oh
A-C=(a-c)cos20|1+ tanze) =(a-c) 00529(1 +tan29) -a=¢
a—c cos260

et(A—C)? = (a—c)? +4b2.
Donc
AC = ((a+c)2—(a—c)2)—b2=ac—b2.

(A+0?-@a-0?)= i

PN

LEMME 7.19 © Elimination des termes linéaires

—_— —

Si A # 0 alors il existe un repere orthonorny&l’ (Q, iy j ’) déduit deZ’ par une translation dans lequel une équation

de% est:
AU’ +Cv*=F

OoUF eR.

Démonstration  Le repére%" est déduit du repér&’ par une translation de vectefs,f) € R? & déterminer. On a donc les
formules de changement de repére :
X =u+a
{Y v+p

AX? +CY? +DX+EY+F =0
— Au?+Cv?+(2Aa+D) u+(2CH+E) v+Ac® + CP% + Da+Ep+F =0

et

On cherchda,p) en sorte que
2Ac+D =0
{zqs +E =0’
CommeA = AC # 0, ce systéeme admet comme solutions-D/(2A) etp = —E/(2C). On en déduiF" en remplacant etp par ces
valeurs dansa® + C? + Da+ EB + F. Dans ce nouveau repére, I'équatiortdest bien de la forme annoncée.
On en déduit le théoreme de classification des courbes dudeegré, di a Descartes (voir 2.2.1 page 67).

THEOREME7.20 QO Classification des courbes du second degré
On considéere une courbe du second degré d'équation :

€: ax*+2bxy+cy’+dx+ey+f=0

dans un repére orthonormal. On nate ac — b son discriminant.

— SiA >0, la courbes” est une ellipse, un point ou I'ensemble vide.

— SiA <0, la courbeg” est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

— SiA =0, la courbe#” est une parabole, une droite, la réunion de deux droiteiglasaou I'ensemble vide.

Démonstration D’aprés le lemme 7.18, on peut trouver un repére dans leqeséquation d& estAX? +CY? + DX +EY +F =0
0UA,C,D,E,FeR et 0UA = ac— b? = AC.

1. SiA=0alorsA=0ouC=0.
(a) SiA=0etC#0 alors€ :CY?+DX+EY +F =0 qui s'écrit auss# : C (Y +E/(2C))%2 + DX +F—-E2/(4C) = 0.
o 2 ) N
i. SiD#0 alors en posart’ =Y + 5= etX' = - (X+ L 4Ec_D) on obtient ¥ :Y'? —2DX' = 0 et on reconnait
une parabole.

ii. SiD =0, alors en effectuant le méme travail, on montre qu’'une éguale’¢ dans un repéere convenablement
choisi est de la formg?2 +F = 0. SiF >0, € est I'ensemble vide, & =0, ¢ est la droite d’équatio’ = 0 et
enfin siF' <0, € est la réunion des droites paralléles d’équatidns v-F' etY' = —v-F'.

(b) SiA#0 etC=0 alors% :AX?>+DX+EY+F =0, on retrouve les mémes résultats que dans le cas précédent .
(c) SiA=0 etC=0 alors la courbe n'est plus du second degré.
2. SiA #0, on sait d’aprés le lemneque dans un bon repéfé, : AX'2 + CY'? = F' avecA,C,F €R etA = AC.
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. ~ . L, . . . 2 2
a) SiA >0, alorsA etC sont de méme signe et on peut écrire I'équatioff’dsous la forme X2 Y _ ¢ avece = 0,1
g p q W2t oz

ou-1etA’,C' >0. Sie =0 alors¥ est réduit a un point. $i= —1 alors¢ est vide. Enfin, si = 1 alors% est une
ellipse.

. . . Py . , . 2 2
(b) SiA <0, alorsA etC sont de signe contraire et on peut écrire I'équatiorsdsous la forme .’li—:z - g—',z =¢ avec

£=0,1 ou—1 etA’,B’ > 0. Sie =0 alors I'équation s'écrit (% - %) (% + %) =0 et¥ est la réunion de deux droites
sécantes. Si= +1, ¢ est une hyperbole.
Remarque 7.8 Ce théoreme fournit un algorithme pour déterminer la nadiuee courbe
€: ax®+2bxy+cy’+dx+ey+f=0

et préciser son équation réduite.

1. Calculer le discriminamk = ac— b? etT = a+ c. Selon le signe da&, on peut, sans calcul, préciser le type de la
courbe.

2. (@) SiA #0, par un changement du centre du repere défini par les formules

x=X+a«
y=Y+p

on se débarrasse des termes linéaires ey pour aboutir & une équation :

ax® +2bxy+cy*=F

Le centre du nouveau repére est, dah< g.
(b) Onsait qu’on peut, par rotation des axes, se placer darepére orthonormé de méme ceritreu I'équation
devient :
Ax*+Cy* =F

(c) On connait la somme et le produit Aet deC :

A+C =a+c
AC =ac-b?*’

lIs sont par conséquent racines d’un trinbme du second degré

(d) Ayant déterminé\ et C, on peut écrire I'équation réduite de la conique et discdéesa nature en fonction
du signe de.

(e) Sil'onveutavoir toutes les informations, il faut détémer I'angled de rotation choisi pour annuler le terme
xy.
3. SiA =0, on peut, par rotation des axes, se placer dans un repeomorthé de méme centre ou I'équation devient :

Ax2+By2+Cx+Dy=F
avecA =0 ouB = 0. On sait alors qu’aprés une translation, on peut facilendemntifier €.

Exemple 7.2 Réduire la conique’ d’équationx? + 6xy + y? +16x—9 = 0.
1 Son discriminant vaut8 donc% est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

=X+ .
2. On effectue le changement de rep%r% v g . On obtient :
y=r+

X2 +6XY + Y2 + (6P + 20+ 16)X + (2B + 600 Y — 9+ P2 + & + 16 + 6ap = 0.

On se débarrasse des termes linéaires si
{ 6p+20+16 =0

2 +60=0

c’est a dire six = 1 et p = —3 ce qui nous donng (1,-3) | Dans ce nouveau repere, I'équationélelevient :
X2 +6XY+Y2-1=0.
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3 On sait que par rotation des axes on peut se placer dans we @tidonormé de méme centieou I'équation
devient :
Ax? + Cy2 =1.
On sait qUAAC = A = —8 et queA+C = a+c = 2. lIs sont donc racines du polyn6rké-2X—8 et on trouve\ = 4 et
C=-20uUA=-2etC=4. On obtient alors dans le nouveau repére pgume des deux équations? —2y> =1
ou —-2x? +4y? = 1. Ces deux équations sont obtenues dans deux repéresmtifdhen étant déduit de I'autre
par une rotation d’angle/2. On reconnait une hyperbole de demi-ak&set v/2/2 et de centr& (1,-3).
Pour mieux faire, il faut déterminer complétement la rot@tEn partant de I'équatiot? +6XY+Y2-1 =0,
on effectue le changement de repére
X =cos(@)x—sin(@)y
Y =sin(@)x+cos@)y

et on obtient :

(6sin(0) cos(0) + cos*(B) + sin” ©) X +6 (cosz(e) - sin(e)z) xy+ (cosz(e) —6sin(0) cos(0) + sin? ©) yr=1

Ou encore
(3sin(20) + 1) x* + 6¢cos(20) xy + (1 — 3sin(20)) y* = 1.

Pour supprimer les termes linéaires, il suffit de prerdeen/4 et on obtient dans le nouveau repéfe: 4x> —
2y? = 1. On sait donc que = 1/2, b= v2/2 etc = Va? + b?> = v/3/2. On en déduit que = c¢/a = V3. De plus,
les équations des directrices dans le repére final sent/3/6 et x = —/3/6. Les coordonnées des foyers sont
(V3/2,0) et(-+/3/2,0). On peut alors facilement représerfer

2,5

-10,0

| Remarque 7.9 Pour le tracé final, on peut s’aider des méthodes 15 page 2A&7/petge 281.
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7.7 Exercices

7.7.1 Engénéral

Exercice 7.1 Q

Soit% une droite du pla? etF un point du plan non situé s&. Montrer que par tout poitM du plan non situé sur
2 u {F} passe une et une seule conigligle foyelF et de directrice’.

Solution: OnadM,2)>0carM¢ 2 etd (M,F) >0 carM # F. Par conséquerst=
nul. Par construction, la conique de directrigede foyerr et de directrice? passe pari.

d (M, F)
dM,7)

=)

est un réel positif no

Exercice 7.2 QQ

On considére un cbne de révolution de somset'axe? et on notex € 10,/2[ une mesure de l'angle entre cet axe
et une génératrice du céne. On va étudier l'intersectioreerd c6ne et un plag? de I'espace.

1.
2.

Dans un repére orthonormal direct de I'espace fixé, détermnne équation cartésienne du céne.

En choisit un repére orthonormal direct de I'espace ete sprune équation cartésienne@esoitz = 0. Ecrire
une équation cartésienne de l'intersectiondu cbne et du plan et reconnaitre I'équation algébriqueed’un
courbe du plan de degeé

. On notep €10,/2[ I'angle entre le plar?? et 'axe 2 du coéne. Montrer queos?p = a? + b?.
. Conclure en comparaatetp.

Solution :

1. On noteu (a, b, c) un vecteur directeur unitaire . Un pointM est élément du cone si et seulement si I'angle

non orienté{ﬂ,s_l\’/l) est égal Jx oun —«a, c'est-a-dire si et seulement SM. 7 = + “S_M“ cosa ce qui ameén
I'équation cartésienne :

ous (xs,ys,zs) etM(x, y, z).
2. Avecz =0, I'’équation précédente devient :

et en développant, on trouve une expression de la forme :

oud,e, f € R. On reconnait I'équation d’'une courbe algébrique du pladalpe?.
3. Notonsuyg le projeté orthogonal du vecteuir sur le planZ?. Commeu = (a, b, c), les coordonnées d& sont

(a,b,0). Maisu.ug = || i || | @l cosp et il vienta® + b* = vV a? + b? cosp d’oui I'égalité.
4. On calcule le discriminant de cette équation :

Commen etp sont compris entre etn/2, le signe de\ est donné patosa — cosp.

— Sia<p alors.# est une ellipse, un point ou 'ensemble vide. .

— Sia=p alors.# est une une parabole, une droite, la réunion de deux draitafi¢gles ou I'ensemble vide.
— Sia>p alors.# est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

D

(a(x—xs)+b(y-ys) +c(z—zs))2 = ((x—xs)2 + (y—y5)2+ (z—zs)z)cosz(x

(a(x-xs)+b(y—ys)- czs)2 - ((x— s)2 + (y—ys)2 + zg) cos’a

2

(a® —cos®a) x* +2abxy + (b* — cos*a) y* +dx+ey+ f =0

A = (a* - cos*a) (b* - cos? a) — @*b* = cos” o (cos® a — (@ + b*)) = cos” a (cos® a— cos?B).

7.7.2

Paraboles

Exercice 7.5 Q

On considére une parabole. Montrer que les rayons paafidlaxe réfléchis sur la parabole passent par le foyer.
Application : Le fonctionnement du miroir d’un télescope de Newton esélsa la propriété de la parabole prouvée
dans la questioB. de cet exercice.
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Solution : En paramétrant la parabol®i(t) ! /t2p , un vecteur normal erM(t) est 7 tp Calculong
—— (2 =pH)2p = P+ PP FM(1) —|-1 = .
FM(1) etIFM ()| = 5y On calcule alors———.n =1 et en posanh 0’ h.n =1 ce qui montre
IEM (D)l

que la droitdFM) et la droite horizontale passant pdrsont symétriques par rapport a la normaléven

Exercice 7.4
Soit & une parabole de paramépe- 0 et de directricez. SoientM un point deZ? etH son projeté orthogonal sur
2. Montrer que :

1. Latangente’y & & enM coupe la tangente au sommetg@feen], milieu du segmenFH].
2. Latangentei, &% enM est la bissectrice principale du triangle iSOGE¥&H.

3. Le projeté orthogonal du foyer d# sur les tangentes @ décrit la tangente au sommet.
4. Deux tangentes & perpendiculaires se coupent sur la directticde & .

Solution :

Tn

1. D'aprés le cours, la tangent& a la parabole en son sommet admet pour équation cartésiena® et Ay,

2)

IX—ty+ p%‘) = 0. Ces deux droites se coupent en le point de coordor(né@%ﬁ) qui est bien le milied du
segmentFH].

2. Comme le trianglEMH est isocéle, la bissectrice principale de I'anigldF est aussi la médiane issueMeOr,
on vient de prouver que la droite passantidagt par le milieu déFK] est la tangente evl &4 &.

3. La droite(MI) est aussi la hauteur du triangi®IH issue deM. Par conséquent, les droit@®) et J sont
perpendiculaires eh Le projeté orthogonal de sur 9 est dond. Il est clair que le point, ses coordonnégs
étanr(o, thO) est élément de la tangente au sommet.

4. SoientHy : x—ty+ p%z =0etHRy:x—ty+ p%2 = 0 deux tangentes & en les pointM de paramétre
etM' de paramétre’. Ces deux droites se coupent en le point de coordor{pges2, p(t+t')/2) et sont or{
thogonales si et seulementisi tt' = 0. Si c’est le cas, les coordonnées de leur point d’intersectiécriven
(=p/2,p(t—1/1)/2). Ce point est bien un point de la directriecar une équation cartésienne de cette derfiere
estx=-p/2.

Exercice 7.5 QOO0 )
On considére la parabole d’équatigh= 2px et un pointA a ;2